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Starrheit in der Geometrie involutorischer Gruppenelemente

Von

FrIeoricHE Bacamaxy und Fr1EDER KNUPPEL

Wovrreane GasCEUTZ zum 60. Geburtstag gewidmet

Wir gehen aus von der

Grundannahme. Sei G eine Gruppe und seten S, P unter inneren Automorphismen
von G invariante Mengen von imvolutorischen Elementen aus G. Jedes involutorische
Element aus G liege entweder in S oder in P. Es seien S, P = @.

In der Geometrie involutorischer Gruppenelemente ordnet man einem Tripel
(G, 8, P), welches der Grundannahme geniigt, eine geometrische Struktur zu: Man
nennt die Elemente aus S Geraden, die Elemente aus P Punkte, nennt einen Punkt
und eine Gerade inzident, wenn ihr Produkt involutorisch ist, nennt zwei Geraden
zueinander senkrecht, wenn ihr Produkt involutorisch ist, und nennt die auf S und P
restringierten inneren Automorphismen von G Bewegungenl).

Wenn (G, S, P) eine Hjelmslevgruppe ist, gilt:

(*) Der Zentralisator jeder Fahne?2) ist eine Kleinsche Vierergruppe

und damit operiert die Bewegungsgruppe starr : LaBt eine Bewegung einen Punkt 4 und
eine mit ihm inzidente Gerade b fest, so ist sie die Identitit, die Spiegelung am Punkte
A, die Spiegelung an der Geraden b oder die Spiegelung an der in A4 auf b errichte-
ten Senkrechten.

Wir wollen zeigen: Wenn G endlich ist, charakterisiert die Aussage (*), zusammen
mit den Aussagen:

P enthalt nicht zwei Elemente mit involutorischem Produkt,

S ist keine Konjugiertenklasse,
die endlichen Hjelmslevgruppen im Rahmen der Tripel (@, S, P), welche der Grund-
annahme geniigen.

Ferner geben wir eine einprigsame Charakterisierung beliebiger (nicht notwendig
endlicher) Hjelmslevgruppen, in der gleichfalls die Starrheits-Bedingung (*) auftritt.

Bezeichnungen. Sei G eine Gruppe. Sind «, 8 €6, so bezeichnen wir das Element f-1af
mit «8. Sind «, g involutorisch, so bedeute a|f: af ist involutorisch (,,Strichrelation, AGS

§ 3, 1). Ist S eine Menge von involutorischen Elementen aus G, so werde die Menge der Zweier-
produkte von Elementen aus S mit 82 bezeichnet: §2:=S8; entsprechend sei §3:= 8§88, ...,

1) Vergleiche AGS, S. 314f., insbesondere das ,,Wérterbuch* S. 315.
2) Unter einer Fahne verstehen wir ein inzidentes Punkt-Gerade-Paar.
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ferner Sger:= {1} U S2U 84U --- und Sw8:= S 88U ---. Ist T eine Teilmenge von G, so
bezeichne I(T) die Menge der involutorischen Elemente aus T'.

Unsere Note handelt von Tripeln (G, S, P) der zu Anfang genannten Art. Beim Studium
solcher Tripel verwenden wir stindig die in AGS, S. 314f. definierten geometrischen Redeweisen;
wichtig sind dabel vor allem die oben erwéhnten Definitionen von Gerade, Punkt, inzident,
senkrecht, Bewegung.

Unter einer Hjelmslevgruppe verstehen wir in dieser Note stets eine nicht-elliptische Hjelmslev-
gruppe. Die Definition findet man in AGS, § 20, 5. Eine Hjelmslevgruppe ist nach Definition
ein Paar (G, 8), wobei & eine Gruppe und § ein unter inneren Automorphismen invariantes
Erzeugendensystem von G ist, das aus involutorischen Elementen besteht; die Definition enthélt
ferner fiinf Axiome, denen die Elemente aus S und P:= I(§2) geniigen miissen3).

Wenn man Hjelmslevgruppen im groBeren Rahmen der Geometrie involutorischer Gruppen-
elemente betrachtet, ist es zweckmaBig, aus einer Hjelmslevgruppe (@, S) das Tripel (G, S, P)
mit P:= I(82) zu bilden. Die Redeweise ,,(G, S, P) ist eine Hjelmslevgruppe‘‘ bedeuten: (G, S)
ist eine (nicht-elliptische) Hjelmslevgruppe im Sinne der Definition aus AGS und es ist P = I(S52).

1. Folgerungen aus der Existenz und Eindeutigkeit des Mittelpunkts. Sei (@, S, P)
ein Tripel, welches der Grundannahme geniigt.

Buchstaben-Konvention. Sofern nichts anderes gesagt ist, mdgen a, b, ¢, d, e,
m, n Elemente aus S, und 4, B, C, D, E, M, N Elemente aus P bezeichnen.

In P gelte die Existenz und Eindeutigkeit des Mittelpunkts4):
Je zwet Punkte haben einen Mittelpunkt:

(Ex MP) Zu A, Be P gibt es stets ein M € P mit AM = B.
Zwei Punkte haben hichstens einen Mittelpunkt:
(Eind MP) Aus AM = AN folgt M = N, fir alle A, M, N e P.

Fiir Tripel (G, 8, P), die der Grundannahme und diesen Forderungen geniigen,
gelten folgende Satze:

1.1. P2 enthélt kein involutorisches Element.

Beweis. Die Eindeutigkeit des Mittelpunkts liefert im Spezialfall N = 4: Aus
(AM)2 =1 folgt AM=1.

1.2. Aus A|b jolgt AbeS.

Beweis. Nach Voraussetzung ist 4b involutorisch, also Abe SuU P. Wire
Abe P, so wire b = A - Ab ein involutorisches Element aus P2,

Satz 1.2 lehrt genauer: Liegt 4 auf b, so ist Ab eine in 4 auf b errichtete Senk-
rechte (denn wegen A |b gilt 4, b| 4b).

3) Die ersten vier von diesen Axiomen treten im folgenden als Sitze 1.4, 2.5, 2.6, 3.1 auf;
das finfte Axiom sagt nur, dal P = @ ist.

4) M heiBit ein Mittelpunkt von 4, B, wenn AM = B ist, wenn also die Spiegelung an M die
Punkte 4 und B vertauscht.

Was die Exzistenz von Mittelpunkten angeht, so benutzen wir im Abschnitt 1 nur, daB zwei
Punkte, die durch Spiegelung an einer Geraden auseinander hervorgehen, einen Mittelpunkt
besitzen. Erst im Beweis von Satz 2.6 wird benutzt, daB je zwei verbindbare Punkte einen Mittel-
punkt haben.
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. L3, Ist M Mittelpunkt von A, A, so liegt M auf b und die in M auf b errichiete
Senkrechte Mb ist eine Verbindungsgerade von A, AY.

Beweis. Es ist A = A% und daher 4%Mb = AMMbd — 4b = AM Da bMb we-
gen der Invarianz von P in P liegt, folgt mit der Eindeutigkeit des Mittelpunkts
bMb = M und damit M |b. Nach Satz 1.2 ist also Mb eine in M auf b errichtete
Senkrechte. Wegen AMb = A, AMb =AY gilt A, A®| Mb.

1.4 (Existenz des Lotes). Zu A, b gibt es stets ein ¢ mit A, b|c.

Beweis. 4, A haben einen Mittelpunkt M. Nach Satz 1.3 ist Mb ein Lot von
A auf b.

1.5. Auf jeder Geraden liegt ein Punkt. Durch jeden Punkt geht eine Gerade. P C S2.

Beweis. Wegen P = 0 gibt es einen Punkt A. Ist & eine Gerade, so liegt der
Mittelpunkt von 4, A% nach Satz 1.3 auf b. — Wegen § = @ gibt es eine Gerade b.
Ist 4 ein Punkt, so gibt es nach Satz 1.4 ein Lot von 4 auf b. — Sei 4 € P gegeben.
Es gibt eine Gerade ¢ mit A4 |c. Dann ist Ac< S (Satz 1.2) und 4 = Ac-ce §2

Ein Mittelpunkt von 4, B liegt auf jeder Verbindungsgeraden von A, B:
1.6. Aus 4, AM|a folgt M |a.

Beweis. Aus den Voraussetzungen folgt 42Ma = AM. Mit der Eindeutigkeit des
Mittelpunkts folgt e Ma = M, also M |a.

1.7. Senkrechte haben einen Punkt gemein: Zu a, b mit a|b gibt es ein C mit a, b|C.

Beweis. Sei 4 ein Punkt mit 4|a (Satz 1.5) und M Mittelpunkt von 4, A°;
nach Satz 1.3 gilt M |b. Andererseits: Wegen A|a gilt A%|a?, also A¥|a (denun
Ab = AM und a® = a); man hat also 4, A¥|a und daher M |a, nach Satz 1.6.

Sind b, ¢ Geraden, die einen Punkt gemein haben, so nennen wir jede Gerade m,
fiir die b™ = ¢ ist3), eine Winkelhalbierende von b, c.

Im Hinblick auf Abschnitt 3 erwihnen wir: Ist 4 ein gemeinsamer Punkt von b, ¢
und m eine Winkelhalbierende von b, ¢, so kann m mit A inzidieren®) oder nicht
(vgl. [2, § 8]); jedenfalls gibt es dann eine Winkelhalbierende von b, ¢, die durch 4
geht:

1.8. Ist A ein gemeinsamer Punkt von b, ¢ und m eine Winkelhalbierende von b, ¢,
so gilt fir den Mattelpunkt M von A, Am: M liegt auf b, m, ¢ und die in M auf m er-
richtete Senkrechte M m ist eine Winkelhalbierende von b, ¢, die durch A geht.

Beweis. Satz 1.3 liefert M|m, Mme S, A|Mm. Ferner gilt 4, AM|b (denn
A|bm gibt Am|b, also AM|b); mit Satz 1.6 folgt M |b. Ebenso gilt M|c. Aus M|b
folgt bMm — pm — ¢

3) bm = ¢ bedeutet: die Spiegelung an m vertauscht die Geradern b und e.
6) Wenn 4 und m inzidieren, so ist auch die in 4 auf m errichtete Senkrechte A m eine Winkel-
halbierende von b, c.
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2. Hinzunahme der Starrheit. Gilt 4 |b, so ist {1, 4, b, 4b} eine Kleinsche Vierer-
gruppe; sie ist in C¢ (4, b), dem Zentralisator von {4, b} in G, enthalten.

Zu den Voraussetzungen aus 1 nehmen wir nun folgende Starrheits-Forderung
hinzu:

Starrheit. Der Zentralisator einer Fahne in G ist die von der Fahne erzeugte Klein-
sche Vierergruppe:
(St) Gilt Ac P, beS und A|b, so ist Ce(4,b) = {1, 4,b, Ab}.

Fiir Tripel (@, S, P), welche diesen Voraussetzungen geniigen, gelten folgende
Satze:

2.1 (Satz vom Kreuz?)). Aus 4|b|c folgt Abc = 1.

Beweis. Nach Voraussetzung gilt 4|b und ¢ € Ce(4, b). Mit (St) folgt

ce{l,A4,b, Ab}.

Weil c =1, A, b ist, ist ¢ = 4b.

2.2. Aus a|b folgt abe P.
Beweis. Nach Satz 1.7 gibt es ein € mit a|b|C. Mit dem Satz vom Kreuz folgt
ab=_C.

Folgerung. SN 82 =40.

2.3. Gilt a|b, so ist Ce(a,b) = {1, a,b,ab}.
Beweis. ab ist nach Satz 2.2 ein Punkt, mit ab|a. Es ist
Cg(a,d) = Cg(ab,a) = {1,ab,a, b}, wegen (St).

Jede Kleinsche Vierergruppe V mit ¥V < G enthilt, weil es in ihr nach Satz 1.1
nicht zwei Punkte gibt, zwei (senkrechte) Geraden, deren Produkt und die I, ist
also von der Form V = {1, a, b, ab} mit a|b. Daher folgt aus Satz 2.3:

2.4. Fir jede Kleinsche Vierergruppe V mit V =G gilt Ce(V) = V.
Unter den Voraussetzungen aus 1 sind also die Aussagen (St), 2.3, 2.4 d4quivalent.

2.5 (Eindeutigkeit des Lotes). Aus 4, b|c, d folgt ¢ = d.

Beweis. Aus b|c, d folgt mit Satz 2.2 ¢b,dbe P. Wegen 4d|c, d ist A = A
= A% Mit der Eindeutigkeit des Mittelpunkts folgt cb = db, ¢ = d.

2.6. Aus a,b,c|e folgt abceS.

Beweis. a) Zu a, b mit a, b|e gibt es ein m mit a™ = b und m|e. Denn ae, be
sind Punkte (Satz 2.2), haben also einen Mittelpunkt 3 ; wegen ae, be|e gilt M |e

7) AGS, 8. 319. 4|b|c ist eine Abkiirzung fiir die Aussage, daB 4, b, c paarweise zueinander in
der Strichrelation stehen.



Vol. 35,1980 Geometrie involutorischer Gruppenelemente 159

(Satz 1.6). Es folgt a™ = b. Es ist Me € § (Satz 1.2) und fiir m := Me gilt am» = b
und m|e. — b) Wir zeigen nun: Aus a, b, c¢|e folgt abc e S U P. a2 ist eine zu e
senkrechte Gerade. Daher gibt es, wie Teil a) lehrt, ein m mit a™ = a%%¢ und m] e.
Man hat dann a|e und abcem e Ce(a, ¢); mit Satz 2.3 folgt abem e {1, a, ¢, ae}.
Daher gilt Fall 1: abc € {m, me} oder Fall 2: bc € {m, me}. Fall 2 ist nach Satz 1.1
nicht méglich, weil bc = be - ec € P2 ist und m, me involutorisch sind. Also ist abc
gleich der Geraden m oder dem Punkt me. — ¢) Es gelte a, b, ¢|e. Nach Teil a) gibt
es Geraden m, n mit a™ = b, a® = ¢ und m, n|e. Nach Teil b) ist mn involutorisch,
also gleich nma. Daher ist abc = amamnan = amnmn = nmamn = a™n e .

Die Satze 1.5, 2.2, 1.4, 2.5, 1.2, 2.6 lassen sich wie folgt zusammenfassen:

Zwischenresultat. (@, S, P) erfiille die Grundannahme und die Forderungen: Existenz
und Eindeutighkeit des Mittelpunkts und Starrheit ((Ex MP), (Eind MP), (St)). Dann
ist P = I1(82%) und ({8, 8) geniigt dem Axiomensystem des Senkrechistehens (AGS,
S. 320).

3. Hinzunahme der Bedingten Existenz von Winkelhalbierenden. Zu den Voraus-
setzungen aus 2 nehmen wir folgende Forderung hinzu:

Bedingte Existenz von Winkelhalbierenden. Zwei ineinander bewegliche
Geraden®), die einen Punkt gemein haben, haben eine Winkelhalbierende:

(WH) Fiir allebe S und o € G gilt: Gibt es ein A € P mit A|b, b%, so gibt es einm € S
mit bm = bx.
Nach Satz 1.8 gilt dann auch die Verscharfung: Zwei ineinander bewegliche Ge-
raden, die einen Punkt 4 gemein haben, haben eine Winkelhalbierende durch 4.

Fiir Tripel (G, S, P), welche den Voraussetzungen aus 2 und der Forderung (WH)
geniigen, beweisen wir die Satze 3.1 und 3.2.

3.1. dus a,b,c|E folgt abc e 8.

Beweis. Nach Voraussetzung gilt a2b¢|E. Wegen (WH) gibt es eine Gerade d
mit a%%¢ = g4 und d| E. Man hat dann E|a und abcd € C¢(E, @) und mit (St) folgt
abcd e {1, E, a, Ea}. Daher gilt Fall 1: abce {d, Ed} oder Fall 2: bc € {d, Ed}. Im
Fall 1 ist abc eine von den beiden mit E inzidenten, zueinander senkrechten Ge-
raden d, Ed (wegen E |d ist Ed € S, nach Satz 1.2). Fall 2 ist wegen der Folgerung
von Satz 2.2 unmoglich.

3.2. S erzeugt G.

Beweis. Sei « € G. Wegen P = ¢ und Satz 1.5 gibt es eine Fahne {4, b}. 4, A«
haben einen Mittelpunkt M; es ist dann A*M = 4. Wegen A|b gilt AxM|pxM,
Folglich gilt 4|b, b*¥, und wegen (WH) gibt es eine Gerade m mit A |m und bm

8) Zwei Geraden (und ebenso zwei Punkte) sind genau dann ineinander beweglich, wenn sie
konjugiert sind.
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= b*M_ Damit gilt 4|b und aMm € Ce(4, ). Mit (St) folgt aMme {1, 4, b, Ab}
und hieraus mit Satz 1.2 und P C S2 (Satz 1.5)

ac{mM, AmM, bmM, AbmM}CSPUS2PC 83U §4.

Das Zwischenresultat und die Satze 3.1, 3.2 fithren zu dem

Resultat. Geniigt (G, S, P) der Grundannahme und den Forderungen:

Existenz des Mittelpunkts ((Ex MP)),
Eindeutigkeit des Mittelpunkts ((Eind MP)),
Bedingte Existenz von Winkelhalbierenden ((WH)),
Starrheit {((St)),

so ist (G, S, P) esne Hjelmslevgruppe.

Die Voraussetzung, daB je zwei Punkte einen Mittelpunkt haben, ist nicht in allen
unendlichen Hjelmslevgruppen erfiillt. Alle anderen Voraussetzungen des Resultats
gelten in jeder Hjelmslevgruppe (vgl. etwa (2, 2*.15, 3*.3, 3*.6, § 13, Lemma 1)).

4. Die endlichen Hjelmslevgruppen. Wir wollen jetzt das Resultat auf endliche
Gruppen spezialisieren. Wenn @ endlich ist, kann man schon die Voraussetzungen
aus 1 auf Grund des folgenden Lemmas abschwichen:

Lemma (vgl. [8, S. 52)). Sei G eine endlicke Gruppe und P eine Menge von involu-
torischen Elementen aus G, die gegen innere Automorphismen von G invariant ist, Die
Elemente aus P werden Punkte genannt; A, B, M, N seien Variable fiir Elemente
aus P. Dann sind dquivalent:

1) P2 enthilt kein involutorisches Element,
2) Euzistenz des Mittelpunkts: Zu A, B gibt es esn M mit AM = B,
3) Eindeutigkeit des Mittelpunkts: Aus AM = AN folgt M = N,

Beweis. Aus der Invarianz von P (in {P)) folgt, daB alle natiirlichen Potenzen
eines Elements aus P2 in P2 liegen; firr m € N ist nimlich

(AB@m =4 - A4B"  (4ABpPmil=4- B4B™

Es folgt: (AB)” - A ist stets ein Punkt, fur jedes n € No.

Aus 1) folgt 2): Sei » die Ordnung von AB. Wire n gerade, etwa n = 2m, so
wire (A.B)™ involutorisch, also nach dem Gesagten ein involutorisches Element aus
P2 — im Widerspruch zu 1). Folglich ist = ungerade. Wegen (4B)* =1 ist der
Punkt (4B)n-Df2- 4 =: M ein Mittelpunkt von 4, B; denn es ist MAMB =
(AB)» =1, also AM = B. — Aus 2) folgt 3): Die Abbildung P — P, X > AX ist
wegen 2) surjektiv, also, weil P endlich ist, injektiv. — Aus 3) folgt 1) durch Spe-
zialisierung (Beweis von Satz 1.1).
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In der Geometrie von Tripeln (G, S, P) der einleitend genannten Art bezeichnet
man die Menge der Geraden durch einen Punkt 4 mit S(4) und die von diesen
Geraden erzeugte Untergruppe von G mit G(4):

S(4):={beS:4|b}, G(d):=<8(4)).

(G, S, P) geniige nun wieder den in 2 gemachten Voraussetzungen. Fiir solche
Tripel (G, S, P) beweisen wir die folgenden Hilfssatze 2.7 und 2.8 und den Satz 2.9.

2.7. Ist S(A) endlich und be S(4), so ist |bSW| =1]|S(4)l].

Beweis. Sind 2z, y € §(4), so gilt b* = b¥ dann und nur dann, wenn ¥ = z oder
y==xA ist. Zum ,nur dann““: Aus 4|b und zye C¢(4,b) folgt mit (St) zye
{1, 4. b, Ab}, und es ist zy &= b, Ab nach der Folgerung von Satz 2.2 (auch Ab ist
nach Satz 1.2 eine Gerade).

2.8. Ist G endlich und S keine Konjugiertenklasse, so gilt:
a) S(d4) besteht aus zwei Konjugiertenklassen von G(4);

b) Zwe: Geraden aus S(A), die in G(A4) nickt konjugiert sind, sind auch in G nicht
konjugiert.

Beweis. Zu a): Weil auf jeder Geraden ein Punkt liegt (Satz 1.5) und je zwei
Punkte einen Mittelpunkt haben, gilt: Spiegelt man alle Geraden aus S{4) an allen
Punkten, so erhilt man alle Geraden aus S. Wenn alle Geraden aus S(A4) unter G(4)
konjugiert wiren, so wiren also alle Geraden (aus S) konjugiert. Da Letzteres nach
Voraussetzung nicht der Fall ist, besteht S(4) aus mehreren Konjugiertenklassen
von G(A)und, weil |G| = |bS@| =} [S(4) =1 |8(4)| fiir jedesb e S(4) gilt
(Satz 2.7), aus genau zwei, mit je }|S(4)| Elementen. Somit gilt a) und es ist
bG) = pSiA) fiir jedes beS(A4).

Zu b): Seien b, c € S(4) nicht konjugiert in G(4). Nach a) ist S(4) = bG4) U G,
Da man aus den Geraden der Menge S(A4) durch Punktspiegelungen alle Geraden
aus S erhilt, folgt S = b6 U ¢G. Weil S keine Konjugiertenklasse ist, folgt hieraus,
daB die beiden Konjugiertenklassen b%, ¢ verschieden, also b, ¢ in G nicht kon-
jugiert sind.

2.9. Ist G endlich, so ist die Bedingte Existenz von Winkelhalbierenden (WH) dqui-
valent mait: S ist keine Konjugiertenklasse.

Beweis. a) Sei b e S(4). Gilt (WH), so ist 56N §(4) = b54); mit Satz 2.7 folgt
|66 N 8(4)| = }|S(4)|. Nur die Hilfte aller Geraden aus S(A4) ist also zu b kon-
jugiert (in @), schon S(A) enthalt Geraden, die unter G nicht konjugiert sind.

b) Sei S keine Konjugiertenklasse. Seien b, 5% € S(4), mit « € G. Nach Satz 2.8b
sind b, b* bereits in G(4) konjugiert, und wegen der Gleichung b6(4) = pS) aus
dem Beweis von Satz 2.8 gibt es ein m € S(4) mit ™ = b2,

Das Resultat des Abschnitts 3 liefert nun zusammen mit dem Lemma, dem Satz 2.9
und der Aquivalenz von (St) und Satz 2.4 das
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Theorem 1. Set (G, S, P) ein Tripel, welches der Grundannahme geniigt; sei G end-
lich. Es gelte:

P2 enthalt kein involutorisches Element,
Jede in G enthaltene Kleinsche Vierergruppe ist selbstzentralisierend,
S ist keine Konjugiertenklasse.

Dann st (G, S, P) eine Hjelmslevgruppe. — Jede endliche Hjelmslevgruppe (G, S, P)
hat alle genannten Eigenschaften.

5. Eine Charakterisierung der Hjelmslevgruppen. In unendlichen Hjelmslevgruppen
brauchen zwei Punkte nicht immer einen Mittelpunkt zu haben, aber in jeder
Hjelmslevgruppe gilt ([2, 3*. 7]):

Bedingte Existenz von Mittelpunkten. Je zwe: ineinander bewegliche Punkte
haben einen Mittelpunkt: Zu A € P und o € G gibt es stets etn M € P mit AM = 4*,

Die Hjelmslevgruppen lassen sich durch die Bedingte Existenz von Mittelpunkten
und Winkelhalbierenden, Eindeutigkeit des Mittelpunkts und Starrheit charakteri-
sieren9):

Theorem 2. Sei (G, H) ein Paar, das aus einer Gruppe G und einer Untergruppe H
vom Index 2 besteht. Sei P:= I(H), 8:= I(G—H). Seien P, S = 0. (G, S, P)er-
fille die Forderungen:

Bedingte Ezistenz von Mittelpunkten,
Eindeutigkeit des Mittelpunkts ((Eind MP)),
Bedingte Existenz von Winkelhalbterenden ((WH)),
Starrheit ((St)).

Dann ist (G, 8, P) eine Hjelmslevgruppe. — Umgekehrt hat in einer beliebigen Hielmslev-
gruppe (G, S, P) das Paar (G, S&er) alle genannten Eigenschaften, insbesondere ist
P = I(8ser), S = I(Suns),

Zur ersten Hilfte von Theorem 2. Um diesen, dem Resultat aus 3 verwandten
Satz zu beweisen, wiederhole man unter den jetzigen Voraussetzungen die Uber-
legungen aus 1—3. Einiges wird nun einfacher. Einer Revision bediirfen die Stellen,
an denen ein Mittelpunkt von zwei nicht notwendig ineinander beweglichen Punk-
ten verwendet wurde. Dies war nur im Beweis von Satz 2.6 der Fall. Schon dort
benotigte man aber fiir den Beweis der Abschwachung:

(b) Aus a, b, c|e folgt abceSU P

nur einen Mittelpunkt der ineinander beweglichen Punkte ae, (ae)¢?. Unter den
Voraussetzungen der ersten Halfte von Theorem 2 liegen a, b, ¢ und ihr Produkt
in G —H, wihrend P Teilmenge von H ist; damit ist abc € P unméglich und (b)
liefert: Aus a, b, c|e folgt abce S.

9} Diese Postulate wurden auch in einem Vortrag besprochen, den F. Bachmann auf einer
Geometrie-Tagung gebalten hat, die vom 18. bis 23. Mirz 1979 in Haifa stattfand. Es ist beab-
sichtigt, die auf der Tagung gehaltenen Vortrége in Springers Lecture Notes zu publizieren.
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Die zweite Hilfte von Theorem 2 ist eine Vereinigung von viel verwendeten Sitzen
aus der Geometrie der Hjelmslevgruppen (vgl. etwa [2, 2*.15, 3*.3, 3*.6, 3*.7, § 13,
Lemma 1)).

Hinweise. Hjelmslev hat in [7] ein mit der Forderung (WH) verwandtes Axiom
benutzt. Unser Theorem 2 ist mit dem Kriterium 2 aus [4] verwandt.
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