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Starrheit in der Geometrie involutorischer Gruppenelemente 

Von 

F21EDRICH BACK~A~'N und FRIEDER KI~PPEL 

"~VOLFGANG GASC~UTZ ZUm 60. Geburtstag gewidmet 

Wir gehen aus yon der 

G r u n d a n n a h m e .  Sei G eine Gruppe und seien S, Punter  inneren A utomorphismen 
yon G invariante Mengen yon involutorischen Elementen aus G. Jed~ involutorische 
Element aus G liege entweder in S oder in P. Es seien S, P ~ O. 

In  der Geometrie involutorischer Gmppenelemente ordnet man einem Tripel 
(G, S, P), welches der Grundannahme geniigt, eine geometrische Struktur  zu: Man 
nennt die Elemente aus S Geraden, die Elemente aus P Punl~te, nennt einen Punkt  
und eine Gerade inzident, wenn ihr Produkt  involutorisch ist, nennt zwei Geraden 
zueinander senkrecht, wenn ihr Produkt  involutorisch ist, und nennt die auf  S und P 
restringierten inneren Automorphismen von G Bewegtmgen 1). 

Wenn (G, S, P) eine Hjelmslevgruppe ist, gilt: 

(*) Der Zentralisator jeder Fahne 2) ist eine Kleinsche Vierergruppe 

und damit  operiert die Bewcgungsgruppe starr:  L~$t eine Bewegung einen Punkt  A und 
eine mit  ihm inzidente Gerade b fest, so ist sie die Identit~t,  die Spiegelung am Punkte  
A, die Spiegelung an der Geraden b oder die Spiegelung an der in A auf  b errichte- 
ten Senkrechten. 

Wir wollen zeigen: Wenn G endlich ist, charakterisiert die Aussage (*), zusammen 
mit  den Aussagen: 

P enth~lt nicht zwei Elemente mit  involutorischem Produkt,  

S ist keine Konjugiertenklasse, 

die endlichen Hjelmslevgruppen im Rahmen der Tripel (G, S, P),  welche der Grund- 
annahme gentigen. 

Ferner geben wir eine einpr~gsame Charakterisierung beliebiger (nicht notwendig 
endlicher) Hjelmslevgruppen, in dergleichfalls die Starrheits-Bedingung (*) auftri t t .  

Bezeiehnungen. Sei G eine Gruppe. Sind r fl ~ G, so bezeichnen wir das Element fl-la~ 
mit ~ .  Sind ~, fl involutorisch, so bedeute r ~fl ist involutorisch (,,Striehrelation", AGS 
w 3, 1). Ist Seine Menge yon involutorischen Elementen aus G, so werde die Menge der Zweier- 
produkte yon Elementen aus S mit S 2 bezeichnet: S2:=SS; entsprechend sei Ss:--  - SSS . . . .  , 

1) Verg|eiche AGS, S. 314f., insbesondere das ,,WSrterbuch" S. 315. 
2) Unter einer Fahne verstehen wir ein inzidentes PtmkC-Gerade-Paar. 
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ferner Sger :=  {1} t ) S  2 ~ S 4 U "'" und Sung:= S ~)S 3 u ." .  Ist T eine Teilmenge yon G, so 
bezeietme I(T) die Menge der involutorischen Elemente ans T. 

Unsere Note handelt von Tripeln (G, S, P) der zu Anfang genarmten Art. Beim Studium 
solcher Tripel verwenden wir s~ndig die in AGS, S. 314f. definierten geometrischen Redeweisen; 
wichtig sind dabei vor allem die oben erw~hnten I)efinitionen yon Gerade, Punkt, inzident, 
senkrecht, Bewegung. 

Unter einer Hjelmslevgruppe verstehen wir in dieser Note stets eine nicht-elliptische Hjelmslev- 
gruppe. Die Definition finder man in AGS, w 20, 5. Eine Hjelmslevgruppe ist nach Definition 
ein Paar (G, S), wobei (7 eine Gruppe und S ein unter inneren Automorphismen invariantes 
Erzeugendensystem yon Gist, das aus involutorischen Elementen besteht; die Definition enth~ilt 
ferner fiinf Axiome, denen die Elemente aus S und P :=  I(S 2) genfigen miissen3). 

Werm man Hjelmslevgruppen im grSl3eren Rahmen der Geometrie involutorischer Gruppen- 
elemente betrachtet, ist es zweckm~l~ig, aus einer Hjelmslevgruppe (G, S) daz Tripel (G, S, P) 
mit P :=  I (S  2) zu bilden. Die 1Redeweise ,,(G, S, P) ist eine Hjelmslevgruppe" bedeuten: (G, S) 
ist eine (nieht-elliptische) Hjelmslevgruppe im Sirme der Definition aus AGS and es ist P = I ($2). 

1. Folgerungen aus der Existenz und Eindeutigkeit  des Mittelpunkts. Sei (G, S, P) 
ein Tripel, welches der G r u n d a n n a h m e  gentigt. 

B u c h s t a b e n - K o n v e n t i o n .  Sofern nichts  anderes gesagt ist, mSgen a, b, c, d, e, 
m, n Elemente  aus S, und  A,  B, C, D, E, M,  N Elemente  aus P bezeichnen. 

I n  P gelte die Exis tenz u n d  Eindeut igke i t  des Mit te lpunkts4) :  

Je zwei Punlete haben einen Mittelpunld: 

(Ex MP) Zu A,  B e  P gibt es stets ein M ~ P mit A M = B. 

Zwei Punkte haben h6chstens einen Mittelpunkt : 

(FAnd MP) Aus A M ~- A `v ]olgt M = ,u /iir alle A,  M, N e P. 

:Flit Tripel  (G, S, P),  die der Grundarmahme und  diesen Forderungen  geniigen, 

gelten folgende S~tze: 

1.1. p2 enthtilt kein involutorisches Element. 

B e w e i s .  Die Eindeut igkei t  des Mi t te lpnnkts  liefert im Spezialfall N-----A: Aus 
(AM) 2 = 1 folgt A M  = 1. 

1,2. Aus  A]b  /olgt A b e S .  

B e w e i s .  Nach Voraussetzung ist A b  involutorisch,  also A b e S u  P. Wgre 
A b e P,  so w/~re b ---- A - A b ein involutorisches E lement  aus p2. 

Satz 1.2 lehrt  genauer :  Liegt A auf  b, so ist A b eine in  A auf  b errichtete Senk- 
rechte (denn wegen A]b grit A,  b lab) .  

3) Die ersten vier von diesen Axiomen treten im folgenden als Sgtze 1.4, 2.5, 2.6, 3.1 auf; 
das fiinfte Axiom sagt nur, dab P = 0 ist. 

4) M heil3t ein .Mittelpunl~ yon A, B, wean A M = B ist, werm also die Spiegelung an M die 
Punkte A und B vertauseht. 

Was die Existenz yon Mittelpunkten angeht, so benutzen wir im Abschnitt 1 nut, dab zwei 
Punkte, die durch Spiegelung an einer Geraden auseinander hervorgehen, einen Mittelpunkt 
besitzen. Erst im Beweis yon Satz 2.6 wird benutzt, dab je zwei verbindbare Punkte einen Mittel- 
p u n ~  haben. 
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1.3. Ist M Mittelpunkt yon A,  A b, so liegt M au] b und die in M a u ]  b errichtete 
Senkrechte M b  ist eine Verbindungsgerade yon A,  A~. 

B e w e i s .  Es ist A M = A b und daher A bMb = A M M b  = A b ----- A M. Da b M b  we- 
g e n d e r  Invar ianz  yon P in P liegt, folgt mit der Eindeutigkei t  des Mittelpunkts 
b M b  = M und  dami t  M ] b. Nach  Satz 1.2 ist also M b  eine in M auf  b errichtete 
Senkrechte. Wegen A Mb ~--A, A bMb = A b ~ l t  A, Ab]Mb.  

1.4 (Existenz des Lores). Zu A,  b gibt es stets ein c m i t  A,  b Ic. 

B e w e i s .  A, A b haben einen Mit telpunkt  M. Nach  Satz 1.3 ist M b  ein Lot  yon  
A auf  b. 

1.5. Au] ]eder Geraden liegt ein Punkt.  Dutch ]eden _Punkt geht eine Gerade. P C S 2. 

B e w e i s .  Wegen P # 0 gibt  es einen P u n k t  A. I s t  b eine Gera~te, so liegt der 
Mit te lpunkt  yon  A, A b nach Satz 1.3 auf  b. --  Wegen S ~ 0 ~ b t  es eine Gerade b. 
Is t  A ein Punkt ,  so ~ b t  es nach Satz 1.4 ein Lot  yon  A auf  b. - -  Sei A e P gegeben. 
Es gibt eine Gerade c m i t  A [ c. Dann  ist A c-~ S (Satz 1.2) und A -----Ac.c e S 2. 

Ein Mit telpunkt  yon A, B liegt auf  jeder Verbindungsgeraden yon  A, B :  

1.6. Aus A,  A M[a ]olgt M la. 

B e w e i s .  Aus den Voraussetzungen folgt A aMa = A M. Mit der Eindeut igkei t  des 
Mittelpunkts folgt a M a  = M, also M[a.  

1.7. Senkrechte haben einen P u n ~  gemein : Zu a, bmi t  a [ b gibt es ein C mit a, b I C. 

B e w e i s .  Sei A ein P u n k t  mit  A [ a  (Satz 1.5) mad M Mit telpunkt  yon  A, Ab; 
nach Satz 1.3 gilt M]b .  Andererseits:  Wegen A ]a gilt Ab[a b, also AM[a (denn 
A ~ ~-- A M und a ~ ---- a);  man  ha t  also A, AM]a und daher M Ia , nach Satz 1.6. 

Sind b, c Geraden, die einen P u n k t  gemein haben,  so nennen ~'ir jede Gerade m, 
fiir die b m ---- c ist 5), eine Winkelhalbierende yon b, c. 

I m  Hinblick auf  Abschni t t  3 erw/ihnen ~'ir: I s t  A ein gemeinsamer Punk t  yon  b, c 
und  m eine Winkelhalbierende yon  b, c, so kann  m m i t  A inzidieren 6) oder nicht  
(vgl. [2, w 8]); jedenfalls gibt  es dann  eine Winkelhalbierende yon b, c, die durch  A 
geht  : 

1.8. Ist A ein gemeinsamer Punkt  van b, c und m e i n e  Winkelhalbierende yon b, c, 
~o gilt/i~r den Mittelpunkt M yon A,  Am: M liegt au[ b, m, c und die in M a u /  mer -  
richtete Sen]crechte M m ist eine Winkelhalbierende yon b, c, die durch A r 

B e w e i s .  Satz 1.3 liefert M I m  , M m e S ,  A [ M m .  Ferner  gilt A,  AMIb (denn 
A ] b 'n gibt Am [ b, also A M [ b); mi t  Satz 1.6 folgt M]  b. Ebenso gilt i J c. Aus M[ b 
folgt b Mra = b m = c. 

5) b~n = c bedeutet: die Spiegelung an m vertauscht die Geraden b mad c. 
8) Wean A und m inzidieren, so ist auch die in A auf m errichtete Senkrechte A m eine Winkel- 

halbierende yon b, c. 
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2. Hinzunahme der Starrheit. Gilt A I b, so ist (1, A, b, A b} eine Kleinsehe Vierer- 
gruppe; sie ist in Ca(A, b), dem Zentralisator yon {A, b} in G, enthalten. 

Zu den Voraussetzungen aus 1 nehmen wir nun folgende Starrheits-Forderung 
hinzu: 

S t a r r h e i t .  Der Zentralisator einer Fahne in G ist die yon der .Fahne erzeugte Klein. 
sche Vierergruppe : 

(St) Gilt A e P, b e S  und A]b, so ist Cc(A,b)  = (1, A ,b ,  Ab}.  

Ftir Tripel (G, S, P), welche diesen Voraussetzungen geniigen, gelten folgende 
S~tze: 

2.1 (Satz yore KreuzT)). Aus A]b]c /olgt A b c =  1. 

Beweis .  Nach Voraussetzung gilt A lb u n d c  e Co(A, b). l~s (St) folgt 

c~{1 ,  A ,b ,  A b } .  

Weft c - - l , A , b  ist, ist c = A b .  

2.2. Aus alb /olgt a b e  P. 

Beweis .  Nach Satz 1.7 gibt es ein C mit a[blC. Mit dem Satz yore Kreuz folgt 
a b = C .  

F o l g e r u n g .  S n S  2 = O. 

2.3. Gilt a [ b , so ist Ca(a, b) ---- {1, a, b, a b }. 

Beweis .  ab ist nach Satz 2.2 ein Punkt,  mit abla.  Es ist 

Ca(a, b) ---- Ca(ab, a) = {1, ab, a, b} , wegen (St). 

Jede Kleinsche Vierergruppe V mit V ~ G enth~lt, weft es in ihr nach Satz 1.1 
nicht zwei Punkte gibt, zwei (senkrechte) Geraden, deren Produkt trod die 1, ist 
also yon der Form V ---- (1, a, b, ab} mit a]b. Daher folgt aus Satz 2.3: 

2.4. Fiir jede Kleinsche Vierergruppe V mit V _~ G gilt CG(V) = V. 
Unter den Voraussetzungen aus 1 sind also die Aussagen (St), 2.3, 2.4 ~,quivalent. 

2.5 (Eindeutigkeit des Lores). Aus A,  b I c, d/olgt c = d. 

Beweis .  Aus b I c, d folgt mit Satz 2.2 cb, db ~ P. Wegen A ]c, d ist A cb -~ A b 
= A a~. Mit der Eindeutigkeit des Mittelpunkts folgt cb = db, c----d. 

2.6. Aus a ,b ,c[e  ]olgt abc~S .  

Beweis .  a) Zu a, b mit a, b le gibt es ein m mit a m ---- b und m[e. I)enn ae, be 
sind l~mkte (Satz 2.2), haben also einen Mittelpunkt M; wegen ae, be] e gilt M I e 

7) AGS, S. 319. A I b I c ist eine Abkiirzung fiir die Aussage, dal3 A, b, c paarweise zueinander in 
der Strichrelation stehen. 
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(Satz 1.6). Es fo l~  a M ~ - - -  b. Es ist M e  �9 S (Satz 1.2) und ftir m :---- M e  gilt a m ---- b 
und m[e. --  b) Wir zeigen nun: Aus a, b, c]e folgt abc � 9  w P.  a abe ist eine zu e 
senkrechte Gerade. Daher gibt es, wie Tell a) lehrt, ein m m i t  a m = a abcund role. 
Man hat dann a l e  und a b c m e C ~ ( a ,  e); mit Satz 2.3 folgt a b c m e { l , a ,  e, ae}. 
Daher gilt Fall l :  abc e {m, me}  oder Fall 2: bc �9 (m, me}.  Fall 2 ist nach Satz 1.1 
nicht mSglich, well bc -= be �9 ec �9 p2 ist und m, m e  invo]utorisch sind. Also ist abc 
gleich der Geraden m oder dem Punkt  me. - -  c) Es gelte a, b, c[e. Nach Tell a) gibt 
es Geraden m, n m i t a  m ~- b, a n -~ c und m, n I e. Nach Tell b) ist a m n  involutorisch, 
also gleich n m a .  Daher ist abc ~ a m a m n a n  ~ a m n m n  ~ n m a m n  =- a m n � 9  S. 

Die S/itze 1.5, 2.2, 1.4, 2.5, 1.2, 2.6 lassen sich wie folgt zusammenfassen: 

Zwischenresultat. (G, S,  P)  �9 die Grundannahme und die Forderungen : Existenz 
und EindeutigIceit des MittelpunIcts und Starrheit ((Ex MP), (Eind MP), (St)). Dann 
ist P ~ I (S  2) und ((S~, S) geniigt dem Axiomensystem des Senkrechtstehens (AGS, 
S. 320). 

3. Hinzunahme der Bedin~en Existenz yon Winkelhalbierenden. Zu den Voraus- 
setzungen aus 2 nehmen wir folgende Forderung hinzu: 

Bedingte Existenz yon Winkelhalbierenden. Zwei ineinander bewegliche 
GeradenS), die einen Punk t  gem�9 haben, haben eine Winkelhalbierende: 

(WH) Fiir all�9 b �9 S und cr �9 G gilt: Gibt es �9 A �9 P mit A I b, b :c, so gibt es �9  m �9 S 
mit b m = b% 

Nach Satz 1.8 gilt dann auch die Versch~rfung: Zwei ineinander bewegliche Ge- 
raden, die einen Punkt  A gemein haben, haben eine Winkelhalbierende durch A. 

Fiir Tripel (G, S, P), welch�9 den Voraussetzungen aus 2 und der Ford�9 (WH) 
geniigen, beweisen wir die S~tze 3.1 und 3.2. 

3.1. Aus  a , b , c [ E  ]olgt a b c e S .  

Beweis .  ~'ach Voraussetzung gilt aa~c[E. Wegen (WH) gibt as eine Gerade d 
m i t a  abc= a d und d i E .  Man hat  dann E l a  und abcd  e Co(E,  a) und mit (St) folgt 
a b c d � 9  {1, E, a, Ea} .  Daher gilt Fall 1: a b c � 9  (d, E d }  oder Fall 2: bc �9 (d, Eg} .  Im 
Fall 1 ist abc eine yon den beiden mit E inzidenten, zueinander senkrechten Ge- 
raden d, E d  (wegen E I d ist E d  �9 S, nach Satz 1.2). Fall 2 ist wegen der Folgerung 
yon Satz 2.2 unmSglich. 

3.2. S erzeugt G. 

Beweis .  Sei a e G. Wegen P & 0 und Satz 1.5 ~ b t  eseine  Fahne {A, b}. A, A ~ 
haben einen Mittelpunkt M; es ist darm A ~ ~ A. Wegen A [ b  gilt A~M[b ~M. 
Folglich gilt A]b,  b ~M, und wegen (WH) gibt ese ine  Gerade m m i t  A i m  und b m 

s) Zwei Geraden (und ebenso zwei Punkte) sind genau dann ineinander beweglich, wenn sie 
konjugiert sind. 
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= b ~ .  Damit ~ l t  A ] b  und c c M m ~ C c ( A ,  b). Mit (St) folgt ~ M m ~  {1, A,  b, Ab}  
und hieraus mit Satz 1.2 und P __C S 2 (Satz 1.5) 

r162 ~ ( m M ,  A t o M ,  b m M ,  A b r a M }  C=SPw S2 P C  S a u S 4. 

Das Zwischenresultat und die S/itze 3.1, 3.2 ftihren zu dem 

Resultat. Geniigt (G, S, P)  der Grundannahme und den Forderungen : 

Existenz des Mittelpunkts ((Ex MP)), 

E indeutig~it  des M ittelpunkts ((Eind MP)), 

Bedingte Existenz yon W inkelhalbierenden ((WH)), 

Starrheit ((St)), 

so ist (G, S,  P)  eine Hjelmslevgruppe. 

Die Voraussetzung: dal] je zwei Punkte einen Mittelpunkt haben, ist nicht in allen 
unendlichen Hjelmslevgruppen erfiillt. Alle anderen Voraussetzungen des Resultats 
gelten in jeder Hjelmslevgruppe (vgl. etwa [2, 2".15, 3*.3, 3*.6, w 13, Lemma 1]). 

4. Die endlichen Hjelmslevgruppen. Wir wollen jetzt  das Resultat auf endliehe 
Gruppen spezialisieren. Wenn G endlich ist, kann man schon die Voraussetzungen 
aus 1 auf Grund des folgenden Lemmas abschws 

Lemma (vgl. [8, S. 52]). Sei G eine endliche Gruppe und P eine Menge yon involu- 
torischen Elementen aus G, die gegen innere Automorphismen yon G invariant ist. Die 
Elemente aus P werden P u n ~ e  genannt; A,  B: M, N seien Variable liar Elemente 
aus P.  Dann sind 5zluivalent : 

1) p2 enthZilt kein involutorisches Element, 

2) Existenz des Mittelpunkts: Z u  A,  B gibt es ein M mit A M ~ B, 

3) Eindeutigkeit des MittelTun]:ts: Aus  A M -= A iv /olgt M = N.  

Beweis .  Aus der Invarianz yon P (in (P})  fol~,  da[3 alle natiirlichen Potenzen 
eines Elements aus p2 in p2 liegen; ftir m E N ist n~mlich 

(AB) 2~ = A �9 A (AB)m , (AB) 2m+I = A .  B ('~B)~ . 

Es folgt: (AB)  n �9 A ist stets ein Punkt,  ftir jedes n e rN0. 

Aus 1) folgt 2): Sei n die Ordnung yon A B .  W~re n gerade, etwa n = 2m, so 
w/ire ( A B )  m involutorisch, also nach dem Gesagten ein involutorisches Element aus 
p2 _ im Widerspruch zu 1). :Folglich ist n ungerade. Wegen (AB)  n ----'1 ist der 
Punkt  (AB)(n-1)/2.  A-=-: M ein MJttelpunkt yon A, B; denn es ist M A M B  = 
(AB)  n ---- 1, also A M ~ B. -- Aus 2) folgt 3): Die Abbildung P - >  P, X ~-> A x ist 
wegen 2) surjektiv, also, well P endlich ist, injektiv. -- Aus 3) folgt 1) durch Spe- 
zialisierung (Beweis yon Satz 1.1). 
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In der Geometrie yon Tripeln (G, S, P)  der einleitend genannten Art bezeichnet 
man die Menge der Geraden durch einen Punkt  A mit S ( A )  und die yon diesen 
Geraden erzeu~e Untergruppe yon G mit G (A): 

S ( A ) : = { b e S : A I b  },  G ( A ) : = ( S ( A ) ) .  

(G, S, P) genfige nun wieder den in 2 gemachten Voraussetzungen. Fiir solche 
Tripel (G, S, P) beweisen wir die folgenden Hilfss~tze 2.7 und 2.8 und den Satz 2.9. 

2.7. Ist  S (A) endlich und b �9 S (A), so ist ] bS(A) I = �89 ] S (A)!. 

Bewe i s .  Sind x, y �9 S (A) ,  so gilt b z = bY dann und nur darm, wenn y = x oder 
y = x A  ist. Zum ,,nut dann":  Aus A]b und x y � 9  Ca(A ,  b) folgt mit (St) x y  �9 
{1, A, b, A b}, und es ist x y  =4= b, A b nach der Folgerung yon Satz 2.2 (auch A b ist 
nach Satz 1.2 eine Gerade). 

2.8. I s t  G endlich und S keine Konjugiertenklasse, so gilt: 

a) S ( A ) besteht aus zwei Kon]ugiertenklassen yon G(A); 

b) Zwei Geraden aws S (A) ,  die in G(A)  nicht lamjugiert sind, sind auch in G nieht 
kon]ugiert. 

Bewei s .  Zu a): Weil auf jeder Geraden ein l ~ n k t  liegt (Satz 1.5) und je zwei 
Punkte einen Mittelpunkt haben, gilt: Spiegelt man all�9 Geraden aus S (A) an allen 
Punkten, so erh~lt man all�9 Geraden aus S. Wenn alle Geraden aus S (A) unter G (A) 
konjugiert w~ren, so w~ren also all�9 Geraxien (aus S) konjugiert. Da Letzteres nach 
Voraussetzung nicht der Fall ist, besteht S ( A )  aus mehreren Konjugiertenklassen 
yon G (A) und, weft [ be(A) [ ~ [ bS(A) ] = �89 [ S (A) ---- �89 [S(A)[ f'tir jedes b �9 S (A) gilt 
(Satz 2.7), aus genau zwei, mit je �89 IS(A)] Elementen. Somit gilt a) und es ist 
bG(A) = bS(A) fiir jedes b �9 S (A ). 

Zu b) : Seien b, c �9 S (A) nicht konjugiert in G (A). Nach a) ist S (A) ---- b a(A) u c a(a). 
Da man aus den Geraden der Menge S ( A )  durch Ihmktspiegelungen alle Geraden 
aus S erh~lt, folgt S = b c ~9 c a. Weil S keine Konjugiertenldasse ist, folgt hieraus, 
dab die beiden Konjugiertenklassen b a, c a verschieden, also b, c in G nicht kon- 
jugiert shad. 

2.9. I s t  G endlich, so ist die Bedingte Existenz yon Winkelhalbierenden (W'It) &tui- 
valent mit:  S ist keine Kon~ugiertenldasse. 

Bewei s .  a) Sei b �9 S (A) .  Gilt (WE), so ist b a n  S ( A )  ---- bS(A); mit Satz 2.7 folgt 
[bac~S(A)]  = �89 Nur die H~ffte aller Geraden aus S ( A )  ist also zu b kon- 
jugiert (in G), schon S ( A )  enth~lt Gera~len, die unter G nicht konjugiert sind. 

b) Sei S keine Konjugiertenklasse. Seien b, b ~ �9 S (A) ,  mit a �9 G. Nach Satz 2.8b 
sind b, b a bet�9 in G(A)  konjugiert, und wegen der Gleichung be(A) ---- bS(a) aus 
dem Beweis yon Satz 2.8 gibt es ein m �9 S (A ) mi t  b ra = b". 

Das Resultat des Abschnitts 3 liefert nun zusammen mit dem Lemma, dem Satz 2.9 
und der  J~quivalenz yon (St) und Satz 2.4 das 
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T h e o r e m  1. Sei (G, S, P) ein Tripel, welches der Grundannahme geniigt; sei G end- 
lich. Es gelte: 

P~ entMilt kein involutorisches Element, 

Jede in G enthaltene Kleinsche Vierergruppe ist selbstzentralisierend, 

S ist ]r Kon~ugiertenIdasse. 

.Dann ist (G, S, P) eine H]elmslevgruppe. ~ Jede endliche H]elmslevgruppe (G, S, P)  
hat alle genannten Eigenscha/ten. 

5. Eine Charakterisierung der Hjelmslevgruppen. In unendlichen Hjelmslevgruppen 
brauchen zwei Punkte nieht immer einen Mittelpunkt zu haben, aber in jeder 
Hjelm.~levgruppe gilt ([2, 3*. 7]): 

B e d i n g t e  E x i s t e n z  y o n  M i t t e l p u n k t e n .  Je zwei ineinander bewegIiche Punkte 
haben einen Mittelpunkt : Zu  A �9 P und ~ �9 G gibt es stets ein M ~ P mit A -vI = A ~, 

Die Hjelmslevgruppen lassen sich dutch die Bedingte Existenz yon Mittelpunkten 
und Winkelhalbierenden, Eindeutigkeit des Mittelpunkts trod Starrheit charakteri- 
sieren 9): 

Theorem 2. Sei (G, H) ein Paar, das aus einer Gruppe G und einer Uwtergruppe H 
yore Index 2 besteht. Sei P := I (H), S :---- I (G-- H). Seien P, S ~, 0. (G, S, P) er- 
/~J, le die Forderungen : 

.Bedingte Existenz yon Mittelpunkten, 

Eindeutigkeit des MittelpunkZs ((Eind MP)), 

Bedingte Existenz yon W inkelhalbierenden ((WH)), 

Starrheit ((St)). 

1)ann ist (G, S, P)  eine Hielmslevgruppe. - -  Umqe]cehrt hat in einer beliebigen H~elmslev- 
grutrpe (G, S, P) da~ Paar (G, Sger) a~le genannten Eigenschaflen, insbesondere ist 
P ---- I(Sger), S = / (Sung) .  

Zur ersten H~lf~  yon Theorem 2. Um diesen, dem Resultat aus 3 verwandten 
Satz zu beweisen, wiederhole man mater den jetzigen Voraussetzungen die ~ber-  
legungen aus 1--3. Einiges wird nun einfacher. Einer Revision bediirfen die Stellen, 
an denen ein Mittelpunkt yon zwei nicht notwendig ineinander beweglichen l~mk- 
ten verwendet wurde. Dies war nur im Beweis yon Satz 2.6 der Fall. Sehon dort  
benStigte man aber Ftir den Beweis der Abschwhchung: 

(b) Aus a ,b , c [e  folgt a b c e S w P  
nut  einen Mittelpunkt der ineinander beweglichen l~mkte ae, (ae) abe. Unter  den 
Voraussetzungen der ersten H~lfte yon Theorem 2 liegen a, b, c und ihr Produkt  
in G - - H ,  w~hrend P Teilmenge yon H ist; damit ist abe e P nnm6glieh und (b) 
liefert: Aus a, b, c[e folgt abv e S. 

9) Diese Postulate wurden auch in einem Vortrag besprochen, den F. Bachmann auf einer 
Geometrie-Tagung gehalten hat, die yore 18. bis 23. M~rz 1979 in Haifa stattfand. Es ist beab- 
siehtigt, die auf der Tagung gehaltenen Vortr/ige in Springers Lecture Notes zu publizieren. 
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:Die zweite H~lfte yon  Theorem 2 ist eine Vereinigung yon  viel verwendeten S~tzen 
aus der Geometrie der Hjelmslevgruppen (vgl. e twa [2, 2".15, 3*.3, 3*.6, 3*.7, w 13, 
L e m m a  1]). 

H i n w e i s e .  Hjelmslev ha t  in [7] ein mit  der Forderung  (WH) verwandtes  Axiom 
benutzt .  Unser  Theorem 2 ist mi t  dem Kri ter ium 2 aus [4] verwandt .  
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