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w 1. Introduction et ~nonc~ des r~sultats 

D6signons par P(n) le plus grand facteur premier d'un entier g6n6rique n, avec 
la convention P(1)= 1. En 1952, Erd6s [3] a montr6 que pour tout polyn6me 
irr6ductible F(X), fi coefficients entiers et de degr6 g > 1, on a 

P( [I F(n)) > x exp {co(F) log2 x. log3 x} 
n_<x 

(x > Xo (F)) 

off co(F)>0 et off logk d6signe la k-i6me it6r6e de la fonction logarithme. Dans 
le marne article, il a annonc6 le r6sultat meilleur 

P( [I F(n))> x exp{(logx} c'(v)} (X> Xo(F)) 
n < x  

(1.1) 

pour une constante positive convenable c~(F). Cependant, le sch6ma de d6mon- 
stration initialement envisag6 par Erd6s s'est r6v616 insuffisant fi fournir (1.1), 
et un r6cent travail d'Erd6s et Schinzel [4] a pour objet d'&ablir rigoureusement 
une minoration interm6diaire, soit 

P( I] F(n))>x exp exp {c2(log2 x) ]} (X>Xo(F)) (1.2) 
n<=x 

O[I C 2 est une constante absolue. 
La m&hode initiale d'Erd6s reposait sur l'6tude de la localisation des divi- 

seurs de F(n) dans de petits intervalles. Plus pr6cis6ment, d6signons par 
Hv(x, y, z) le nombre des entiers n n'exc6dant pas x pour lesquels F(n) poss6de 
au moins un diviseur d tel que y < d < z. Posons Hv(x):=Hv(x, �89 x, x). L'argument 
de [3] est explicit6 dans [4] sous la forme quantitative 

P(]-[ F(n))>xexp~ l~ HF(x)} (X>Xo(F)). 
.<=~ [ gx 

(1.3) 
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R6pondant, au moins partiellement, it une question d'Erd6s et Schinzel, nous 
avons effectu6 dans [11] une 6tude asymptotique de la quantit6 He(x ,  y, z) sans 
restriction de primalit6 concernant le polyn6me F(X).  Lorsque y < x  1-~ et z 
=y(1 +(log y) -p) avec 0</3=/3(y,z)~ 1, nous avons d6termin6 H v ( x , y ,  z) avec 
un facteur d'incertidude (log y)O~l). Dans le cas particulier d'un polyn6me irr6duc- 
tible, et pour z = 2 y ,  une forme sensiblement affaiblie de notre r6sultat peut 
s'6noncer ainsi. 

Th~or~me A [11]. Soit 3.'=1 _ (1  +l~ 2 2 )  =0,08607. Pour chaque e > 0  f ixd,  on a 

Hr(x ,  y, 2y)= x(log y)-6+o~l) (1.4) 

lorsque x et y tendent vers l'inji'ni en restant dans le domaine y < x 1 -~. 

Dans cet article, nous nous proposons d'adjoindre "a (1.4) une minoration 
valable uniform6ment pour y < k X. 

Th~or~me 1. Soit t / > l o g 4 - 1 .  Pour chaque polynOme F ( X )  irr~ductible dans 
7Z [X], on a 

He (x, y, 2 y) > x (log x) -" (1.5) 

lorsque x et y tendent vers l'infini dans le domaine y < i x .  

En ins6rant cette estimation dans (1.3), nous obtenons imm6diatement une 
forme quantitative du r6sultat (1.1) annonc6 par Erd6s en 1952. 

Th~or~me 2. Soit c~, 0<c~<2-1og  4=0,61370. Pour chaque polyndme F(X) ,  de 
degrO g > 1, irrOductible dans 2g [-X], on a l'in~galitO asymptotique 

P ( H  F ( n ) ) > x  exp{(logx) ~} (X>Xo(F)). 
n ~ x  

Nous d6duisons le th6or6me 1 d'une extension aux suites polynomiales de l'esti- 
mation en moyenne des moments de la fonction A de Hooley. Posons, pour 
n > l ,  

A(n, u).'=card {d: din, e" < d < e  "+ 1} (1.6) 

et 

A (n).'=max A (n, u). (1.7) 
u~R 

Hooley a montr6 dans [-7] que l'ordre moyen de A (n) intervient de faqon cruciale 
dans de nombreux probl6mes arithm6tiques. Une 6tude assez compldte de cette 
fonction est disponible dans le livre de Hall et l'auteur [-6] - chapitres 4 fi 
7. D6signons par co(n) le nombre des facteurs premiers distincts de n. Dans 
un autre travail en commun avec Hall [5], nous avons 6tabli, pour tous t, y 
satisfaisant it t > 1, y >  t/(2 t -  1), la majoration asymptotique 

A(n)ty~'~")~t.yx(logx)P~ ~ ( l o g  X) 2 ~+~ 
n < x  

(1.s) 
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a v e c  

fl(t, y):=2 t y -  t, (1.9) 

L~ (z).'=exp {]/log z. log2 z} (z > 3). (1.10) 

Le r6sultat suivant, qui constitue le point-clef de notre d6monstration du 
thdor6me 1, est une g6n&alisation partielle de (1.8). 

Th6or6me 3. Soit F(X)  un polyndme irrdductible de Z [ X ] .  Pour chaque t> 1, 
on a, lorsque x tend vers l'infini, 

A (F (n))' "~t x (lo g x) ~ (t) - 1 L.~ (log x) V~ + o~1) (1.11) 
n ~ J r  

avec f l ( t ) ,=2' -  t. 

Par souci de simplicit6, nous n'avons 6nonc6 ici que l'extension du cas y = l 
de (1.8). Le lecteur n'aura aucun mal fi v6rifier, le cas 6ch6ant, que l 'introduction 
d'un poids y~v~,)), avec y > t/(2 t -  1), n'affecte en rien la nature de notre argument. 
Semblablement, la m~me m6thode permet d'6tudier les moments pond6r6s de 
A~(F(n)), oO, A, ( r>2)  est la fonction de Hooley g6n6rale, introduite dans [7]. 
Les r6sultats de [5] sont encore valables dans ce cadre, 5, ceci pr6s que la 
valeur explicite des facteurs ~ ( l o g  x) ~ donn6e dans [5] doit ~tre convenable- 
ment modifi6e. En faisant appel fi la technique expos6e au w 7.3 de [6], on 
peut m~me am61iorer l'exposant de LZ~(logx) dans ces ma jo ra t ions -  ainsi que 
l'atteste la comparaison de (1.I1) et (1.8). 

w 2. Preuve du th6or~me 3 

Soit p(n) le nombre des racines modulo n de F. On sait classiquement que 
pe s t  une fonction multiplicative telle que p(pV)~ I pour  tout p premier et tout 
entier v > 1. 

Lemme 2.1. On a lorsque x tend vers l'infini 

p(p)= li(x) + O(xe cvr6~), (2.1) 
p < x  

p(n)= A x  + O(xl -~), (2.2) 
n < x  

off c, A, a sont des constantes positives d@endant de F. 

Ddmonstration. La relation (2.1) est une cons6quence facile du th6or6me des 
id6aux premiers - cf. par exemple [11], lemme 3.1. Pour 6tablir (2.2), il suffit 
d'observer que l'on a pour s complexe, Re(s)> 1, 

p(n) n-~= ~K(s) O(s) (2.3) 
n = 1 
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off ~K(s) est la fonction z8ta de Dedekind du corps de nombres K engendr6 
sur Q par une racine de F, et off 4~ est une fonction holomorphe et born6e 
pour Re(s)>�88 avec 4~(1)+0 - cf. par exemple la d6monstration du lemme 
3.9 de [11] pour les d&ails. La formule asymptotique (2.2) d6coule de (2.3) 
par la m6thode usuelle d'int6gration complexe, en faisant appel aux propri6t6s 
analytiques classiques de ~ ( s ) -  [8], w167 14-15. 

Remarque. Nous n'utiliserons (2.2) que sous la forme faible 

p(n)~> x. (2.4) 
� 8 9  

En vue d'une 6ventuelle extension du th6or6me 3 au cas d'intervalles plus courts, 
nous avons pr6f6r6 6noncer ici la formule la plus pr6cise - dont la d6monstration 
repose d'ailleurs sur les m~mes id6es que celles qui conduisent ~t (2.4): voir 
par exemple le lemma 10 de [2]. 

Jusqu'fi la fin de cette section, nous convenons que toutes les constantes, 
implicites ou explicites, peuvent d6pendre du polyn6me F et du param6tre t. 

Lemme 2.2. Soit  t >= 1. On a lorsque x tend vers l'infini 

A (n) t p(n) r x) a") 5r (log x) vz~+~ (2.5) 
n n < x  

D6monstration. Nous employons la m6thode d'6quation diff6rentielle expos6e 
dans [5] et, pour t = 1, au chapitre 7 de [6]. Le fait de remplacer le coefficient 
pond6ral y~O(,) par p(n) n'induit aucun changement significatif dans les calculs. 
Pour la commodit6 du lecteur, nous indiquons cependant les principales 6tapes 
du raisonnement. Ainsi que nous l'avons pr6c6demment mentionn6, l'argument 
dbvelopp6 dans [6] est lbg6rement plus pr6cis que celui de [5]; nous ferons 
donc, paradoxalement, r6f6rence fi [6] plut6t qu'fi [5]. 

Etant donn6 un param6tre entier q > 1, nous posons pour n > 1 

+o0 

Mq(n)'.= ~ A(n,u)q du. 
- -co  

D'apr6s le theorem 72 de [6], on a 

21 - q A (n) q < Mq (n) < r (n) q, (2.6) 

off z(n) d6signe le nombre total des diviseurs de n. Nous allons 6tudier la shrie 
de Dirichlet d'argument r6el 

L(a). '=~* Mq(n) ~ n ( l<~r<2)  

off, ici et dans la suite, l'ast6risque indique que la sommation est restreinte 
aux entiers sans facteur carr6. Soit S:={seZ+:p l s=~pZls} .  En utilisant l'exi- 
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stence, pour chaque entier n, d'une unique d6composition n=ms avec #(m)2 = 1, 
s~S, (m, s)= 1, et en remarquant que 

A(ab)<A(a)z(b) ( a > l , b > l )  (2.7) 

(cf. [6] lemma 61.1), on peut 6crire pour x > 2  

A(n)tP(n)<=~ z(s)tp(s) ~ * A(m)'p(m).~L(l+l~g~gx). (2.8) 
n < x  n s e s  s m < x  m 

Nous allons d6duire (2.5) de (2.8) pour un choix convenable de q, q > qo(t). 
On a pour a > 1 

- E ( a ) = ~ ,  ~*  Mq(pm) q p (pm) logp (2.9) 
p m = 1 (p m)" 

PXm 

Consid6rons l'identit6 

A (p m, u) = A (m, u) + A (m, u - log p) (p,~m). 

En 6levant h la puissance q et en d6veloppant le membre de droite par la 
formule du bin6me, nous obtenons 

Mq(pm)=2Mq(m)+ Eq(m,p) (disons). 

Le theorem 73 de [6] permet alors d'6crire 

Eq (m, p) log p N C 4 q "C (m) q q l Mq (m) q ?- ~" 
p P 

Cela implique l'existence d'une constante Co telle que 

~, Mq (p m) p(p)fl~ p < 2Mq(m) ~, p(p)p~l~ p 
p p 

q q - 2  

+ Co 4qz(m) q- 1 Mq(m)q- 1 

Maintenant, la formule (2.1) fournit grace ~ une sommation d'Abel 

~,p(p) l o g p <  1 
- - + K  (1 <or<2) 

p~ a-- 1 
P 

(2.10) 

(2.11) 
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off K ne d6pend que de F. En employan t  tour  ~ tour  l'in6galit6 de H61der 
et celle de Minkowski ,  on d6duit  de (2.10) et (2.11) que l 'on a 

Mq(pm) ~ p(p) log p Z p~ 
P 

< 2 ~ M s ( ra f t  tr 

t t t (q-2~_[ ] \ l - q  

En repor tan t  dans (2.9), il suit 

-E(a)<=2q L(a)(~Z~_ l +tC ) 
oO t 

+C1  ~ - _ 1  ~c m ~ 
m = l  

Par  l'in6galit6 de H61der, la derni4re s o m m e  est au plus 6gale fi 

~x3 

et la s6rie en m vaut  

17 (1 + 2 t P(P)~ < C 2 ( a -  1)- v. W j  = \ 
(2.12) 

N o u s  pouvons  donc  f inalement  6crire 

-s 2~ L(a) +K + C 3 \ a _ l ]  L(a) q-I 

t 2' fl(t) q t 
avec a(t, q).'= 1 - - +  = 1 +  q q - 1  q - 1  q(q-1)" A c e  stade, on r emarque  que 

(2.6) implique que le m e m b r e  de gauche de (2.12) majore  L(a). D o n c  
q - 2  1 - 2  t KZ~2 

L(a) <= L(a) q- 1 C~- 1 (a -  1) q- 1 ~ L(a)~- 1 ( a -  1)- ~"' 4). 

I1 s 'ensuit  que pour  une cons tan te  convenable  C4 on a 
_t q - 2  

- C(a)__< 2 q L(a) (a-- 1 ) - '  + C4 L(a) q- 1 ( 0 "  - -  1)-  ~('' q). 

U n e  solut ion de l '6quat ion diffhrentielle associhe ~ (2.13) est 

(2.13) 

X (o ' ) :=K ( o -  1) - y"' q) 
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avec 
, . J  < \ . - ,  

7(t,q):=fl(t)+q, et K.-i7(t,~-_2t/,i J 

Par (2.12), on a L(2)<=C2<=X(2)=K si C4 est assez grande. Par le lemma 70.2 
de [6], il suit 

L(~)<X(~) (1 < a < 2 ) .  (2.14) 

On a K < (C5 q)q; le r6sultat annonc6 d6coule donc de (2.14), pour le choix 

1 log_  q 
a = 1 4 - 1 o g ~ ,  q [1/ log3x J" 

Fin de la dOmonstration du thOorOme 3. Nous pouvons supposer sans perte de 
g6n6ralit6 que F(7/+)~_Z +. Nous employons la technique de crible expos6e au 
chapitre III de Hooley [7] - voir aussi [10], w 2 - et qui est une variante 
de la fertile m6thode d'Erd6s dans [2]. Soit h=  h(t) un param6tre positif assez 

petit, et z :=exp ~fh log x "( sous la forme [ log2 xJ" Nous d6composons, pour chaque n, le nombre F(n) 

F (n) = a, b, 

off tous les facteurs premiers de a, (resp. b,) sont < z (resp. > z). GrRce fi l'in6galit6 
de Cauchy-Schwarz, on peut 6crire 

A(F(n))t<={ ~ 1. ~ z(r(n))2t} ~. 
n ~ X  n ~ X  n<= x 

a n > x ~ a n > x ~ 

On a d'une part, d 'apr& le lemme 3.7 de [11], 

E 
t~<=X I 

a n > x  ~ 

log x 
l ~x  exp{-C6 ~ogz}=X(logx) c6/h, 

et d'autre part, grace au Satz 4 de Wolke [t2],  

z(F(n))2t~x(log x)4 , -  1. 
n < x  

On en d6duit que pour h<c6/(4 t -  1), on a 

A(F(n))' ~x. (2.15) 
n ~ x  L 

an ~ X ~ 

Cette estimation est bien compatible avec le r6sultat requis (1.11). Pour traiter 
la somme compl6mentaire, nous utiliserons d'une part l'in6galit6 

d (F(n))< A (a,) z(b,) (2.16) 
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(qui d6coule de (2.7)) et d'autre part la majoration 

z(m)'< C 7 ~ 72(d) u (m> 1) (2.17) 
aim 

d<ml/ (3g+ 1) 

off u=u(F,  t) est une constante convenable. Cette estimation d6coule d'une 
in6galit6 de van der Corput [1]. Un r6cent r6sultat de Landreau [9] montre 
que les valeurs u = t ( 3 g +  1) et C 7 = ( 3 g +  1) 3gt3~+~" sont admissbles. En remar- 
quant de plus que pour  x assez grand 

1 
1 / (3g+  1) b, < x  (n<x)  

puisque F(n).~. x g, on d6duit de (2.16) et (2.17) que l'on a pour x > X o (F) 

A(F(n))t<C7 ~ A(a)' ~ z(d)" 
n < x  a<_x] d<x~  n<-x 

= ~ = F(n)=_O(modad) 
a. <= x~ P(a) < z pld:='p > z piE (n)=~-pla ou p > z 

1. (2.18) 

La somme int&ieure rel6ve des m6thodes de crible. Soit D E le discriminant 
de F, D:=DF.F(1 ). Alors p(p)<min{g,  p - 1 }  lorsque pXD, et la fonction multi- 
plicative ~or d6finie par  

~o~(pV) := p ) 
p~ 1 - - -  si pyD 

satisfait ~i 

q)v(n)>cs n ( ~ n ~ )  g (n> 1). (2.19) 

En appliquant le lemme 3.4 de [11], on obtient que la somme int6rieure de 
(2.18) est 

x p(ad) x( logzx)  ~+~ p(ad) "~ - -  - -  "4 
log z q)r(ad) log x ad ' 

off la seconde estimation d6coule de (2.19). Cela implique que le membre de 
gauche de (2.18) est 

x),+l L ~  
z 

a < x  z < p < x  v = 0  

<~ x (log2 x) c9 ~ A (a) t p(a-~), 
logx  a_<~ a 

avec c9 ;=g -~- 1 + 2 ". La conclusion souhait6e d6coule donc de (2.5). 
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w 3. D6monstration du th6or6me 1 

Soit q > l o g  4 - 1 .  Dans toute cette section nous convenons  que les constantes, 
explicites ou implicites, peuvent  d6pendre au plus de ~1 et de F. L'6tape liminaire 
du ra isonnement  consiste fi 6tablir que l 'on a 

A(F(n))=o(x). (3.1) 
n<=x 

A (F(n)) > (log x)n 

Nour  employons  fi cette fin la "m6thode  des moments  6vanescents" - cf. [-6], 
w 3.2. Posons  

1og(1+_ ,3 0 
log z \ log  'U 

et appl iquons le th6or6me 3 avec t = 1 + e. Le membre  de gauche de (3.1) n'exc6de 
pas 

A (F (n))' +~ 
(logx),~ ~x(l~ ~+~ 

n<=x 

avec 

a.'=fl(1 + e ) -  1 - q c =  - 2  {2 ~ log (2~) -U  + 1} <0.  

Cela ach6ve la preuve de (3.1). 
Nous  pouvons  maintenant  compl6ter  la d6monst ra t ion  

Posons 

A* (V(n), y).'= card {d: dIF(n), y < d < 2y}. 

du th6or6me 1. 

On a d 'une par t  

A*(F(n),y)<A(F(n)) ( n >  1), 

de sorte que (3.1) implique 

Z 
n<=x 

A* (F (n), y) > (log x)n 

D'autre  part  

A* (F(n), y) = o(x). (3.2) 

Z A*(F(n),y)= Z E l > ~ x  E x, 
n<=x y < d < 2 y  n<~x y<d<=2y 

F (n) -= 0 (rood d) 

d'apr6s (2.4). I1 suit 

Hv(x, y, 2 y)> (log x) -"  E 
n < x  

A* ( F (n), y) < (log x)n 

A * (F (n), y) ~> x (log x) -  7. 

Cela 6tablit bien l 'estimation annonc6e. 
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