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§ 1. Introduction et énoncé des résultats

Désignons par P(n) le plus grand facteur premier d’un entier générique n, avec
la convention P(1)=1. En 1952, Erdés [3] a montré que pour tout polynéme
irréductible F(X), a coefficients entiers et de degré g>1,0on a

P([] F(n)>x exp{co(F)log, x-logzx}  (x>xo(F))

nsx

ou ¢y (F)>0 et ou log, désigne la k-iéme itérée de la fonction logarithme. Dans
le méme article, il a annoncé le résultat meilleur

P([] Fn)>x exp{(log x}1®} (x> x,(F)) (L.1)

n=sx

pour une constante positive convenable ¢, (F). Cependant, le schéma de démon-
stration initialement envisagé par Erdos s’est révélé insuffisant & fournir (1.1),
et un récent travail d’Erdds et Schinzel [4] a pour objet d’établir rigoureusement
une minoration intermédiaire, soit

P(]] F(n)>x expexp{c,(log, x)%} (x> xo(F)) (1.2)

nsx

ol ¢, est une constante absolue.

La méthode initiale d’Erdds reposait sur 'étude de la localisation des divi-
seurs de F(n) dans de petits intervalles. Plus précisément, désignons par
Hy(x, y, z) le nombre des entiers n n’excédant pas x pour lesquels F(n) posséde
au moins un diviseur d tel que y <d < z. Posons Hg(x):=Hg{(x, } x, x). L’argument
de [3] est explicité dans [4] sous la forme quantitative

P(] F(n)>x exp {l-‘;ng Hp(x)} (x> %o (F)). (1.3)

n<x
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Répondant, au moins partiellement, a une question d’Erdos et Schinzel, nous
avons effectué dans [11] une étude asymptotique de la quantité Hp(x, y, z) sans
restriction de primalité concernant le polynéme F(X). Lorsque y<x'"‘et z
=y(1+(logy)~# avec 0<B=pH(1y,2)< 1, nous avons déterminé Hp(x, y,z) avec
un facteur d’incertidude (log y)°*). Dans le cas particulier d’un polyndme irréduc-
tible, et pour z=2y, une forme sensiblement affaiblic de notre résultat peut
s’énoncer ainsi.

1 +log, 2
Théoréme A [11]. Soit 0+=1 —(%2%):0,08607. Pour chaque £ >0 fixé, on a
Hp(x, y,2y)=x(log y)~* TV (1.4)

lorsque x et y tendent vers l'infini en restant dans le domaine y <x!*.

Dans cet article, nous nous proposons d’adjoindre a (1.4) une minoration
valable uniformément pour y<1x.

Théoréme 1. Soit n>logd—1. Pour chaque polynéme F(X) irréductible dans
Z[X],ona
HF(x7y52y)>x(10gx)_n (15)

lorsque x et y tendent vers l'infini dans le domaine y <1 x.

En insérant cette estimation dans (1.3), nous obtenons immédiatement une
forme quantitative du résultat (1.1) annoncé par Erdds en 1952.

Théoréme 2. Soit o, 0<a<2—1og4=0,61370. Pour chaque polynéme F(X), de
degré g> 1, irréductible dans Z[ X, on a I'inégalité asymptotique

P([] F)>x exp{(logx)*}  (x>x,(F)).

nEx

Nous déduisons le théoréme 1 d’une extension aux suites polynomiales de lesti-
mation en moyenne des moments de la fonction 4 de Hooley. Posons, pour
n=1,
A(n,u):=card{d:d|n,e*<d<e" "'} (1.6)
et
4 (n)::me]le A(n, u). (1.7

Hooley a montré dans [7] que 'ordre moyen de 4(n) intervient de fagon cruciale
dans de nombreux problémes arithmétiques. Une étude assez compléte de cette
fonction est disponible dans le livre de Hall et auteur [6] — chapitres 4 a
7. Désignons par w(n) le nombre des facteurs premiers distincts de n. Dans
un autre travail en commun avec Hall [5], nous avons établi, pour tous ¢,y
satisfaisant a t =1, y=t/(2* — 1), la majoration asymptotique

An) y* W<, x(log x)f 91 £ (log x)?ViteD (1.8)
sy

n<x
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avece
ﬁ(t’ J’)’:zty"'t, (19)

Z(z)=exp{}/logz-log,z} (z>3). (1.10)

Le résultat suivant, qui constitue le point-clef de notre démonstration du
théoréme 1, est une généralisation partielle de (1.8).

Théoréme 3. Soit F(X) un polynéme irréductible de Z[X]. Pour chaque t>1,
on a, lorsque x tend vers linfini,

Y AF(n) <, x(log x)PO~1 £ (log x) 7o (1.11)

nsx

avec B(t):=2"—t.

Par souci de simplicité, nous n’avons énonce ici que Iextension du cas y=1
de (1.8). Le lecteur n’aura aucun mal a vérifier, le cas échéant, que I'introduction
d’un poids y*F™ avec y >1/(2'— 1), n’affecte en rien la nature de notre argument.
Semblablement, la méme méthode permet d’étudier les moments pondérés de
A (F(n), ou 4, (r=2) est la fonction de Hooley générale, introduite dans [7].
Les résultats de [5] sont encore valables dans ce cadre, a ceci prés que la
valeur explicite des facteurs .#(log x)°" donnée dans [5] doit &tre convenable-
ment modifiée. En faisant appel a la technique exposée au § 7.3 de [6], on
peut méme améliorer 'exposant de ¥ (log x) dans ces majorations — ainsi que
l’atteste la comparaison de (1.11) et (1.8).

§ 2. Preuve du théoréme 3

Soit p(n) le nombre des racines modulo n de F. On sait classiquement que
p est une fonction multiplicative telle que p(p*) <1 pour tout p premier et tout
entier v 1.

Lemme 2.1. On a lorsque x tend vers l'infini

Y, p(p)=li(x)+O(xe V), 2.1)
: Y p(n)=Ax+0(x' "), (2.2)

oti ¢, A, a sont des constantes positives dépendant de F.

Démonstration. La relation (2.1) est une conséquence facile du théoréme des
idéaux premiers — cf. par exemple [11], lemme 3.1. Pour établir (2.2), il suffit
d’observer que Pon a pour s complexe, Re(s)>1,

oo}

2 pmyn={k(s) @(s) (2.3)

n=1
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ou [x(s) est la fonction z&ta de Dedekind du corps de nombres K engendré
sur @ par une racine de F, et ol @ est une fonction holomorphe et bornée
pour Re(s)=2, avec @(1)%0 - cf. par exemple la démonstration du lemme
3.9 de [11] pour les détails. La formule asymptotique (2.2) découle de (2.3)
par la méthode nsuelle d’intégration complexe, en faisant appel aux propriétés
analytiques classiques de (g (s) — [8], §§ 14-15.

Remarque. Nous n’utiliserons (2.2) que sous la forme faible

Y pm>x 24)

4+x<n<x

En vue d’une éventuelle extension du théoréme 3 au cas d’intervalles plus courts,
nous avons préféré énoncer ici la formule la plus précise — dont la démonstration
repose d’ailleurs sur les mémes idées que celles qui conduisent a (2.4): voir
par exemple le lemma 10 de [2].

Jusqu’a la fin de cette section, nous convenons que toutes les constantes,
implicites ou explicites, peuvent dépendre du polynéme F et du parameétre ¢.

Lemme 2.2. Soit t = 1. On a lorsque x tend vers l'infini

) f‘@’}/ﬂ) <(log x)9 £ (log x)V 7+, 2:9)

n<x

Démonstration. Nous employons la méthode d’équation différentielle exposée
dans [5] et, pour t=1, au chapitre 7 de [6]. Le fait de remplacer le coefficient
pondéral y°® par p(n) n’induit aucun changement significatif dans les calculs.
Pour la commodité du lecteur, nous indiquons cependant les principales étapes
du raisonnement. Ainsi que nous 'avons précédemment mentionné, 'argument
développé dans [6] est légérement plus précis que celui de [5]; nous ferons
donc, paradoxalement, référence a {6] plutdt qu’a [5].
Etant donné un paramétre entier ¢ = 1, nous posons pour n=1

+ o0
M )= { A(n,u)fdu.
D’aprés le theorem 72 de [6], on a
2174 A S M, (n) S t(n)l, (2.6)

ou t(n) désigne le nombre total des diviseurs de n. Nous allons étudier la série
de Dirichlet d’argument réel

p(n)
na

L(a)::f* Mq(nﬁ (1<c<2)

oy, ici et dans la suite, Vastérisque indique que la sommation est restreinte
aux entiers sans facteur carré. Soit S={seZ": p|s=>p?|s}. En utilisant I'exi-
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stence, pour chaque entier n, d’'une unique décomposition n=ms avec u(m)*=1,
s€S, (m,s)=1, et en remarquant que

A@b)<4@(h) (@=1,b=1) 2.7)

(cf. [6] lemma 61.1), on peut écrire pour x =2

n<x seS msx m IOgX

Nous allons déduire (2.5) de (2.8) pour un choix convenable de ¢, > g,(t).
On a pour o>1

Y S L p(pm)logp )
L(o) §£1 M, (pm) _(pm)" ) 2.9
pAm

Considérons I'identité
A(pm,u)=A(m,u)+A(m,u—logp) (pim)

En élevant a la puissance g et en développant le membre de droite par la
formule du bindme, nous obtenons

M, (pm)=2M, (m)+E,(m,p) (disons).

Le theorem 73 de [6] permet alors d’écrire

1 _4q_ -2
Y E,(m,p) "j P < Cate(mft M (my=
D

Cela implique I'existence d’une constante C, telle que
v p(p) logp
P po —2

5 M, (pm) PLI8P 501 (m)
P p _4q q-z
+Co 4"‘1:(17!)"_1 Mq(m)q_l. (2.10)

Maintenant, la formule (2.1) fournit grice a une sommation d’Abel

Zp(p)pl,ogpgailﬂ (1<o<2) @.11)
r
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ou x ne dépend que de F. En employant tour a tour I'inégalité de Holder
et celle de Minkowski, on déduit de (2.10) et (2.11) que 'on a

L p(p) logp
M PR £ 14
Z q(pm) pa

t 1
<24 Mq(m)q( +K>
g—1

Co e i
+ C4-4't(m)yi~ ' M (m)* 1)(0—1 +K>

En reportant dans (2.9), il suit

—E(0)§22L(a)(011 +;<)

1
_1 w _ T
e () e i e
m=1

c—1 m°

Par 'inégalité de Holder, la derniére somme est au plus égale a

St i

m=1

et la série en m vaut

n(1 2 B%>§C2(O'— )2

(2.12)
p
Nous pouvons donc finalement écrire
t 1 1 \eta a2
—L(0)<24 L{o) +x)+C, Lg) !
o—1 a—1
t 2 () t
avec a(t,q)=1——+ =1 + . A ce stade, on remarque que
( q q-1 g—1 4q(g—1) a
(2.6) implique que le membre de gauche de (2.12) majore L(o). Donc
g-2 _1_ i -2
L)L) 1Cy Y o—1)y 1 <L(o)! Yo—1)"2"9,
Il s’ensuit que pour une constante convenable C, on a
z q=2
~L(0)£29L(6) (6 —1) '+ C, L(o)* "o —1)"*®9, (2.13)

Une solution de I'équation différentielle associée a (2.13) est

X(0)=K(c—1)"7®9
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avec

y(t, q)—2"%

Par (2.12), on a L(2)SC, =X (2)=K si C, est assez grande. Par le lemma 70.2
de [6], il suit

v(r,q)==/3(t>+§, et K:{_c__}

LO)£X(6) (1<c<2). (2.14)

On a K =(Cs g)%; le résultat annoncé découle donc de (2.14), pour le choix

_ 1 _ 2t log, x
G—H_logx’ q——[l/ logs x ]

Fin de la démonstration du théoréme 3. Nous pouvons supposer sans perte de
généralité que F(Z')=Z™. Nous employons la technique de crible exposée au
chapitre III de Hooley [7] — voir aussi [10], §2 — et qui est une variante
de la fertile méthode d’Erdés dans [2]. Soit A=h(t) un paramétre positif assez

petit, et z:=exp {h ll(;)g );} Nous décomposons, pour chaque n, le nombre F(n)
sous la forme &2
Fn)=a,b,

ou tous les facteurs premiers de a,, (resp. b,) sont <z (resp. > z). Grice a I'inégalité
de Cauchy-Schwarz, on peut écrire

Y AF@y={ Y 1Y t(Fm)*}*.

n<x, n<x nEx
= =X,
a, > X3 a4y > X3

On a d’une part, d’apres le lemme 3.7 de [11],

logx} _
1 <€xexpl —c V= x(log x) s/,
§ < p{ “Togs (log x)
a,>Xx3

et d’autre part, grace au Satz 4 de Wolke [12],

Y t(F(n)**<x(log x)* 1.

On en déduit que pour h<cq/(4'—1),0on a

Y A(F(n)) <x. (2.15)

Cette estimation est bien compatible avec le résultat requis (1.11). Pour traiter
la somme complémentaire, nous utiliserons d’une part I'inégalité

A(F (m) = A(a,) t(by) (2.16)
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{qui découle de (2.7)) et d’autre part la majoration

msC, Y @ (m21) 2.17)

d|m
d<mt/(3g+ 1)

ou u=u(F,t) est une constante convenable. Cette estimation découle d’une
inégalité de van der Corput [1]. Un récent résultat de Landreau [9] montre
que les valeurs u=t(3g+1) et C,=(3g+1)*¢32* U’ gont admissbles. En remar-
quant de plus que pour x assez grand

BTSN (n)
puisque F(n) < x%, on déduit de (2.16) et (2.17) que I'on a pour x = xo(F)

Y AF@y<C, ¥ 4@ Y @ ¥ . (218

1 ! n<x
n<x, asxd d<x3 o
=T = = F(n)=0(mod ad)
A= X P@)Zz pld=p>z p|F(m)=s>placup>z

La somme intérieure reléve des méthodes de crible. Soit Dy le discriminant
de F, D:=Dg-F(1). Alors p(p)<min{g, p—1} lorsque ptD, et la fonction multi-
plicative ¢ définie par

A sip|D
. w21
@r(p’):= pv(l_g@) SipkD
p
satisfait a
¢F(n)>c8n("’,(1")) (n=1). (2.19)

En appliquant le lemme 3.4 de [11], on obtient que la somme intérieure de
(2.18) est

x  plad) x(log, x)E*! _plad)
< <
log z orp(ad) log x ad

E

ou la seconde estimation découle de (2.19). Cela implique que le membre de
gauche de (2.18) est

x(log, x)f*! p@ v+1)"
<W agx ( ) z<l;[<x VZO ( P
i log, ) ,P( )

Clogx 2 4@

asx

avec ¢g:=g+ 1+2* La conclusion souhaitée découle donc de (2.5).
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§ 3. Démonstration du théoréme 1

Soit n>1log4—1. Dans toute cette section nous convenons que les constantes,
explicites ou implicites, peuvent dépendre au plus de # et de F. L’étape liminaire
du raisonnement consiste a établir que I'on a

Y AFm)=o(x). (3.1)

nsx
A(F(n)}> (log x)1

Nour employons a cette fin la “méthode des moments évanescents” — cf. [6],

§ 3.2. Posons
1 1+n
= log{——]>0
¢ log?2 8 (log 4)>

et appliquons le théoréme 3 avec t =1+ ¢. Le membre de gauche de (3.1) n’excéde
pas
A(Fm)'™*

log )" < x(log x)7 o1,

)

avec
o=f(1+e)—1—ne=—2{2"log(2°)—2°+1} <0.
Cela achéve la preuve de (3.1).

Nous pouvons maintenant compléter la démonstration du théorémel.
Posons

A*(F(n), y)=card {d: d|F(n), y<d<2y}.
On a d’une part
A*(F(n), »=4(F(n) (n21),
de sorte que (3.1) implique
) A*(F(n), y)=o0(x). 3.2

n=x

A*(F(n),9) > (log x)"

Drautre part

1
Y AFm)= Y Y lzgx

nsx y<d=<2y nsx
F{n)=0(modd)

d’apres (2.4). 11 suit

He(x,y,2y)2(logx)™" b3 4*(F(n), y)> x(log x)~".
A*(F('l),njg(loz xym

Cela établit bien I'estimation annoncée.
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