Invent. math. 117:531-550 (1994) In’l/en tzoones

mathematicae
© Springer-Verlag 1994

Localisation de systémes différentiels,
stratifications de Whitney et condition de Thom

Joél Briangon, Philippe Maisonobe, et Michel Merle

Laboratoire de Mathématiques, (Unité associée au CNRS n° 168), Université de Nice,
Parc Valrose, F-06108 Nice Cedex 2, France

Oblatum 22-111-1993 & 8-VII-1993

Introduction

Soit M un 9, module holonome régulier sur un ouvert Q de C" et f une
fonction analytique sur Q. A partir de résultats de Ginsburg, nous donnons
une formulation géométrique des cycles caractéristiques de M[1/f7], V(M)
et @ ,(M) en fonction du cycle caractéristique de M et des invariants locaux
de f. Une formule équivalente est donnée par Sabbah dans le cas de ¥, (M).
Si le cycle caractéristique de M est Y. m; T (), le cycle caractéristique du
module M[1/f] est égal a: i

Car(M[1/fD= 3} m(L+ (L)
FX)*0

avec =3 m; ;I; ;. Les I} ; sont les composantes irréductibles du diviseur

J
défini par f dans T7, et m; jestla multiplicité de I'idéal définissant n(I; )
le long de I; ; ot = désigne la projection du fibré cotangent sur sa base.
Le cycle caractéristique du module ¥;(M) est égal a:

Car(P{(M)= Y mQ,
FX)#0

avec ;= Zp, ;L. et p; ; est la multiplicité de I'idéal f le long de I ;. D’autre

part on peut exprimer les multiplicités m;, ; et p; ; a 'aide de multiplicités
de variétés polaires relatives au morphisme f|y,. La variété caractéristique
de &, s’obtient par différence. Cette formulation généralise une formulation
géométrique de Sabbah [S2, théoréme 4.5], Ginsburg [Gin, Proposi-
tion 7.7.17 et L& [Lel, théoréme 4.1.2).

D’autre part, la formule donnée pour la variété caractéristique de M [1/f]
nous a permis de mettre en évidence des conditions suffisantes pour
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qu’une stratification d’un morphisme vérifie la condition de Thom. Si f:
X — C est une fonction analytique et (% Z) une stratification de f, telle
que & posseéde des propriétés de trivialité topologique locale (comme par
exemple les conditions de Whitney), alors la stratification (& J7) posséde
la propriét¢ a, de Thom.

On déduit a partir de résultats de [H-M-S] que si la stratification (¥, )
du morphisme vérifie les conditions a et b de Whitney, les multiplicités
des variétés polaires relatives au morphisme f sont constantes le long des
strates de & En particulier, cette stratification (¥, 7) vérifie la condition
de Thom stricte w,. Ce dernier résultat a été récemment prouvé par Parusin-
ski [Par], par une méthode differente, lorsque X est une variété lisse.

Nous donnons enfin quelques applications de ces résultats. Par exemple,
nous obtenons, pour une fonction f: C"— C, une formule explicite reliant
les multiplicités polaires absolues de f ~1(0) et relatives de f.

Table des matiéres

1 Cohomologie locale et évanescente . . . . . . . . . . . . . . .. ... . 532
2 Espaces conormaux relatifs et variétés polaires relatives . . . . . . . . . . . . 533
3 Multiplicités polaires et multiplicités caractéristiques . . . . . . . . . . . . . 534
3.1 Uneconstructionde Ginsburg . . . . . . . . . . . ... ... ... 534
3.2 Interprétation géometrique . . . . . . . . . . . . ... ... 535
33 Spécialisation . . . . . .. L L L 0L L L e 536
34 Multiplicités . . . . . . . . L L L L e 537
4 Stratification d’une fonction et conditions de Thom . . . . . . . . . . . . . 540
4.1 Condition de trivialité locale stratifiee . . . . . . . . . . . .. .. .. 540
42 Lerésultatprincipal . . . . . . . . . . . . . L ..o 541
4.3 Conditions de Whitney et condition de Thom stricte . . . . . . . . . . . 543
5 Formule de l'indice et multiplicités des variétés polaires . . . . . . . . . . . . 544
5.1 Variétés polaires absolues et relatives . . . . . . . . . . . . . . . .. 544
52 Exemple. . . . . . . ... Lo 546
6 Applications . . . . . . .. ..o 547
6.1 Intersections complétes a singularitésisolées . . . . . . . . . . . . .. 547
6.2 Cyclesévanescents . . . . . . . . . . . .. .o 548

1 Cohomologie locale et évanescente

Soient Q une variété analytique complexe lisse de dimension n, f une fonc-
tion holomorphe sur Q, Y=f~1(0) I'hypersurface de Q ensemble des zéros
de f. Soit # un objet de Perv(Q): la catégorie des faisceaux pervers sur
Q; dans [D-K] est défini le triangle:

Fly—~RYF >R F.
Notons i I'inclusion fermée de Y dans Q et j 'inclusion ouverte de U=Q—Y
dans 2; on a également le triangle:

f!j_l'g’-"f"’i*fiy-
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La correspondance de Riemann Hilbert [Meb2, K5, D2]:
M—Sol(M)=R #omg_(M, Og)

établit une équivalence entre la catégorie 2, — Mod,, des &, modules holo-
nomes réguliers et Perv(2). Dans [Mal2, K3, S1, Gin, Lau] sont définis
deux objets ¥:(M) et §,(M) de Z,— Mody, tels que:

Sol(¥,(M))=R¥,(Sol(M)) et Sol(®,(M))=R®(Sol(M)).

Considérons d’autre part le localisé M(*Y) (noté aussi M[1/f]) de M le
long de Y; c’est encore un objet de Z,-Mod,, [K 2, Meb3]. Enfin R (M),,
est un élément de D*(2,,),,: 1a catégorie dérivée formée des complexes bornés
de 2, modules dont les groupes de cohomologie sont dans Z,-Mod,,.
Les deux triangles ci-dessus correspondent (voir par exemple [Meb1]) aux
deux triangles ci-dessous par application du foncteur solution:

RI (M) = ¥ (M) (M)
M(%Y) - M R (M)yg.

A un faisceau pervers # ou au 9, module holonome M qui lui correspond,
on sait associer sa variété caractéristique: SS(F)=SS(M). Cest un sous
ensemble analytique lagrangien du fibré cotangent T*Q. On peut définir
cette variété caractéristique soit de fagon algébrique a partir d’une bonne
filtration de M, soit de fagon topologique a partir des solutions & = Sol(M):
un covecteur non nul £ en xeQ est dans SS(F) si et seulement si il existe
un germe g: (2, x}—(C, 0) tel que dg(x)=¢ et RO (#)+0 [L-M, B1].

La variété caractéristique est le support du cycle caractéristique que
nous noterons Car(#)=Car(M); ce cycle, défini initialement de maniére
algébrique, se déduit par I'isomorphisme d’Euler de la fonction constructi-
ble: xt— x(#) (indice du complexe des fibres de #) en x [S2, par. 1.3].

2 Espaces conormaux relatifs et variétés polaires relatives

Considérons un sous espace irréductible X de Q de dimension d sur lequel
f n’est pas constante; nous désignerons par X° l'ouvert dense des points
x de la partie lisse de X ou f|y est une submersion; le conormal relatif
T3, = T*Q est 'adhérence, dans T* Q|y, de I'ensemble des covecteurs qui
s’annulent sur I'espace tangent a la fibre de f|x:

{EeT*Q; x=n({)e X° et £ sannule sur T,(fy) ' (f (x))}

(o0 m: T* Q@ — Q est la projection canonique). Donc si 4= Ty Q est le conor-
mal & X dans €, la fibre de T}, en un point xeX° est A, ®Cdf(x).
Les fibres de la restriction de f a T}, sont des sous variétés langrangiennes
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coniques de T*Q [KI1, H-M-S, L-T, H-M2], en particulier W, ;y
=f"1(0)n Tf,; donc chaque composante irréductible de W, ,x est le
conormal a sa projection sur X,

Notons Sing(f|y) 'adhérence de 'ensemble des points x de X ou df(x)
appartient au sous espace vectoriel engendré par la fibre A4, du conormal
a X; on voit facilement que f est constante le long d’un petit chemin analyti-
que tracé dans Sing(f|y); donc, dans un voisinage de f~'(0), on a:
Sing(fix)ef "1 (0)nX. Soit xoeX nf~'(0); quitte 4 prendre une carte
locale, on peut supposer que Q est un ouvert de C", et identifier T*Q
a Qx(C"*; n désigne toujours la projection sur 2, et n, la projection
sur le second facteur. Soit ke{l,2, ..., d=dim X}, soit V'* un sous espace
vectoriel de codimension k de C” et 1}’ le sous espace des formes linéaires
nulles sur V*. L'image

(T 0ms ' (V)

est appelée variété polaire relative locale de f|, définic par V* et notée
B(flx,V". 1l existe un ouvert de Zariski non vide de la grassmanienne
des plans de codimension k dans C” tel que pour ¥, dans cet ouvert:

(1) B(flx, V" est vide ou de dimension pure k.

(2) B(flx, V" est I'adhérence de I’ensemble des points de la partie lisse
X° de f|y ou la fibre de f|y n’est pas transverse a V.

(3) La multiplicité de B(f|x, V¥) en x, est indépendante de V,.

Nous parlerons alors de la polaire relative (générique) de f|x en x, de
dimension k et de sa multiplicité. On pourra se réferer 3 [H-M-S] pour
les démonstrations de ces affirmations.

3 Multiplicités polaires et multiplicités caractéristiques
3.1 Une construction de Ginsburg

Dans Ginsburg [Gin], aprés Kashiwara [K 1] dans certains cas particuliers, on
considére un ensemble analytique A* associé 4 une sous variété (irréductible)
lagrangienne conique 4 de T* Q et une fonction f: Q — C non identique a zéro
sur n(4). Comme A est une sous variété lagrangienne conique de T* Q,
c’est le conormal 3 un sous espace X de Q. L'ensemble A4* est défini comme:

d
{(x, Ets Tf (x), s)eT* QxC;(x, é)eA,f(xH:O}.
Comme A est unc variété homogéne, A* et A* admettent une action du

groupe multiplicatif C* induite par:

L (x, E+s %(x» s)H(x, c:m%(x), CS)
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et le quotient par Paction de C* du complémentaire de la section nulle
(¢ =s=0) sera note PA¥,

On s’intéresse a 'adhérence et surtout au cycle défini dans A¥ par
la fonction s, considéré comme un cycle de T* Q par la projection canonique.
Ce dernier, de dimension n, admet A4 pour composante.

Ginsburg [Gin, Theorems 3.3 et 5.5] démontre les résultats suivants:

Z:E

Théoréme 3.1.1 (Ginsburg) Soit M un D, module holonome régulier ayant
pour cycle caractéristiqgue Car(M)=3 m;A; et soit f: @ —C une fonction

analytique.
Le cycle caractéristique du module M[1/f] est alors égal a:

ool .

ou I est le cycle défini par s=0 dans AF.

Le cycle caractéristique du module ¥;(M) est égal d

Car(#%,(M)= 3, m®,
SA)*0

ou £ est le cycle défini par f=0 dans AF.

3.2 Interprétation géométrique

La fonction f permet de plonger X dans Q x C de telle sorte que f soit
induite par la deuxiéme projection pr,: Q x C — C. Construisons le conormal
T# ;C"*! A ce plongement: si nous notons (x, t) des coordonnées sur C*x C
et (¢; 1) les coordonnées duales sur le fibré cotangent T*C"*! identifié
a C"x Cx(C"* x C*, le conormal T ,C"*' est 'adhérence dans T*C"*!
de

{Ge, f (%), a(E+d f(x)), —a); (x, e, aeC}.

Le conormal & C* x {0} est défini par les équations ¢ =¢=0; son fibré normal
dans T*C"*! g’identifie 4 son fibré cotangent; nous choisissons un isomor-
phisme de ce dernier avec C” x C* x (C")* x C et nous noterons les coordon-
nées correspondantes (x, 7, #, v); outre P'action du groupe multiplicatif C*
sur les fibres ce fibré hérite de Paction de C* sur T ., C"*'; ces actions
se traduisent sur les coordonnées d’un point par les suivantes:

(@ B), (x. 7, 0, V) (x, a1, a B, Bv).
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La déformation Def(X,f) de T, C"*' sur son cdne normal le long de
T <10, C"* ! est ladhérence de I'ensemble suivant:

{tx, 7. m, v, V(x, Av, An, 0)e TE,C" 1, 10},

Compte tenu de la définition de T ,C"*!, Df(X, f) est aussi ladhérence
de 'ensemble:

{6 —o, A7 a(E+df (), A7 f(x), D/, E)ed, 2eC, A%0}.

Le c6ne normal lui méme est le cycle d’intersection de la déformation avec
A=0; il est stable par I'action de (C*)2.

3.3 Spécialisation

Drapres le théoréme de spécialisation [K 1, H-M-S, L-T, H-M 2], ce cdne
normal est une variété lagrangienne (de dimension n+ 1). Chacune de ses
composantes irréductibles est le conormal d’un sous espace irréductible
homogéne de Tk « o, C"**. Un tel sous espace est:

® soit contenu dans la section nulle de T . o, C** ' (définie par t=0).
® soit le produit par C* d’un sous espace de C".

Son conormal est donc:

® soit le produit d’une variété lagrangienne de T*C" par C (et par suite
contenu dans t=0)
@ soit contenu dans le sous espace de C" x C* x (C"* x C défini par v=0.

Nous nous intéressons plus précisement a I'espace projectif associé a
T, C"* ! note C(X, f): c’est I'adhérence dans P(T*C"*1) de 'ensemble

{G, f(x), [E+df: —1]); (x, E)eA}

(nous notons [ty:t,:...:t,] un systéme de coordonnées homogénes dans
P7). C'est aussi le quotient de I'ouvert (£, 1)=0 par 'action de C*.

L’éclatement E(X, f) de C(C" x 0) (défini par t=¢=0) dans C(X, f) est
obtenu en faisant successivement le quotient de I'ouvert 40 de la déforma-
tion Def(X, f) par l'action de C* donnée par:

(@), (x, 7, 1, v, Y= (x, 1, am, v, A)
puis en faisant le quotient de 'ouvert (1, v)=0, 1%0 par "action de C*:
B), (x, 7,1, v, A= (x, 7, Bn, Bv, B~ ).

Le diviseur exceptionnel de cet éclatement s’obtient en faisant le quotient
de Pouvert %0, (4, v)#0 du cone normal a T ,C"** le long de T, C"**
par I'action de (C*)>.
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Lemme 3.3.1 Toute composante du diviseur exceptionnel de [l'éclatement
E(X, f) est contenue dans le sous espace défini par v=0.

Démonstration. Les composantes du diviseur exceptionnel proviennent des
composantes du cone normal 4 T, C""" dans T ,C"*' non contenues
dans 1=0. D’aprés ce qu'on a vu, les composantes du cone normal non
contenues dans t=0 sont contenues dans v=0. [

L’éclatement de C(C" x0) dans C(X, f) est donc I'adhérence de 'ensemble
suivant:

{6 f (), [E+df(x): =11, [E+d f(x): f(x)]; (x, E)e 4, f(x)*0}.

Le lemme montre que, sur E(X,f) on est toujours au voisinage de v=0,
autrement dit que [¢+df(x):f(x)] ne tend jamais vers [0, 1] lorsque
(E+d f(x), f(x) tend vers 0. L’éclatement E(X, f) est donc entiérement décrit
comme 'adhérence de I'ensemble:

{Ge, f (), [E+d f(x): f(0)]; (x, &)e, f(x)+0}

et cette derniere écriture montre que E(X, f) est isomorphe au projectivisé
PA*.

Dans cet isomorphisme, la fonction homogéne s sur PA¥ induit locale-
ment une fonction égale a f(x)/||€+d f(x)] (par abus de langage, dans la
carte ;%0 de P"~! nous notons |£+df(x)| la j-iéme coordonnée de &
+d f (x)). Toujours a cause du lemme, la projection de E(X, f) sur X x P* 7!
décrite par

(x,f(x), [E+d f(x): f )P (x, f(x), [E+d f(x)])

est partout définie et c’est un morphisme fini. C’est d’ailleurs une bijection
au voisinage du diviseur exceptionnel de E(X, f). L’image de cette projection
est le conormal relatif C(f, X) (projectivis¢) du morphisme f: X ->C. Le
cycle associé & s=0 sur PA¥ est image inverse par cette projection du
cycle de C(f, X) localement défini par f(x)/|£+d f(x)|. Nous voyons que
les composantes du support du cycle défini par s=0 dans A¥ sont de deux
types:

® les composantes du diviseur de T7, associé a la fonction f

® la variété A plongée en codimension 1 dans T, par I'application (x, {)—

(%, f (x), &).

3.4 Multiplicités

Proposition 3.4.1 Soit Z une composante irréductible du diviseur de T, asso-
cié a la fonction f.
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(1) Z est une sous variété lagrangienne: ¢’est donc le conormal de sa projection
n(Z) dans X.

(2) La multiplicité du cycle associé¢ a f(x)/|E+df(x)| le long de Z est la
multiplicité le long de Z de l'idéal définissant n(Z).

(3) La multiplicité du cycle associé a f(x)/|E+df(x)]| le long de Z est la
multiplicité de la variété polaire générale de f|y de dimension dim(n(Z))+ 1
au point géneérique de n(Z).

(4) La multiplicité du cycle associé a f le long de Z est la multiplicité, au
point générique de n(Z), du cycle intersection de la variété polaire générale
de f|x de dimension dim(n(Z))+ 1 avec 'hypersurface f=0.

Démonstration. (1) Cest une conséquence du théoréme de spécialisation [K 1,
H-M-S, L-T, H-M2].

(2) Considérons la normalisation C(f, X) et une composante irréductible
Z de l'image inverse de Z dans C(f, X). Au point générique de Z on choisit
un systéme de coordonnées sur Z obtenu en complétant un systémes de
coordonnées (x, ..., x,) sur n(Z)(dim(n(Z))=d); on compiéte en un systé-
mes de coordonnées de C(f, X) par une coordonnée nulle sur Z choisie
de telle sorte que, au voisinage du point considéré, on ait f=u*. L’image
par lapplication tangente & C(f, X)—> X du champ de vecteurs u(0/0u) est
un champ de vecteurs Y u(dx/0u)6/0x; tangent 4 X, donc orthogonal &

tout vecteur conormal & X. Nous avons donc, pour tout point (x, £)eA:

> u(@x,/0u) &=0.

i>d

D’autre part comme ku*= Y u(dx,/du) 8 f/0 x; nous obtenons, au voisinage
du point considéré de Z: >4

kf=kut= 3 u(@x/0u)&i+0f/9x).

i>d

Pour conclure sur ce point (2), remarquons qu’au voisinage du point généri-
que de Z, Iidéal (x;);<, définissant 7(Z) est principal, engendré par une
puissance de u, de méme que I'idéal des coordonnées d’un vecteur conormal
relatif & f.

(3) découle de (2) a l'aide de la formule de projection: la multiplicite¢ de
la variété polaire relative B, (f, V¢*1!) de f au point général de n(Z) s’ob-
tient en coupant celle ci par V4+! ((H-M1]).

(4) est un énoncé analogue a (3) ol Pon doit remplacer l'idéal de n(Z)
par l'idéal principal (f). La formule de projection permet de conclure de
la méme maniére. []

Nous pouvons maintenant énoncer sous une autre forme le théoréme 3.1.1.
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Théoréme 3.4.2 Soit M un %D, module holonome régulier ayant pour cycle
caractéristigue Car(M):Zm;A,- et soit f: Q— C une fonction analytique;
X;=mn(A)). i

Le cycle caractéristique du module M[1/f] est égal a:

CarM[1/fD= ¥ m(li+4)

FiX)#0

avec ;=Y m; ;I ;. Les I} ; sont les composantes irréductibles du diviseur défini
i

par f dans T} ¢, et my j est la multiplicité, le long de I ;, de Uidéal définissant
n(I; ).
Le cycle caractéristique du module W, (M) est égal a:

Car(¥ (M= Y mQ

f{4.)+0

avec Q=Y p; ;I ; et p; ; est la multiplicité le long de I ;, de V'idéal f.
i

Exemple 3.4.3 (Fonction a singularités isolées) Soit M n 2, module holo-
nome régulier et f: Q— C une fonction a singularités isolées [Le2] sur
M, cest a dire telle que le graphe de la différentielle de f ne rencontre
la variété caractéristique de M qu’en des points isolés. Le faisceau des cycles
évanescents ¢ (Sol(M)) est concentré en ces points et sa caractéristique
d’Euler est égale a la multiplicité d’intersection du graphe de la différentielle
de f avec le cycle caractéristique de M [S1]

%(¢ (S0l (M))) =(Car(M)- Graphe(d f).

Pour retrouver cette formule 4 l'aide de 3.4.2, nous remarquons qu’elle
est additive par rapport aux composantes du cycle caractéristique de M.
Soit donc une composante 4 de Car(M) conormal d’un sous espace X
de Q. L'intersection A Graphe(df) étant de dimension 0, la multiplicité
d’intersection (4-Graphe(df)) est égale a la multiplicité d’intersection de
la courbe I' définie par les équations

& —0f/0x,=...=8-1—8f/0x,—,=0

dans A avec I'hypersurface d’équation &,—0f/0x,=0. Remarquons que
sur toute branche de la courbe I" 'ordre de la fonction (£,—3df/dx,) est
la différence entre les ordres de f et de x,, (3.4.1).

A cause de la formule de projection, les multiplicités d’intersection de
I avec les hypersurfaces f=0 et x, =0 sont respectivement égales aux multi-
plicités d’intersection de Ia courbe polaire relative de f|y avec f=0et x,=0.
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On en déduit finalement la contribution de A4 dans la multiplicité¢ du conor-
mal a l'origine de la variété caractéristique de ¢ (M):

Pl VL THOV = (B(f 1x V) (%) 71 (0)

et ceci montre la formule annoncée, en additionnant les contributions de
chaque composante de Car(M) et en appliquant 3.4.2.

4 Stratification d’une fonction et conditions de Thom

Soit X un sous espace analytique fermé d’un ouvert Q de C* et f: Q> T
un morphisme analytique. Soit (X,),.4 une stratification analytique com-
plexe de X, (Tp)gp une stratification analytique complexe de T. On dit
que c’est une stratification du morphisme f si pour tout o dans 4, il existe
B dans B tel que f induise une submersion de X, dans T;. On dit que
la stratification de f vérifie la condition (a,} de Thom si, pour tout couple
de strates incidentes (X, X,), Xo<= X,

* *
THig, Xo= Ty, -

C’est la traduction, sur les conormaux, de la condition bien connue sur
les limités d’espaces tangents aux fibres de la restriction de f aux strates.
Pour f(X,) réduit & un point, on note Tfj, =T¢, Q.
Lorsque f(X,) et f(X,) sont dans une strate de dimension 0 la condition
de Thom se réduit a la condition (a) de Whitney.

4.1 Condition de trivialité locale stratifiée

Soient (X ), 4 une stratification de X < Q vérifiant la condition (a) de Whit-
ney, X, une strate, x un point de X,, g: (2, x) = (C?, 0) une submersion
analytique transverse & X,. On note D, la boule ouverte de centre 0 et
de rayon n dans C?; B,(g”!(0)) la boule ouverte de centre x et de rayon
g dans g~ 1(0).

Pour >0 assez petit, B,(z~*(0)) est naturellement stratifiée par Pinter-
section de g~ 1(0) avec les strates (X,),.,; le produit D, x B,(g™'(0)) est
muni de la stratification produit.

Définition 4.1.1 On dit que (X,),.., stratification de X vérifiant la condition
(a) de Whitney posséde la propriété de trivialité locale stratifiée (TLS) si,
pour tout point x€ X, pour toute submersion g: (2, x) - (C?, 0) transverse
en x a la strate X, de x (p<dim(X))), il existe >0, ¢>0, un voisinage



Localisation de systémes différentiels 541

ouvert U de x dans €, et un homéomorphisme stratifié 2 qui fait commuter
le diagramme:

XAU—"—D,x(XB,(g”"(0))

\\g / pry
D).

Remarque 4.1.2 Le premier lemme d’isotopie de Thom-Mather affirme que
si (X )qc 4 €5t une stratification vérifiant les conditions (a) et {b) de Whitney
elle satisfait la propriété (TLS); I'exemple de Briangon et Speder [B-S]
montre que la réciproque est fausse.

4.2 Le résultat principal

Théoréme 4.2.1 Soient X un sous espace analytique irréductible d’un ouvert
Qde C", f: X — C une fonction analytique, (X ,),c 4 €t (T3)gc g des stratifications
analytiques complexes de X et T= C respectivement, définissant une stratifica-
tion de f. Si (X,),c4 vérifie la condition (a) de Whitney et la propriété de
trivialité locale stratifiée, alors la stratification de f est une stratification
(a;) de Thom.

Remarque 4.2.2 Soient X=0 et f: @ - C un germe de fonction défini au
voisinage de OeX, dont le lieu singulier est une courbe X, et tel que W, ; x
le conormal relatif de f coupé par f=0 ne contient pas le conormal au
point 0. La courbe polaire générique de f est vide.

Alors d’aprés Lazzeri [L] le lieu singulier de f est un germe de courbe
lisse et d’aprés L&-Saito la stratification (X\ f~1(0), /= "(ON\X,, X,) est
une stratification a, (ce qui se démontre, heureusement dans ce cas la, sans
utiliser la trivialité topologique locale qui est vraic pour n%4 a cause du
théoréme de Lé-Ramanujam) [L-R].

Démonstration. (1) Cas facile: Considérons deux strates incidentes X, et
X, (Xo<= X)), se projetant par f sur la méme strate de T; pour un tel
couple de strates, la condition de Thom se déduit simplement de la condition
(a) de Whitney.

(2) Suite: 1l reste a traiter le cas général d’'un couple de strates X, et X,
(Xo=X)), telles que f(Xo)=0 et f(X;)=C\{0}. On note d la dimension
de X,.

Dans [B-B-D (proposition 2.1.17, p. 63)] et [G-M], est montrée 'exi-
stence d’un faisceau pervers sur Q, le complexe de cohomologie d’intersec-
tion P(Cy,), qui vérifie les propriétés:

(1) P(Cy,) est supporté par X; < X
(2) P(Cy,)lx, est le faisceau constant Cy, placé en degré —d.
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(3) Les faisceaux de cohomologie de P(Cy,) sont constructibles relativement
a la stratification (X,),c 4-

Soit j Pinclusion ouverte de 2—f~'(0) dans Q; nous avons rappelé dans
le par. 1 gue jj~'((P(Cy,)) est pervers et d’autre part il vérifie toujours
les propriétés (1) (2) et (3) ci-dessus. 1l résulte des propriétés (1) et (2) appli-
quées a P(Cy,) que:

T C"<=SS(P(Cy,)

Appliquons le théoréme 3.4.2

- au Z,-module M correspondant par Riemann-Hilbert a P(Cy,)
— a la composante T Q de sa variété caractéristique
— et a la fonction f non nulle sur X, .

Le complexe Sol (M l}fl_]) s’identifie alors 4 j, j~ ! (P(Cy,)) et on obtient

Tz, N ~HO)= S5, i~ (P(Cy,))-
Le théoréme résultera alors de

SSG T PCx e U T2

acA

Mais cette inclusion est un cas particulier du résultat général suivant.

Proposition 4.2.3 Soit F un faisceau pervers sur un ouvert Q de C" dont
les groupes de cohomologie sont constructibles relativement a une stratification
(X Decs de Q vérifiant la condition (a) de Whitney et la propriété de trivialité
locale stratifiée; alors

SS(F)< | TEQ.

xeA

Démonstration. Cette proposition peut se démontrer a l'aide de la caracteéri-
sation topologique de la variété caractéristique et de généralités sur les
faisceaux conmstructibles [K4, M-N]. Soient (x, &)¢ | T Q et g: (2, X)

acA
—(C, 0) tel que dg(x)=¢; par hypothése le morphisme g est transverse
en x a sa strate X,; R ¥ (#), est hypercohomologie de la fibre de Milnor
de g & valeurs dans & ; comme la stratification vérifie la propriété de trivia-
lité locale relativement a g:

RY(F).~RI(B(x,5)ng *(0), F)

ou B(x, €) est une boule de centre x et de rayon £> 0, assez petit.
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Or B(x, ) g~ 1(0) se rétracte sur x en respectant les strates de la stratifi-
cation (X,ng "} (0),eq [G-M2], et le long de ces strates les groupes de
cohomologie de & sont constants. Donc [K4, M-N]:

RI'B(x,e)ng 1(0), F)~F,.

Nous en déduisons R §,(F), =0 et par conséquent (x, {)¢SS(F). [

Remarque 4.2.4 Une proposition analogue est démontrée par Kashiwara
et Schapira [K-S, proposition 8.4.1, p. 338]; ils supposent donnée une « -
stratification», c’est a dire, dans le cadre analytique ol nous sommes placés,
une stratification de Whitney (voir 4.1.2).

Remarque 4.2.5 Au lieu de P(Cy,) dans la preuve du théoréme, nous aurions
pu utiliser, dans le cas ou (X,),€A est une stratification de Whitney, le
9, module R"™? I.(0); on peut se reporter & ce sujet a [B-B-D, p. 8]
et [B-K, p. 7, propriété 10].

4.3 Conditions de Whitney et condition de Thom stricte

Soient un sous espace analytique fermé X d’un ouvert 2 de C”, une fonction
analytique f: Q — C, une stratification (X,),c 4 €t (Tp)gen de flx.

Nous venons de voir que, sous la condition de trivialité locale stratifiée,
plus faible que les conditions (a) et (b) de Whitney, la condition (a;) de
Thom est satisfaite. Or, on sait que les conditions de Whitney sont conser-
vées localement par sections génériques contenant une strate: nous obtenons
donc la condition (a;) pour de telles sections génériques; nous allons en
déduire 1a condition de Thom «stricte» ou «uniforme» notée {w,). Rappe-
lons la définition:

Définition 4.3.1 Le couple de strates (X,, X,) satisfait la propriété (w;) au
point x,€ X, s'il existe un voisinage U de x, et une constante C>0 tels
que pour tout xe Un X, et yeUn X, on ait:

6(7;X0,f(x)’ T;:Xl,f(y))éCd(x’ »)

ou T, X, /., désigne I'espace tangent & la fibre de Ia restriction de f 4 X;
(i=0 ou 1), d la distance euclidienne de C" et é définie par:

[<u, v

sup .
weE—(0y,0eF+—10) ||ul [vll

S(E, F)=

Théoréme 4.3.2 Soient un sous espace analytique fermé X d'un ouvert Q
de C", un morphisme analytique f: Q — C, une stratification (X ,),c 4 €t (Tg)pen
de fly. Si la stratification (X ), 4 vérifié les conditions (a) et (b) de Whitney,
alors, pour tout couple de strates (X, X,), Xo=X,, les variétés polaires
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relatives de f|y; sont équimultiples le long de X . En particulier, la stratifica-
tion satisfait a la condition de Thom stricte (wy).
Démonstration. L’équimultiplicité des polaires relatives de f équivaut a la
condition (wy) si f(X,) est un point [H-M-S, (théoréme 6.1, p. 262)], mais
peut étre strictement plus forte sinon, par exemple lorsque f |y, est un mor-
phisme fini.

Notons d, la dimension de X . Soit xe X,. D’aprés le théoréme 4.2.1
le couple de strates (X, X,) vérifie la condition (a;) en x.

Premier cas. f(X,)=0.

La dimension de la fibre en x de T, est inférieure ou égale a celle de
T#,, soit n—d,. Il Sensuit que les variétés polaires relatives de f|x; définies
par un sous espace V* de codimension k<d, sont vides.
Deuxiéme cas. f(Xq)=C\{0}.
Comme (X,, X,) sont deux strates d’une stratification de Whitney, ’espace
T C"|x, est équidimensionnel au dessus de X, (cf. [T]) et ses fibres sont
de dimension au plus n—1—d,.

flx, est une submersion sur C\ {0}, et la condition (a) est satisfaite par
la paire (X,, X ;). Donc, si R est la fibre en x de T# C" la fibre en x
de Tf*lx, C" est R@® Cd, f. Par suite, si R est de dimension au plus n—1—d,,
Pespace R+ C* sera de dimension au plus n—d,,.

Les variétés polaires relatives E(fx-, V*) sont donc vides au voisinage
de x pour k<d,.
Fin de la démonstration. Supposons maintenant k >d,. Soient V* un sous-
espace linéaire générique de codimension k et H un sous espace lisse général
de codimension k-—d, contenant X, et la direction V* au voisinage de
x. Nous avons:

(B 1x,, VO H) o X (=B (flxmm: VY
[H-M-§, preuve du lemme 4.4.4, p. 253].

Or la stratification (X, H),. 4 vérifie encore les conditions de Whitney
au voisinage de x, [T] donc la condition de Thom; d’aprés ce que nous
venons de voir, pour un sous espace linéaire de codimension k—d,, passant
par X, générique, B(f|x;, V¥ H est vide. 1l en résulte [H-M-S] que
B(flx;» V*) est équimuitiple le long de X,. [

Remarque 4.3.3 Parusinski [Par] a prouvé le résultat précédent lorsque
f est une fonction analytique sur un ouvert de C”".

5 Formule de Pindice et multiplicités des variétés polaires
5.1 Variétés polaires absolues et relatives

Soit 2 un ouvert de C", M un 2, module holonome, (X,),., une stratifica-
tion de Whitney de  telle que SS(M) < | | T Q; nous notons m, la multipli-

acAd
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cité de T Q dans le cycle caractéristique de M (Car(M)= Y m, T Q), d,
aeA
la dimension de X, y, la caractéristique d’Euler du complexe des solutions
de M en un point de X,.
Kashiwara [K4, pp. 123 et 124] a introduit les nombres d’Euler
Eu(X,, X,) par récurrence décroissante sur la dimension de X, en posant:
Eu(X,, X,)=1, Eu(X,, X,;)=0si les strates X, et X, ne sont pas inciden-
tes, et enfin:

Eu(X,.X,)= Y Eu(X; X,)c(X,, Xp)

Xe<Xg<Xy

ou c(X,, Xp)=x(B(x,e)n Xz H,) est la caractéristique d’Euler Poincaré
de lintersection d’une boule centrée en xeX, de rayon ¢ assez petit, de
la strate X, et d'un sous espace affine général de codimension d,+1, a
la distance n de x (e»>#n>0); B(x,eyn X, H, est le «link» complexe de
X, en X, en x [G-M2] et sa caractéristique est constante le long de X,.
Nous avons noté X,=<X, la relation d’incidence X,,CY; et X;<X, la rela-
tion d’incidence stricte Xy X, et X;+ X ,. Le théor¢me de I'indice s’énonce
alors [K 4, p. 126]:

Xa= Z (_l)n_dﬂmﬂEu(Xa’Yﬁ)

X, Zxg
et la formule de 'indice inversée est:

my=(—1"" g+ 3 (=D (X, X gp

Xo<Xg

Rappelons que, d’aprées Teissier, les multiplicités des variétés polaires abso-
lues de X; sont constantes le long de X,; si B(YB, VI*1) est la variété
polaire de dimension [ (relativement au sous espace linéaire générique de
codimension /4 1) nous notons v, s, sa multiplicit¢ en un point de X,.
Remarquons que si X,<X, sont deux strates incidentes, v, 5 ;=0 pour !
<d,. D’aprés Dubson [D1, D2] les nombres d’Euler sont reliés aux multi-
plicités polaires par la formule:

—_— s
Eu(Xa’ Xﬂ)= Z (—l)dﬁ_k va.ﬂ.k'

k=dy+1

Nous supposons maintenant que f: € —C est un fonction holomorphe
et que (X,),.4 est une stratification de Whitney de f~*(0); nous notons
p.(k) 1a multiplicité en x de la variété polaire relative B(f, V*): nous savons
en fait que cette multiplicité est constante le long de toute strate X, (théo-
réme 4.3.2) et nous notons p(f, a, k) cette valeur.
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Proposition 5.1.1 p(f, o, k)=0 pour k<d,, et pour k>d,:

P b=(—1r*+ Y p(ff, dp+1)(z”(—1)k"vu,,,,,).

Xa<xg.k2dg =k

Cette formule permet de calculer les multiplicités des variétés polaires relati-
ves en fonction des multiplicités des variétés polaires absolues le long des
strates d’une stratification de Whitney de f~*(0).

Démonstration. On démontre cette formule en appliquant la formule de
Pindice au &, module O[1/f]/0, sachant que son cycle caractéristique est

Yp(fod,+1)THQ

acA

d’aprés le par. 3; d’aprés le par. 1 I'indice des solutions en un point x de
f 71 (0) est égal & —1, d’ou la formule pour k=d, + 1.

Pour k>d,+1, on opére de la méme maniére aprés avoir coupé par
un sous espace linéaire H assez général de codimension k— 1, et en se restrei-
gnanta QnH. [J

La formule obtenue s’écrit également:

Proposition 5.1.2

p(foay+p(fak+D)= Y  p(fiBde+1)v, 4.

dgzk,Xz<Xp
Remarque 5.1.3 Pour k2 dim(Sing(f ~1(0))+ 1 on trouve:
p(fi o, B)=p (7 1(0)

nombre de Milnor en un point de X,, de la section de (f~'(0)) par un
sous espace linéaire général de dimension n—k passant par ce point.

5.2 Exemple

On suppose que le lieu singulier de (f ~1(0)) est une courbe I et on considére
la stratification de Whitney de (f ~!(0)) au voisinage d’un point x,&I' formée
par les strates: X,={xo}; (X g)pp les composantes de I" privées de x,, X,
=(f"1(0))—TI. Le cycle caractéristique de O[1/f7]/0 est au voisinage de x,:

o1 -
Car( [@/f]>=7}*_‘(0)9+ Z,ul(g” Z)TX*BQ‘FP(I; Xos 1)’1:;9
BeB
avec p(f, xo, N=pl" V=% u"Ym_ (X, ot m, (X, est la multiplicité a

peB
Torigine de la composante X, de I
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On remarque en particulier que le conormal a {x,}, T} £, n’est pas une
composante de

W) =55 (L) tonTr

si et seulement si p(f, xq, 1)=0. Dans ce cas, on peut considérer /'~ 1{0)
comme une déformation d’hypersurfaces & «)_ u; constant» et e théoréme
de Lazzeri [L] implique que I' est une courbe lisse en x, et que f~1(0)
est une famille 4 nombre de Milnor constant le long de I' On vient donc
de redémontrer que si I'=Sing(f ~'(0)) est une courbe, W, (f) contient le
conormal a Sing(I') [B-L-M].

6 Applications
6.1 Intersections complétes a singularités isolées

Soit (f}, ....f,): (C",0)—(C? 0); on suppose que le lieu des zéros de

fis ..o fy-1 noté Z,_, est a singularité isolée, ainsi que le lieu des zéros
de fi, ...,fynoté¢ Z,.
On note
O[Y/fi - fo-1d

M, =R*"'I;  Oc=

T Oy otpd]

i=1
et M,=R?T; O.;on a la suite exacte de Y. modules au voisinage de 0:
O—)Mp—l _’Mpil[l/fp]_*Mpﬁ)O’

Par la formule de Iindice, la multiplicit¢ du conormal & lorigine dans le
cycle caractéristique de M, (resp. M) est égale au nombre de Milnor
de la section hyperplane générique de Z,_, (resp. Z,). D’autre part, d’apres
le théoréme 3.4.2, la multiplicité de ce conormal dans le cycle caractéristique
de M,_,[1/f,] est égal & la multiplicit¢ & P'origine de la courbe polaire
de (f))lz,.,- Si H est un hyperplan générique de C" (d’¢équation x,=0),
on obtient la formule:

IJ(Zp—lﬁH)+,U(meH)=(P1(fp|z,,-p Vl) H)=001(f15 "'rfp—I’J;_li xn)

ol J7~! est I'idéal engendré par les p x p mineurs extraits de la matrice
jacobienne

a(fli ""fp)

a(xla LA xnvl) .
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C’est la formule de Greuel Lé pour la restriction & H du morphisme f, ..., f,
[Gre, G-H, Le2, T2].

Considérons maintenant un cas encore plus particulier. Soit f/: C*, 0—C, 0
et | une forme linéaire sur C*; on a les suites exactes:

LOWSY_OyfY e Ol
o o oL/ f1+0[1/13
n
oW O O
[/f1+0LL/1

0

00—

A Paide du théoréme 3.4.2, on calcule la multiplicité du conormal a I’origine
dans le cycle caractéristique de

oL/
OL/f1+oLy1

dans les deux suites exactes. En comparant les deux expressions de cette
multiplicité, on retrouve la formule de la proposition 5.1.2 pour k=1 (on
notera que la variété polaire relative d’'une forme linéaire générale n’est
autre que la variété polaire absolue).

Si k> 1 il suffit de remplacer f par sa restriction & un sous espace linéaire
de codimension k—1. Remarquons que la formule et sa démonstration
restent valables méme lorsque [ n’est pas générale, mais simplement telle
que sa restriction 4 '~ ' (0) est a singularité isolée.

6.2 Cycles évanescents

Toujours dans le cadre défini au 6.1, en utilisant de la méme maniére ’additi-
vité des cycles caractéristiques dans le triangle

RI}(M)alg « lI{]“(M) « ¢f(M)7
on prouve la formule suivante, en prenant M=M,_,, f=f, et Y=2,

WZ,nH)+p(Z )= (fylz,.,, V) Sy O =col(fy, ... fp, 7 71).

C’est une formule du type Lé-Greuel [Gre, Le2], voir aussi Teissier a Car-
gése [T2] et Giusti et Henry [G-H]. Les calculs permis par le théoréme 3.4.2
généralisent donc les formules du type Lé-Greuel, valables pour les singulari-
tés isolées d’intersection complétes.
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