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Introduction 

Soit M un Do module holonome r6gulier sur un ouvert f2 de C n et f une 
fonction analytique sur I2. A partir de r6sultats de Ginsburg, nous donnons 
une formulation g6om6trique des cycles caract6ristiques de M [ l / f ] ,  ~'y(M) 
et q~y(M) en fonction du cycle caract6ristique de M e t  des invariants locaux 
de f. Une formule 6quivalente est donn6e par Sabbah dans le cas de ~y(M). 
Si le cycle caract6ristique de M est ~, rn i T~,(Y2), le cycle caract6ristique du 
module M [ 1 / f ]  est 6gal ~t: i 

Car(M[1/ f ] )= ~ mi(F~+ T~(Y2)) 
f(X,)*o 

avec F~=~mi./F~,j. Les F~,j sont les composantes irr6ductibtes du diviseur 
J 

d6fini par f dans Tf~x, et mi,j est la multiplicit6 de l'id6al d6finissant zc(F~.;) 
le long de F~,j off ~ d6signe la projection du fibr6 cotangent sur sa base. 

Le cycle caract6ristique du module ~f(M) est 6gal fi: 

Car(~f(M))= ~, mif2 i 
f(Xt) * o 

avec Q~ = ~ p~.j Fi. j e t  Pi.j est la multiplicit~ de l'id6al f le long de F~.j. D'autre 
J 

part on peut exprimer les multiplicit6s mi, j e t  Pi,j ~t l'aide de multiplicit6s 
de vari6t6s polaires relatives au morphisme f[x,.  La vari6t6 caract6ristique 
de q~y s'obtient par diff6rence. Cette formulation g6n6ralise une formulation 
g6om6trique de Sabbah [$2, th6or6me4.5], Ginsburg [Gin, Proposi- 
tion 7.7.1] et L~ [Lel ,  th6or~me 4.1.2]. 

D'autre part, la formule donn6e pour la vari6t6 caract6ristique de M [ I / f ]  
nous a permis de mettre en 6vidence des conditions suffisantes pour 
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qu 'une stratification d 'un morphisme v6rifie la condition de Thom. Si f :  
X ~ C est une fonction analytique et ( ~  : - )  une stratification de f, telle 
que 5 e poss6de des propri6t6s de trivialit6 topologique locale (comme par 
exemple les condit ions de Whitney), alors la stratification ( ~  Y-) poss6de 
la propri6t6 a: de Thom. 

On d6duit ~ partir  de r6sultats de [H-M-S]  que si la stratification ( ~  5-) 
du morphisme v6rifie les conditions a e t  b de Whitney, les multiplicit6s 
des vari6t6s polaires relatives au morphisme f sont constantes le long des 
strates de ~. En particulier, cette stratification ( ~  5-) v6rifie la condit ion 
de Thom stricte w:. Ce dernier r6sultat a 6t6 r6cemment prouv6 par Parusifi- 
ski [Par],  par une m6thode diff6rente, lorsque X est une vari6t6 lisse. 

Nous donnons  enfin quelques applications de ces r6sultats. Par exemple, 
nous obtenons,  pour une fonction f :  C"--* C, une formule explicite reliant 
les multiplicit6s polaires absolues de f -  ~ (0) et relatives de f 
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1 Cohomologie locale et ~vanescente 

Soient f2 une vari6t6 analytique complexe lisse de dimension n, f une fonc- 
tion ho lomorphe  sur f2, Y=f-~(O) l 'hypersurface de t2 ensemble des z~ros 
de f Soit ~- un objet de Perv(O): la cat6gorie des faisceaux pervers sur 
t2; dans [ D - K ]  est d6fini le triangle: 

Notons  i l 'inclusion ferm~e de Y dans f2 e t j  l ' inclusion ouverte de U = I 2 -  Y 
dans ~2; on a 6galement le triangle: 
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La correspondance de Riemann Hilbert [Meb 2, K 5, D 2]: 

M~--~ Sol (M) = R oVfom~,(M, Ca) 

&ablit une 6quivalence entre la cat6gorie @ a -  Modh~ des 9a  modules holo- 
nomes r6guliers et Perv(t2). Dans [Mal2, K3, SI, Gin, Lau] sont d6finis 
deux objets ~ ( M )  et ~y(M) de ~ a -  Modh~ tels que: 

S o l ( ~ ( M ) ) = R ~ ( S o l ( M ) )  et SoI(~y(M))=R~:(Sol(M)). 

Consid6rons d'autre part le localis6 M(* Y) (not6 aussi M[1/f]) de M le 
long de Y; c'est encore un objet de ~a-Modh~ [K2, Meb3]. Enfin RFr(M),lg 
est un 616ment de Db(~a)h,: la cat6gorie d6riv6e form6e des complexes born6s 
de ~a  modules dont les groupes de cohomologie sont dans ~a-Modh~. 
Les deux triangles ci-dessus correspondent (voir par exemple [Mebl] )  aux 
deux triangles ci-dessous par application du foncteur solution: 

R Fr(M),,~ ~ ~y(M) ~- O :(M) 

M( * Y) ~- M ~ R Fr (M)alg �9 

A un faisceau pervers ~ ou au @a module holonome M qui lui correspond, 
on sait associer sa vari6t6 caract6ristique: SS(~)=SS(M). C'est un sous 
ensemble analytique lagrangien du fibr6 cotangent T* f2. On peut d6finir 
cette vari6t6 caract&istique soit de fa~on alg6brique ~ partir d'une bonne 
filtration de M, soit de fa~on topologique ~ partir des solutions f f  = Sol(M): 
un covecteur non nul r en x~f2 est dans SS(~) si et seulement si il existe 
un germe g: (O, x) ~ (C ,  0) tel que dg(x)=~ et R (0g(~-)4:0 [L-M, B1]. 

La vari&6 caract6ristique est le support du cycle caract&istique que 
nous noterons C a r ( ~ ) = C a r ( M ) ;  ce cycle, d6fini initialement de mani&e 
alg6brique, se d6duit par l'isomorphisme d'Euler de la fonction constructi- 
ble: x~--%t(~) (indice du complexe des fibres de ~ )  en x [$2, par. 1.3]. 

2 Espaees conormaux relatifs et vari6t6s polaires relatives 

Consid&ons un sous espace irr6ductible X de 12 de dimension d sur lequel 
f n'est pas constante; nous d6signerons par X ~ l'ouvert dense des points 
x de la partie lisse de X off f ix  est une submersion; le conormal relatif 
T~x c T ' t 2  est l'adh6rence, dans T* Olx, de l'ensemble des covecteurs qui 
s'annulent sur l'espace tangent ~ la fibre de f Ix: 

{~c T* f2; x = n (OcX ~ et r s'annule sur T~(f Ix)- 1 (f(x))} 

(off n: T* t2~f2  est la projection canonique). Donc si A = T~ f2 est le conor- 
real h X dans f2, la fibre de T ~  en un point x e X  ~ est Ax~Cdf (x ) .  
Les fibres de la restriction de f ~ Tfi~ sont des sous vari&6s langrangiennes 
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coniques de T ' t 2  [K1, H-M-S, L-T, H-M2] ,  en particulier Wo,l,x 
= f - l ( 0 ) n T ~ x ;  donc chaque composante irr6ductible de Wo,y,x est le 
conormal fi sa projection sur X. 
Notons  Sing(fix) l 'adh6rence de l 'ensemble des points x de X off df(x) 
appartient au sous espace vectoriel engendr6 par la fibre Ax du conormal 

X;  on volt facilement que f est constante le long d 'un petit chemin analyti- 
que trac6 dans Sing(fix);  donc, dans un voisinage de f-l(O), on a: 
Sing(fix)cf-l(O)nX. Soit xo~Xc~f-~(O); quitte ~ prendre une carte 
locale, on peut supposer que f2 est un ouvert de C", et identifier T* f2 

t2 • n d6signe toujours la projection sur f2, et n2 la projection 
sur le second facteur. Soit k~{1, 2, ..., d = d i m X } ,  soit V k un sous espace 
vectoriel de codimension k de C" et Vk v le sous espace des formes lin6aires 
nulles sur V k. L'image 

g(T?xfSg21(V~)) 

est appel~e vafi6t~ polaire relative locale de f ix  d6finie par V k et notre 
Pk(f[x, Vk). I1 existe un  ouvert de Zariski non vide de la grassmanienne 
des plans de codimension k dans C n tel que pour Vk dans cet ouvert: 

(1) Pk(f[x, V k) est vide ou de dimension pure k. 
(2) Pk(f[x, V k) est l 'adh6rence de l 'ensemble des points de la pattie lisse 
X ~ d e f ] x  off la fibre d e f [ x  n'est pas transverse h Vk. 
(3) La multiplicit6 de Pk(f[x, V k) en Xo est ind6pendante de Vk. 

Nous parlerons alors de la polaire relative (g5nbrique) de f ix en Xo de 
dimension k et de sa multiplicit6. On pourra se r~ferer fi [H-M-S] pour 
les d6monstrations de ces affirmations. 

3 Multiplicit~s polaires et multiplicit~ caract6ristiques 

3.1 Une construction de Ginsburg 

Dans Ginsburg [Gin],  apr6s Kashiwara [K 1] dans certains cas particuliers, on 
consid6re un ensemble analytique A-~ associ6 ~ une sous vari&6 (irr6ductible) 
lagrangienne conique A de T* f2 et une fonction f :  O ~ C non  identique fi z6ro 
sur n(A). Comme A est une sous vari6t6 lagrangienne conique de T* O, 
c'est le conormal/ l  un sous espace X de t2. L'ensemble A * est d6fini comme: 

d f  s)eT*f~xC;(x, 

Comme A est une vari6t6 homog6ne, A* et A-~ admettent une action du 
groupe multiplicatif C x induite par: 

d f s)~-*(x, d f 
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et le quotient par l 'action de C • du compl6mentaire de la section nulle 
( ~ = s = 0 )  sera not6 P ~ .  

On s'int6resse ~ l 'adh6rence ~ et surtout au cycle d6fini dans ~ par 
la fonction s, consid6r6 comme un cycle de T* f2 par la projection canonique. 
Ce dernier, de dimension n, admet A pour composante. 

Ginsburg [Gin, Theorems 3.3 et 5.5] d6montre les r6sultats suivants: 

Th6or~me 3.1.1 (Ginsburg) Soit M un ~ module holonome r~gulier ayant 
pour cycle caract&istique C a r ( M ) = ~ m i A  i et soit f :  f 2 ~ C  une fonction 

i 

analytique. 
Le cycle caract~ristique du module M [ l / f ]  est alors ~gal d: 

+ar(M[;])= 
f ( A O  :# 0 

of~ F~ est le cycle d~fini par s = 0 dans ~-i . 
Le cycle caract&istique du module tPy(M) est ~gal fi 

Car(~(M))= ~ mlf2i 
f (A i )*  0 

o~ f2i est le cycle d~fini par f =  0 dans A~-i . 

3.2 Interpretation g~om~trique 

La fonction f permet de plonger X dans s x C de telle sorte que f soit 
induite par la deuxi6me projection pr2: t2 x C ~ C. Construisons le conormal  
Tx*,i C" +~ ~t ce plongement:  si nous notons (x, t) des coordonn6es sur C" x C 
et (~; z) les coordonn6es duales sur le fibr6 cotangent T * C  "+~ identifi6 
fi C" • C • (C")* • C*, le conormal  Tx*,i C "+ ' est l 'adh6rence dans T* C "+ t 
de 

{(x , f (x) ,  ot(r +d f (x ) ) ,  - a ) ;  (x, r aeC}.  

Le conormal  fi C" x {0} est dbfini par les 6quations ~ = t = 0 ;  son fibr6 normal 
dans T* C "+ t s'identifie ~ son fibr6 cotangent;  nous choisissons un isomor- 
phisme de ce dernier avec C" x C* x (C")* x C et nous noterons les coordon- 
n6es correspondantes (x, z, t/, v); outre l 'action du groupe multiplicatif C • 
sur les fibres ce fibr6 h6rite de l 'action de C • sur T*,•247 ces actions 
se traduisent sur les coordonn6es d 'un point par les suivantes: 

(c,, fl), (x, ~, t/, v)~-o(x, . , ,  " f in ,  fly). 
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La d6formation Def (X, f )  de T~:C "+1 sur son c6ne normal le long de 
T*. • to~ 12" § 1 est l 'adh6rence de rensemble suivant: 

{(x, z, r/, v, 2)/(x, )~v, 2r/, z)~T~:C "+1, 240} .  

Compte tenu de la d6finition de Tx*.:C "+ 1, Df(X , f )  est aussi l 'adh6rence 
de rensemble: 

{(x, - ~ ,  ,~-'  ~(~+df(x)), ,l- 1 f(x), ~)/(x, ~)~a, ~eC, ,~.0}. 

Le c6ne normal lui m~me est le cycle d'intersection de la d6formation avec 
2 = 0; il est stable par l 'action de (C • 

3.3 Sp~cialisation 

D'apr6s le th6or~me de sp6cialisation [K1, H-M-S, L-T, H-M2] ,  ce c6ne 
normal est une varibt6 lagrangienne (de dimension n +  1). Chacune de ses 
composantes irr6ductibles est le conormal  d 'un sous espace irr6ductible 
homog6ne de Tc*, • ~oj C" § 1. Un  tel sous espace est: 

�9 soit contenu dans la section nulle de iv*, • ~o~ C" § 1 (d6finie par z = 0). 
�9 soit le produit  par C* d'un sous espace de C". 

Son conormal  est donc: 

�9 soit le produit  d 'une vari6t6 lagrangienne de T* C" par C (et par suite 
contenu dans z = 0) 
�9 soit contenu dans le sous espace de C" x C* x (C")* x C d~fini par v = 0. 

Nous nous int6ressons plus pr6cisement /t l 'espace projectif associ6 ~t 
T~: C "+ 1 not6 C(X,f): c'est l 'adh6rence dans P (T*  C "+ l) de l 'ensemble 

{(x,f(x), [r +d f: -1]); (x, r 

(nous notons [to: t l : . . . : t , ]  un syst6me de coordonn6es homogbnes dans 
P"). C'est aussi le quotient de rouver t  (~, z ) #  0 par l 'action de C • 

L'6clatement E(X,f) de C(C"x 0) (d6fini par t =  ~ = 0) dans C(X,f) est 
obtenu en faisant successivement le quotient de l 'ouvert  T 4:0 de la d6forma- 
tion Def (X , f )  par ract ion de C • donn6e par: 

(~), (x, ~, n, v, 2 )~(x ,  ~ ,  ~ ,  v, 2) 

puis en faisant le quotient de l 'ouvert  (q, v) ~e 0, 2 4= 0 par ract ion de C • : 

(/~), (x, ~, n, v, , l )~(x,  ~,/~,/,/~v,/~-' ,~). 

Le diviseur exceptionnel de cet 6clatement s'obtient en faisant le quotient 
de l 'ouvert  z 4= 0, (q, v)4= 0 du c6ne normal ~ Tx*: C" +1 le long de Iv*. • o C" +1 
par l 'action de (t2 • 
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Lemme 3.3.1 Toute composante du diviseur exceptionnel de l'~clatement 
E(X , f )  est contenue dans le sous espace dOfini par v -  O. 

DOmonstration. Les composantes du diviseur exceptionnel proviennent des 
composantes du c6ne normal /t Tc*, • o C"+ t dans Tff.IC "+ t non  contenues 
dans z=0 .  D'apr6s ce qu 'on a vu, les composantes du c6ne normal non  
contenues dans z=O sont contenues dans v=0.  []  

L '6datement de C(C"x 0) dans C(X,f )  est done l'adh6rence de l 'ensemble 
suivant: 

{(x,f(x), [~ + d f(x):  - 1], [4 + d f(x):  f(x)]; (x, 4)~A,f(x)'i= 0}. 

Le lemme montre que, sur E(X , f )  on est toujours au voisinage de v=0 ,  
autrement dit que [4+df (x ) : f (x ) ]  ne tend jamais vers [-0, 1] lorsque 
(4 + d f(x),  f (x)) tend vers 0. L'6clatement E (X, f )  est done enti6rement d6crit 
comme l'adh6rence de l'ensemble: 

{(x,f(x), [~ + d f(x):  f(x)]; (x, ~ ) eA , f ( x )*  0} 

et cette derni6re 6criture montre que E(X , f )  est isomorphe au projectivis6 
p~=~. 

Dans cet isomorphisme, la fonction homog6ne s sur P ~ -  induit  locale- 
ment une fonction 6gale ~i f(x)/ll~+df(x)ll  (par abus de langage, dans la 
carte t/~+0 de p , - 1  nous notons ]]~+df(x)ll la j-i+me coordonn6e de 4 
+df(x)).  Toujours/ t  cause du lemme, la projection de E(X, f )  sur X x P"-1 
d6crite par 

(x,f(x), [4 + d f (x):  f(x)])~--*(x,f(x), [4 + d f(x)]) 

est partout  d6finie et c'est un morphisme fini. C'est d'ailleurs une bijection 
au voisinage du diviseur exceptionnel de E(X,f) .  L'image de cette projection 
est le conormal relatif C(f, X) (projectivis6) du morphisme f :  X--*C. Le 
cycle associ6 /t s = 0  sur P ~ -  est l'image inverse par cette projection du 
cycle de C(f, X) localement d6fini par f(x)/ll~+df(x)]l.  Nous voyons que 
les composantes du support du cycle d6fini par s = 0 dans ~ sont de deux 
types: 

�9 les composantes du diviseur de T~,, assoei~ ~ la fonction f 
�9 la vari6t~ A plong6e en codimension 1 dans T ~  par l 'application (x, ~)~-* 
(x, f (x), ~). 

3.4 Multiplicit~s 

Proposition 3.4.1 Soit Z une composante irr~ductible du diviseur de T~,: asso- 
cir. fi la fonction f. 
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(1) Zes t  une sous variktO lagrangienne : c'est donc le conormal de sa projection 
(Z) dans X. 

(2) La multiplicitd du cycle associO g~ f(x)/Pt~ +df(x)tt le long de Z est la 
multiplicit~ le long de Z de l'id~al dkfinissant ~(Z). 
(3) La multiplicitO du cycle associO fi f(x)/[I~ +df(x)ll le long de Z e s t  la 
multiplicitd de la varidtd polaire g~n~rale de f i x  de dimension dim(n(Z))+ 1 
au point gdndrique de rr(Z). 
(4) La multiplicit~ du cycle associO fi f le long de Z e s t  la multiplicitO, au 
point g~ndrique de n(Z), du cycle intersection de la varidtO polaire gOnOrale 
de f i x  de dimension dim0t(Z))+ 1 avec l'hypersurface f=O. 

DOmonstration. (1) C'est une cons6quence du th6or+me de sp6cialisation [K 1, 
H-M-S, L-T, H-M2]. 

(2) Consid6rons la normalisation C(f, X) et une composante irr6ductible 
Z de l'image inverse de Z dans C(f, X). Au point g6n6rique de Z on choisit 
un syst6me de coordonn6es sur Z obtenu en compl6tant un syst6mes de 
coordonn6es (xl . . . . .  xa) sur rc(Z)(dim(Tt(Z))=d); on compl6te en un syst6- 
mes de coordonn6es de C(f, X) par une coordonn6e nulle sur Z choisie 
de telle sorte que, au voisinage du point considbr6, on ait f =  u k. L'image 
par l 'application tangente/t  C(f, X ) ~  X du champ de vecteurs u(O/au) est 
un champ de vecteurs ~ u(Ox~/Ou)O/Ox~ tangent /t X, donc orthogonal /t 

i 
tout vecteur conormal g X. Nous avons donc, pour tout point (x, 0 e A :  

u(O xdO u) ~i = O. 
i>d  

D'autre part comme k uk = ~ u(O x.]O u) O f /O xi nous obtenons, au voisinage 
du point consid6r6 de Z:  i>d 

k f =  k u k = ~ u(O xJO u)(~i + Of/O xi). 
i > d  

Pour conclure sur ce point (2), remarquons qu'au voisinage du point gbn&i- 
que de Z, l'id6al (Xi)i<=d d6finissant n(Z) est principal, engendrb par une 
puissance de u, de m~me que l'id6al des coordonn6es d'un vecteur conormal 
relatif/t f. 
(3) d6coule de (2) ~ l'aide de la formule de projection: la multiplicit6 de 
la vari6t6 polaire relative Pa+ l(f, Va+ 1) de f au point g6n&al de n(Z) s'ob- 
tient en coupant celle ci par V d§ ([H-M1]). 
(4) est un 6nonc6 analogue ~ (3) off l'on doit remplacer l'id6al de n(Z) 
par l'id6al principal (f). La formule de projection permet de conclure de 
la m~me mani6re. [ ]  

Nous pouvons maintenant 6noncer sous une autre forme le th6or6me 3.1.1. 
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Th6or6me 3.4.2 Soit M un ~o module holonome rdgulier ayant pour cycle 
caractdristique Car(M)=~ mifl i e t  soit f :  (2--* C u n e  fonction analytique; 
X~ = ~(A3. i 

Le cycle caract&istique du module M [1/f ]  est ~gal fi: 

Car(M[1/f])= ~, mi(Fi+Ai) 
flXt)*O 

avec Fi = ~ ml,j Fi, j. Les Fi, j sont les composantes irrdductibles du diviseur ddfini 
J 

par f dans T~e, et m~,j est la multipIicitd, le long de F~,~, de I'iddaI ddfinissant 
~(~,9" 

Le cycle caractOristique du module tPy( M) est dgal d: 

Car(~y(M))= ~ mif~i 
r(A,)* o 

avec Oi= ~ p~,j F~,j et Pi,j est la multiplicitd le long de Fi, j, de l'iddal f 
J 

Exemple 3.4.3 (Fonction 6 singularitds isoldes) Soit M n ~a module holo- 
nome r6gulier et f :  ~2~C une fonction ~ singularitds isoldes [Le2] sur 
M, c'est ~ dire telle que le graphe de la diff6rentielle de f ne rencontre 
la vari6t6 caract&istique de M qu'en des points isol6s. Le faisceau des cycles 
6vanescents ~bf(Sol(M)) est concentr6 en ces points et sa caract6ristique 
d'Euler est 6gale/t la multiplicit6 d'intersection du graphe de la diff6rentielle 
de f avec le cycle caract6ristique de M [S1] 

(q~f (Sol (M))) = (Car (M). Graphe (d f)). 

Pour retrouver cette formule ~ l'aide de 3.4.2, nous remarquons qu'elle 
est additive par rapport aux composantes du cycle caract6ristique de M. 
Soit donc une composante A de Car(M) conormal d'un sous espace X 
de O. L'intersection A c~ Graphe(df) 6tant de dimension 0, la multiplicit6 
d'intersection (A.Graphe(df)) est 6gale ~ la multiplicit6 d'intersection de 
la courbe F d6finie par les 6quations 

~ 1 - a  f /Oxl . . . . .  ~ . _ l - O  f/r? x._l  =0  

dans A avec l'hypersurface d'6quation ~.-Of /Ox.=O.  Remarquons que 
sur toute branche de la courbe F l'ordre de la fonction ( r  est 
la diff6rence entre les ordres de f et de x. (3.4.1). 

A cause de la formule de projection, les multiplicit6s d'intersection de 
F avec les hypersurfaces f =  0 et x. = 0 sont respectivement 6gales aux multi- 
plicit6s d'intersection de ta courbe polaire relative de f tx avec f =  0 et x. = 0. 
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On en d6duit finalement la contribution de A dans la multiplicit6 du conor- 
mal ~ rorigine de la vari6t6 caract6ristique de ~by(M): 

(P~ ( f ix ,  V ~) .f  - ~ (0)) - (P~ (f ix ,  V').  (x~)- ' (0)) 

et ceci montre la formule annonc6e, en addi t ionnant  les contributions de 
chaque composante de Car(M) et en appliquant 3.4.2. 

4 Stratification d'une fonction et conditions de Thorn 

Soit X un sous espace analytique ferm6 d 'un ouvert t2 de C" et f :  f2 ~ T 
un morphisme analytique. Soit (X~)~A une stratification analytique com- 
plexe de X, (Tp)p~ une stratification analytique complexe de T. On dit 
que c'est une stratification du morphisme f si pour tout a dans A, il existe 
fl dans B tel que f induise une submersion de X~ dans Tp. On dit que 
la stratification de f v6rifie la condit ion (as) de Thom si, pour tout couple 
de strates incidentes (Xo, X1), Xo ~ X1, 

T~, ,  LXo ~ T~xo . 

C'est la traduction, sur les conormaux, de la condition bien connue sur 
les limit6s d'espaces tangents aux fibres de la restriction de f aux strates. 

Pour f (X,)  r6duit ~ un point, on note T~x ~ = Tx*, O. 
Lorsque f(Xo) et f(Xa) sont dans une strate de dimension 0 la condition 

de Thom se r6duit ~i la condit ion (a) de Whitney. 

4.1 Condition de trivialit~ locale stratifi~e 

Soient (X,),~A une stratification de X c f2 v6rifiant la condition (a) de Whit- 
ney, X,  une strate, x un point de X, ,  g: (~, x)--* (C p, 0) une submersion 
analytique transverse ~i X, .  On note D, la boule ouverte de centre 0 et 
de rayon r/ dans CP; B~(g-l(0)) la boule ouverte de centre x et de rayon 
e dans g -  1 (0). 

Pour e > 0  assez petit, B~(g-~ (0)) est naturellement stratifi6e par l 'inter- 
section de g - l (0 )  avec les strates (X,),~A; le produit  D, x B~(g-l(O)) est 
muni  de la stratification produit. 

D6finition 4.1.1 On dit que (X,),~A, stratification de X v6rifiant la condit ion 
(a) de Whitney poss6de la propri6t6 de trivialit6 locale stratifi6e (TLS) si, 
pour tout point x eX, pour toute submersion g: (f2, x ) ~ ( C  p, 0) transverse 
en x ~i la strate X ,  de x (p~dim(X,)) ,  il existe r/>0, e>0 ,  un voisinage 
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ouvert U de x dans f2, et un hom6omorphisme stratifi6 h qui fait commuter 
le diagramme: 

X n U  h ,D,t• 

Remarque 4.1.2 Le premier lemme d'isotopie de Thom-Mather affirme que 
si (X~)~+A est une stratification v6rifiant les conditions (a) et (b) de Whitney 
elle satisfait la propri6t6 (TLS); l'exemple de Briangon et Speder [B-S] 
montre que la r6ciproque est fausse. 

4.2 Le rOsultat principal 

Th6or6me 4.2.1 Soient X un sous espace analytique irrdductible d'un ouvert 
f2 de C", f :  X ~ Cune fonction analytique, (X~)~+ aet  (Ta)a~B des stratifications 
analytiques complexes de X et T= C respectivement, ddfinissant une stratifica- 
tion de f Si (X,),~ a v~rifie la condition (a) de Whitney et la propri~td de 
trivialitO locale stratifiOe, alors la stratification de f e s t  une stratification 
(af) de Thorn. 

Remarque 4.2.2 Soient X = f2 et f :  f2 ~ C u n  germe de fonction d6fini au 
voisinage de 0~X, dont le lieu singulier est une courbe X0 et tel que Wo./.x 
le conormal relatif de f coup6 par f = 0  ne contient pas le conormal au 
point 0. La courbe polaire g~n6rique de f est vide. 

Alors d'aprbs Lazzeri ILl le lieu singulier de f e s t  un germe de courbe 
lisse et d'apr6s L~-Saito la stratification ( X \ f  -1(0), f - l ( O ) \ X o ,  Xo) est 
une stratification a I (ce qui se d6montre, heureusement dans ce cas 1/~, sans 
utiliser la trivialit6 topologique locale qui est vraie pour n 4=4 ~ cause du 
th6or6me de L~-Ramanujam) [L-R]. 

Ddmonstration. (1) Cas facile: Consid6rons deux strates incidentes X o et 
Xt,  (XocJC1), se projetant par f sur la m~me strate de T; pour un tel 
couple de strates, la condition de Thorn se d6duit simplement de la condition 
(a) de Whitney. 
(2) Suite: Il reste/~ traiter le cas g6n6ral d'un couple de strates Xo et X1, 
(XocX0,  telles que f (Xo)=0  et f ( X 0 = C \ { 0  }. On note d la dimension 
de X1. 

Dans [B-B-D (proposition 2.1.17, p. 63)] et [G-M], est montr6e l'exi- 
stence d'un faisceau pervers sur f2, le complexe de cohomologie d'intersec- 
tion P(Cx,), qui v6rifie les propri6t6s: 
(1) P(Cx,) est support~ par X 1 c X  
(2) P(Cx,)lx, est le faisceau constant Cx~ plac6 en degr6 - d .  
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(3) Les faisceaux de cohomologie de P(Cx,) sont constructibles relativement 
la stratification (X~)~a. 

Soit j l ' inclusion ouverte de f 2 - f - ~ ( 0 )  dans t2; nous avons rappel6 dans 
le par. 1 que j~j-~((P(Cx,))  est pervers et d 'autre part  il v6rifie toujours 
les propri&6s (1) (2) et (3) ci-dessus. I1 r6sulte des propri6t6s (1) et (2) appli- 
qu6es fi P(Cx~) que: 

Tx*~ C" ~ SS(P(Cx,))  

Appliquons  le th6or6me 3.4.2 

- au ~a-module  M correspondant  par  Riemann-Hilber t  fi P(Cx~) 
- fi la composante  T*, f2 de sa vari6t6 caract6ristique 
- et fi la fonction f non nulle sur X~. 

Le complexe Sol ( M  [1 ] / s ' i den t i f i e  alors ~ j r j -~ (P(Cx , ) ) e t  on obtient 
\ L  J J/  

T ~ ,  c~ f -  ~ (0) ~ SS(j~ j -  1 (e(Cx,) ) ) .  

Le th6or6me r6sultera alors de 

SS(j, j -  1 (P(Cx)))  ~ U T*  f2. 
~t~A 

Mais cette inclusion est un cas particulier du r6sultat g6n6ral suivant. 

Proposition 4.2.3 Soit ~ un faisceau pervers sur un ouvert f2 de C" dont 
les groupes de cohomologie sont constructibles relativement ~ une stratification 
(X,),~ a de Q v~rifiant la condition (a) de Whitney et la propri~t~ de trivialit~ 
locale stratifi~e ; alors 

ss(~)= U r*o a. 
g;~A 

D~monstration. Cette proposi t ion peut se d6montrer  fi l 'aide de la caract6ri- 
sat ion topologique de la vari6t6 caract6ristique et de g6n6ralit6s sur les 
faisceaux constructibles [K4,  M-N] .  Soient (x, r162 U Tx*O et g: (12, x) 

~t~A 

~ ( C ,  0) tel que dg(x )=~;  par  hypoth6se le morphisme g est transverse 
en x fi sa strate Xo; R ~(~-)x  est l 'hypercohomologie de la fibre de Milnor 
de g ~i valeurs dans ~-;  comme la stratification v6rifie la propri6t6 de trivia- 
lit6 locale relativement ~t g: 

R ~ (~)~ ~- R F(B (x, e) r~ g -  ~ (0), ~ )  

of  1 B(x, e) est une boule de centre x et de rayon e > 0, assez petit. 
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Or B(x, e)c~ g -  ~ (0) se r6tracte sur x en respectant les strates de la stratifi- 
cation (X, ng - I (0 ) )~A [G-M2] ,  et le long de ces strates les groupes de 
cohomologie de ~- sont constants. Donc [K4, M-N]:  

RY(B(x, ~) c~ g -  ~ (0), ~ )  ~ - ~  . 

Nous en d6duisons R @g(~):,=0 et par cons6quent (x, ~)r [] 

Remarque 4.2.4 Une proposition analogue est d6montr6e par Kashiwara 
et Schapira [K-S, proposition 8.4.1, p. 338]; ils supposent donn6e une ~p- 
stratification)>, c'est fi dire, dans le cadre analytique off nous sommes plac6s, 
une stratification de Whitney (voir 4.1.2). 

Remarque 4.2.5 Au lieu de P ( C x )  dans la preuve du th6orSme, nous aurions 
pu utiliser, dans le cas off (X,) ,eA est une stratification de Whitney, le 
No module R"-aF~((9e); on peut se reporter ~ ce sujet fi [B-B-D, p. 8] 
et [B-K, p. 7, propri6t6 10]. 

4.3 Conditions de Whitney et condition de Thorn stricte 

Soient un  sous espace analytique ferm6 X d 'un ouvert f2 de C ", une fonction 
analytique f :  f2 ~ C, une stratification (X~)~a et (To)#, H de f i x .  

Nous venons de voir que, sous la condition de trivialit6 locale stratifi6e, 
plus faible que les conditions (a) et (b) de Whitney, la condition (af) de 
Thorn est satisfaite. Or, on sait que les conditions de Whitney sont conser- 
v6es localement par sections g6n6riques contenant  une strate: nous obtenons 
donc la condition (af) pour de telles sections g6n6riques; nous allons en 
d6duire la condit ion de Thom <<stricte>~ ou << uniforme >> not6e (wf). Rappe- 
Ions la d6finition: 

D6finition 4.3.1 Le couple de strates (Xo, X 1) satisfait la propri6t6 (wr) au 
point xo~Xo s'il existe un voisinage U de Xo et une constante C > 0  tels 
que pour tout xeUc~Xo et yeUc~X  1 on ait: 

5(T~Xo,:(x), Ty Xt,y(r)) < Cd(x, y) 

off TrXi,:ty ) d6signe l'espace tangent fi la fibre de la restriction de f fi Xi 
( i = 0  ou 1), d la distance euclidienne de C Net 5 d6finie par: 

} (u ,v ) l  
5 (E, F) = sup 

.~E-{0) ,wF~-(ol  llutt Ilvll 

Th6or6me 4.3.2 Soient un sous espace analytique ferm~ X d'un ouvert f2 
de C n, un morphisme analytique f:  f2--+ C, une stratification (X~)~ A et (T#)#~A 
de f ix .  Si la stratification (X~)~a vdrifi~ les conditions (a) et (b) de Whitney, 
alors, pour tout couple de strates (Xo, X1), X o c X l ,  les varidtds polaires 
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relatives de f [ ~  sont ~quimultiples le long de X o. En particulier, la stratifica- 
tion satisfait ~ la condition de Thorn stricte (wf). 

D~monstration. L'6quimultiplicit6 des polaires relatives de f 6quivaut fi la 
condition (wf) si f (Xo)  est un point [H-M-S, (th6or6me 6.1, p. 262)], mais 
peut ~tre strictement plus forte sinon, par exemple lorsque flxo est un  mor- 
phisme fini. 

Notons do la dimension de Xo. Soit x~Xo.  D'apr6s le th6or6me 4.2.1 
le couple de strates (Xo, X 0  v6rifie la condition (af) e n  x. 

Premier cas. f (Xo) = O. 

La dimension de la fibre en x de T~x 1 est inf6rieure ou 6gale fi celle de 
T~x ~ soit n - d  o. I1 s'ensuit que les vari6t6s polaires relatives de f 1 ~  d6finies 
par un sous espace V k de codimension k < do sont vides. 

Deuxi~me cas. f (Xo) = C\{0}. 

Comme (Xo, Xa) sont deux strates d 'une stratification de Whitney, l'espace 
T*I C"[xo est 6quidimensionnel au dessus de X o (cf. [T]) et ses fibres sont 
de dimension au plus n - -  1 - do. 

f[xo est une submersion sur C\{0},  et la condition (a) est satisfaite par 
la paire (X o, X1). Donc, si R est la fibre en x de T*IC", la fibre en x 
de Tf~,,, C" est R @ C d~f  Par suite, si Res t  de dimension au plus n- -  1 - d o ,  
l'espace R + C* sera de dimension au plus n - d o .  

Les vari6t6s polaires relatives Pk(fx;, V k) sont donc vides au voisinage 
de x pour k < do. 

Fin de la ddmonstration. Supposons maintenant  k > d  0. Soient V k un sous- 
espace lin6aire g6n6rique de codimension k et H u n  sous espace lisse g6n6ral 
de codimension k - d o  contenant  Xo et la direction V k au voisinage de 
x. Nous avons: 

(P~(flx,, vk)c~H)c~Sl = Pdo(flx,~n, Vk) 

[H-M-S, preuve du lemme 4.4.4, p. 253]. 
Or la stratification (X,c~ H)~A v6rifie encore les conditions de Whitney 

au voisinage de Xo [T] donc la condition de Thorn; d'apr6s ce que nous 
venons de voir, pour un sous espace lin6aire de codimension k - d o  passant 
par X o g6n6rique, Pk(fI~,Vk)c~H est vide. I1 en r6sulte [H-M-S] que 
Pk(f[r~, vk) est 6quimultiple le long de Xo. []  

Remarque 4.3.3 Parusifiski [Par] a prouv6 le r6sultat pr6c6dent lorsque 
f est une fonction analytique sur un  ouvert de C". 

5 Formule de I'indice et multiplicit~s des vari6t~s polaires 

5.1 Varidt~s polaires absolues et relatives 

Soit f2 un ouvert de C", M un ~ n  module holonome, (X~)~A une stratifica- 
t ion de Whitney de t2 teUe que SS(M)~  U T *  ~2; nous notons m~ la multipli- 

0tEA 
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cit6 de T ' f 2  dans le cycle caract6ristique de M (Car(M)= ~ m ,  T* f2), d, 
~eA 

la dimension de X,, Z~ la caract6ristique d'Euler du complexe des solutions 
de M e n  un point de X,. 

Kashiwara [K4, pp. 123 et 124] a introduit les nombres d'Euler 
Eu(X,, X~) par  r6currence d6croissante__ sur la dimension de X~ en posant: 

Eu(X,, X,)= 1, Eu(X,, Xa) =0  si les strates X, et Xa ne sont pas inciden- 
tes, et enfin: 

Eu(X~, X~)= ~ Eu(Xa, X~) c(X~, Xa) 

off c(X,, XtO=z(B(x, ~ ) n X a n H , )  est la caract6ristique d'Euler Poincar6 
de l'intersection d'une boule centr6e en xeX~, de rayon e assez petit, de 
la strate Xp, et d'un sous espace affine g6n6ral de codimension d ,+  1, 
la distance q de x (e~q>0) ;  B(x, ~)nXt~nH . est le (clink)) complexe de 
Xp en X, en x [G-M2] et sa caract6ristique est constante le long de X,. 
Nous avons not6 Xa<_X~ la relation d'incidence X a = X~ et Xa <X~ la rela- 
tion d'incidence stricte Xp ~ Xr et Xa 4= X~. Le th6orSme de l'indice s'6nonce 
alors [K4, p. 126]: 

g~, = ~ (-- 1) "-d~' ma Eu(X~,, Xt3 
X~<-X~ 

et la formule de l'indice invers6e est: 

m~=(-1)"-a'Z,+ ~ (-1)"-n'+ac(X,,Xo)za. 
X~'<X# 

Rappelons que, d'apr6s Teissier, les multiplicit6s des vari6t6s polaires abso- 
lues de X~ sont constantes le long de X~; si Pz(X~, V 1§ est la vari6t6 
polaire de dimension l (relativement au sous espace lin6aire g6n~rique de 
codimension /+1) nous notons v~.p, t sa multiplicit6 en un point de X~. 
Remarquons que si X~-<Xa sont deux strates incidentes, v~,a.z=0 pour l 
< d~. D'apr6s Dubson [D 1, D 2] les nombres d'Euler sont reli6s aux multi- 
plicit6s polaires par la formule: 

Eu(X~,X~)= ~. ( -  1) d~-k v~.~. k. 
k = d ~ + l  

Nous supposons maintenant que f :  ~2--, C est un fonction holomorphe 
et que (X,),~ a est une stratification de Whitney de f - t ( 0 ) ;  nous notons 
px(k) la multiplicit6 en x de la vari6t6 polaire relative Pk(f, vk) : nous savons 
en fait que cette multiplicit6 est constante le long de toute strate X~ (th6o- 
r6me 4.3.2) et nous notons p(f, ct, k) cette valeur. 
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Proposition 5.1.1 p(f, a, k )=0  pour k < d~, et pour k > d~: 

p(f,o:,k)=(--1)"-k+ if" p( f f l ,  dtj+l ) (-- 1)k-/V~,t~,/ . 
X~<xB,k<~d# l 

Cette formule permet de calculer les multiplicit6s des vari&6s polaires relati- 
ves en fonction des multiplicit6s des vari6t6s polaires absolues le long des 
strates d 'une stratification de Whitney de f -  1 (0). 

Dkmonstration. On d6montre cette formule en appliquant la formule de 
l'indice au ~ module C [1/f]/(_9, sachant que son cycle caract~ristique est 

Z p ( f ,  ct, d~ + l) T*~O 
aEA 

d'apr6s le par. 3; d'apr6s le par. 1 l'indice des solutions en un point x de 
f -  1 (0) est 6gal ~i - 1, d'ofi la formule pour k = d~ + 1. 

Pour k > d ~ +  1, on op6re de la m~me mani6re apr~s avoir coup6 par 
un sous espace lin6aire H assez g6n6ral de codimension k -  1, et en se restrei- 
gnant  ~i f2 c~ H. [] 

La formule obtenue s'6crit 6galement: 

Proposition 5.1.2 

p ( f o q k ) + p ( f ~ , k + l ) =  ~ p( f f l ,  da+l)v~,p, k. 
d # > k , X ~ X #  

Remarque 5.1.3 Pour k > dim (Sing ( f -  1 (0)) + 1 on trouve: 

p ( f  a, k) =/~( . -k)(f-  1(0)) 

nombre de Milnor en un  point de X, ,  de la section de ( f - l (O))  par un 
sous espace lin6aire g6nSral de dimension n - k  passant par ce point. 

5.2 Exemple 

On suppose que le lieu singulier de ( f  - 1 (0)) est une courbe F et on consid6re 
la stratification de Whitney de ( f -  1 (0)) au voisinage d 'un point Xo ~ F form6e 
par les strates: X~= {Xo}; (Xp)p~ ~ les composantes de F priv6es de x 0, Xr 
= ( f - 1  ( 0 ) ) - E  Le cycle caract6ristique de d~ [1/f]/d) est au voisinage de Xo: 

Car ( ~ )  = Tff - ,~o~ f2 + ~ #(p~- 2J T*a f2 + p(f, xo,1) T~ f2 

avec p (f, Xo, 1) =/~"o- 1) _ ~ #~,- 1~ mxo (Xp) off mxo(Xp) est la multiplicit6 

l'origine de la composante Xa de/2. 
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On remarque en particulier que le conormal / t  {%}, T*O, n'est pas une 
composante de 

Wo(f)=SS ( ~ - ) = J -  t(O)n T? O 

si et seulement si p(]~ xo, 1)=0. Darts ce cas, on peut considSrer f - I ( O )  
comme une d~formation d'hypersurfaces fi <,~ g~ constant~ et le thSorSme 
de Lazzeri [L] implique que F est une courbe lisse en Xo el que f - 1 ( 0 )  
est une famille fi nombre de Milnor constant le long de E On vient donc 
de red6montrer que si F = S i n g ( f - l ( 0 ) )  est une courbe, Wo(f)  contient le 
conormal/ t  Sing(F) [B-L-M]. 

6 Applications 

6.1 Intersections compl&es g~ singularitOs isolOes 

Soit (fl . . . . .  fp): (cn, 0)~(CV, 0); on suppose que le lieu des z~ros de 
f l  . . . . .  fp-1 not6 Zp-1 est /t singularit6 isolge, ainsi que le lieu des z6ros 
de f l  . . . . .  fp not6 Zv. 

On note 

M y -  1 = RP - 1 l~Zp _ I (~Cn 
C [1/]'1 , . - fp-  ,] 

p-1 
S, ~E1/A ...~ ...f,-,] 

i= t  

et Mp = R ~ Fz, (9c,; on a ta suite exacte de ~c~ modules au voislnage de 0: 

0-+  Mp_ 1 -+ M p _ ,  [l / .fp] "-*Mv~'O. 

Par la formule de l'indice, la multiplicitb du conormal h l'origine dans le 
cycle caract6ristique de Mp_ 1 (resp. My) est egale au hombre de Milnor 
de la section hyperplane g6n6rique de Zv_ 1 (resp. Zp). D'autre part, d'apr6s 
le thSor6me 3.4.2, la multiplicit6 de ce conormal dans le cycle caract&istique 
de Mp_ 1 [1/ f f]  est 6gal ~ la multiplicit6 fi l 'origine de la courbe polaire 
de (fp)lzp_,. Si H est un hyperplan g6n6rique de C" (d'6quation x~=0), 
on obtient la formule: 

~(Zp_ 1 (~n)-.I- ]l(Zp t~ n)=(Pl (fplzp_,, V1) �9 H) = c o l ( f  1 . . . . .  5 - 1 ,  J ~ -  1, Xn ) 

o5 J~-1 est l'id6al engendr6 par les p x p mineurs extraits de la matrice 
jacobienne 

d(A . . . . .  fp) 

~(x l  . . . . .  x . _  0 
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C'est la formule de Greuel L6 pour  la restriction fi H du morphisme f~ . . . . .  fp 
[Gre, G-H, Le2, T2]. 

Consid&ons maintenant  un cas encore plus particulier. Soit f :  C", 0--* C, 0 
et 1 une forme lin6aire sur C"; on ales  suites exactes: 

O ~  ( 9 [ l / f ]  ~ ( 9 [ l / f ]  [ l / l ]  ~ (9[1/fl] ,0 
(9 (9 (9 [ I / f ]  + (9 [1/1] 

/ 

O~ (911/I]_~ (911//] [ 1 / f ]  ~ (9[1~ill ~0. 
(9 (9 (9[1/f]+(9[1/1] 

A l'aide du th6or6me 3.4.2, on calcule la multiplicit6 du conormal ~ l'origine 
dans le cycle caract6ristique de 

C E1/fl] 
(9 [1/f] + (9 [ l / l ]  

dans les deux suites exactes. En comparant  les deux expressions de cette 
multiplicit6, on retrouve la formule de la proposition 5.1.2 pour k = 1 (on 
notera que la vari6t6 polaire relative d 'une forme lin6aire g~n6rale n'est 
autre que la vari&6 polaire absolue). 

Si k > 1 il suffit de remplacer f par sa restriction h u n  sous espace lin6aire 
de codimension k - 1 .  Remarquons que la formule et sa d6monstration 
restent valables m~me lorsque l n'est pas g6n6rale, mais simplement telle 
que sa restriction ~ f -  1 (0) est ~ singularit6 isol6e. 

6.2 Cycles ~vanescents 

Toujours dans le cadre d6fini au 6.1, en utilisant de la m~me mani6re l'additi- 
vit~ des cycles caract&istiques dans le triangle 

RFr(M)~,g ~ ~ (M)  ~ OI(M), 

on prouve la formule suivante, en prenant M = Mp_ 1, f=fp et Y= Zp 

I~(Zpc~ H) + lt(Zp)=(P~ (fplz~_,, V~)-fp-'(O)) = col(f~, .... fp, J~"- ~ ). 

C'est une formule du type L~-Greuel [Gre, Le2], voir aussi Teissier h Car- 
g6se [T2]  et Giusti et Henry [G-HI .  Les calculs permis par  le th6or+me 3.4.2 
g6n6ralisent donc les formules du type LS-Greuel, valables pour les singulari- 
t6s isol6es d'intersection completes. 
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