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Summary. A new way of computing MacLane cohomology of finite fields is 
described. Closely related to this theory are L. Breen's "extensions du groupe 
additif" and M. B6kstedt's topological Hochschild homology (and so is stable 
K-theory, hence). Our approach makes essential use of a cancellation result 
for MacLane cohomology of F v with coefficients in the symmetric algebra where 
the Frobenius has been inverted. We then proceed through an analysis of the 
Koszul complex and the De Rham complex in non-zero characteristic. 

R6sum6. Nous d6crivons une nouvelle m6thode de calcul de la cohomologie 
de MacLane des corps finis. Cette th6orie est intimement reli6e aux extensions 
du groupe additif d6jfi 6tudi~es par L. Breen et fi l 'homologie de Hochschild 
topologique de M. B6kstedt (et donc fi la K-th6orie stable). Notre  approche 
utilise de mani6re cruciale l 'annulation de la cohomologie de MacLane du corps 
F,,  avec pour coefficients l'alg6bre sym6trique off l 'on a invers6 le Frobenius. 
Nous recourons alors fi l 'analyse des complexes de Koszul et de De Rham 
en caract~ristique non nulle. 

0 Introduction 

MacLane propose dans [ML]  une d6finition pour l 'homologie et la cohomologie 
d'un anneau fi coefficients darts un bimodule. Cette d6finition fait suite aux 
travaux d'Eilenberg et MacLane sur rhomologie  des espaces qui portent leur 
nora (voir [E-ML 1] et [E-ML2]) .  

Dans un travail r6cent [J-P], Jibladze et Pirashvili d6finissent l 'homologie 
et la cohomologie de MacLane d 'un anneau R avec des coefficients plus g6n6- 
raux. Ils proc6dent de la faqon suivante. Soit o~(R) la cat6gorie dont les objets 
sont les foncteurs de la cat6gorie des R-modules fibres de type fini vers la cat6go- 
tie de tous les R-modules, et soit ~r la sous-cat6gorie pleine de o~(R) dont 
les objets sont les foncteurs additifs; on observe que d ( R )  s'identifie fi la cat6go- 
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rie des R-bimodules (ou, ce qui revient au m~me, fi la cat6gorie des 
R|176 tout foncteur additif est de la forme M ( ~  avec M un 

R 

R-bimodule. Soient Ad: ~ ( R ) ~  d (R)  le foncteur ~additivisation~, c'est-fi-dire 
l'adjoint fi gauche du foncteur oubli J ( R ) ~ ( R ) ,  et I le foncteur inclusion 
de la cat6gorie des R-modules libres de type fini dans la cat6gorie de tous 
les R-modules (I est donc le foncteur additif correspondant au R-bimodule R); 
Jibladze et Pirashvili d6finissent les groupes d'homologie de MacLane 
HMLk(R; F) de R ~ coefficients dans un foncteur F comme les d6riv~s ~t gauche 
Lk(R (~) Ad(F)), et les groupes de cohomologie de MacLane par: 

g ( ~  Ro!  a 

HMLk(R; F) = Ext~(m(l, F). 

En faisant F = I  on obtient l'homologie et la cohomologie de MacLane de Fan- 
neau R que l'on note simplement HML.(R) et HML*(R). 

L'un des buts de notre article est de d6crire un calcul de la cohomologie 
de MacLane des corps finis. Le r6sultat s'6nonce ainsi: 

Th6or6me 0.1 La cohomologie de MacLane d 'un corps fini F est donnOe par: 

H M L k ( F ) ~ 0  pour k pair 
pour k impair. 

Ce r6sultat apparalt dans divers contextes. Notamment: 

1) Homologie de Hochschild topologique [B61, B62, P-W]. 
B6kstedt d6finit pour tout anneau R u n  spectre THH(R) (qui se trouve 

~tre un spectre d'Eilenberg-MacLane) et d6termine ses groupes d'homotopie 
pour R=Fp et R = Z  [-B61, B62]. Tr6s grossi6rement, THH(R) est obtenu en 
rempla~ant, dans le complexe de Hochschild, l 'anneau R par le spectre d'Eilen- 
berg-MacLane H(R) et le produit tensoriel par le smash-produit. Pirashvili et 
Waldhausen ont montr6 ensuite [P-W] qu'il existait un isomorphisme naturel: 

n k THH(R) ~- HMLk(R). 

Comme le Fp-espace vectoriel HMLk(IFp) est juste le dual de HMLk(Fp), les 
calculs de B6kstedt conduisent au th6or6me 0.1 pour 0zp. La g6n~ralisation 
tousles corps finis est imm6diate. 

Signalons au lecteur qu'il trouvera expos6e dans [P-W] la relation entre 
homologie de MacLane et K-th~orie. 

2) Extensions du groupe additif [B1]. 
Soit fr la cat6gorie des foncteurs de la cat6gorie des Fp-alg6bres commutatives 

vers la cat6gorie des Fp-espaces vectoriels. Le foncteur oubli est un tel foncteur; 
on le note Ga (pour groupe additift. Dans les ann6es soixante-dix, Lawrence 
Breen a d6termin6 les groupes Extk(G,, Ga). Ces groupes sont reli6s fi la cohomo- 
logie de MacLane par la proposition 0.2 ci-dessous. 

On note S, le foncteur qui associe ~i un espace vectoriel sa n-i6me puissance 
tensorielle sym6trique (S,(V) est le quotient de l'action du groupe sym6trique 
d'ordre n sur V | par permutation des facteurs). 
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Proposition 0.2 II existe un isomorphisme canonique: 

Ext~(G., G.)~ (~  HML* OFp; S.). 
neiN 

(La preuve de cette proposition utilise simplement que le foncteur Ga admet 
pour adjoint h gauche le foncteur alg6bre sym8trique.) 

Les calculs de Breen eonduisent donc eux-aussi au th6or6me 0.1 (observer 
que S~ est dans 0.2 un avatar de I). 

Notre approche du th6or6me 0.1 est tr6s diff&ente de celles de [-B 1] et [B52]. 
Elle est bas6e sur les deux lemmes 0.3 et 0.4 ci-apr6s. 

Le premier lemme est dfi h Kuhn  [K] e t a  pour origine la relation mise 
en 6vidence dans [H-L-S, Part I] entre la cat~gorie des modules instables sur 
l'alg6bre de Steenrod modulo p et la cat6gorie ~,~ =~(Fp) .  On en trouvera deux 
d6monstrations en appendice. 

Soit (b: Sp,, V ~  Sp,+, V l'application puissance p-i+me (on consid&e ici S, V 
comme le sous-espace de l'alg6bre sym6trique sur V form6 des polyn6mes homo- 
g6nes de degrb n). Le lemme montre que la limite inductive du syst6me 
{Sp,, ~;  heN} n'est pas trbs loin d'&re un objet injectif de ,~-. 

Lemme 0.3 Pour tout foncteur F de ~ admettant une rOsolution projective de 
type f in i  (terminologie fix6e au premier paragraphe) et tout entier k non nul, 
la limite inductive du systOme 

... Ext k (F, Sph) , Ext k (F, Snh+,) . . . . .  

est nulle. 

Le lemme 0.3 pour  F = I  se traduit dans le contexte des extensions du groupe 
additif par l 'annulat ion du localis~ Extk(Ga, Ga)[q~-1], (it, d4signant cette lois 
l 'endomorphisme de Frobenius de Ga. Ce r4sultat avait sembl~ suffisamment 
important  h Breen pour qu'il lui consacre un article s4par6 [B2], o6 il n'utilise 
qu 'une partie de la machinerie de [B1]. En effet, c'est cette annulat ion qui 
est utilis6e par Art in et Milne dans [A-M] et [Mn]. 

Le second lemme que nous utilisons (plus imm6diat que le premier) vient 
de [P; J-P, proposition 2.15]. 

Lemme 0.4 Soient A, F et G trois foncteurs de ,~  ; on suppose que A est additif, 
et que F et G sont sans terme constant (c'est-fi-dire que F(O) et G(O) sont nuls). 
Alors, pour tout entier k: 

Ext k (A, F | G) = 0. 

Notre d6monstration du th6or6me 0.1 pour Fp consiste alors h exhiber des com- 
plexes dans ~ impliquant la transformation q~: Sph ~ Sph~, et des produits tenso- 
riels de foncteurs sans terme constant, puis ~ mettre en oeuvre les lemmes 0.3 
et 0.4. Pour p = 2  (le cas le plus facile, comme dans [B1] et [B61]), on a, 
par exemple, une suite exacte dans ~ de la forme: 

(E) 0~$2~_1 ~S2h-~S2h_I (~S  1 . . . .  S2h_i(~Si--i . , . .S2h--~O. 
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Le lemme 0.4 donne alors une longue suite exacte: 

_ ~  k 2 h k O ,  ... Ext~ (I, S2~)~Ext~(I, Sz~ ~)- ~Extk(I, S2~)~Extk-2"+I(I, S2~) . . . . .  

et, ~ l'aide du lemme 0.3, on obtient par r6currence descendante sur h: 

Ext k (I, $2~) - -  ~ "  ~ 0  2 sinon,Si k est multiple de 2 h + 1 

ce qui est le r6sultat de Breen (observer que 0.4 implique ais6ment l'annulation 
de Ext~ (I, S,) quand n n'est pas une puissance de 2). 

Pour p > 2  l'intervention de (E) est remplacbe par celle des complexes de 
De Rham et de Koszul (en fait, pour p = 2 la suite exacte (E) provient du com- 
plexe de De Rham des formes diff6rentielles antisym6triques alors que le com- 
plexe de De Rham habituel est celui des formes diff6rentielles altern6es). 

Signalons pour terminer cette introduction que notre travail permet de r6gler 
deux questions rest+es en suspens dans [B 1]. En effet, la d6monstration que 
nous donnons du th6or6me0.1 fournit le produit de Yoneda sur Ext*(l,l). 
I1 est facile d'en d6duire le produit de Yoneda sur Ext,(G,,  G~) qui est bien 
en accord avec la conjecture faite par Breen dans [B 1]. On peut alors, toujours 
en suivant Breen, d6terminer les extensions du groupe additif dans la cat6gorie 
des foncteurs de la cat6gorie des Fp-alg6bres commutatives vers la cat6gorie 
de tousles groupes ab61iens. 

1 La eat6gorie ~ -  

On fixe un nombre premier p. Soit ~V" I la cat6gorie des Fp-espaces vectoriels 
de dimension finie et ~f" la catbgorie de tous les F~-espaces vectoriels. On d6signe 
par ,,~ la cat~gorie des foncteurs covariants de ~ )  vers ~V'. Les morphismes 
sont les transformations naturelles; les Hom~(F,  G) sont bien des ensembles 
puisque la cat6gorie ~s  a un petit squelette (par exemple, la sous-cat6gorie 
pleine dont les objets sont les (Fy) .  

On dispose dans ,~, comme dans r de suffisamment de projectifs et d'injec- 
tifs, ce qui nous permet d'y faire de l'alg6bre homologique ordinaire. Expticite- 
ment, la formule: 

Hom.~ (~=p [Hom~,(E, --)], F)= F(E) 

(resp. Hom~(F, Fn~ montre que les foncteurs 
Fp [Hom~s(E , - ) ]  (resp. ~:pno,~-,  e~) fournissent un syst6me de g6n6rateurs pro- 
jectifs (resp. cog6n6rateurs injectifs) darts ~-. 

Notation. Dans la suite, on notera respectivement PE et Je les foncteurs 
Fp[Hom~,(E, - ) ]  et Fpn~ ~-'~. 

D6finition 1.1 Un foncteur de ~- est dit de type fini s'il est quotient d'une 
somme directe finie de g6n+rateurs projectifs Pe. 
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Nous  ne savons pas si un sous-foncteur d'un foncteur de type fini est encore 
de type fini, ou, ce qui revient au mSme, si un foncteur de type fini admet 
une r6solution projective de type fini (on entend par hi de type fini en chaque 
degr6). 

D6finition 1.2 On dit qu'un foncteur de ~,~ est engendr~ en dimensionfinie (resp. 
en dimension n) s'il existe un espace vectoriel E de dimension finie (resp. de 
dimension n) tel que le morphisme canonique F(E) |  P ~  F est un 6pimor- 
phisme. 

I1 est clair qu'un foncteur de type fini est engendr8 en dimension finie. R~ci- 
proquement:  

Proposition 1.3 Un foncteur de ~ est de type fini si et seulement si il est engendrd 
en dimension finie et prend des valeurs de dimension finie. 

Exemples. On note I le foncteur inclusion de ~/@ dans ~g'. Pour tout entier 
n, on note A " V  la puissance extSrieure n-i6me sur V e t  S, V l a  composante 
de degr6 n de l'alg6bre sym6trique sur V, g savoir les coinvariants (V| sous 
l 'action du groupe sym6trique ~ ,  qui permute |es facteurs de V | On d6finit 
de mSme S"V comme les invariants (V| | 

Tous ces foncteurs, et en particulier le foncteur I, admettent des r6solutions 
de type fini: ceci sera d6montr6 au par. 10. 

L'616vation/t la puissance p-iSme de S, dans Sp, est un exemple de morphisme 
de o~; ces morphismes seront not6s q~ et appel6s transformation de Frobenius. 

Notre  premiSre t~che est d'6tablir l'6nonc6 0.4, que nous rappelons ci-dessous 
(comparer avec [D-P, Korollar  5.20]): 

Lemme 0.4 [J-P, proposition 2.15] Si A est un foncteur additif, et si F et G 
sont sans terme constant (c'est-gt-dire F(0)= G(0)=0), alors, pour tout entier k: 

Ext~ (A, F | G) = 0. 

D~monstration. La d6monstration se fait par passage A la cat6gorie b i-~,~ des 
foncteurs covariants de ~ • ~/~y vers ~ .  On dispose pour ce faire des foncteurs 
Ae t  H d6finis par: 

U ~ ( U ,  U) (U, V ) ~  U | V. 

Le couple (A,/7) est un couple de foncteurs adjoints; nous entendons par lfi 
que A est adjoint/ t  gauche de /7  et que 17 est adjoint/~ droite de A. Les composi- 
tions fi droite avec H et A forment de ce fait un couple de foncteurs adjoints 
entre ,~- et b i - ~ - .  Ces foncteurs sont de plus exacts. 

On 6crit alors: F | G = (F []  G) o A, F []  G d6signant le produit tensoriel ext6- 
rieur de F par G: 

(F [] G) (U, V) = F(U) | G(V). 

Ainsi: 

Ext~ (a, F | G) = Ext.~ (A, (F [~ G) o d) 

= Ext~i_.~,(A o/-/, F [ ]  G). 
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Le caract6re additif de A se traduit par: A o H = A o prl ~ A o pr2, pr~ et pr 2 d6si- 
gnant les foncteurs projection de ~ :  x ~} vers ~}. On revient ~t la cat6gorie 

en remarquant  que la composition ~ droite par pri et la composition ~t 
droite par le foncteur <<i-i6me coordonn6e>> de ~v': vers ~F: x q/~ forment un 
couple de foncteurs adjoints; d'ofi: 

Ex t , (A ,  F | G) = Ext~,_~(A o pr l ,  V []  G) ~ Ext~i_~(A o pr2, F [] G) 
= Ext~ (A, F | a (0)) G Ext~ (A, F (0) | G). 

I1 est commode de disposer, fi cot6 de la cat6gorie ~ ,  de la <<cat6gorie>> ~- 
des endofoncteurs de ~ (les guillemets sont l 'amende fi payer pour ne pas avoir 
pris les pr6cautions ensemblistes habituelles). On note i le foncteur <<extension>> 
6vident de ~ vers ~ :  ( iF) (V)  est la limite inductive des F ( W )  quand W d6crit 
les sous-espaces vectoriels finis de V. Comme i est exact et adjoint ~t gauche 
de la composition ~ droite par I, on a: 

Proposition 1.4 Pour  tous foncteurs F dans o ~ et F' dans ~ ,  on a u n  isomorphisme 
canonique 

E x t , ( i F ,  F' )_~Ext~(F ,  F' ol). 

En particulier, Exts~(l, I) est isomorphe, en tant qu'alg6bre pour le produit de 
Yoneda, fi Ext~(ld,  Id). Nous allons montrer  maintenant que l'alg6bre 
Exts~ (Id, Id) est commutative (au sens gradu6). 

Soit ~g une cat6gorie. On note cg -Fp  la <<cat6gorie>> des foncteurs de cs 
vers ~V'. Soit F u n  objet de cg -Fp ;  la composition /t droite par F induit une 
application de Ext~-(Id, Id) vers Ext,_n: (F, F) que l 'on note - o F. 

Proposition 1.5 Soient u un ~lkment de Ext~(Id, Id) et e un ~l~ment de 
Ext~_F,(F, F'). On a dans Ext~+_'~,(F, F') l'~galit& 

(uo F ' ) ~ e = ( -  1)"q e ~ ( u o  F) 

(le signe ~ d6signe le produit de Yoneda). 

D~rnonstration. I1 est clair que l 'on peut se ramener au cas q = 1. On repr6sente 
u et e par des extensions 0 --* Id ~ U ~ ~ ... ~ U"-  1 __. Id ~ 0 et 0 --* F'  --. E ~ F 
--*0, et on consid6re les trois bicomplexes du premier quadrant Co, Cx et C2 
suivants: 

U ~  --* U t o F  --o...--* U " - l o F  --* 

T T T 
U ~  --. U l o E  --*.. .--,  U " - I o E  

0 ~ 0 ~ . . . - ~  0 --* 

T T T 
UOoF ' --. U I o F  ' - - . . . . ~  U " - l o F  ' 

U ~  ~ U l o F  ~ . . . - ~  U ~ - l o F  

T T 

F 

E 

F 

T 
E 

F 

T 
E --, 0 --, . . .  - ,  0 - - , 0 ;  

on note vi: C i ~  Co, i =  I, 2, les homomorphismes de bicomplexes 6vidents. Soit 
T~, i = 0 ,  1, 2, le complexe total de Ci. La proposition r6sulte alors des points 
suivants: 
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- H ~  HqT~=0 pour  q > 0 ,  Ti "+a = F ,  T { = 0  pour  r > n +  1; 
- v i induit  des isomorphismes H ~ T/~ H ~ T o et T/" + 1 ~_ T~ + 1 ; 

l 'extension 0 ~ F'  ~ Ti ~ ~ T~ 1 ~ . . . .  Ti" ~ F ~ 0 repr6sente (--  1)"(u o F' )~e  
pour  i =  1, et e~(uoF)  pour  i=2 .  

Corollaire 1.6 L'algkbre graduOe Ext~ (I, I) est commutative. 

2 Calcul de E x t ~  ( / , / )  pour p = 2 

Nous  avons d6j~ expliqu6 dans  l ' in t roduct ion notre  m6thode de calcul des grou- 
pes Ext~(I , I ) .  Avan t  de d6velopper le cas g6n6ral (ceci sera fait au par. 6), 
nous pr6sentons dans le cas p = 2 une var iante  plus simple utilisant les m~mes 
ingr6dients. 

On  consid6re le foncteur bigradu6 S|174 On d6finit sur 
S @ S une diff6rentielle d par  la composi t ion  suivante:  

d: S~@Sj~(S~_~ |  @(S~ | |  

off les fl6ches de gauche et de droi te  sont respectivement induites par  le coprodui t  
et le produi t  de l 'alg6bre sym6trique. Comme on est en caract6ristique 2, d 
est bien de carr6 nul. 

On  note C ~ la somme (~S ,_~  | S~ et on consid6re le complexe: 
n 

co d C1 d , c i  d 

(il faut voir (C ~ d) comme le complexe de De R h a m  des formes diff6rentielles 
antisym6triques). L 'homologie  de ce complexe est facile ~ d6terminer,  parce qu 'on  
dispose d 'un  i somorphisme naturel  de complexes: C~ W)~- C~ | C~ 
qui permet  de se ramener  au cas d 'un  espace vectoriel de dimension un. En 
particulier, on obt ient  des suites exactes dans o~-: 

q~ d d 
(E) 0----~S 2 . . . .  S2h , S z h  I ( ~ S I . . .  ,S2h i(~Si...---~S2h----~O 

(on observera  que rexact i tude en d~but de (E) signifie qu 'un  po lyn6me est un 
carr6 si et seulement si sa diff6rentielle est nulle). A cause du lemme 0.4, les 
suites exactes (E) induisent  des longues suites exactes: 

k-Z" _.. k ,Ext~( l ,  Szh)~Ex tk - zh+l t l  . . . .  �9 .. Ext~ (l, S2h ) Ext~( l ,  S2, 1) []tJ* , .~ ~ ,S2h)---~ 

Celles-ci, et le lemme 0.3, permet tent  de mont re r  par  r6currence descendante  
sur l 'entier h que l 'espace vectoriel Ext~( l ,  Szh) est de d imension un si k est 
multiple de 2 h+l et qu'il est nul sinon. Voici comment  proc6der. On observe 
tout d ' abord  que l 'applicat ion ~ . :  Ext% (1, S2h- 1) ~ Ext~ (I, S2P est injective pour  
k< 2  h, si bien que le lemme 0.3 implique: Ext~( l ,  $ 2 , ) = 0  pour  0 < k < 2  h+ 1. On 
rnontre ensuite que E x t , ( I ,  S2P est nul si k n'est pas un  multiple de 2 h+ 1. Soit 
A un entier positif fix6; on  mont re  en fait, par  r6currence descendante  sur h, 
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que Extk(I,  S2,) est nul pour k < A  et k non  multiple de 2 h+l. Ce qui pr6c6de 
montre en particulier que les longues suites exactes (E) se coupent en suites 
exactes courtes: 

0 ~ Ext k- 2~ (I, $2,) ~ Ext k (I, S2h-l) ** ) Ext k (I, $2,,) ~ 0. 

Ces suites exactes, l 'annulat ion des Extk~(I, S2h) pour k fix6 et h grand, et l 'isomor- 
phisme Hom~( l ,  I)_~F: 2 montrent  enfin que la s6rie de Poincar6 des Ex t , ( I ,  $2~) 
est bien celle annonc6e. 

3 Les complexes de De Rham et de Koszul 

On consid~re ici les foncteurs ~ , , = S , _ i |  A i. Dans cette notation, on appellera 
degrO l 'entier i, et degrk total l 'entier n. On note Qi la somme ~)Q+,; O est 

n 

une alg6bre commutative (au sens gradu6, pour le degr6). On la munit  classique- 
ment de deux diff6rentielles, la diff6rentielle de De Rham, not6e d, et la diff6ren- 
tielle de Koszul, not6e x; d est de degr6 1 et K de degr6 - 1 .  On peut encore 
les d6finir ~ partir des produits et coproduits, comme suit: 

d: S j@Ai - - -~S j_ I | 174174  

~c: S j | 1 7 4  a |  I-1 = S j |  |  i - 1  ---+Sj+ 1 |  i - I  �9 

Elles respectent le degr6 total, on peut donc consid6rer les complexes (Q~,,d) 
et (f2], x). Rappetons que K est l 'unique d6rivation de degr6 - 1  sur Q(V) telle 
que ~c(dx)=x pour tout x de V. 

Proposition 3.1 (formule d'Euler) Le commutant d~c + xd est la multiplication 
par le degrO total. 

DOmonstration. Comme dtc+xd est une d6rivation, une v6rification en degr6 
total un suffit. Quand le degr6 est nul, on trouve la formule d'Euler pour les 
polyn6mes homog6nes. 

Remarque. Quand p ne divise pas n, on obtient ainsi une homotopie fi z6ro 
du complexe de De Rham (Q~, d) ou du complexe de Koszul ((2], k). 

En fait: 

Proposition 3.2 Le complexe de Koszul ((2 ~ ~) est acyclique. 

Le complexe de De Rham, lui, n'est pas acyclique en caract6ristique non nulle. 

Proposition 3.3 [Ct] Pour chaque entier n, il existe un isomorphisme (isomorphisme 
de Cartier): 

t2,----- H(I~;., d). 

D~monstration. Les applications lin6aires de t'/~ dans H~ d) et de ~ (V) 
dans H 1 (t2~(V), d) qui associent respectivement la classe de x p ~i x et la classe 
de x P - l d x  fi dx se prolongent en une application d'alg6bre de Q(V) dans 
H(t2~ d), qui multiplie le degr6 total par p. 
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Pour montrer  que l 'on obtient ainsi un isomorphisme, il suffit de le v6rifier 
quand V est de dimension 1, et d'utiliser comme au paragraphe pr6c6dent les 
isomorphismes naturels de complexes: f2" (V• W) ~ ~~ (V) | ~2 ~ (W). 

A cause de la formule d'Euler (proposition 3.1), la diff6rentielle de Koszul 
induit une diff~rentielle sur H(~2;,,d). En utilisant que ~ est une d6rivation, 
que l ' isomorphisme de Cartier est multiplicatif, et qu'on a: ~c(x p- ~ dx)= x p, on 
obtient: 

Proposition 3.4 L'isomorphisme de Cartier est compatible aux diffOrentielles de 
Koszul. 

On d6finit maintenant K~,, pour tous entiers n et i, comme noyau dans Q~, 
de la diff6rentielle de Koszul. Quand le degr6 total nes t  divisible par p, (K:, d) 
est un sous-complexe du complexe de De Rham. 

Proposition 3.5 Pour chaque entier n, il existe un isomorphisme: 

K ,_~H(K; , , d )  

compatible fi l'isomorphisme de Cartier. 

D~monstration. On raisonne sur les complexes de Koszul en tant que modules 
sur l 'anneau D , = F , [ X ] / X  z, off l 'op6ration de X est donn6e par K. Prendre 
le noyau de K, c'est calculer les applications D-lin6aires de source Fp, consid6r6 
comme un D-module via l 'augmentation. L'acyclicit6 des complexes de Koszul 
(2 ~ et H((2 ~ d) signifie que ce sont des D-modules libres, et donc injectifs. Avec 
ce formalisme, on a bien: 

H(K ' ,  d)= H (HOmD(Fp, 0"))= Homr~(F~,, H ( a ' ,  d)). 

4 Des isomorphismes de d~calage 

Les suites exactes courtes 

i ~ .  i K �9 0 ~ K ,  ~2n ~K~, -1 --*0 

et le lemme 0.4 impliquent: 

Proposition 4.1 Pour tous entiers n e t  i, avec 0 <=i < n, il existe des isomorphismes 
de Ext.~ (I, l)-modules h droite : 

Ext*  (I, Sn) ~ Ext*+i(/,  K',) ~ Ext~ +"-  ~ (I, A"). 

5 Hypercohomologie 

Pour fixer les notations, nous rappelons dans ce paragraphe ce dont nous avons 
besoin du chap. XVII de Cartan et Eilenberg [C-E]. 

Soit C: C ~ ~ ...C~-~ ... un complexe d'une cat6gorie ab61ienne (avec 
assez d'injectifs) d ,  et A un objet de d .  On consid6re une r6solution injective 
du complexe C: c'est un bicomptexe du premier quadrant  X avec une augmenta- 



522 V. Franjou et al. 

t ion: C � 9  X " ~  tel que pour chaque ligne p, X p'. est une r6solution injective 
de C ~ et que, de plus, les cycles, les bords et la cohomologie de X .'q par rapport 

la premi6re diff6rentielle sont aussi des r6solutions injectives. Si on applique 
fi X le foncteur Homa(A,  - ) ,  on obtient un bicomplexe (de groupes ab61iens). 
Les deux suites spectrales associ6es, {I~}~> ~ et {II,}~>= 2, sont alors ind6pendantes 
du choix de la r6solution injective X;  elles sont obtenues en prenant l 'homologie 
successivement suivaut fignes et colonnes, et vice-versa; leurs termes initiaux 
sont de la forme: 

I]' ~= Ext~c(A, C~), 

et II~'~=Ext~(A, H~(C')) 

(notez que notre indexation de II diff6re de [C-E], de mani6re ~ ce que les 
diff6rentielles d~ soient darts les deux cas de bidegr6 (r, 1 - r ) ) .  Ce sont des suites 
spectrales de Ext , (A,  A)-modules fi droite. 

Comme le complexe C est nul en degr6s strictement n6gatifs, ces deux suites 
spectrales ont pour aboutissement commun la cohomologie totale, que l 'on note 
Ext , (A,  C). On v6rifie que la composition des homomorphismes de bord: 

II k'~ ~ E x t k ( A ,  C) et E x t k ( A , C ) ~ I  ~ 

est l 'application 

Extk(A, H~149 ~ Extk(A, C ~ 

induite par l 'inclusion de H~ ~ dans C ~ 

6 Calcul de Ext.= (/,/) 

Nous calculons, en fait, les groupes Ext , ( I ,  S,) pour tout n. On remarque d'abord 
que ces groupes sont nuls si i n'est pas une puissance de p; c'est une cons6quence 
du lemme 0.4 et de la proposition suivante: 

Proposition 6.1 S i n  n'est pas une puissance de p, alors S,  est facteur direct 
dans un produit tensoriel de foncteurs sans terme constant. 

D~monstration. S i n  n'est pas une puissance de p, il existe deux entiers non  
nuls a et b de somme n tels que le groupe ~ • ~b est d'indice premier ~i p 
dans ~ . ,  ce qui entra~ne que S, est facteur direct dans So | Sb. 

On est donc ramen6 au calcul des groupes Ext~(l ,  Sph). On proc6de par 
r6currence descendante sur h e n  utilisant les complexes de De Rham (en degr6 

�9 s total ph) ~'2ph et Kp,. 

�9 _ d 1 

I2p,,: Sob "------*Sph- l |  --* ..- --*St |  p~-I --* AP~--*0 

Nous commengons par 6tudier les grandes valeurs de h. Pour cela, on precise 
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Proposition 6.2 La transformation de Frobenius eb: Sp. ,-~ Sp~ induit un isomor- 
phisme: 

~b,: Ext~(I,  Svh_, ) ~ ,Ex t~(I ,  Sv, ) pour O<k<2 ph-~ - -2 .  

Corollaire 6.3 (i) Les groupes Ext , ( I ,  Sp,) sont nuls pour 0 < k < 2 p h -  2. 
(ii) Le Fp-espace vectoriel Hom.~(l,S,~ ) est de dimension un, engendrk par l'itkrke 
de la transformation de Frobenius qbh: I ~ Sp,. 

D~monstration du corollaire. Le point (i) r6sulte de la proposition et du lemme 0.3 
que l 'on applique pour F = I (qui admet bien une r6solution de type fini d'apr6s 
la proposition 10.1). La proposition montre aussi que ~h induit un isomorphisme 
de Hom~(l ,  I) sur Homs~(I, Sp~), ce qui donne le point (ii) (que l 'on peut 6videm- 
ment obtenir plus directement). 

D~monstration de la proposition 6.2 Compte tenu du lemme 0.4 et des proposi- 
tions 3.3 et 4.1, les termes initiaux des deux suites spectrales convergeant vers 
Ext , ( I ,  f2p~) prennent la forme suivante: 

[ Ext,, (I, Sp,) pour s = 0 

~I]'t=iExt~-P"+'(I'Sph) sinonP~ s = p  h 

[Ex t , ( I ,  Sp,-,) pour t = 0  

~II~' = . 1 xt~ (I, Sp~.O pour t = p  h 

sinon. 
t 

phl 

. . . .  ~ s 

~la ~II2 

Les morphismes de bord consid6r6s au paragraphe 5: 

m �9 

| 

~II~ '~ ~ E x t ~ ( I ,  f2p,) et Ext~(I,  f2ph)~ ~I ~ 

sont des isomorphismes pour k < 2p h- 1 _ 2; il en est de m~me pour leur composi- 
tion: 

Ext~ (I, Sph-,)--, Ext~ (I, Sph). 

Nous ne pouvons poursuivre sans connaJtre la diff&entielle de nil. Pour surmon- 
ter cette difficult6, nous utilisons les deux suites spectrales associ6es au complexe 
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(K~,, d). Compte tenu des propositions 3.5 et 4.1, les termes initiaux prennent 
cette fois la forme suivante: 

-~t (Ext~-~(l,Sp~) 
r 11' = lO 

_.~, (Ext~- ' ( l ,  Sph ,) 
Kl l~ '  = l O  

pour O~s<_ph--1 

sinon 

pour O~t<-ph-X--1 

sinon. 

P r o p o s i t i o n  6.4 Les suites spectrales KI et KII dkgOnkrent en ~I l e t  KII2. 

Cette proposition est cons6quence du lemme suivant, que l 'on d6montrera plus 
loin: 

Lemme 6.5 Pour tout entier h, Ext%(I, Sph) est nul si k est un entier impair. 

En effet, ce lemme montre que les termes de KIl et ~II 2 en degrb total impair 
sont alors nuls, ce qui exclut toute diff6rentielle. 

Notons  Ph(X) la s6rie de Poincar6 (fi coefficients dans N w  {~}):  

dime~ Ext~(l,  Sp~) X k, 
k > O  

l'6galit6 des aboutissements des deux suites spectrales r l  et KII fournit la relation: 

p h -  I ph t 1 

Y= x~=~(x) = Z x~=~ l(X). 
~ = 0  ~ = 0  

On en d6duit que pour tout entier h: 

ph-- 1 

Po(X) = ~ X2~ph(x). 
a = o  

Le corollaire 6.3 entra~ne que la partie de Ph(X) de degr6 inf6rieur fi un entier 
N vaut 1 d6s que 2p hest plus grand que N + 2 .  I1 en r6sulte que Po(X) co'fncide 
avec ~ X 2~ ~i tout  ordre N, autrement dit ces s6ries sont 6gales. On en d6duit: 

~>_-0 

Th6or~me 6.6 Pour tout entier h, le •p-espace vectoriel Ext~(l,  Sp,) est de dimen- 
sion un si k est multiple de 2 p h, et il est nul sinon. 

D~monstration du lemme 6.5 On fixe un entier A, et on montre par r6currence 
descendante sur h: 

(~A(h)) Ext~(l ,  Sph) = 0  p o u r k i m p a i r e t k < A .  

D'apr6s le corollaire 6.3 (i), (~a (h)) est vrai @s que: 2p h >= A + 2. 
La suite spectrale r l  montre que la condition (~,~(h)) implique: 

Ext~(l,  Kp,) = 0 pour k impair et k < A. 
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Pour montrer  que (~a(h)) implique (~A(h--l)), on vbrifie que Ext~(l ,  Sp~-,) 
=xII~ '~ s'injecte dans ExtS~(I, Kvh), autrement dit que le terme KII~ '~ persiste 
~t l'infini. Pour cela, on compare les suites spectrales KI1 et ~lI. L'inclusion : 

Kvh ~ f2v~ 

induit un morphisme de suites spectrales 

7: KII~ ' '  ~ ~II~ 't 

- B  

KII2 

l 

t _L 

D s 

On observe qu'au niveau des lignes t=0 ,  7~ '~ est l 'identit6 de Ex t , ( I ,  Sv~ ,). 
I1 r6sulte de la nullit6 de ~lI~ t pour 1 < t < p  h - ~ -  1 que la ligne t = 0  de 

KII2 persiste h l'infini. En effet, si d 2 x ~ : I I ~  '~ on a 7(x)=0,  d'ofi: d27(x) 
= 7 ( d 2 x ) = 0  et donc d2 x = 0  puisque 7 est l 'identit6 sur II~ '~ On raisonne de 
m~me, par r6currence sur r, pour les diff6rentielles d .  

7 Le produit de Yoneda sur Ext.~ ( / , / )  

On reprend l'6tude des suites spectrales convergeant vers Exts~(l, f2p,,~ ,) comme 
suites spectrales de Ex t . ( I , / ) -modu le s  h droite, afin de d6terminer le produit  
de Yoneda dans Ex t . ( I ,  I). 

I1 r6sulte des calculs qui pr6c6dent que ~ d6g6n6re en ~I 1 ; quant aux diff6ren- 
tielles de la suite spectrale ~II, elles sont toutes nulles, pour  des raisons de 
degr6, sauf une, ~ savoir la diffbrentielle dr.+ 1; plus pr6cis6ment: 

Lemme 7.1 La diff~rentielle dph+l de la suite spectrale ~II est un isomorphisme 
de Ext k- 2Vh(l, Sv. ) sur Extk( l ,  Svh ) quand le degr~ k n'est pas multiple de 2p h+ 1, 
elle est nulle sinon. 

Les suites spectrales e~I et ~/I se r6duisent donc ~i une suite exacte de 
Ext~ (I , / ) -modules h droite:  

O ~ E x t . ~ ( l , S r  Sv~)d~LL* Ext.~(l, Sv~) ~* , Ext.~(l, Sv~+,)~0. 

On d6finit maintenant  un g6n6rateur canonique dans Ext2p"(l, I). 

Proposition et d6finition 7.2 II existe une unique classe eh darts Ext2p"(l, I) telle 
que le produit de Yoneda fi gauche par cette classe, e h v - ,  rende commutat![ 
le diagramme suivant: 

e h v -  

Ext~ ( l , l )  , Ex t~ ( l , l )  

'~*~1 1 ~*h 
Ext ~ I .  S_~l , Ext~ (I. S_~l. 
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Cet te  classe est  non nulle. 

DOmonstration. Les applications du diagramme 6tant Exts~ (I, l)-lin6aires fi droite, 
la classe eh est n6cessairement d6finie par: dp, +l(q ~h) = ~h, (eh). Elle est non nulle 
parce que, d'apr~s le lemme 7.1, dp~ + 1 n'est pas nulle pour le degr6 consid6r6. 

On peut alors 6noncer: 

Th6or/~me 7.3 L'alg~bre Ext~(l ,  I) est  une F f a l g ~ b r e  commutative.  Elle est  engen- 
dr~e par les classes e h d~finies ci-dessus et admet  la presentat ion suivante: 

Ext~ (I, I)== Sym(eo, el . . . . .  eh . . . .  )/((ea)P; h ~ N )  

((eh)P; h e N )  d~signant l 'id~al engendrO par les puissances p-ikmes. 

Corollaire 7.4 Pour  tout  entier h, le Ext , ( I ,  I)-module (& droite) Ext~(l ,  Sph) est  
le quot ient  de E x t , ( I ,  I) par l'id~al (d gauche) engendr~ par les classes el, i <  h. 

Dkmonstrat ion.  Nous savons d6j~ que l'alg6bre Ext~ (I, I) est commutative au 
sens gradub (corollaire 1.6); puisqu'elle est concentrbe en degrbs pairs, elle est 
commutative. Le lemme 7.1 et la proposition 7.2 montrent ensuite que le produit 
par la classe e h e s t  un isomorphisme de Ext~ ph(k- 1)(1, I) sur Ext2vhk(I, I) quand 
p ne divise pas k, et qu'il est nul sinon. Il en r6sulte que les classes qui ne 
sont pas en degr6 2p  h, pour un entier h, sont d6composables, et que les classes 
(eh) p sont nulles. On en d6duit que les classes e h engendrent Ext~(l ,  I). Le th6o- 
rSme en rbsulte par un argument de dimension. 

Remarques  7.5 On peut montrer  que la classe e 0 est repr6sent6e par: 

N 
O --+ I ~ S p ) S P --) I - )  O , 

off N d6signe la <<norme>). Si notre m6thode permet d'expliciter un repr6sentant 
pour q~he h, nous ne poss6dons pas de repr6sentant pour la classe eh elle-m~me. 

Signalons enfin que Smith [Sm] a montr6 que la sous-alg6bre de Exts~(I, I) 
engendr6e par les classes ei, i <  h, est isomorphe/ t  l'alg6bre Ext~.(I ,  I) des exten- 
sions entre foncteurs de degr6 < n, pour 2p  h-  1 < n < 2 p  h. 

8 Extensions du groupe additif 

Dans ce paragraphe, qui doit beaucoup fi Breen, nous montrons que le calcul 
des Ext~(l ,  S,) effectub au par. 6 (voir aussi le par. 2 pour p = 2) est 6quivalent 
au calcul des extensions du groupe additif de [B 1]. 

On note 9f la cat6gorie des ~:falg6bres commutatives et ad la <<cat6gorie)> 
des foncteurs covariants de ~t vers f ;  on note Ga (pour groupe additif) le 
foncteur oubli de ~ vers ~f. 

On se convainc d 'abord que les groupes d'extensions de [B 1] ne sont autres 
que les Ext~(Ga, G.) et on v6rifie ensuite la proposition suivante: 
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Proposition 8.1 II existe un isomorphisme canonique: 

Ext~ (G,, Ga) ~ @ Ext~ (I. S,). 
h e n  

DOmonstration. Notons Sym le foncteur alg6bre sym&rique de ~ dans ~ ,  d6fini 
par: Sym(V)= @S. (V) ;  on a donc: G . ~ S y m o l =  @ S . .  Les foncteurs Sym et 

h e n  h e n  

G. forment un couple de foncteurs adjoints. I1 en r6sulte que les compositions 
/t droite par G. et par Sym forment aussi un couple de foncteurs adjoints; 
ces foncteurs sont exacts. On en d~duit un isomorphisme naturel 

Exte(F o G~, G) = Ext.e (F, G o Sym), 

en particulier: 

Ext~(Ga, G.) = Ext ~-(Id, G, o Sym). 

Et d'apr6s la proposition 1.4: 

Exts~ (Id, G a o Sym) = Ext~ (I, G, o Sym o I). 

Enfin, la proposition 10.1 nous assure que le foncteur I admet une r6solution 
projective de type fini, ce qui entralne: 

Ext . (I ,  ( ~  S.) = ( ~  Ext~ (I, S.). 
n e N  n~N 

Remarques. 1) La composition de l 'isomorphisme Ext~(l,  I ) ~  Ext# (Id, Id) et de 
l 'application 6vidente Ext# (Id, Id) ~ Ext .  (G., Ga) s'identifie fi l 'inclusion via l'iso- 
morphisme de la proposition 8.l. On observe que cette application Ext . ( I ,  I) 

Ext~(Ga, G.) pr6serve le produit de Yoneda. On identifiera Ext~(l,  I) et son 
image darts Ext . (G. ,  G.). 
2) Soit R u n e  Fp-alg6bre. On note ~0R l 'endomorphisme de Frobenius de R 
et @ la transformation naturelle de G. dans G. d6fini par: @R=G.(~0R). Le 
produit de Yoneda /l gauche par �9 sur Ext . (G. ,  G.) correspond via l'isomor- 
phisme de la proposition 8.1 aux applications Ex t . ( I ,  S . ) ~  Ext~ (I, Sp.) induites 
par la transformation q~: S. ~ Sp.. 

ll r6sulte de la proposition 7.2 et du th6or6me 6.5 que les images de eh par 
(@h).: Ext~(l,  I) ~ Ext~(l ,  Sp,,) et par (@h+ 1).: Ext~(l ,  I) ~ Ex t . ( I ,  Sp., ,) sont 
respectivement non nulle et nulle. Compte tenu de l'identification d6cidbe au 
1), ceci se traduit dans Ext .(G. ,  Ga) par les relations @heh4:0 et ~h+ ~ eh=0. 
3) On v6rifie plus g6n6ralement que le produit de Yoneda de Ext . (G. ,  Ga) corres- 
pond via l 'isomorphisme de la proposition 8.1 aux applications 
Ext~ (I, Sin) | Ext~(l ,  S.) ~ Ext,~(l, S,..) induites par: 
- rapplication Ex t . ( I ,  S~ )~  Ext~(S.,  S,.oS.) otenue par composition ~ droite 
avec S n 
- la transformation naturelle SmoS,--* S~. 
- le produit de Yoneda Ext~ (S,, S,,,) | Ext.~ (I, S.) --* Ext.~ (I, S,.,). 
4) Les actions de ~b par produit de Yoneda ~i gauche et ~i droite sur Ext~(G,, G,) 
coincident. 
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I1 s'agit en fait d 'un ph+nom6ne plus g6n6ral. Pour tout foncteur G de ~, 
on dispose d'une transformation naturelle de G dans G, not6e ~b, d6finie par 
(~eb)R = G(tPR ). Soient maintenant  deux foncteurs Ge t  G' dans ~ ;  les deux appli- 
cations lin6aires de Ext,(G, G') dans lui-m6me donn6es respectivement par pro- 
duit de Yoneda ~ gauche par ~,q~ et/~ droite par ~q) co'incident. En effet, pour 
toute suite exacte dans (r 

O --* G' -* E~ --* . . . - * E  k-1 ~ G-~O, 

on dispose d'un diagramme commutatif 

0 ~ G' , E o . . .  ~ E k-  1 ~ G , 0  

0 , G' , EO.. .  ~ E k-  1 ) G ) O. 

5) Rappelons que Ext , ( I ,  S,) est nul si n n'est pas une puissance de p, si bien 
que la somme directe dans la proposition 8.1 se r6duit fi ( ~  Ext , ( I ,  Sp,). 

h e n  

Les remarques pr6c6dentes conduisent aux 6noncbs suivants: 

Th6or6me 8.2 L'algObre Ext~(G~, G~) est une alg~bre commuta t ive  qui admet  la 
presentat ion suivante.  Elle poss~de un g~nOrateur �9 en degr~ 0 et un g~n~rateur 
e h e n  degr~ 2p  h pour chaque entier h, soumis aux  relations: (eh)P=0, q)h+leh=O, 
h ~ N .  
La d6termination de Ext~(Ga, G,) comme ~=p[-q~]-module se trouve dans [-B 1]. 
L'6nonc6 ci-dessus 6tablit la conjecture qui y est 6mise quant  fi la structure 
d'alg6bre de Ext~(G,, G,). 

Scholie 8.3 Le gradu~ de la f i l t ra t ion  de l 'alg~bre Ext~(G,, Ga) par les id~aux 
q~hExt~(l, I) est donn~ par: 

q~h Ext ,  (Ga, G~)/~ h + 1 Ext,  (Ga, Ga) -~ Ext ~ (1, Sp,). 

La d6termination des produits darts Ext~(G,,G,) permet de calculer par la 
m6thode propos6e dans [B 1] les extensions du groupe additif dans la ~cat6go- 
rie>~ des foncteurs de ~ vers la cat6gorie de tous le s  groupes ab6liens. C'est 
l 'un des objets du prochain paragraphe. 

9 Extensions de foncteurs en groupes ab61iens 

9.1 Sui tes  exac tes  ~ la Bocks te in  

Soit cg une cat6gorie. On note cg- -F  v (resp. U - Z )  la ,ca t6gor ie ,  des foncteurs 
de Z vers la cat6gorie des Fv-espaces vectoriels (resp. de t o u s l e s  groupes 
ab61iens); on dispose d 'un foncteur oubli de ~ - F p  vers ~-7Z, que ron  note 
i. Soient F et F' deux foncteurs de co~-Fp; les Ext~e_z(iF, iF') sont relibs aux 
Ext~_~,(F, F') par l'6nonc6 9.1 ci-dessous. Cette relation est bien connue dans 
le cas off cg est ~la~> cat6gorie avec un seul objet et un seul rnorphisme. Soient 
en effet Vet  V' deux Fp-espaces vectoriels et 0 ---, i V' ~ E ~ i V ~ 0 une extension 
dans la cat6gorie des groupes ab61iens. La multiplication par p de E dans E 
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1 �9 . t induit  un  morphisme de V dans V'; l 'applicat ion 6: Ext~(~ V, t V ) Horny,  (V, V') 
ainsi obtenue  est un isomorphisme.  

Compte  tenu de la proposi t ion  1.4 et de la remarque 7.5, on note encore 

eo l'616ment de Ext~ (Id, Id) repr6sent6 par  l 'extensio n 0 ~ Id ~ Sv ~ S p ~ Id ~ 0. 

Proposition 9.1 II  ex is te  une longue suite exac te  naturelle: 

... Exffe+_~(iF, i F ' ) ~ E x t ~  ~%(F, ' - ~  ,+2 , i ,+2 - �9 , --* F )---~ Ext~ ~OF, t F )  _ F ) Ext~_~%(F, 

- - >  . .  

qui v&if ie  les propridtOs suivantes. 

(i) Ies applicat ions c~, 7r, et i commutent  au produit  de Yoneda fi droite par 
Ext,_u: ( - ,  F) et au produi t  de Yoneda d gauche par Ext~ F~(F', --). 

(I1 s'agit de commuta t ion  au sens gradue si bien que la commuta t ion  de 
6 et du produi t  de Yoneda  fi gauche avec Ext~_~: (F', --)  fait intervenir  le signe 
(--  1)k.) 
(ii) L'application ~ est it la l o i s  le produit  de Yoneda fi gauche par eoo F' et 
le produit  de Yoneda d droite par eo o F. 
(iii) L'application 6: Ext~ z( iF,  i F ' ) - ~ H o m ~ _ F ~ ( F , F ' )  est  induite par le , p r o -  
d u i t , ,  indexd par les objets c de ~ ,  des applications 6: Ext~( iF(c) , iF ' (c) )  
-~ H o m ~ ( F ( c ) ,  F'(c)). 

Ddmonstration.  Soit E un objet de ~ - 7 1 ;  on note respectivement E_ et E le 
noyau et le conoyau de la mult ipl icat ion par  p de E darts E; on les consid6re 
comme des objets de ~ - F p .  Le foncteur H o m ~ _ z ( i F , - - )  est le compos6 du 
foncteur E ~ _ E  et du foncteur Hom~_Fp(F,  - ) ;  la suite spectrale des foncteurs 
compos& donne  ici une longue suite exacte: 

. +1 . ~ . - ~ .+ 2 _E) ~ Ext~+_2(iF . . . .  ... -~ Ext~ z(~F, E) E x t , _  ~ (F, E) Ext ,_  F~ (F, E) - ,  

off ~z E est le produi t  de Yoneda  ~t gauche par  un 61~ment ~canonique)~, disons 
q~, de Ext2_F~(E,_E). Cet 616ment qr est caract&is~ par  la propri&6 suivante. 
Soit 0 -~  E -*  E ~  E~-~ 0 une suite exacte dans ~q-7Z telle que l '6pimorphisme 
E~ E l est un isomorphisme,  alors qE est la classe de l 'extension 0 ~ E--* E ~ 
--* E ~ --. E ~ O. M u t a t i s  mutandis,  on obt ient  une longue suite exacte: 

. + ~  " , . _ ~  . ' _ 2 ~  . + 2  - , E x t ~ _ z ( E ,  i F ' )  . . . .  ... Ext~_z(E,  i F )  Ext~_Fp(_E, F )  E x t ~ _ ~ ( E ,  F )  ~ ,+2 

off En est cette fois le produi t  de Yoneda  fi droite par  un 616ment ~q de 
Ext~_~p(_E, E) qui admet  une caract6risat ion analogue fi celle de qE. 

Nous  explicitons ma in t enan t  qiv, et ivY/- Soit V un ~:p-espace vectoriel; on 
note X ( V )  le groupe ab61ien d6fini de la faqon suivante ( X ( V )  est , u n e  version 
additive des vecteurs de Wit t  de longueur  deux,) .  L 'ensemble sous-jacent 
X ( V )  est V• S v V e t  la loi de groupe est donn6e par :  

(x, y )+(x ' ,  y ' ) = ( x  + x',  y + y ' -  L(x ,  x')), 
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(T+  T') p -  T p -  T 'p 
L d6signant le polyn6me de 2g[-T, T']. On a par construction 

P 
une suite exacte naturelle: 0--* Sp V--* X(V)--* V ~  O. On dispose 6galement d 'une 
suite exacte naturelle: 0 ~ V ~  X (V) ~ S p V--* 0 ofa V--* X (V) (resp. X (V) ~ S p V) 
est le morphisme xw-,(0, x ~) (resp. (x, y)F--~N(y)--x| On v6rifie que X(V) et 
X(V)  s'identifient respectivement ~ Sp Ve t  SPV. La contemplation des suites 
exactes de Cg_TZ: O ~ i F , ~ X o F , _ , , i ( S P o F , ) ~ O  et O ~ i ( S p o F ) ~ X o F ~ i F ~ O  
montre alors q~v' =eo ~ et ~.r/=eooF. 

A ce point de la d6monstration nous savons grace h la proposition 1.5 que 
les applications ~z~r, et ~vn co'incident, Nous achevons en montrant  qu'il en 
est de m~me pour les applications (-- 1)'6~v, et ~F6, et en posant 3=~v6. 

Pour n = 0 ,  ces applications coi'ncident parce qu'elles satisfont toutes deux 
la propribt6 (iii) (<<par naturalit6 en cg>>). On se convainc ensuite qu'elles co'/n- 
cident pour tout n e n  v6rifiant qu'~t F fix6 (resp. F '  fix6), les 6~, (resp. ~v6) 
sont compatibles avec les structures de c3-foncteurs en F' (resp. en F) des 
Ext ,_z( iF,  iF') et Ext,_e~(F, F'). 

9.2 Calcul de HML*(Z;Z /p )  

On sp6cialise 9.1 au cas ~=~V}. On note encore I, par abus, le foncteur il. 
Du fait de l 'annulat ion de Exts~(I, I) en degr6s impairs, la longue suite exacte 
de (9.1) se rbduit en des suites exactes/~ quatre termes: 

0 -* Ext2k2~(l, I ) - -~  ~ Ext2k-2(l, l ) ~ E x t E k ( I ,  I ) ~ E x t 2 k _ z ( l ,  I)-* O; 

les fl6ches 6, zt et i sont des morphismes de Ext~(I, l)-bimodules,  et n e s t  le 
produit par  la classe e o. Notons ~ la classe de Ext2ps~(I, I) dont l'image par 
6 est (eo) p-1 (rappelons que (Co) p est nul); ~ 2  e s t  nul, puisque 4v-2 Ext,~_z(1, I) est 
nul. En conclusion, Ext,~_z(l,  1) est une alg6bre commutative (au sens gradu6 
ou non), et si l 'on note A(~) l'alg6bre ext6rieure sur ~, l 'application canonique: 

Ext~ (I, l)/eo | A (~) ~ Extol_ ~ (I, I) 

est un isomorphisme. 
II reste /t expliquer le titre du sous-paragraphe. Un  raisonnement formel 

d 'adjonction montre d 'abord que l 'on a un isomorphisme: 
Ext,-~_z(I, I )~  Ext~b_z(Id, 7Z/p | - ) .  On montre ensuite que l 'on a un isomor- 

phisme Ex t~cb_z ( Id , - ) - -~Ex t~ tz ) ( I , - ) .  On utilise pour cela que le foncteur 

Id admet une r6solution projective dans sCb-TZ off n'apparaissent que des 
projectifs du type 7Z[Hom~cb(L,-)]  avec L un groupe ab61ien libre de rang 
fini (voir [ML;  J-P, th6or+me A]). 

9.3 Extensions du groupe additif dans la cat~gorie des foncteurs des Fp-alg~bres 
commutatives vers les groupes ab~liens 

On sp6cialise 9.1 au cas off c g = ~ .  On note simplement Ga pour iGa. 
Comme au par. 8, on a: Ext~_z(G~, Ga)= C ) E x t ~ _ z ( l , S , ) .  On obtient 

nouveau des suites exactes ~ quatre termes: , ~  

2k 1 ~ 2k 2 ~t 2k ' 0 ~ Ext~Uz (G., Ga)--* Ext~ - (G~, Ga)----~ Ext~ (G~, Ga)-~Ext2k_z(G~, G~) -~ O; 
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On note w la classe de l 'extension 0 ~ Ga ~ W2 ~ Ga ~ 0, W 2 d6signant le groupe 
des vecteurs de Witt de longueur deux. La classe w correspond, via l'identification 
ci-dessus, ~ la classe de l 'extension O ~ S 2 ~ X ~ I ~ O ;  son image par 6 est 
l 'endomorphisme de Frobenius @. La classe w 2 est nulle puisque Ext~_z(G,,  G,) 
est nul. 

La sous-alg6bre de Exts_z(G~, G~) form6e des 616ments de degr6 pair est 
centrale et s'identifie au quotient Ext,(G~, Ga)/e o. En tant que module sur 
Ext~(Ga, Ga)/eo, Exte~-z(G,, G,) est la somme directe des sous-modules respecti- 
vement engendr6s par 1, w e t  ~; le sous-module engendr6 par 1 est libre, l'id6al 
annulateur de wes t  engendr6 par les frffheh, h@~--{0}, et celui de ~ est engendr6 
par ~. 

Pour achever la d6termination du produit de Yoneda sur Ext~_z(G,,  G~), 
il suffit de calculer les produits we et ~w. Si le produit ~w est nul, il semble 
que le produit  w~ soit 6gal "~ (bez. 

10 Les foncteurs polynomiaux prenant des valeurs de dimension finie ont des 
r6solutions de type fini 

Jibladze et Pirashvili observent dans [J-P] que la construction de MacLane 
[ML] fournit une rbsolution projective pour le foncteur 1 darts la cat6gorie 
2 .  Par inspection, cette r6solution est de type fini. Ce r6sultat de finitude est 
ici d6montr6 sans faire appel ~t [-ML]; il appara~t comme un cas particulier 
de la proposition suivante: 

Proposition 10.1 Tout foncteur polynomial prenant des valeurs de dimension finie 
admet dans la cat~gorie o ~ une r~solution projective de type fini. 

Rappelons d 'abord ce que polynomial veut dire [E-ML2,  II, w 9; Md;  H-L-S]. 
Soient F u n  foncteur de ~ et V un Fp-espace vectoriel de dimension finie. 

On note r v la projection de VO~Zp sur V e t  AF(V) le noyau de F(rv); on 
a une d6composition en somme directe naturelle: F ( V ~ ) F p ) ~ F ( V ) ~ A F ( V ) .  
Le foncteur AF s'appelle le foncteur diff6rence de F. Le foncteur A: ~ 
est exact. On note A k le k-i6me it6r6 de A. 

D6finition 10.2 Un  foncteur F de ~ est dit polynomial s'il existe un entier d 
tel que Ad+~F est le foncteur nul. Le degr6 d'un foncteur polynomial F est 
le plus grand entier d tel que AdF n'est pas le foncteur nul. 

Exemples 10.3 On a AA"=A  "-z, si bien que A" est un foncteur polynomial 
de degr6 n. 
- Pour un espace vectoriel de dimension finie E, on a: 
Fp [-Homes (E, V ~ Fp) ] - Fp [Hom~,~ s (E, V)] | Fp [E*], si bien que le foncteur dif- 
f6rence de PE est une somme directe d'un nombre fini de copies de lui-m6me. 
En particulier, P~ n'est pas polynomial. 

Au vu de la proposition 1.3, la proposition 10.1 d6coule de la proposition 
suivante: 

Proposition 10.4 Tout foncteur polynomial admet dans la cat~gorie J-~ une r~solu- 
tion par des projectifs engendr~s en dimension finie. 
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Lemme 10.5 Soit F u n  foncteur. Si son foncteur difference AF est engendr~ en 
dimension n, alors F est engendr~ en dimension n + 1. 

D~monstration. Notons gv, t les transformations naturelles canoniques 
F(E) | P~ ~ F. On dispose d'un diagramme commutatif:  

ot~ ies t  l'inclusion canonique AF(E)-~ F(E (~ ~zp) et o~ j correspond via la bijec- 
tion H o m ~  (P~, APE ~ ~ )  = APe ~ F_ (E) et l 'inclusion d P~ ~ % (E) ~ PE ~ % (E 0) Fp) 
= Fp [Homr  �9 Fp, E 0)Fp)] fi [a difference formelle de l'identit6 et du projec- 
teur sur E. On voit done que si nAr, E est un ~pimorphisme, il en est de m~me 
pour d (nr,Eee~). Le conoyau de nv, e~ep est alors un foncteur constant. Comme 
l'application F(E ~ ~p) | Pe~e~(0) --* F(0) est surjective, ce conoyau est nul. 

Scholie 10.6 Tout foncteur dont la k-i~me difference itSr~e est engendr~e en dimen- 
sion nest  engendr~ en dimension n + k. 

Scholie 10.7 Tout foncteur polynomial est engendr~ en dimension finie. 

On montre alors la proposition suivante, qui entra~ne la proposition 10.4: 

Proposition 10.8 Tout foncteur engendr~ en dimension finie, et ayant une diff~rence 
it~r~e projective admet une r~solution par des projectifs engendr~s en dimension 
finie. 

D~monstration. Supposons que F est un foncteur engendr6 en dimension n et 
que dkF est projectif. Posons E=(F,)" et notons K le noyau de l '6pimorphisme 
he, t :  F(E) |  PE-* F. Par exactitude de d et projectivit6 de z~kF, dkF est facteur 
direct dans F(E)| c'est donc aussi le cas de ARK. Le foncteur 3kpE est 
projectif, et engendr~ en dimension n (exemple 10.3). I1 en r6sulte que dkK a 
encore ces deux mSmes propri~t6s. Le scholie 10.6 montre alors que K est 
engendr6 en dimension n + k. Ceci permet de construire par r6currence la r6solu- 
tion projective chereh6e. 

11 Le cas d'un corps fini queleonque 

Dans ce paragraphe, nous expliquons comment  6tablir l'6nonc6 0.1 pour tout 
corps fini quand on salt qu'il est v6rifi6 pour les corps F~. 

Posons q_~pd. Comme darts l ' introduction, nous notons ~(Fq)  la cat6gorie 
des foncteurs de la cat6gorie des ~-espaces  vectoriels de dimension finie vers 
la cat6gorie de tous les ~-espaces  vectoriels; nous notons I s le foncteur inclusion. 
Un  raisonnement formel d 'adjonction nous donne: 

Ext~trq)( ~ t ~ p  Iq, 14) ~ ~ |  Ext~tvp)(lp, Ip). 
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Soit q~ le foncteur qui associe /l un iZq-espace vectoriel Vle Fq-espace vectoriel 
~0 V obtenu en faisant agir ~ sur V via l'endomorphisme de Frobenius Fq ~ ~ ,  
2~--~2 p. Le foncteur ~ @F~ lq se d6compose en: 

d - 1  

i = 0  

I1 nous suffit donc de montrer que Ext~v,)(q)~olq, Iq) est nul pour 0 < i < d .  
Ddsignons par Y (Fq) k la sous-cat6gorie pleine de ~(Fq) des foncteurs F tels 
que F(2.idv)=2k.idv(v) pour tout 2 de ~ (o~(Fq)0 est la cat6gorie des foncteurs 
constants). La cat6gorie ~-(~:q) est 6quivalente (comme cat6gorie ab61ienne) au 
produit des cat6gories ~(Fq)k pour O<=k<q. Or ~oiolq est dans o~(Fq)p . . . .  alors 
que lq est dans ~(Fq) a . 

Appendiee 

L'objet de l'appendice est de d6montrer le lemme 0.3 dont nous rappelons 
l'6nonc6: 

Lemme 0.3 Pour tout foncteur F de ~ admettant une rksolution projective de 
type fini et tout entier k non nul, la limite inductive du systOme 

... Extk (F, Sp,) , Extk (F, Sph+ ,) . . . .  

est nulle. 

Nous notons ci-dessous co~imExtk(F, Sph) cette limite inductive et colimS~,,h la 

limite inductive dans ~ du syst6me {... ~ Sp,, , Sph~, ~ ... ; he N}. 

Nous donnons deux d6monstrations du lemme 0.3. La seconde exploite la 
relation entre la cat6gorie des modules instables sur l'alg6bre de Steenrod modulo 
pet la cat6gorie .~ [H-L-S, Part I]. La premi6re est interne fi o~; elle est cepen- 
dant fortement influenc6e par un travail de Campbell et Selick concernant cer- 
tains modules instables sur l'alg6bre de Steenrod [C-S]. 

A.I Premiere d~monstration 

Comme l'application canonique de colim Ext,(F,  Sph) vers Ext~(F, colimSph) 
h h 

est un isomorphisme si F admet une r6solution projective de type fini, le 
lemme 0.3 est impliqu6 par l'6nonc6 16g6rement plus pr6cis que voici. 

Proposition A.I.1 Pour tout foncteur F et tout entier k > O, l'application canonique 
colirn Ext~ (F, Sp~) --* Ext~ (F, colim Sph) est nulle. 

h h 

Celui-ci est 6quivalent/l: 
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Proposition A.1.2 Pour tout foncteur F, tout entier h et tout entier k > 0, l'applica- 
tion canonique Extk(F, Sph) ~ Extk(F, colimSph) est nulle. 

h 

Ou encore h: 
Proposition A.1.3 Pour tout entier h, l'application canonique Sph--*colimSp~ se 

h 

factorise 5 travers un objet injectif de ~ .  

C'est ce dernier 6nonc6 que nous allons v6rifier. I1 est clair que l'on peut supposer 
h > l .  

On note Bh(V ) la Fp-a lg6bre  commutative quotient de Sym(V) par l'id6al 
engendr6 par les xPh-x ,  x parcourant V. On va montrer que B hest  un objet 
injectif de ~- et que l'application canonique Sph~colimSph est la compos6e 

h 
de l'inclusion Sph ~ Sym, du passage au quotient Sym--) Bh, et d'une certaine 
application 0: Bh ~ colim Sp~. 

h 

Lemme A.1.4 Le foncteur Bh est un objet injectif de ~ (plus prkciskment B h 
est isomorphe 5 l'injectif standard JF~h = F H~ , F~)). 

D~monstration. Faisons tout d 'abord h = I. Dans ce cas, B~ (V) est canoniquement 
isomorphe ~i l'alg~bre des fonctions dbfinies sur V* et h valeurs dans Fp. On 
a donc B1 -~ JF~. 

Dans le cas g6n6ral, ~:p~ Qe~ Bh(V) est canoniquement isomorphe & l'alg6bre 
des fonctions d6finies sur HomF~, (Fp~ ( ~  V, ~zp~) = HomF~ (V. Fp.) et fi valeurs 
dans Fp., alors que Jr~(V) est l'alg6bre des fonctlons d6fimes sur Homr~(K Fp.) 
et ~ valeurs dans Fp. On a donc un isomorphisme de Fp.-alg6bres, fonctoriel 
en V 

Puisque ~:p .~_  B h (resp. Fp. ~)r~ JF~.) est juste la somme directe de h copies 
de Bh (resp. J~.~, B hest bien un objet injectif de ~-. 

Pour obtenir un isomorphisme B h'~- JF  h, on peut proc6der comme suit. Soit 
F l e  groupe de Galois de Fp. sur ~:p. La ~-alg6bre Bh(V ) est celle des invariants 
de l'action de F sur F p . ~ _  Bh(V), produit tensoriel de l'action tautologique 
sur ]Fp. et de l'action trivial'e s u r  nh(V); il en r6sulte que Bh(V ) s'identifie 
la ~falgSbre des fonctions F-6quivariantes f :  Homv;(V, Fp.) ~ F~. (F op6rant 
sur Home~ (V, ~p.) ((au but))). Soit s: Fp,--. ~ une forme lin6aire, alors l'applica- 
tion Bh (V) ~ J~.h (V), f~--~ s o f  est un isomorphisme sis engendre le ~v [F]-module 
Homr_(~. ,  ~ )  (qui est libre de rang I). On observera qu'on ne peut avoir pour 
h > 1 d'isomorphisme de F~-alg6bres Bn(V)_~ J~..(V) puisque le Frobenius n'est 
pas l'identit6 dans Bh(V). 

Construction de l'application 0: Bh --* colim Sph 
h 

Soit Rune  Ffalg6bre commutative. Par construction, la donn6e d'un homomor- 
phisme de Ffalg6bres Bh(V ) ~ R est 6quivalente ~t cetle d'une application lin6aire 
or: V ~  R v6rifiant qjhoa=a, q~ d6signant le Frobenius de R. Nous allons utiliser 
cette propri6t6 (~ universelle~ de Bh(V ) pour construire 0. 
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On note N i l / P ]  le sous-ensemble de 7Z[1/p] form6 des 616ments i>0 .  On 
pose: 

q~ 

Li=  colim { ...--*Sphi )Sph+li  -~  . . .  ;he~qetphi6N}, 
h 

q~ d6signant toujours ~d'616vation /t la puissance p-6me)); par d6finition on 
dispose, pour tout i dans N [ i /p]  et tout n dans Z, d'un isomorphisme canonique 

L i ~ L p .  i que l 'on note q~". Le produit de Sym(V) induit un produit pi,j: 

Li(V) |  qui fait de la somme directe L(V)= ( ~  Li(V) une 
ieN[1/p] 

Fp-alg~bre commutative parfaite. (En fait L(V) est la Fp-alg~bre commutative 
parfaite librement engendr6e par V, que l 'on peut voir encore comme l'alg6bre 
sym6trique dans laquelle on a invers~ le Frobenius, c'est-/l-dire la limite induc- 
tive, dans la cat6gorie des RZp-alg~bres commutatives, du syst6me 

{Sym(V) ~ , Sym(V) r . . . .  }.) 

Pour construire 0, nous avons besoin d'introduire une sur-alg6bre M(V) 
de L(V) que nous d6finissons de la fagon suivante. Soit a: IN [1/p] ~ N la fonction 
qui associe ~ i la somme des chiffres de son 6criture p-adique; on note M(V) 
le sous-Fp-espace vectoriel de ~i  Li(V) form6 des 616ments (Yi)ielqtt/pl v6rifiant 

ieN[1/p] 

yi=O pour ~(i) assez grand; en d'autres termes, M = ( ~ (  I]  Li). Soient m e t  
n~N a(i)=n 

n deux entiers et k un 616ment de N[1 /p ] ;  le fait que le sous-ensemble de 
N i l / p ]  • N i l / p ]  form6 des couples (i,j) v6rifiant: i+ j=k ,  ~(i)<m et c~(t')<n, 
est fini en g6n6ral et vide pour k>m+n,  permet d'6tendre /l M(V) le produit  
de L(V). Notons  symboliquement ~ yi l'616ment (Yi)i~Ntl/p] de M(V), nous 

ie~q[l/p] 

d6finissons le produit M (V) | M (V) ~ M (V) par: 

( y~ y,)| y, zj)~ Z ( Z  ~i.jly,@~j)). 
ieN[1/p] jeN[1/p] kelq[1/p] i+j=k 

On v6rifie que M{V) est encore une lFp-alg6bre commutative paffaite. 
On note i l 'inclusion V ~  LI(V) et a l 'application lin6aire V ~  M(V) d6finie 

par 

(on pourra observer que ~.ho~ n'est rien d'autre que l'inclusion naturelle 
V ~  Lp..(V)). Par construction, a v6rifie ~0hoCr= or, ~p d6signant le Frobenius de 
M(V), et s'6tend donc en un homomorphisme de Fp-alg6bres Bh(V)--*M(V ) 
que l'on note r. 

On note enfin 0 la compos6e de ~, de la projection M(V)~Lp . (V)  et de 

l ' isomorphisme q~-h: L p , ( V ) ~  L~ (V). 

Le lemme ci-dessous ach6ve la d6monstration de la proposition A.1.3. 
Lemme A.1.5 Pour tout entier h> l, I'application canonique S p ~ c o l i m S p ~  est 

h 
la composde de l'inclusion Sp. ~ Sym, du passage au quotient Sym ~ B h, et de 
l 'application 0: Bh ~ colim Sp.. 

h 
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Ddmonstration. Elle r6sulte du point suivant: une 6quation de la forme 

Z pne h = ph, 

avec ne dans 7Z, force tousles  n e ~ ~tre nuls. 

A.2 Seconde ddmonstration 

Par souci de clart6, nous d6veloppons nos arguments dans le seul cas off p 
vaut 2. Dans le cas off pes t  impair, il suffit de remplacer ci-dessous la cat6gorie 
des modules instables sur l'alg6bre de Steenrod par la sous-cat6gorie pleine 
des modules instables concentr6s en degr6s pairs pour pouvoir utiliser des argu- 
ments identiques. 

Commengons par rappeler un peu la th6orie de [H-L-S, Part I]. On note 
A l'alg6bre de Steenrod et q/ la cat6gorie des A-modules instables. Soit V un 
F2-espace vectoriel de dimension finie, on note H* V l a  cohomologie modulo 
2 du groupe V; H* Vest  un objet de q/. On note f le foncteur de q/ vers ,~- 
qui h u n  A-module instable M associe le foncteur V~--~(Hom~(M, H* V))', 
(Hom,(M,H*V)) '  d6signant le dual continu du F2-espace vectoriel profini 
Hom_~(M, H* V). Le foncteur f poss6de notamment  les propri6tbs suivantes: 
- Le foncteur f est exact (cette exactitude est 6quivalente ~t la q/-injectivit6 
de H* V [Cs; M1; L-Z]). 
- Pour  tout Fz-espace vectoriel de dimension finie E, on a 

f (H* E) = n=zH~ ( - '  E) = JE 

(il s'agit 1~ d'une reformulation d'un th6or6me d'Adams-Gunawardena-Miller) .  
- U n  A module instable est nilpotent si et seulement si f (M)  est nul [L-S]. 

Rappelons qu 'un A-module instable M est dit nilpotent si l'~ldvation au carrd, 
Sqo: M " ~  M 2", x ~ S q " x ,  est localement nilpotente, autrement dit si pour  tout 
x il existe un entier n tel que (Sqo)"X est nul. 

Le foncteur f :  ~ o ~  admet un adjoint ~ droite que l 'on note m: ~---*q/. 
Soit F un foncteur de ~-, il n'est pas difficile d'expliciter m(F). On a par exemple: 

(re(F)) ~ = Horn ,  (F(n), mE) = H o m ~  (f(F(n)), F) = H o m ~  (S", F). 

(m(F))" d6signant le sous-espace des 616ments de degr6 n de m(F) et F(n) le 
A-module instable librement engendr6 par un g6n6rateur de degr6 n. Soit D 
le foncteur contravariant de ~ vers ,~-, d6fini par: 

(OF) (V),=(F(V*))* 

off ( - ) *  d6signe le passage au dual dans les espaces vectoriels; si F prend 
des valeurs de dimension finie, on peut r66crire l 'expression de (re(F))" sous 
la forme: 

(re(F))" = H o m ~  (DF, DS") = H o m ~  (DE, S.). 

On v6rifie que l 'application Hom~(DF,  S . ) ~  H o m ~  (DF, Sz.) induite par �9 cor- 
respond ~ l'616vation au carr6 dans le module instable re(F). On observera enfin 
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que l 'on a par d6finition: m(J~)=H*E, si bien qu 'un injectif JE est inchang6 
par fom. 

Nous sommes maintenant  prats pour la d6monstration du lemme 0.3. 
Soit P. une r6solution projective de F. Si Res t  de type fini en chaque degr6, 

alors OR est une r6solution injective de F (observer: DPE=J~,). On a: 

E x t ~  (F, S 2,,) = HR ( H o m ~  (P., S 2h)) = H k ((m (DR)) 2 ") = (H k (m (DR))) 2 ". 

II suffit d o n c  de m o n t r e r  que Hk(m(DR)) est un  A - m o d u l e  instable  n i lpo ten t  
p o u r  k > 0 .  P o u r  cela, il faut v6rifier que  f(HR(m(DR))) est nul. Or, on  a: 
f(Hk(m(DP.))) = H k (fo m(DP.))= H k (DR), qui  est b ien  nul q u a n d  k est n o n  nul. 

Commentaire. N. K u h n  est  quan t  fi lui arriv6 fi l '6nonc6 0.3 en c o n s t a t a n t  que  
colimS2h est l ' image par  f de l ' injectif  de  Ca r l s son  K(1) (pour  une  d6finit ion 

h 

de K(1), voir  pa r  exemple  [L-S, 2.2]). 
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