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Summary. A new way of computing MacLane cohomology of finite fields is
described. Closely related to this theory are L. Breen’s “extensions du groupe
additif” and M. Bokstedt’s topological Hochschild homology (and so is stable
K-theory, hence). Our approach makes essential use of a cancellation result
for MacLane cohomology of IF, with coefficients in the symmetric algebra where
the Frobenius has been inverted. We then proceed through an analysis of the
Koszul complex and the De Rham complex in non-zero characteristic.

Résumeé. Nous décrivons une nouvelle méthode de calcul de la cohomologie
de MacLane des corps finis. Cette théorie est intimement reliée aux extensions
du groupe additif déja étudiées par L. Breen et a ’homologie de Hochschild
topologique de M. Bokstedt (et donc a la K-théorie stable). Notre approche
utilise de maniére cruciale ’'annulation de la cohomologie de MacLane du corps
IF,, avec pour coefficients I'algébre symétrique ou 'on a inversé le Frobenius.
Nous recourons alors a I'analyse des complexes de Koszul et de De Rham
en caractéristique non nulle.

0 Introduction

MacLane propose dans [ML] une définition pour 'homologie et la cohomologie
d’un anneau a coefficients dans un bimodule. Cette définition fait suite aux
travaux d’Eilenberg et MacLane sur 'homologie des espaces qui portent leur
nom (voir [E-ML 1] et [E-ML2]).

Dans un travail récent [J-P], Jibladze et Pirashvili définissent ’homologie
et la cohomologie de MacLane d’un anneau R avec des coefficients plus géné-
raux. Ils procédent de la fagon suivante. Soit & (R) la catégorie dont les objets
sont les foncteurs de la catégorie des R-modules libres de type fini vers la catégo-
rie de tous les R-modules, et soit o (R) la sous-catégorie pleine de % (R) dont
les objets sont les foncteurs additifs; on observe que 7 (R) s’identifie 4 la catégo-
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rie des R-bimodules (ou, ce qui revient au méme, a la catégorie des
R ® R°P-modules): tout foncteur additif est de la forme M (X) — avec M un
R

R-bimodule. Soient Ad: & (R)— 7 (R) le foncteur «additivisation», c’est-a-dire
l'adjoint & gauche du foncteur oubli &/ (R)— % (R), et I le foncteur inclusion
de la catégoric des R-modules libres de type fini dans la catégorie de tous
les R-modules (I est donc le foncteur additif correspondant au R-bimodule R);
Jibladze et Pirashvili définissent les groupes d’homologie de MacLane
HML,(R; F) de R a coefficients dans un foncteur F comme les dérivés a gauche
Li(R () Ad(F)), et les groupes de cohomologie de MacLane par:

R® Rop

HMLX(R; F)=Extl (I, F).

En faisant F=1I on obtient ’homologie et la cohomologie de MacLane de I'an-
neau R que I'on note simplement HML, (R) et HML*(R).

L’un des buts de notre article est de décrire un calcul de la cohomologie
de MacLane des corps finis. Le résultat s’énonce ainsi:

Théoréme 0.1 La cohomologie de MacLane d'un corps fini IF est donnée par:

k pair
HMLAIE) ~ pour
MLA(E)= {([;: pour k impair.

Ce résultat apparait dans divers contextes. Notamment:

1) Homologie de Hochschild topologique [BS1, B62, P-W].

Bokstedt définit pour tout anneau R un spectre THH(R) (qui se trouve
étre un spectre d’Eilenberg-MacLane) et détermine ses groupes d’homotopie
pour R=IF, et R=7Z [B61, B62]. Trés grossicrement, THH(R) est obtenu en
remplagant, dans le complexe de Hochschild, anneau R par le spectre d’Eilen-
berg-MacLane H(R) et le produit tensoriel par le smash-produit. Pirashvili et
Waldhausen ont montré ensuite [P-W] qu’il existait un isomorphisme naturel:

m, THH(R)=HML,(R).

Comme le IF-espace vectoriel HML*(IF,) est juste le dual de HML,(F,), les
calculs de Bokstedt conduisent au théoréme 0.1 pour IF,. La généralisation a
tous les corps finis est immédiate.

Signalons au lecteur qu’il trouvera exposée dans [P-W] la relation entre
homologie de MacLane et K-théorie.

2) Extensions du groupe additif [B1].

Soit ¥ la catégorie des foncteurs de la catégorie des IF,-algébres commutatives
vers la catégorie des IF,-espaces vectoriels. Le foncteur oubli est un tel foncteur;
on le note G, (pour groupe additif). Dans les années soixante-dix, Lawrence
Breen a déterminé les groupes Extk(G,, G,). Ces groupes sont reliés a la cohomo-
logie de MacLane par la proposition 0.2 ci-dessous.

On note S, le foncteur qui associe a un espace vectoriel sa n-iéme puissance
tensorielle symétrique (S,(V) est le quotient de I'action du groupe symétrique
d’ordre n sur V®" par permutation des facteurs).
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Propeosition 0.2 ! existe un isomorphisme canonique:

Ext}(G,, G} = (PHML*(F,; S,).

neN

(La preuve de cette proposition utilise simplement que le foncteur G, admet
pour adjoint & gauche le foncteur alg¢bre symétrique.)

Les calculs de Breen conduisent donc eux-aussi au théoréme 0.1 (observer
que S, est dans 0.2 un avatar de I).

Notre approche du théoréme 0.1 est tres différente de celles de [B1] et [B62].
Elle est basée sur les deux lemmes 0.3 et 0.4 ci-apres.

Le premier lemme est dfi 2 Kuhn [K] et a pour origine la relation mise
en €vidence dans [H-L-S, Part I] entre la catégorie des modules instables sur
I'algébre de Steenrod modulo p et la catégorie # = (IF,). On en trouvera deux
démonstrations en appendice.

Soit @: §,» V—S,..: V lapplication puissance p-iéme (on considére ici S, V
comme le sous-espace de I'algebre symétrique sur ¥ formé des polyndmes homo-
génes de degré n). Le lemme montre que la limite inductive du systéme
{S,n, @; heN} n'est pas trés loin d’étre un objet injectif de F.

Lemme 0.3 Pour tout foncteur F de ¥ admettant une résolution projective de
type fini (terminologie fixée au premier paragraphe) et tout entier k non nul,
la limite inductive du systéme

o, @,
... Bxt&.(F, Sp) ———> Extls (F, S s 1) —— ...
est nulle.

Le lemme 0.3 pour F=1 se traduit dans le contexte des extensions du groupe
additif par Pannulation du localisé Ext4(G,, G)[® '], ® désignant cette fois
I'endomorphisme de Frobenius de G,. Ce résultat avait semblé suffisamment
important & Breen pour qu’il lui consacre un article sépar¢ [B2], ou il n’utilise
quune partie de la machinerie de [B1]. En effet, c’est cette annulation qui
est utilisée par Artin et Milne dans [A-M] et [Mn].

Le second lemme que nous utilisons (plus immeédiat que le premier} vient
de [P; J-P, proposition 2.15].

Lemme 0.4 Soient A, F et G trois foncteurs de F ; on suppose que A est additif,
et que F et G sont sans terme constant (c'est-a-dire que F(0) et G(0) sont nuls).
Alors, pour tout entier k:

Ext% (4, F® G)=0.

Notre démonstration du théoréme 0.1 pour IF, consiste alors a exhiber des com-
plexes dans # impliquant la transformation @: S, — S, et des produits tenso-
riels de foncteurs sans terme constant, puis a4 mettre en ceuvre les lemmes 0.3
et 0.4. Pour p=2 (le cas le plus facile, comme dans [B1] et [B61]), on a,

par exemple, une suite exacte dans % de la forme:

(E) 0 Sy 1i— 808y ®S; = ...53n_;®S; = ... S0 0.
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Le lemme 0.4 donne alors une longue suite exacte:

Dy
con > Bxtis 2 (1, 8,50) = Bxto (1, Sy )——— Ext: (1,5,4) —» Exts 2" 47,850 — ...,

et, a 'aide du lemme 0.3, on obtient par récurrence descendante sur h:

1 k est multiple de
Exty (L Sp=d 2 O
xte (1,5, )"{g: sinon,

2h+1

ce qui est le résultat de Breen (observer que 0.4 implique aisément I"annulation
de Ext% (I, S,) quand n n’est pas une puissance de 2).

Pour p>2 lintervention de (E) est remplacée par celle des complexes de
De Rham et de Koszul (en fait, pour p=2 la suite exacte (E) provient du com-
plexe de De Rham des formes différentielles antisymétriques alors que le com-
plexe de De Rham habituel est celui des formes différentielles alternées).

Signalons pour terminer cette introduction que notre travail permet de régler
deux questions restées en suspens dans [B1]. En effet, la démonstration que
nous donnons du théoréme 0.1 fournit le produit de Yoneda sur Extk (I, I).
Il est facile d’en déduire le produit de Yoneda sur Ext}(G,, G,) qui est bien
en accord avec la conjecture faite par Breen dans [B1]. On peut alors, toujours
en suivant Breen, déterminer les extensions du groupe additif dans la catégorie
des foncteurs de la catégoric des IF-algébres commutatives vers la catégorie
de tous les groupes abéliens.

1 La catégorie #

On fixe un nombre premier p. Soit ¥, la catégorie des IF,-espaces vectoriels
de dimension finie et ¥” la catégorie de tous les IF,-espaces vectoriels. On désigne
par & la catégorie des foncteurs covariants de ¥ vers ¥". Les morphismes
sont les transformations naturelles; les Homg (F, G) sont bien des ensembles
puisque la catégorie ¥ a un petit squelette (par exemple, la sous-catégorie
pleine dont les objets sont les (IE,)").

On dispose dans &, comme dans ¥", de suffisamment de projectifs et d’injec-
tifs, ce qui nous permet d’y faire de 'algébre homologique ordinaire. Explicite-
ment, la formule:

Hom (IF, [Homy (E, —)], F)=F(E)

(resp. Homg (F, ™, (~ Ey=Hom,(F(E),IE)) montre que les foncteurs
F,[Hom, (E, —)] (resp. I5;°™*~>®) fournissent un systéme de générateurs pro-
jectifs (resp. cogénérateurs injectifs) dans &.

Notation. Dans la suite, on notera respectivement P, et Jg les foncteurs
IF,[Hom, (E, —)] et Floms, (5,

Définition 1.1 Un foncteur de & est dit de type fini s’il est quotient d’une
somme directe finie de générateurs projectifs F;.
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Nous ne savons pas si un sous-foncteur d’un foncteur de type fini est encore
de type fini, ou, ce qui revient au méme, si un foncteur de type fini admet
une résolution projective de type fini (on entend par la de type fini en chaque
degré).

Définition 1.2 On dit qu’un foncteur de # est engendré en dimension finie (resp.
en dimension n) §’il existe un espace vectoriel E de dimension finie (resp. de
dimension n) tel que le morphisme canonique F(E)® P;— F est un épimor-
phisme.

11 est clair qu’un foncteur de type fini est engendré en dimension finie. Réci-
proguement:

Proposition 1.3 Un foncteur de & est de type fini si et seulement si il est engendré
en dimension finie et prend des valeurs de dimension finie.

Exemples. On note I le foncteur inclusion de ¥ dans ¥ . Pour tout entier
n, on note A"V la puissance extérieure n-ifme sur V et S,V la composante
de degré n de I'algébre symétrique sur ¥, a savoir les coinvariants (V®"%)g sous
'action du groupe symétrique S, qui permute les facteurs de V®". On définit
de méme S"V comme les invariants (V®")%,

Tous ces foncteurs, et en particulier le foncteur I, admettent des résolutions
de type fini: ceci sera démontré au par. 10.

L’¢lévation a la puissance p-iéme de S, dans S, est un exemple de morphisme
de # ; ces morphismes seront notés @ et appelés transformation de Frobenius.

Notre premiére tache est d’établir 'énoncé 0.4, que nous rappelons ci-dessous
(comparer avec [ D-P, Korollar 5.207]):

Lemme 0.4 [J-P, proposition 2.15] Si A est un foncteur additif, et si F et G
sont sans terme constant (c’est-a-dire F(0)= G(0)=0), alors, pour tout entier k:

Exts (4, F @ G)=0.

Démonstration. La démonstration se fait par passage a la catégorie bi—% des
foncteurs covariants de ¥ x ¥ vers ¥". On dispose pour ce faire des foncteurs
A et IT définis par:

AA =V x ¥y A x V=¥
Ur(U, U) U, VUV

Le couple (4, IT) est un couple de foncteurs adjoints; nous entendons par 1a
que 4 est adjoint & gauche de I1 et que I7 est adjoint a droite de 4. Les composi-
tions a droite avec IT et A forment de ce fait un couple de foncteurs adjoints
entre & et bi— % . Ces foncteurs sont de plus exacts.

On écrit alors: F® G=(F[X] G)c 4, F[X] G désignant le produit tensoriel exté-
rieur de F par G:

(FRGYU,V)=FU)®G(V).
Ainsi:
Ext% (4, F ® G)=Ext’ (4, (F X G)o 4)
=Extt;,_z(4-II, FK G).
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Le caractére additif de 4 se traduit par: AoI1=Aopr, @ Aopr,, pr, et pr, dési-
gnant les foncteurs projection de ¥ x ¥} vers ¥}. On revient a la catégorie
& en remarquant que la composition a droite par pr; et la composition a
droite par le foncteur «i-iéme coordonnée» de ¥ vers ¥, x ¥, forment un
couple de foncteurs adjoints; d’ou:

Ext'o (4, F ® G)=Ext}; _ z(Aopr,, FX G)® Ext;,_;(Aopr,, FRIG)
=Ext (4, F ® G(0) ® Ext (4, F(0)® G).

Il est commode de disposer, a coté de la catégorie &, de la «catégorie» &
des endofoncteurs de 7~ (les guillemets sont 'amende a payer pour ne pas avoir
pris les précautions ensemblistes habituelles). On note i le foncteur «extension»
évident de & vers & : (iF)(V) est la limite inductive des F(W) quand W décrit
les sous-espaces vectoriels finis de V. Comme i est exact et adjoint 4 gauche
de la composition a droite par I, on a:

Proposition 1.4 Pour tous foncteurs F dans % et F' dans &, on a un isomorphisme
canonique

Exts(iF, F')=~Extg(F, F'-I).

En particulier, Extz (I, I) est isomorphe, en tant qu’algébre pour le produit de
Yoneda, a Extz(Id,Id). Nous allons montrer maintenant que Palgébre
Extz(Id, Id) est commutative (au sens gradug).

Soit € une catégorie. On note ¥—IF, la «catégorie» des foncteurs de %
vers ¥". Soit F un objet de ¥ —IF,; la composition a droite par F induit une
application de Ext} (Id, Id) vers Ext g (F, F) que Pon note — o F.

Proposition 1.5 Soient u un élément de Ext%(1d,Id) et e un élément de
Ext g, (F, F'). On a dans Ext:;t‘i,:p(F, F') I'égalité:

(uo Fy—e=(—1)"%e~(u-F)
(le signe — désigne le produit de Yoneda).
Démonstration. 11 est clair que 'on peut se ramener au cas g=1. On représente
u et e par des extensions 0»Id—>U%—» ... > U" '5Id->0et 0-F —»E—F
— 0, et on considere les trois bicomplexes du premier quadrant C,, C,; et C,
suivants:

U%F —» U'eF »...—» U" 'eF - F
1 T 1 1
U%E —» U'E —»...—» U"'-E - E
0 - 0 .- 0 - F
T T T T
U°F = UeF »...» U 'F - E
U%F —» U'%F »...—» U"'sF > F
i T l 1
E - 0 -..- 0 - 0;
on note v;: C;— Cy, i=1,2, les homomorphismes de bicomplexes évidents. Soit

T;, i=0,1,2, le complexe total de C;. La proposition résulte alors des points
suivants:
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-~ H°T,=F,H'T,=0 pour ¢>0, T*"'=F, T;=0pour r>n+1;

~ v; induit des isomorphismes H° T>H° Ty et T !> T3t L,

— lextension 0> F - T?—»T!-.. > T">F >0 représente (—1)'(uoF)—e
pour i=1, et e~—(uoF) pour i=2.

Corollaire 1.6 L'algébre graduée Ext (I, I) est commutative.

2 Calcul de Ext . (I, I) pour p=2

Nous avons déja expliqué dans I'introduction notre méthode de calcul des grou-
pes Extz(I,I). Avant de développer le cas général (ceci sera fait au par. 6),
nous présentons dans le cas p=2 une variante plus simple utilisant les mémes
ingrédients.

On considére le foncteur bigradué S®S={S;® S} jen2- On définit sur
S ® S une différentielle d par la composition suivante:

d: $;®8;~(5;-1®5)®S;=5,_,®(5,®5)~>5_, @S54,

ot les fléches de gauche et de droite sont respectivement induites par le coproduit
et le produit de I'algébre symétrique. Comme on est en caractéristique 2, d
est bien de carré nul.

On note C' la somme (P)S,_; ® S, et on considére le complexe:

n

d d . d
Cl—(Cl— ... C— ..

(il faut voir (C*,d) comme le complexe de De Rham des formes différentielles
antisymétriques). L’homologie de ce complexe est facile a déterminer, parce qu’on
dispose d’un isomorphisme naturel de complexes: C*(V@® W)= C*(V)® C* (W)
qui permet de se ramener au cas d’'un espace vectoriel de dimension un. En
particulier, on obtient des suites exactes dans % :

(B) 05 Sy 1SS ®8, iS50 1 ® ;... > S0

(on observera que 'exactitude en début de (E) signifie qu'un polynéme est un
carré si et seulement si sa différentielle est nulle). A cause du lemme 0.4, les
suites exactes (E) induisent des longues suites exactes:

o = EXtE (1, §30) = Exti (I, Syn- 1 )—s Exts (1, ) — Exts 2 (1, S,0) = ... .

Celles-ci, et le lemme 0.3, permettent de montrer par récurrence descendante
sur Pentier h que Pespace vectoriel Ext%:(I,S,.) est de dimension un si k est
multiple de 2**! et qu’il est nul sinon. Voici comment procéder. On observe
tout d’abord que 'application @,: Exti: (1, S, 1) — Exti (I, §,4) est injective pour
k<2" si bien que le lemme 0.3 implique: Ext% (I, $,,)=0 pour 0<k<2*! On
montre ensuite que Ext’:(1, S,,) est nul si k n’est pas un multiple de 2**!. Soit
A un entier positif fixé; on montre en fait, par récurrence descendante sur h,
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que Ext%(1, S,) est nul pour k< A et k non multiple de 2", Ce qui précéde
montre en particulier que les longues suites exactes (E) se coupent en suites
exactes courtes:

@,
0 — Ext’2(1, 8,) —» Exti (I, Syn- ) —— Ext (I, S5) — 0.

Ces suites exactes, lannulation des Ext% (I, S,.) pour k fixé et h grand, et 'isomor-
phisme Homy (I, )=~ IF, montrent enfin que la série de Poincaré des Extz (I, S,n)
est bien celle annoncee.

3 Les complexes de De Rham et de Koszul

On consideére ici les foncteurs Q4:=5,_;® A°. Dans cette notation, on appellera

degré Tentier i, et degré total Tentier n. On note Q' la somme PQL; Q est
n

une algébre commutative (au sens gradué, pour le degre). On la munit classique-

ment de deux différentielles, la différentielle de De Rham, notée d, et la différen-

tielle de Koszul, notée x; d est de degré 1 et k de degré — 1. On peut encore

les définir a partir des produits et coproduits, comme suit:

d: $,®@A'>S;, | @S, @4 =S, @A @A S, | ®A*!
K S,@A85,@A QA =5,®5, @A 58, @4

Elles respectent le degré total, on peut donc considérer les complexes (£2;,d)
et (2, k). Rappelons que x est I'unique dérivation de degré —1 sur Q(V) telle
que x{dx)=x pour tout x de V.

Proposition 3.1 (formule d’Euler) Le commutant dx+xd est la multiplication
par le degré total.

Démonstration. Comme dx+xd est une derivation, une vérification en degré
total un suffit. Quand le degré est nul, on trouve la formule d’Euler pour les
polyndmes homogénes.

Remarque. Quand p ne divise pas n, on obtient ainsi une homotopie a zéro
du complexe de De Rham (©;, d) ou du complexe de Koszul (€2, k).
En fait:

Proposition 3.2 Le complexe de Koszul (Q°, ) est acyclique.
Le complexe de De Rham, lui, n’est pas acyclique en caractéristique non nulle.

Proposition 3.3 [Ct] Pour chaque entier n, il existe un isomorphisme (isomorphisme
de Cartier):

Q,>H(Q5,, d).

Démonstration. Les applications linéaires de Q2(V) dans HO(Q}(V), d) et de Q1 (V)
dans H!(Q5(V), d) qui associent respectivement la classe de xP & x et la classe
de x?"'dx a dx se prolongent en une application d’algébre de Q(V) dans
H(Q2*(V), d), qui multiplie le degré total par p.
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Pour montrer que 'on obtient ainsi un isomorphisme, il suffit de le vérifier
quand V est de dimension 1, et d’utiliser comme au paragraphe précédent les
isomorphismes naturels de complexes: Q* (Ve W)= Q* (V) ® Q* (W).

A cause de la formule d’Euler (proposition 3.1), la différentielle de Koszul
induit une difféerentielle sur H(£;,,d). En utilisant que x est une dérivation,
que Pisomorphisme de Cartier est multiplicatif, et qu'on a: k(x? !dx)=x?, on
obtient:

Proposition 3.4 Lisomorphisme de Cartier est compatible aux différentielles de
Koszul.

On définit maintenant K, pour tous entiers n et i, comme noyau dans Q'
de la différentielle de Koszul. Quand le degré total n est divisible par p, (K}, d)
est un sous-complexe du complexe de De Rham.

Proposition 3.5 Pour chaque entier n, il existe un isomorphisme:
K,=H(K}.,d)
compatible a Uisomorphisme de Cartier.

Démonstration. On raisonne sur les complexes de Koszul en tant que modules
sur I'anneau D:=IF,[X]/X? ou l'opération de X est donnée par k. Prendre
le noyau de «, c’est calculer les applications D-linéaires de source IF,, considéré
comme un D-module via 'augmentation. L’acyclicité des complexes de Koszul
Q° et H(Q®, d) signifie que ce sont des D-modules libres, et donc injectifs. Avec
ce formalisme, on a bien:

H(K*, d)=H(Hom(IF,, Q*))= Hom,(IF,, H(Q", d)).

4 Des isomorphismes de décalage

Les suites exactes courtes

0- Kio Qi—Ki™1 50

et le lemme 0.4 impliquent:

Proposition 4.1 Pour tous entiers n et i, avec 0<i<n, il existe des isomorphismes
de Extz (I, I)-modules a droite:

Ext% (1, S,) > Exts* (I, K{)y = Ext:* "~ (I, 4%).

5 Hypercohomologie

Pour fixer les notations, nous rappelons dans ce paragraphe ce dont nous avons
besoin du chap. XVII de Cartan et Eilenberg [C-E].

Soit C: C® - C'—...C'—> ... un complexe d’une catégorie abélienne (avec
assez d’injectifs) o/, et A un objet de /. On considére une résolution injective
du complexe C: c’est un bicomplexe du premier quadrant X avec une augmenta-
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tion: C*— X*°, tel que pour chaque ligne p, X?* est une résolution injective
de C? et que, de plus, les cycles, les bords et la cohomologie de X*? par rapport
a la premiere différentielle sont aussi des résolutions injectives. Si on applique
a X le foncteur Hom (A4, —), on obtient un bicomplexe (de groupes abéliens).
Les deux suites spectrales associées, {1}, ; et {IL},,, sont alors indépendantes
du choix de la résolution injective X ; elles sont obtenues en prenant '’homologie
successivement suivant lignes et colonnes, et vice-versa; leurs termes initiaux
sont de la forme:

I;*=Extly(4, C°),
et II5*=Ext, (4, H'(C")

(notez que notre indexation de II differe de [C-E], de maniére a ce que les
différentielles d, soient dans les deux cas de bidegré (r, 1 —r)). Ce sont des suites
spectrales de Ext, (A4, 4)-modules a droite.

Comme le complexe T est nul en degrés strictement négatifs, ces deux suites
spectrales ont pour aboutissement commun la cohomologie totale, que 'on note
Ext (A, C). On vérifie que la composition des homomorphismes de bord:

1% ° - Ext%, (4, C) et Ext) (4, C)—>I*
est 'application
Ext*, (4, H®(C*) - Ext¥,(4, C°)

induite par l'inclusion de H°(C*) dans C°.

6 Calcul de Ext . (1, I)

Nous calculons, en fait, les groupes Extz (I, S,) pour tout n. On remarque d’abord
que ces groupes sont nuls si i n’est pas une puissance de p; c’est une conséquence
du lemme 0.4 et de la proposition suivante:

Proposition 6.1 Si n n'est pas une puissance de p, alors S, est facteur direct
dans un produit tensoriel de foncteurs sans terme constant.

Démonstration. Si n nest pas une puissance de p, il existe deux entiers non
nuls a et b de somme n tels que le groupe &, x €, est d’indice premier a p
dans &,, ce qui entraine que S, est facteur direct dans S, ® S,,.

On est donc ramené au calcul des groupes Extgz(I,S,.). On procéde par
récurrence descendante sur h en utilisant les complexes de De Rham (en degré
total p*) 3. et K.

QS — S @A > .S, @A 5 A 50

NN

B
:,;.:Sp;. ——T)K},h“" —’K;;. 1—"0.

Nous commengons par €tudier les grandes valeurs de h. Pour cela, on précise
R FaSke ) -

T T T T o - i, -



Cohomologie de MacLane 523

Propositien 6.2 La transformation de Frobenius ®: S,n-1— S, induit un isomor-
phisme:

@, Exth(l, S,n-)——Exth(I,S,,) pour 0<kg2p"~'-2.

Corollaire 6.3 (i) Les groupes Extiz(1, S,u) sont nuls pour 0<k <2p"—2.

(ii) Le I -espace vectoriel Homg (1, S,s) est de dimension un, engendré par l'itérée
de la transformation de Frobenius ®*:1— S .

Démonstration du corollaire. Le point (i) résulte de la proposition et du lemme 0.3
que 'on applique pour F=I (qui admet bien une résolution de type fini d’aprés
la proposition 10.1). La proposition montre aussi que @" induit un isomorphisme
de Homg (1, I) sur Homg (1, S,»), ce qui donne le point (ii) (que I'on peut évidem-
ment obtenir plus directement).

Démonstration de la proposition 6.2 Compte tenu du lemme 0.4 et des proposi-
tions 3.3 et 4.1, les termes initiaux des deux suites spectrales convergeant vers
Extg (I, Q,.) prennent la forme suivante:

Exts (1, S,n) pour s=0
ol = Extly PP (LS ) pour s=p"
0 sinon
Ext5 (I, Spn-1) pour t=0
I ={ Ext5 ?" "Y1, 8,..1) pour t=p" !
0 sinon.

ol oll,
Les morphismes de bord considérés au paragraphe S:
Al > Exte(l, Q) et Exth(l, Q) - oIT*

sont des isomorphismes pour k <2p"~!'—2; il en est de méme pour leur composi-
tion:
Exts (I, Spn-1) > Exts (1, S ).

Nous ne pouvons poursuivre sans connaitre la différentielle de ,II. Pour surmon-
ter cette difficulté, nous utilisons les deux suites spectrales associées au complexe
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(K3»,d). Compte tenu des propositions 3.5 et 4.1, les termes initiaux prennent

cette fois la forme suivante:
.. {Ext5*(1,S,) pour 0<s<ph—1
h'= 0 :
sinon
HS‘,_{Ext}"(I,S,,kl) pour 0<t<p" 11
K - .
0 sinon.

Proposition 6.4 Les suites spectrales (1 et (M1 dégénérent en (1, et (II,.

Cette proposition est conséquence du lemme suivant, que 'on démontrera plus
loin:

Lemme 6.5 Pour tout entier h, Ext's (I, S,s) est nul si k est un entier impair.

En effet, ce lemme montre que les termes de gI; et (II, en degré total impair

sont alors nuls, ce qui exclut toute différentielle.
Notons B,(X) la série de Poincaré (a coefficients dans Nu {c0}):

Y dimg, Exti (1, S,m) X*,
k>0

I'égalité des aboutissements des deux suites spectrales gl et (1 fournit la relation:

ph-1 ph-1—1
> X*B(X)= )} X*B_(X)
=0

= x=0
On en déduit que pour tout entier h:

RX)= 3, X*B(X)

a=0

Le corollaire 6.3 entraine que la partie de F,(X) de degré inférieur a un entier

N vaut 1 dés que 2p* est plus grand que N +2. 1l en résulte que Py(X) coincide

avec » X**atout ordre N, autrement dit ces séries sont égales. On en déduit:
az0

Théoréme 6.6 Pour tout entier h, le IF,-espace vectoriel Ext'z(1, S ) est de dimen-
sion un si k est multiple de 2 p*, et il est nul sinon.

Démonstration du lemme 6.5 On fixe un entier 4, et on montre par récurrence
descendante sur h:

(#,(h)) Ext%(l,S,)=0 pourkimpairetk<A.

D’aprés le corollaire 6.3(i), (2, (h)) est vrai dés que: 2p"= A4+ 2.
La suite spectrale xI montre que la condition (£, (h)) implique:

Ext& (I, K,»)=0 pourkimpairetk<A.
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Pour montrer que (#,(h)) implique (%(h—1)), on verifie que Ext3(J, Spn-1)
=, II5° $'injecte dans Ext}(l, K,»), autrement dit que le terme 4 II3° persiste
a Tinfini. Pour cela, on compare les suites spectrales gII et ,II. L’inclusion:

Kph had .Qph
induit un morphisme de suites spectrales

SER | AL | G

e
e
e e—
I ee———
| S —
90 PR di,

On observe qu’au niveau des lignes t=0, y5 © est I'identité de Ext (I, Spn-1).

11 résulte de la nullité¢ de IS pour 1<t<p""!'—1 que la ligne t=0 de
«Il, persiste a Tlinfini. En effet, si d, xeII$% on a y(x)=0, dou: d, y(x)
=7(d, x)=0 et donc d, x=0 puisque y est I'identité sur II5°. On raisonne de
méme, par récurrence sur r, pour les différentielles d, .

7 Le produit de Yoneda sur Ext_. (/, ])

On reprend P’étude des suites spectrales convergeant vers Extg (1, 2,..:) comme
suites spectrales de Extg (I, I)-modules a droite, afin de déterminer le produit
de Yoneda dans Extz (I, I).

11 résulte des calculs qui précédent que oI dégénére en o, ; quant aux différen-
tielles de la suite spectrale I, elles sont toutes nulles, pour des raisons de
degré, sauf une, a savoir la différentielle d, . ; plus précisément:

Lemme 7.1 La différentielle d .., de la suite spectrale oIl est un isomorphisme
de Extl 2P"(1, S,u) sur Extie(1, S ) quand le degré k n'est pas multiple de 2p**+*
elle est nulle sinon.

El

Les suites spectrales ol et oIl se réduisent donc a une suite exacte de
Extg (I, I)-modules a droite:

dph gy Dy
0— Extg;(l, Sp;.+ l)—’ Extf(l, Sph) —_— Ext;(l, Sph) — Ext;([, Sph+ 1)—’0

On définit maintenant un générateur canonique dans Ext2"(I, I).

Proposition et définition 7.2 11 existe une unique classe e, dans Ext2?"(1, 1) telle
que le produit de Yoneda a gauche par cette classe, e,——, rende commutatif
le diagramme suivant

Exty(I,]) —— Extz(,1)
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Cette classe est non nulle.

Démonstration. Les applications du diagramme étant Ext (I, I)-linéaires a droite,

la classe e, est nécessairement définie par: d,n . (®")= ®%(e,). Elle est non nulle

parce que, d’aprés le lemme 7.1, d,n ., n’est pas nulle pour le degré considéré.
On peut alors énoncer:

Théoréme 7.3 L'algébre Ext (1, I) est une IF,-algébre commutative. Elle est engen-
drée par les classes e, définies ci-dessus et admet la présentation suivante:

Extgs (I, )= Sym{ey, ey, ..., ey, ... )/{(e,); he N>

{(ey)?; he N} désignant l'idéal engendré par les puissances p-iémes.

Corollaire 7.4 Pour tout entier h, le Extz (I, I)-module (a droite) Extz(1, S ) est
le quotient de Extz (I, I) par l'idéal (a gauche) engendré par les classes e;, i <h.

Démonstration. Nous savons déja que l'algébre Extz (I, I) est commutative au
sens gradué (corollaire 1.6); puisqu’elle est concentrée en degrés pairs, elle est
commutative. Le lemme 7.1 et la proposition 7.2 montrent ensuite que le produit
par la classe e, est un isomorphisme de Ext2?"®*~ ([, I) sur Ext2?"*(I, I} quand
p ne divise pas k, et qu’il est nul sinon. Il en résulte que les classes qui ne
sont pas en degré 2p", pour un entier h, sont décomposables, et que les classes
(e,) sont nulles. On en déduit que les classes e, engendrent Ext (I, I). Le théo-
reme en résulte par un argument de dimension.

Remarques 7.5 On peut montrer que la classe e, est représentée par:

0—>I—>SP~LSP—>I—>(),

ou N désigne la «norme». Si notre méthode permet d’expliciter un représentant
pour ¢"e¢,, nous ne possédons pas de représentant pour la classe ¢, elle-méme.

Signalons enfin que Smith [Sm] a montré que la sous-algébre de Ext (1, I)
engendrée par les classes ¢;, i <h, est isomorphe a I'algébre Extz (I, I) des exten-
sions entre foncteurs de degré <n, pour 2p* "' <n<2ph

8 Extensions du groupe additif

Dans ce paragraphe, qui doit beaucoup a Breen, nous montrons que le calcul
des Extz (I, S,) effectué au par. 6 (voir aussi le par. 2 pour p=2) est équivalent
au calcul des extensions du groupe additif de [B1].

On note # la catégorie des IF,-algébres commutatives et 4 la «catégorie»
des foncteurs covariants de # vers ¥°; on note G, (pour groupe additif) le
foncteur oubli de # vers ¥".

On se convainc d’abord que les groupes d’extensions de [B 1] ne sont autres
que les Ext%(G,, G,) et on vérifie ensuite la proposition suivante:
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Proposition 8.1 I! existe un isomorphisme canonique:

Extg(G,, G)= P Extz(LS,).

neN

Démonstration. Notons Sym le foncteur algébre symeétrique de 7 dans £, défini

par: Sym(V)=@S,,(V); on a donc: G,,oSymoI::@S,,. Les foncteurs Sym et
neN neN

G, forment un couple de foncteurs adjoints. 1l en résulte que les compositions

a droite par G, et par Sym forment aussi un couple de foncteurs adjoints;

ces foncteurs sont exacts. On en déduit un isomorphisme naturel

Exty(FoG,, G)=Extz(F, G-Sym),
en particulier:
Exty(G,, G,)=Ext;(1d, G,oSym).
Et d’aprés la proposition 1.4:
Extz(1d, G,oSym)=Extz (I, G,~Sym-1I).

Enfin, la proposition 10.1 nous assure que le foncteur I admet une résolution
projective de type fini, ce qui entraine:

Exty (I, DS,)= @ Exty (1, S,).

neN neN

Remarques. 1) La composition de I'isomorphisme Extg (I, I)= Exts(1d, Id) et de
I'application évidente Extz (Id, Id) » Ext4(G,, G,) s’identifie a I'inclusion via I'iso-
morphisme de la proposition 8.1. On observe que cette application Extz(I, 1)
- Extg(G,, G,) préserve le produit de Yoneda. On identifiera Ext (I, ) et son
image dans Ext4(G,, G,).

2) Soit R une [F,-algébre. On note ¢ P'endomorphisme de Frobenius de R
et @ la transformation naturelle de G, dans G, défini par: @,=G,(pg). Le
produit de Yoneda a gauche par & sur Exty(G,, G,) correspond via 'isomor-
phisme de la proposition 8.1 aux applications Ext;(I, S,) = Extz(I, §,,) induites
par la transformation &@: S, - S,,,.

11 résulte de la proposition 7.2 et du théoreme 6.5 que les images de e, par
(9", Extg(I, ) > Extg(l,S,) et par ("*1),: Exty(l, 1) > Extg(I, S, 1) sont
respectivement non nulle et nulle. Compte tenu de l'identification décidée au
1), ceci se traduit dans Extg(G,, G,) par les relations "¢, 40 et &"*'e,=0.

3) On vérifie plus généralement que le produit de Yoneda de Ext4(G,, G,) corres-
pond via Vlisomorphisme de la proposition 8.1 aux applications
Extg (I, S,)® Extz(1, S,) - Extz(/, S,.,) induites par:

~ Papplication Extgz(l, S,,) > Ext4(S,, S,,cS,) otenue par composition a droite
avec §,,

- la transformation naturelle S,,¢S, — Spn

~ le produit de Yoneda Extz(S,, S,..) ® Extz (I, S,) = Exts (1, S,,.).

4) Les actions de @ par produit de Yoneda a gauche et a droite sur Ext,(G,, G,)
coincident.
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Il s’agit en fait d’'un phénomene plus général. Pour tout foncteur G de ¥,
on dispose d’une transformation naturelle de G dans G, notée ;®, définie par
(¢P)r = G(pg). Soient maintenant deux foncteurs G et G' dans %; les deux appli-
cations linéaires de Exty(G, G') dans lui-méme données respectivement par pro-
duit de Yoneda a gauche par ;@ et a droite par ;@ coincident. En effet, pour
toute suite exacte dans 4:

0-G >E°» ... >E15G-0,
on dispose d’un diagramme commutatif

0 G — E° kot

.. G
o® l E”‘DJ e 1<1>J G(pl

0——G-—— E°. EF! G 0.

5) Rappelons que Extz(1, S,) est nul si n n’est pas une puissance de p, si bien
que la somme directe dans la proposition 8.1 se réduit 4 (PExt, (I, Spn).
heN
Les remarques précédentes conduisent aux énoncés suivants:

Théoréme 8.2 L'algébre Exty(G,, G,) est une algébre commutative qui admet la
présentation suivante. Elle posséde un générateur @ en degré 0 et un générateur
e, en degré 2p" pour chaque entier h, soumis aux relations: (e,)’ =0, ®"*'e,=0,
heN.

La détermination de Exty(G,, G,) comme IF,[$]-module se trouve dans [B1].
L’énoncé ci-dessus établit la conjecture qui y est émise quant a la structure
d’algebre de Ext4(G,, G,).

Scholie 8.3 Le gradué de la filtration de ['algébre Exty(G,,G,) par les idéaux
P"Extz (1, I) est donné par:

D" Exty(G,, G,)/P"" ! Exty(G,, G,)~Ext (I, Sp).

La détermination des produits dans Exty(G,,G,) permet de calculer par la
meéthode proposée dans [B1] les extensions du groupe additif dans la «catégo-
rie» des foncteurs de # vers la catégorie de tous les groupes abéliens. Clest
I'un des objets du prochain paragraphe.

9 Extensions de foncteurs en groupes abéliens
9.1 Suites exactes a la Bockstein

Soit € une catégorie. On note € —T, (resp. ¥ —Z) la «catégorie» des foncteurs
de % vers la catégorie des IF,-espaces vectoriels (resp. de tous les groupes
abéliens); on dispose d’un foncteur oubli de ¥ —IF, vers ¥ —Z que I'on note
i. Soient F et F’ deux foncteurs de € —IF,; les Ext,_5(iF,iF’) sont reliés aux
Exte g, (F, F') par I'énoncé 9.1 ci-dessous. Cette relation est bien connue dans
le cas ol ¥ est «la» catégorie avec un seul objet et un seul morphisme. Soient
en effet Vet V' deux IF,-espaces vectoriels et 0— iV’ — E — iV — 0 une extension
dans la catégorie des groupes abéliens. La multiplication par p de E dans E
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induit un morphisme de V dans V'; lapplication §: Ext;(iV,iV)— Homg (¥, V")
ainsi obtenue est un isomorphisme.
Compte tenu de la proposition 1.4 et de la remarque 7.5, on note encore

¢, Pélément de Ext% (Id, Id) représenté par I'extension 0 — Id — §,—— 7 > 1d — 0.

Proposition 9.1 1] existe une longue suite exacte naturelle:

.. > Bty L(F, iF) > Exts g, (F,F)-SExtytL (F,F' ) BxU* 5 (iF, i FY)

qui vérifie les propriétés suivantes.

(i) Ies applications o, =, et | commutent au produit de Yoneda & droite par
Exty g (—, F) et au produit de Yoneda a gauche par Exty_g (F', —).

(Il s’agit de commutation au sens grddué si bien que la commutation de
& et du produit de Yoneda a gauche avec Extl _ F, (F', —) fait intervenir le signe
(—1)%)
(i) L'application n est a la fois le produit de Yoneda & gauche par eyoF' et
le produit de Yoneda a droite par ey F.
(ili) L'application &: Exty_5(iF,iF")— Hom_ r,(F, F') est induite par le «pro-
duit », indexé par les objets ¢ de ¥, des appltcatzons &: Exti(iF(c),iF'(c)
— Homg, (F(0), F(0)).

Démonstration. Soit E un objet de ¥—Z; on note respectivement E et E le
noyau et le conoyau de la multiplication par p de E dans E; on les considere
comme des objets de ¥ —1IF,. Le foncteur Homy _z(iF, —) est le composé du
foncteur E—E et du foncteur Homg _y (F, —); la suite spectrale des foncteurs
composes donne ici une longue suite exacte:

= ExXU Y (F, E) S Exty g (F, )-S5 Exty* 3 (F, E) > Exty 3 (iF, E) »

ou 7, est le produit de Yoneda & gauche par un élément «canonique», disons
ng, de Extf _g (E, E). Cet élément n, est caractérisé par la propriété suivante.
Soit 0~ E - E°® -+ E! -0 une suite exacte dans € —Z telle que 'épimorphisme
E® - E' est un isomorphisme, alors 7, est la classe de I'extension 0 — E — E°
— E' - E - 0. Mutatis mutandis, on obtient une longue suite exacte:

. Extit Y(E, iF') - Extl ., (E, F)"5Exty % (E, F')— Extyt3(E,iF) = ..

ou ym est cette fois le produit de Yoneda a droite par un élément p de
Ext2 _ -F,(E, E) qui admet une caractérisation analogue a celle de #,.

Nous explicitons maintenant ;. et ;7. Soit ¥ un IF,-espace vectoriel; on
note X (V) le groupe abélien défini de la fagon suivante (X (V) est «une version
additive des vecteurs de Witt de longueur deux»). L’ensemble sous-jacent a
X (V)est Vx5,V etlaloi de groupe est donnée par:

(x, )+ (X, y)=(x+x", y+y —L(x, X)),
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NP _ TP _T'P

L désignant le polynome M—)——T—L de Z[ T, T']. On a par construction
une suite exacte naturelle: 0 -5, V— X (V) —» V- 0. On dispose également d’une
suite exacte naturelle: 0 V- X (V) > $P V-0 ot V- X (V) (resp. X (V)— SPV)
est le morphisme x— (0, x*) (resp. (x, y)—=N(¥)—x®7). On vérifie que X (V) et
X(V) s’identifient respectivement & S,V et SPV. La contemplation des suites
exactes de ¥ —Z: 0> iF' - X F' - i(SPoF)>0et 05i(S,cF)»> X F—>iF -0
montre alors n,p. =eg o F' et ;;y=e¢qoF.

A ce point de la démonstration nous savons grice a la proposition 1.5 que
les applications 7;p et ;zn coincident. Nous achevons en montrant qu’il en
est de méme pour les applications (—1)"d;. et ;z0, et en posant § =, 4.

Pour n=0, ces applications coincident parce qu’elles satisfont toutes deux
la propriéteé (iii) («par naturalite en ¥»). On se convainc ensuite qu’elles coin-
cident pour tout n en vérifiant qu'a F fixé (resp. F’ fixé), les 0;p (resp. ;¢d)
sont compatibles avec les structures de d-foncteurs en F' (resp. en F) des
Exty-z(iF,iF") et Extg_g, (F, F').

9.2 Calcul de HML*(Z;Z/p)

On spécialise 9.1 au cas ¥=7¥. On note encore I, par abus, le foncteur il.
Du fait de I'annulation de Extz (I, I) en degrés impairs, la longue suite exacte
de (9.1) se réduit en des suites exactes a quatre termes:

0 Ex25(, )~ ExtZ (1, -S> ExtZ (0, h——ExtZ (1, 1) - 0;

les fléches d, n et i sont des morphismes de Extz ([, I)-bimodules, et 7 est le
produit par la classe e,. Notons ¢ la classe de Extf,’;:i(l, I) dont I'image par
J est (eq)” ' (rappelons que (eg)? est nul); &2 est nul, puisque Ext3?Z3(1, 1) est
nul. En conclusion, Ext, _z(/,I) est une algébre commutative (au sens gradué
ou non), et si 'on note A (&) Palgebre extérieure sur &, application canonique:

Extg (1, I)/eq ® A(&) - Ext, (I, 1)
est un isomorphisme.
I reste a expliquer le titre du sous-paragraphe. Un raisonnement formel

d’adjonction  montre d’abord que lon a un  isomorphisme:
Exty,_2(l, )= Ext,, z{Id, Z/p® —). On montre ensuite que I'on a un isomor-

phisme Ext,_z(Id, —)—>Extz (I, —). On utilise pour cela que le foncteur
Id admet une résolution projective dans o/ b—7Z ou n’apparaissent que des

projectifs du type Z[Hom_,,(L, —-)] avec L un groupe abélien libre de rang
fini (voir [ML; J-P, théoréme A]).

9.3 Extensions du groupe additif dans la catégorie des foncteurs des FF,-algébres
commutatives vers les groupes abéliens

On spécialise 9.1 au cas ou € =£. On note simplement G, pour iG,.
Comme au par. 8, on a: Extgy_5(G,,G,)= P Ext,,_4(I,S,). On obtient a
nouveau des suites exactes a quatre termes:  neN

0 Ext% 7 (G,, G)—— Ext3*%(G,, G~ ExtZX(G,, G,)— Ext3* z(G,, G,) > 0;
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On note w la classe de ’extension 0 — G, —» W, — G, — 0, W, désignant le groupe
des vecteurs de Witt de longueur deux. La classe w correspond, via 'identification
ci-dessus, a la classe de l'extension 0 - S, —» X -1 —0; son image par J est
'endomorphisme de Frobenius $. La classe w? est nulle puisque Ext%_z(G,, G,)
est nul.

La sous-algebre de Ext,_z(G,, G,) formée des €léments de degré pair est
centrale et s’identifie au quotient Ext4(G,, G,)/e,. En tant que module sur
Extgy(G,, G,)/ey, Extg_z(G,, G,) est la somme directe des sous-modules respecti-
vement engendrés par 1, w et £; le sous-module engendré par 1 est libre, I'idéal
annulateur de w est engendré par les $*¢,, he N— {0}, et celui de & est engendré
par &.

Pour achever la détermination du produit de Yoneda sur Ext,_z(G,,G,),
il suffit de calculer les produits wé et &w. Si le produit éw est nul, il semble
que le produit w¢ soit égal a Pe, .

10 Les foncteurs polynomiaux prenant des valeurs de dimension finie ont des
résolutions de type fini

Jibladze et Pirashvili observent dans [J-P] que la construction de MacLane
[ML] fournit une résolution projective pour le foncteur I dans la catégorie
& . Par inspection, cette résolution est de type fini. Ce résultat de finitude est
ici démontré sans faire appel 4 [ML]; il apparait comme un cas particulier
de la proposition suivante:

Proposition 10.1 Tout foncteur polynomial prenant des valeurs de dimension finie
admet dans la catégorie F une résolution projective de type fini.

Rappelons d’abord ce que polynomial veut dire [E-ML2, II, § 9; Md; H-L-S].

Soient F un foncteur de & et V un IF,-espace vectoriel de dimension finie.
On note ry la projection de VOIE, sur V et AF(V) le noyau de F(ry); on
a une décomposition en somme directe naturelle: F(VO )= F(V)® AF(V).
Le foncteur AF s’appelle le foncteur difféerence de F. Le foncteur A: &F —» %
est exact. On note 4* le k-iéme itéré de 4.

Définition 10.2 Un foncteur F de & est dit polynomial s’il existe un entier d
tel que A*'F est le foncteur nul. Le degré d’un foncteur polynomial F est
le plus grand entier d tel que 4*F n’est pas le foncteur nul.

Exemples 103 — On a AA"=A""1, si bien que A" est un foncteur polynomial
de degré n.
- Pour un espace vectoriel de dimension finie E, on a:
E,[Hom, (E, VO F)]~F,[Hom, (E, V}]®F,[E*], si bien que le foncteur dif-
férence de F; est une somme directe d’'un nombre fini de copies de Ini-méme.
En particulier, B; n’est pas polynomial.

Au vu de la proposition 1.3, la proposition 10.1 découle de la proposition
suivante:

Proposition 10.4 Tout foncteur polynomial admet dans la catégorie # une résolu-
tion par des projectifs engendrés en dimension finie.
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Lemme 10.5 Soit F un foncteur. Si son foncteur différence AF est engendré en
dimension n, alors F est engendré en dimension n+ 1.

Démonstration. Notons 7y p les transformations naturelles canoniques
F(E)® B; — F. On dispose d’'un diagramme commutatif:

AlF, E@ry)

FIEGE)® ABor,, —10) 4F
i®j TAF, E
AF(E)® F

ou i est P'inclusion canonique AF(E)— F(E @IE) et ou j correspond via la bijec-
tion Homg(F, ABgr,)=ABer (E) et linclusion APgr, (E)< Bor, (EDIE)
=F,[Hom, (E®I,, E®I)] a fa différence formelle de lidentité et du projec-
teur sur E. On voit donc que si 7, ; est un épimorphisme, il en est de méme
pour 4(ng ggE,) Le conoyau de np o, est alors un foncteur constant. Comme
Papplication F(E @ F,)® B 4, (0) — F(0) est surjective, ce conoyau est nul.

Scholie 10.6 Tour foncteur dont la k-iéme différence itérée est engendrée en dimen-
sion n est engendré en dimension n-+k.

Scholie 10.7 Tout foncteur polynomial est engendré en dimension finie.

On montre alors la proposition suivante, qui entraine la proposition 10.4:

Proposition 10.8 Tout foncteur engendré en dimension finie, et ayant une différence
itérée projective admet une résolution par des projectifs engendrés en dimension
finie.

Démonstration. Supposons que F est un foncteur engendré en dimension n et
que 4*F est projectif. Posons E=(IE,)" et notons K le noyau de P'épimorphisme
np,g: F(E)® B, — F. Par exactitude de 4 et projectivité de 4*F, A4*F est facteur
direct dans F(E)® A*P;; c’est donc aussi le cas de A*K. Le foncteur A*P; est
projectif, et engendré en dimension n (exemple 10.3). 1l en résulte que 4*K a
encore ces deux mémes propriétés. Le scholie 10.6 montre alors que K est
engendré en dimension n+ k. Ceci permet de construire par récurrence la résolu-
tion projective cherchée.

11 Le cas d’un corps fini quelconque

Dans ce paragraphe, nous expliquons comment établir I'énoncé 0.1 pour tout
corps fini quand on sait qu’il est vérifi¢ pour les corps IF,.

Posons ¢=p?. Comme dans I'introduction, nous notons % (IF,) la catégorie
des foncteurs de la catégorie des IF,-espaces vectoriels de dimension finie vers
la catégorie de tous les IF-espaces vectoriels; nous notons I, le foncteur inclusion.
Un raisonnement formel d’adjonction nous donne:

Extf(pq)(]ﬁ ®Fp Iq, Iq);IF;,®|:p Exty(l:p)(lp, Ip).
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Soit ¢ le foncteur qui associe a un IF-espace vectoriel V le IF-espace vectoriel
@V obtenu en faisant agir I, sur V via 'endomorphisme de Frobenius I, - I,
A AP, Le foncteur I, ®r, 1, se décompose en:

d—1
E,®, I,=Do'ol,.
i=0

Il nous suffit donc de montrer que Ext?(,,:q)((piolq,lq) est nul pour O<i<d.
Désignons par # (), la sous-catégorie pleine de # (IF) des foncteurs F tels
que F(A.idy)=A*.idpy, pour tout 4 de I, (F (), est la catégorie des foncteurs
constants). La catégorie & (IF}) est équivalente (comme catégorie abélienne) au
produit des catégories # (IF), pour 0<k<gq. Or ¢'c1, est dans F (IE,),q-., alors
que I, est dans # (IF),.

Appendice
L’objet de l'appendice est de démontrer le lemme 0.3 dont nous rappelons
I’énonce:

Lemme 0.3 Pour tout foncteur F de & admettant une résolution projective de
type fini et tout entier k non nul, la limite inductive du systéme

D, Dy
EXt’i,-(F, Sph)—’EXt;(F, Sph+ 1)—’
est nulle.

Nous notons ci-dessous colim Ext% (F, S,x) cette limite inductive et colim$,. la
h h

e . . \ k4
limite inductive dans # du systéme {... = S,,——S,u.1 —...; he N}

Nous donnons deux démonstrations du lemme 0.3. La seconde exploite la
relation entre la catégorie des modules instables sur I'algébre de Steenrod modulo
p et la catégorie # [H-L-S, Part []. La premiére est interne a # ; elle est cepen-
dant fortement influencée par un travail de Campbell et Selick concernant cer-
tains modules instables sur I'algébre de Steenrod [C-S].

A.l1 Premiére démonstration
Comme T'application canonique de colim Ext (F, S, vers Ext (F, colim S,
h h

est un isomorphisme si F admet une résolution projective de type fini, le
lemme 0.3 est impliqué par ’énoncé 1égérement plus précis que voici.

Proposition A.1.1 Pour tout foncteur F et tout entier k>0, ['application canonique
coiim Extl (F, S ) — Exty (F, colim S ) est nulle.
h

Celui-ci est équivalent a:



534 V. Franjou et al.

Proposition A.1.2 Pour tout foncteur F, tout entier h et tout entier k>0, I'applica-
tion canonique Exts (F, S,) - Exts (F, colim S ) est nulle.
h

Ou encore a:
Proposition A.1.3 Pour tout entier h, l'application canonique S,.— colimS,. se
h

factorise a travers un objet injectif de F.

C’est ce dernier énoncé que nous allons vérifier. Il est clair que ’on peut supposer
hz1.

On note B,(V) la IF,—algébre commutative quotient de Sym(V) par l'idéal
engendré par les x?"—x, x parcourant V. On va montrer que B, est un objet
injectif de & et que P'application canonique S, —colimS,. est la composée

h

de Tinclusion S,»< Sym, du passage au quotient Sym — B,, et d’une certaine
application 0: B, — colim S ..
h

Lemme A.1.4 Le foncteur B, est un objet injectif de F (plus précisément B,
est isomorphe a Uinjectif standard J , =TF,°™ ("> F#").

Démonstration. Faisons tout d’abord h= 1. Dans ce cas, B, (V) est canoniquement
isomorphe a I'algébre des fonctions définies sur V* et & valeurs dans IF,. On
adonc By 2 J,.

Dans le cas général, [, ®g, B,(V) est canoniquement isomorphe 4 l’algébre
des fonctions définies sur Homg,.(E» @, V,[F,n)=Homg (V E.) et a valeurs
dans [F,., alors que Jg ,(V) est 'algebre des fonctions définies sur Homg, (V, 1)
et a valeurs dans IF,. On a donc un isomorphisme de IF,.-algébres, fonctoriel
en V

F,n @k, By(V) =T, ®s, Jipn (V).

Puisque . ®g, B, (resp. Fon ®g, Jp,4) est juste la somme directe de  copies
de B, (resp. J,FP,S, B, est bien un objet injectif de #.

Pour obtenir un isomorphisme B, Jg ,, on peut procéder comme suit. Soit
I' le groupe de Galois de IF,. sur IF,. La ]F;,-algébre B, (V) est celle des invariants
de Yaction de I' sur I, ® B,(V), produit tensoriel de 'action tautologique
sur IE,. et de laction triviale sur B,(V); il en résulte que B,(V) s’identific a
la TF,-algebre des fonctions I'-équivariantes f: Homg (V;IF,.) - IF, (I' opérant
sur Homg (V,FF,) «au but»). Soit s: I, —IF, une forme linéaire, alors I'applica-
tion B, (V) — e .(V), f> 50 f, est un isomorphisme si s engendre le IF, [I']-module
Homg (IF,., IF,) (qui est libre de rang 1). On observera qu'on ne peut avoir pour
h>1 cf’isomorphisme de F,-algebres B, (V)= Jg,.(V) puisque le Frobenius n'est
pas I'identité dans B, (V).

Construction de l'application 0: B, — colim S
B

Soit R une IF,-algébre commutative. Par construction, la donnée d’un homomor-
phisme de IF,-algébres B, (V) — R est équivalente & celle d’une application lin€aire
a: V — R vérifiant ¢*-0 =0, @ désignant le Frobenius de R. Nous allons utiliser
cette propriété «universelle» de B,{V) pour construire 6.
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On note N[1/p] le sous-ensemble de Z[1/p] forme des €léments i=0. On
pose:

L;=colim{... aSphil»S,,huia ...;heNet p"ieN},
b

@ désignant toujours «I'¢lévation a la puissance p-émex»; par définition on
dispose, pour tout i dans N[1/p] et tout n dans Z, d’un isomorphisme canonique

L;5 L,.; que 'on note ®". Le produit de Sym(V) induit un produit u; ;:
L{(VY®L;(V)—> L;, (V) qui fait de la somme directe L(V)= @ L(V) une

ieN[1/p]
IF-algébre commutative parfaite. (En fait L(V) est la I -algébre commutative
parfaite librement engendrée par ¥, que ’on peut voir encore comme l'algébre
symétrique dans laquelle on a inversé le Frobenius, c’est-a-dire la limite induc-
tive, dans la catégoric des IF,-algébres commutatives, du systeme

(Sym(V)——Sym(V)—— ...}

Pour construire 6, nous avons besoin d’introduire une sur-algebre M (V)
de L(V) que nous définissons de la fagon suivante. Soit o: N[1/p] — N la fonction
qui associe a i la somme des chiffres de son écriture p-adique; on note M(V)
le sous-IF-espace vectoriel de [ L;(V) formé des éléments (y;);enp1 p vérifiant

ieN[1/p]
y;=0 pour «(i) assez grand; en d’autres termes, M =P ( [] L. Soient m et
neN a(i}=n
n deux entiers et k un élément de N[1/p]; le fait que le sous-ensemble de
N[1/p] x N[1/p] formé des couples (i, j} vérifiant: i+j=k, a(i)<m et a(j)<n,
est fini en général et vide pour k>m+n, permet d’¢tendre a M (V) le produit
de L(V). Notons symboliquement ).y, I'élément (y;);en, de M(V), nous
ieN[1/p]

définissons le produit M(V)® M (V)— M(V) par:

( Z Y ®( z Zj)’_’ Z ( Z )ui,j(yi®zj))'

ieN{1/p} jeN[1/p} keN[1/p] i+j=k
On vérifie que M (V) est encore une IF,-algébre commutative parfaite.

On note 1 l'inclusion V< L, (V) et ¢ I'application linéaire V — M (V) définie
par

a(x)= 2 (@"o1)(x)
ne

(on pourra observer que @"o: n'est rien d’autre que Pinclusion naturelle
Vo L.a(V)). Par construction, ¢ vérifie ¢"co=0, ¢ désignant le Frobenius de
M(V), et s’étend donc en un homomorphisme de IF,-algébres B,(V)— M (V)
que 'on note 1.

On note enfin § la composée de t, de la projection M(V)— L,.(V) et de

lisomorphisme @ ~*: L.(V)—> L, (V).

Le lemme ci-dessous achéve la démonstration de la proposition A.1.3.
Lemme A.1.5 Pour tout entier h 1, Uapplication canonique S, —colimS,. est
h

la composée de linclusion S, —Sym, du passage au quotient Sym — By, et de
Vapplication 8: B, - colim S ...
h
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Démonstration. Elle résulte du point suivant: une équation de la forme

Y puh=ph,

L=sgph

avec n, dans Z, force tous les n, 4 étre nuls.

A.2 Seconde démonstration

Par souci de clarté, nous développons nos arguments dans le seul cas ou p
vaut 2. Dans le cas ou p est impair, il suffit de remplacer ci-dessous la catégorie
des modules instables sur I'algébre de Steenrod par la sous-catégorie pleine
des modules instables concentrés en degrés pairs pour pouvoir utiliser des argu-
ments identiques.

Commengons par rappeler un peu la théorie de [H-L-S, Part I]. On note
A Talgébre de Steenrod et # la catégorie des A-modules instables. Soit V un
IE,-espace vectoriel de dimension finie, on note H*V la cohomologie modulo
2 du groupe V; H*V est un objet de %. On note f le foncteur de % vers F
qui & un A-module instable M associe le foncteur Vi(Hom, (M, H*V)),
(Homg (M, H*V)) désignant le dual continu du IE-espace vectoriel profini
Homy, (M, H* V). Le foncteur f posséde notamment les propriétés suivantes:
— Le foncteur f est exact (cette exactitude est équivalente a la %-injectivité
de H*V [Cs; Ml; L-Z]).
- Pour tout IF,-espace vectoriel de dimension finie E, on a

SH*E)=TF§m,(=B=

(il s’agit 1a d’une reformulation d’un théoréme d’Adams-Gunawardena-Miller).
— Un A4 module instable est nilpotent si et seulement si f(M) est nul [L-S].
Rappelons qu’un A-module instable M est dit nilpotent si I'élévation au carré,
Sqo: M" > M?", xi—»Sq"x, est localement nilpotente, autrement dit si pour tout
x il existe un entier n tel que (Sq,)" x est nul.
Le foncteur f: % - % admet un adjoint & droite que 'on note m: F > %.
Soit F un foncteur de #, il n’est pas difficile d’expliciter m(F). On a par exemple:

(m(F))" =Homy(F (n), mF)=Homg (f(F(n)), F)}=Homg(S", F).

(m(F))" désignant le sous-espace des éléments de degré n de m(F) et F(n) le
A-module instable librement engendré par un générateur de degré n. Soit D
le foncteur contravariant de & vers &, défini par:

(DEY(V):=(F(V*)*

ou (—)* désigne le passage au dual dans les espaces vectoriels; si F prend
des valeurs de dimension finie, on peut réécrire I'expression de (m(F))" sous
la forme:

(m(F))"=Homg(DF, DS"y=Homg (DF, S,).

On vérifie que I'application Homg (DF, S,) — Hom 4 (DF, §,,) induite par & cor-
respond a [’¢lévation au carré dans le module instable m(F). On observera enfin
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que l'on a par définition: m(Jg)=H*E, si bien qu’un injectif J; est inchangé
par fom.

Nous sommes maintenant préts pour la démonstration du lemme 0.3.

Soit B une résolution projective de F. Si P est de type fini en chaque degré,
alors DP est une résolution injective de F (observer: DF;=Jg.). On a:

Extl (F, S,u)=H*(Homz (R, S,)= H (m(DR))*") = (H*(m(DR)))*".

11 suffit donc de montrer que H*(m(DR)) est un A-module instable nilpotent
pour k>0. Pour cela, il faut vérifier que f(H*(@m(DR)) est nul. Or, on a:
f(H*(m(DR))) = H*(f om(DR))=H*(DP), qui est bien nul quand k est non nul.

Commentaire. N. Kuhn est quant a lui arrivé & I"énoncé 0.3 en constatant que
colim$,, est 'image par f de l'injectif de Carlsson K(1) (pour une définition
h

de K (1), voir par exemple [L-S, 2.2]).
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