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Soit p un nombre premier impair. Soient H une extension finie non ramifiée
de Q,, W lanneau des entiers de H et ¢ 'endomorphisme de Frobenius de
H; soient H une cloture algébrique de H, H,=H(yp...), H,=UH, la
Z, -extension cyclotomique et G, =Gal(H ,/H). Posons A=Z[G,]. Coleman
[C1] construit un homomorphisme canonique de A-modules de la limite projec-
tive U, des unités des H, dans W[G ] dont le noyau et le conoyau sont isomor-
phes a Z,(1). Ce type de construction est un des ingrédients essentiels de I'une
des constructions de la fonction de Kubota-Leopoldt et de la fonction L p-adique
d’une courbe elliptique & multiplication complexe. Elle permet de la construire
a partir d’un systéme d’unités globales que fournit la nature (unités cyclotomi-
ques, unités elliptiques) et qui se trouve &étre intimement li¢ a la fonction L
de la situation.

Dans ce texte, nous définissons la généralisation de 'homomorphisme de
Coleman pour toute représentation p-adique cristalline V du groupe de Galois
G, de H/H. Expliquons rapidement de quoi il s’agit (toutes les notations seront
de nouveau introduites dans la suite du texte). Soit #; le sous-Q ,-espace vectoriel
de @Q,[X] formé des séries entiéres qui sont o(log(1+ X))) sur le disque unité
(voir 1.1). Notons #,(G )= #,(I') (X) A ou H#,(T) est l'algébre des h(y— 1) pour

Z,|r]
he s, et y un générateur topologique de I'=Gal(H /H(u,)) et H#,(G,) la ré-
union des #,(G ).

Soit ¥ une représentation p-adique cristalline de Gg. On note V(j) le j-iéme
twist 4 la Tate de V. On fixe une famille ¢=((,) de racines p"* !-iémes de 'unité
telles que (8, ={,, {(_;=1, {p*+1. Si T est un réseau de V stable par Gy,
notons Z. (T) la limite projective des H'(H,, T) relativement aux applications
de corestriction. Alors, Z1 (T) est muni d’une structure de A-module de type
fini. Le choix de ¢ permet de définir un isomorphisme Tw5 ,: Z! (T)— Z! (T(j)
donné par xr>x® e®J. D’autre part, soit D(V) le p-module filtré admissible
associé & ¥V sur H. Notons W[T]¥~° le sous-W-module de W[T] formé des
séries formelles f telles que fCA+T)—1)=0. Il est muni d’une unique

{epp
action linéaire et continue de G, telle que (1 + T)=(1 + TP (ou x est le carac-
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tére cyclotomique) qui en fait un W[G,J-module libre de rang 1. On pose
D, (V)=W[T]*~° X D(V). L'opérateur différentiel D= (1 + T)/(d/dT) est inver-
w

sible sur W[T]¥=°. On note 4: 2,,(V)— @ D(V){(1—p - @) D(V) l'application
définie par

A(f®d)=(D"(f)(0)-d modulo(1 —p"- @) D(V)),ez.
Soit expy,.: H,&X) D(V)— H'(H,, V) 'application exponentielle de Bloch-Kato.
H

Théoréme. Il existe une unique famille d’homomorphismes de #, (G ,)-modules
Qv y.n pour h>0 et jeZ

Ho(G0) Q) Do (V ()70 = H(G) R Z (T(GIT ()7
Q, 4

vérifiant

(i) pour j>0 et h> 0, le diagramme suivant est commutatif pour tout entier n

Ho(G0) QP (V()=° — e #,(6.) & Zo, (TGNT ()=

H, @ bV()) ————— H' (H,, V(j)
w (h= 1! expr, vy

ouE, (@) =(p- (6 ® @) "G, — 1) avec (1 — ) G=g (ici ¢ agit de maniére
o-linéaire sur H[T] par (1+ T)"—1 et sur D(V(j)) par ¢ );
(i1) TWEl.V(j)O‘Q;(j)\hO D=— Qi’(j-ﬂ— 1).h+1"

Les @}, qui sont injectifs peuvent étre vus comme une application «période».
On contrdle la dépendance en h. Plus précisément, on montre que si £,=h
—log y/log x(y) ou y est un élément non trivial de I", on a

£ _ &
QV,h+1 _fh' V.h-

D’autre part, on peut calculer la «partie avec log» du déterminant de Qj ,
calculé dans des bases de 4-modules. Malheureusement, je ne sais pas calculer
exactement I'idéal engendre par det{Q25 ,) sauf dans le cas ordinaire ou la partie
difficile avait déja été faite par Coleman. Pour un résumé plus complet sur
les conjectures que ’on fait au par. 3.4, voir [P3].

Donnons quelques applications de ces homomorphismes.

Regardons d’abord le cas de @,(r) ou r est un entier positif. Pour r=1,
Qq,1).1 est P«inverse» de l'isomorphisme de Coleman. Lorsque r>1 et h=r,
le théoréme donne une interprétation du r-iéme twist de I'isomorphisme de
Coleman en termes de la théorie cristalline de Q,(r). Cela nous permet

— de donner une nouvelle démonstration du théoréme de Bloch-Kato calcu-
lant les nombres de Tamagawa locaux de Q,(r) (ce qui peut ainsi se faire sans
utiliser de loi explicite de réciprocite);

— de montrer que toute représentation p-adique, extension de Q, par @,(r)
sur H(y,) ou H est un corps de caractéristique 0 complet pour une valuation
discréte, a corps résiduel parfait k de caractéristique p et non ramifié est cristalline
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(une partie de ce qui a été décrit précédemment est en effet vraie plus générale-
ment pour un tel corps H);

— de démontrer & partir des résultats de Coleman pour r=1 une loi de
réciprocité explicite sur H,, et d’en déduire le résultat de Kato concernant le
lien entre 'application de Coates-Wiles et celle de Fontaine-Messing,

11 est alors tentant d’essayer de généraliser ces lois de réciprocité explicites
en termes de théorie d'Iwasawa & toute représentation p-adique cristalline de
Gy . Nous donnons une conjecture utilisant les homomorphismes Q5 ,.

Cependant l'application fondamentale qui était la motivation de ce travail
est la construction des fonctions I p-adiques. Nous laissons cela pour d’autres
articles ([P4] pour le cas des courbes elliptiques, [P 5] pour le cas général).

Donnons le plan du texte. Dans la premiére partie qui peut n’étre lue qu'au
fur et a mesure des besoins, on a regroupé des rappels sur les fonctions sur
le disque unité, sur linterpolation p-adique, des rappels sur les anneaux B,
et Bgg (qu'on espére nettement suffisants pour la compréhension du texte) et
des résultats de convergence ou d’«intégralité» dans ces anneaux nécessaires
a la construction de 'homomorphisme €. Dans la seconde partie, on construit
des familles de points et on étudie leurs propriétés d’intégralité. Dans la partie 3,
on construit 'application de périodes et on étudie quelques-unes de ces proprié-
tés: calcul du déterminant par exemple, conjectures s’y rapportant, lien avec
les nombres de Tamagawa. On utilise cette application de périodes pour énoncer
la conjecture concernant une loi explicite de réciprocité dans cette situation
tout a fait générale. Dans la partie 4, on traite le cas des représentations @Q,().
Cette partie a €té rédigée de maniére relativement indépendante de la précédente,
au moins dans I’énonceé des résultats.

Dans toute la suite, H est un corps de caracteéristique 0, complet pour une
valuation discréte, a corps résiduel parfait k de caractéristique p et absolument
non ramifié, W I'anneau des entiers de H (qui est aussi 'anneau des vecteurs
de Witt & coefficients dans k), ¢ Thomomorphisme de Frobenius. On note A
une cldture algébrique de H et k son corps résiduel Soient €, le complété
de H et || la valeur absolue de €, normalisée par |p|=p~'. Si K est une extension
algébrique de H contenue dans H on note Gy le groupe de Galois de H/K.

Si V est un Q,-espace vectoriel, on note V*=Homg,(V, Q,). Si M est un
Z,-module de type fini, on pose M*=Homg (M,Z,).
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1 Préliminaires
1.1 Fonctions sur le disque unité

1.1.I Soit B(0,17) la boule unité de €, formée des xeC, tels que |x|<1. Soit
H, le sous-espace de C,[T] formé des éléments de € [’TI[ qui admettent un
développement en série convergent en tout point de B(O 17). Ce sont aussi
les limites de fractions rationnelles n'ayant pas de pbles dans B(0, 17), limites
pour la topologie de la convergence uniforme sur les boules B(0, p)={xeC,
tel que |x| = p} pour p<1. L'espace #'¢, est complet pour cette topologle De
plus, si une suite (f,), converge vers f dans cet espace, elle converge aussi vers
f dans €, [ T] coefficient par coefficient. Pour p <1, on pose

Ifl,= Sup |f(x)l

xeB(0,p)

Le principe du maximum implique que ce maximum est atteint sur {xeC,
tel que |x|=p}.
Si f et g sont deux éléments de S, on dit que f=o0(g) (resp. O(g)) si

Ifllo=0(lfl,)  (resp. [|fl,=0 S,

lorsque p~»17. En particulier, on notera 3 ¢ le sous-ensemble des fonctions
de #g, qui sont o(logh (c’est-a-dire o(log"(1 + T))) Si n est un entier = 1, posons
pa=p V" =1 Onp déduit de

I(og(1 + T)ll,,=p" - p~ P~
qu’une fonction f est o(log")(resp. O(log")) si et seulement si
Tim p="*| f1l,, =0  (resp.Sup(p™"*| f1l,,) < o)
[H).Sif= 3 a, T cela est encore équivalent 4 ce que
n=0

lim n7 % |a,|=0 (resp.Sup(n™" |a,) < o).

n>0
Enfin, il existe des constantes C, et C, strictement positives telles que

Cy-Sup(n™"-|a) SSup(p™""|| f ll,) S C,-Sup(n™"|a,.
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Si K est un corps contenu dans €,, on pose #x=H, "K[T] et #'=Hy,.

1.1.2 On définit un opérateur ¢ continu ¢-semi-linéaire sur #% par
e(f)=f(1+Ty¥-1)

ot f(T)=Y o(a,)-T"si f(T)=3 a, T": cela a un sens dans H[[T] car (1+T)"
—1=p-T+.... La relation |@(/),=1/1,, pour p>p~"*~Y montre que ¢
est 4 valeurs dans J#; ¢t continue. Lorsque p<p~"®~ % on a (i, = I fll4p-

1.1.3 Considérons ensuite I'opérateur ¢ 6~ '-semi-linéaire défini sur H [T par
po(f)=p _IZf 1+1)-1)

ou { parcourt les racines p-iemes de 'unité. Il est bien défini car ¢ admet un
inverse dans H[T]. On vérifie facilement que pour p~ " P<p<1,0ona

@ (N, =l Npp=p- 1S 11,

On en déduit que ¥ est un opérateur continu de #%. On a enfin Yop=1.

1.1.4 Soit H,=H(u,.). Soient G,=Gal(H,/H) et x: Gal(H/H)—> G, —>Z,
le caractére cyclotomique. On note I'=Gal(H/H,). On peut faire agir G,
sur #y de maniére continue par t(f)(T)=f((1+ T)*”—1) (on a clairement

(M= 111,

1.1.5 On définit un opérateur différentiel sur J# par

D(f)=(1+T1)-f(T).

On a donc D(f)(e?—1)=H(Z) o h(Z)=f(e?—1). L’opérateur D vérifie pour
tout entier p-adique a

D(fA+Ty—1)=a- D)1+ Ty —1).

En particulier, D(¢f)=p-@(D(f)) et D(zf)=x()-tD(f). Si f est un ¢élément
de H|[T] et j un entier, posons

4(f)=D(f)(0).

L'utilisation de ces opérateurs remonte a Kummer et a été développée par Coates
et Wiles.
On vérifie facilement les propriétés suivantes:
(D) () 4,(f) est le coefficient de Z/ dans le développement de f(e —1);
() Sij<p ot si f est un élément de W[T], () 4;(f) appartient 4 W,
(iii) 4;(@(N)=p"-4;(f), 4;(x(fN)=x(z)- 4;(f) pour IEGwa
(iv) A ;logi(1+T))=0si z=i=] etjlsii=j.

1.1.6 Le noyau W[T]¥=° de ¢ sur W[T] est un W-module stable par G,
et par D.

Lemme. (i) Laction de G, sur le W-module W[ T]¥=° en fait un W[G ,]-module
compact libre de rang 1 dont une base est 1 +T.
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(i) D est un isomorphisme de W-modules de W[T|¥~° sur lui-méme vérifiant
D(zf)=y(x)-D(f).

La démonstration se trouve dans [P1]. L’action de W[G,] sur (1 + T) prolonge
de maniére continue 'action de W[G ] donnée par

(Z an'V")'(1+T)=Zan.(1+’]’)x(7)"

pour 7y générateur topologique de G_. Pour montrer (ii), on remarque que
Dh(y—1)-(1+T)=h(x(y)-y—1)-(1+ T)yet que h(y — ) h(x(y)-y— 1) est un iso-
morphisme de W[G,,] sur lui-méme.

Si geW[T]*"° on note Mel(g) l'unique élément de W[G,] tel que
Mel(g)-(1+T)=g.
1.2 Interpolation

1.2.1 Posons o,(X)=(1+XyF"~1. Soit p<1 et t un entier tel que p<p,
=p P11 On a alors |w,l,<llwl, p~ ™" pour mzt. En particulier,
ona {jw,ll,<p™ ™ C, avec par exemple C,=p".

Soit u un générateur de 1+ pZ,,. Si r est un entier = 1, on pose

r—1
Q. (X)=]] wp - (1+X)-1).

j=o0
Si P est un polynoéme, on pose ||P| = [|P||;. On a le lemme suivant [AV].

Lemme. Soit F, une suite de polyndmes de C,[X]. On suppose qu’il existe un
entier r tel que

(i) "}gr; lp"™ Bl =0
(i) B,.+,—B,=0modulo Q, (X) C,[X].
Alors, la suite B, converge vers un élément de #, g . Si lim g™ B, =0 pour

r'<r, la limite f ne dépend que des F, modulo Q,, ... Enfin, f est 'unique élément
de #; ¢, vérifiant pour tout m

f=F,modulo 2, .(X)C,[X].

Démonstration. Dans ce qui suit, ¢(m) désigne une suite tendant vers O lorsque
m— co. Le polynéme €, , étant unitaire, on a

Bvi—B=2, ,(X)-R, avec [R,|=Sup(|E.l, 1B+ )=e(m)-p™

Soit p un réel vérifiant |1 —uf|<p<1 pour tout j compris entre 0 et r—1 et
soit ¢ un entier tel que p<p~ 77 "®=1 On déduit de la majoration |, I,
<C,-p~™" (avec par exemple C,<p"") que, pour m>t,

”Pm+ 1 —Pm“pég(m)'pr.m “Qm,r“pécp'g(m)

et que |B,,; —PF,l, tend vers O lorsque m—» co. La suite P, converge vers un
elément f de Hg,. Si lim lp”™ B, =0 pour ¥ <r, la limite ne dépend que
m-
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des polynémes P, de degré r'-p™ congrus & F, modulo @, ,.(X). En effet, on
montre comme précédemment que £, — F, tend vers 0 dans ¢ lorsque m — cc.
Montrons que lim [|p""-f |, =0. On a pour m2n,

1Bs 1 = Ballp, Se(m)- p ™ Q0 N, SEkm)-p" ™ =" 1Q, L, Selm)-p™

Drautre part, on a ||B|, <e(n)-p~” On en déduit que |p”"-f|,, tend vers 0
lorsque n — co. L’unicité de f vient de ce que les éléments de #; ¢, sont caractéri-
sés par leur valeur sur #/{—1 pour j=0,...,r—1 et { racine p"-iéme de I'unité
pour tout entier n ([AV], voir aussi le lemme 1.3.1).

1.2.2 Lemme. Soit pour tout entier positif j<r une suite de polynémes Q,, (X)
vérifiant

@ lm [|p"™Q, jll =0 pour j<r;

(i) Qum+1.j—Cm ;=0 modulo w, (X) €C,[X] pour tout m et pour j<r;

i tim (| 3 174 () Quate 401
me k=0

@

)=0 pour j<r.

Alors, les polyndmes F, de C,[X] de degré <r.p™ tels que pour tout 0=<j<r
on ait

P.(X)=0, ;(u"(1+X)—1)modulo w,(u /(1 +X)—1),

vérifient les hypothéses du lemme 1.2.1. Autrement dit, il existe un unique élément
fde #, ¢, tel que

=0, {(u”(1+X)—1)modulo w,(u"(1+X)—1)

pour tout m et pour tout j=0, ...,r—1.

Démonstration. 11 est clair que I'on a F,,,—F,=0 modulo @, (X) C,[X]. 1l
reste & montrer que 'on a lim ||p™™. P, | =0. Pour cela, on utilise les techniques

de [AV, H]. Rappelons-en les étapes. On se donne r polyndmes @, ..., 0,
de degré <p™ et on note P l'unique polynéme de degré <r-p™ tel que P(X)
=Q;(u - (14+X)— 1) modulo w,(u /(1 + X)—1). Il sagit de comparer la norme
de P a celles des

i

B0= X (=175 () Q14301

k=0

r—1
pour 0<i<r. Posons H(Z, X)= Y 8,(X)- (%) On a alors:
i=0

H(j, X)=Q;(u™/-(14+X)~1) pourtoutentier 0<j<r.

Soit d’autre part 'unique polynéme S en Yet X de degré <r en Y et de degré
<p™en X tel que S(/'""—1, X)=0Q;(u"’-(1+ X)—1). On vérifie facilement que
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r—1

P(X)=S(1+XF"—1,X) et |P|=]S|. Ecrivons S= )  S,(X)-Y* On a donc
k=0
S P"—1, X)=H(j, X). On a pour tout réel a avec |u?" —1j<a<p Y~

Sup (IS, (X) o*)<C- Sup ([8:(X)Il o/ [u?" —1]))

Osk<r o=si<r

ou C ainsi que les constantes C’, C" qui suivent ne dépendent que de o [AV,
proposition IV.4]. On en déduit que |P|<C’- Sup (lp~ ™ - 6{X)|). En appli-
o<i<r

quant cela aux polyndémes Q; ,, de 'énoncé, on en déduit que

Ip™ " Bl £C”- Sup ([p™*~"-8,(X)1I),

osi<r

ce qui tend vers 0 lorsque m — 0.

Si le degré de B, (resp. Q; ,) est strictement inférieur a r-p™ (resp. p"), F,
(resp. Q;, ,,,(u J.(14+X)—1)) est le polyndme d’interpolation de f modulo Qm,
(resp. w,,(u"7(1 4+ X)—1)). Par un argument analogue, on peut montrer que réci-
proquement, si fe#, ¢, , ses polynomes d'interpolation modulo @, , (resp.
modulo ,,(u"/(1+X)—=1)) vérifient les conditions du lemme 1.2.1 (resp. du
lemme 1.2.2) [AV, H].

1.2.3 Notons #, ¢ (I') T'algébre des h(y—1) avec he#, ¢, et y un générateur
topologlque de I'. Elle contient A r=2Z,]I']. Posons comme dans I'introduction
H, ¢, (G)=H, CP(I“)@A On définit un homomorphisme

H,q, (Gw)®l (1+7= @Z [T]=°—

prolongeant I'application

ZINRZ,(1+T)>Z,[T]*"°

définie en 1.1.6, de la maniére qui suit (voir 1.2.4 pour son interprétation en
termes de transformée de Mellin). 11 suffit de le faire pour Fe#] ¢ (I). Soit
donc F=f(y—1) avec feH#, ¢, et soit B,(f) le polyndbme d’interpolation de
fmodulo Q,, , comme en 1.2.1.

Lemme. La limite de B,(f)(y—1)-(1+ T)e@,[T] existe dans H¢, et ne dépend
que de f et non der. On la note f(y—1)-(1+ T). On a les propriétés suivantes

Y Di(fy—1)-(A+T)=f (Y -y—1D-(1+T);

(ii) pour tout caractére n de I d’ordre fini d'ordre p™, on a en posant
g(M=f~1)-(1+T)

G LOm(fo-)= ¥ n@ 'gl)-1)

teGal(Hm/Ho)
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ou { est une racine de l'unité d’'ordre p™* ' et

G L0= Y @

teGal{H,,/Hp)

Démonstration. 11 s’agit de montrer que B, (/)(y—1)-(1+T)—E,(N(y—1)-(1
+T) tend vers 0 dans #g, lorsque m— oo, c’est-a-dire que si p est un réel
infrieur a 1, |1F, (NHy—-1)-0+T)~R(y~1)-(1+T)|,~0. On a B,.(f)
—P.(f)=R,-Q,, avec lim ||p"™R,| =0 ([A, lemme 2.5.5], continuité de la

division euclidienne par un polynéme unitaire). D’autre part, écrivons Q,, (X)
=Y . [(1+X)*P"—1] (avec g, entier). On a alors avec u=y(y),
k

Qo lp—1)-(L+ T)=< 3 (2 g (“k"’;‘ 1)) . Tf) (1+T)

=2 Qe 7" = 1) D ) T -(1+T)
>0 k

avec les 4y, ; entiers. On en déduit que

12, (7 1)- (1 + T, = Sup(p/ 1) - (Suplay - (u* 7" — 1))
j k

J

<Sup(/ il 1@l -1

J
Onadonc [[p™™ ", . (y—1)-(1+T)||,=C,. On en déduit facilement que
[Rn(y—1)- 2, ,(y—1)- 0+ TH, = C,- Ip" ™ Ryl = 0

et que la suite des B, (f)(y—1)-(1+ T) converge. Notons f(y—1)-(1 + T) sa limite.
Elle ne dépend pas de r: en effet si F,,(f) est le polyndme d’interpolation
de f modulo Q,,, avec ¥>r, on a P, .(f)—EB,(f)=8,-8,, avec toujours
lim {|p”™-S,|l=0 et donc

lim B, . (f)y=1-(1+T)= lim E(f)(y—1)-(1+T).

Montrons que f(y—1)-(1+7) appartient & #, ¢ . Par passage 4 la limite on
a

1=+ T =B (N —D-A+ DI, 2C,- I "Rl 2 Cpllp" ™ By (NIl

En remplagant p par p, et en utilisant le fait que C, <p™”, on en déduit
que

™" f (r=1)-(1+ D, = Sup(ilp"™- () —D-(A+ T, [p"™ B

ce qui tend vers 0 lorsque m — 0.

Remarquons que 'on peut en fait définir f(y—1)-(1 + T) & partir des polynd-
mes d’interpolation de f modulo un produit de w,,(#/-(1+ X)—1) pour r valeurs
distinctes de j.
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Montrons (i). Si Q est un polyndme, on vérifie facilement que D/(Q(y—1)-
(1+T)=0Q (@ y—1)-(1+T) (avec toujours u=y(y). On en déduit que

D(fy—1-(1+T)= lim BN -y=1)-(1+T).

Comme B,(f)(t-(1+ X)) est un polynéme d’interpolation de f-1+x)—1)
modulo Q,, (- (14 X)—1),ona D/(f(y—1)-(1+ T)=f /-y—1)-(L + T). D’ou (i).
Montrons (ii). On a

=10+ D)=E,(f)y—1)-(1 + T)modulo w,,, 1 (T),
puisque

On(r=1)-1+T=(1+T)-(1+T)*" ~'—1)=0modulo w,,.(T)
avecu=y(y). Ona

2 nTlg@-bH= Y n@ BN DQ)

te Gal(H,,/Hp) teGal(Hm/Ho)
Ecrivons P,(f)=) a,(1+ X). On obtient
Y n@ te@-D=Ye- Y @ 090

teGal(H,,/Ho) teGal(H,,/Ho)
=2a @) Y n@ @)
1eGal(H,n/Ho)
=G LOnENG-1)=G" L) n(fy—1)
d’ou (ii).
1.2.4 On définit ainsi un homomorphisme de A-modules

H.0,(C)QZ,(1+T) > H, ¢,
z

P

Montrons qu'il est injectif. Soit f un élément de # ¢ (I') tel que f(y—1)-(1
+ T)=0. On déduit du lemme 1.2.3 que f(«'-y—1)-(1+ T)=0 pour tout entier
Jj puis que pour tout caractere d’ordre fini 4, n{f (' -y—1))=0. Donc f est nul.

1.2.5 Ce qui précéde est bien connu et s'interpréte en termes de distributions
d’ordre <r ou r-admissible. Bien que 'on n’en ait pas besoin dans la suite,
indiquons cette interprétation. Rappelons d’abord le cas des mesures. Si G est
un groupe profini, notons Mes(G, €,) le Q,-espace vectoriel des mesures sur
G a valeurs dans C,. Il existe un isomorphisme canonique de @, -espaces vecto-
riels entre Mes(Z,,, €,) et Z,[ T](X) €, donné par la formule

z,

e B(T)= | (14 T du()

z,

On note gy, I'application réciproque. La signification de I'opérateur ¢ est
dans ce contexte la suivante:

Lemme. Une mesure p sur Z, a valeurs dans €, est a support dans Z;, si et
seulement si y(F)=0.
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Démonstration. 1l s’agit de montrer que la mesure restriction de p a pZ, est
nulle, c’est-a-~dire que j (1+T) du(e)=0. Or, on a

rZ,
O=p-@-y(B)D)= ) | -(1+Tydu()
p=117Z,
= (Y 0+Trdp@=p- | (1+TVdu(@).
Z, (p=1 pZ,

On déduit du lemme et de 1.1.6 que si u est a support dans Z,, on peut
écrire B(T)=f,-(1+T) ou f,=Mel(F)eA. La transformée de Mellin L, de u
est définie classiquement de la maniere suivante: si # est un caractére continu
de G, dans €, on pose

L.m= jn wedC,,

ou y*(p) est la mesure sur G, transformée de p par le caractére cyclotomique
1:Go—oZ, (ie.ona

§onG(g)-dy*(w= jn
G

On vérifiera en 1.2.7 (dans un cas plus général) que Ton a L,(n)=n(f,)
=n{Mel(E)).

1.2.6 Lorsque r>0, soit %, le C,-espace vectoriel des fonctions sur B(0, 1) qui
sont localement égales 4 un polynéme de degré <r. Une distribution u sur
Z,; d’ordre <r est une forme linéaire sur % telle

lim Sup(p" " | (x—afdu)=0

n—r o ael; a+pnZ,

pour tout entier j avec 0<j<r. Notons &, I'ensemble des distributions d’ordre
<rsur Z, . La donnée d’une distribution d’ordre <r est équivalente a la donnée
de r distributions p; avec 0<j <r (c’est-a-dire de r formes linéaires sur les fonc-
tions localement constantes) vérifiant la condition

o 3 (e (o

0=ksj a+prZ,

lim Sup

o x
oo neZp

le lien étant donné par | du;= [ x/-dp pour tout ouvert U de Z3. Il est
U U

montré [MTT, V] quune telle distribution se prolonge de maniére unique a
I'espace des fonctions sur B(0, 1) ayant localement en tout point de B(0, 1) un
développement en série entiére convergent. On peut donc alors associer a une
distribution d’ordre <r deux fonctions: la premicre fonction est sa transformée
de Mellin. Vu comme fonction sur 'espace analytique des caractéres de G,
a valeurs dans €, , c’est

Lyngy= | n( ' x)-xi-dp(x)= [ n(g)- £/(g)- x*(dw)(g).

Z; G
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On montre [AV, V, MTT] qu’il existe un unique €lément f, de ] ¢, (G,,) telle
que L (&)=E&(f,(y—1)) pour tout caractére ¢ de G, a valeurs dans €. La
deuxiéme fonction est

&l | 1+ dut= 3 {  (7)-duto) e,
Z; nz0 \Z;
1.2.7. Proposition. Lapplication u—f, est un isomorphisme de 9, sur #; ¢ (G ).
Lapplication pr—g, est un isomorphisme de 9, sur (#, ¢, y=o. Lapphcatzon de
Hy.c,(Gy) sur (#. ¢, Y=O qui s’en déduit est lappllcatton construite en 1.2.4 et
est un isomorphisme.

Démonstration. On montre successivement que
(i) f»—»f(y— 1)-(1+ T) est un isomorphisme de % ¢, (G,,) sur (:}ﬁ@p)“’zo;
(i) si ge(s#; ¢,)¥” O et si, pour 0<j<r, on définit

e, p)y=p~" 3 (T DI(g)(L 1)

g

ou { parcourt les racines p"-iémes de I'unité, u; est une distribution sur Z;
et u définie par j x-dp= j d u; est une distribution d’ordre <r telle que g,‘(T)

=g(T), ce qui 1mp11que la b1]ect1v1te de l'application ui—g,;
(iii) f(y—1)-(1+ T)=g,(T).

La proposition s’en déduit.

Montrons (i). Soit ge(J{;,CP)“’:O. Ecrivons g=R,,+®,,+,-h, ou deg(R,)
<p™*tl. Comme Y (w4 M=, ¥(h,) et que Y(R,) est de degré <p™, la
condition ¥ (g)=0 implique que ¥(R,)=0. On en déduit que R, appartient
a €,[y—1]-(1+T). Plus précisément notons Q,, , le polynéme de degrée <p™
tel que g(T)=R,(T)=Q,.o(y—1)-(1+ T) modulo w, . ,(T). De méme, notons
On,; le polyndme de degré <p™ tel que D/(gT)=0,, ;(y—1)-(1 + T) modulo
®y+1(T). Notons B, le polynéme de degré <r-p™ tel que

Po(X)= 0, (4™ -(1+ X)— 1) modulo w,,(u~7-(1+ X)—1).

Montrons que B, converge vers un élément f de ¢, . Il sagit de vérifier
la condition (i) de 1.2.1. On a

Di(g)(T)=F,(w -y~ 1)-(1+ T)=D/(F,(y~1)-(1 + T)) modulo &, (T).

On en déduit que g=EB,(y—1)-(1+ T) modulo w,,,,(TY. Si T, est le polynéme
d’interpolation de g modulo w,,,(T), on a donc B,(y—1)-(1+ T)=T,, modulo
W+ 1 (TY. Comme le degré de B, est strictement inférieur a p™-r, on en déduit
facilement que

1B =BGy —1)-(1 + ) = Tl
On a d’autre part

(e 1P " Tl S 1P Tl S P78,
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lorsque m— 0. Comme (p,)”" est indépendant de m, on en déduit que
lim [[p™"-B,|=0. Donc F, converge vers un élément f de #,.¢,. On a alors
m-—

Di(fly—1)-(1+ T)=f (' -y—1)-(1+ T)=D'(g(T)) modulo @, ((T)

pour tout m et tout 0=<j<r. D’ou l'egalite f(y—1)-(14+ T)=g(T).

Montrons (ii). On vérifie facilement que y; ainsi défini est une distribution
sur Z,. Le fait que y(g)=0 implique comme en 1.2.5 quelle est a support
dans Z, . Il reste & vérifier que

lim pr=i. Y (Q'(—a)" [ dw=0.
mze 0Sksj Bia,pm)

Un calcul facile montre que

> (ot 1 oammpryre ¥ () e

0=k=j Ba,p"™) 0sksj

ou g,(T)=g((14+ 7 —1), ou b est I'inverse de a dans Z, et ou { parcourt les
racines p"-iémes de I'unité. On a alors

_§C~p('_j)"‘

on

> (i) -ar 1 ans

0sksj B(a,pm)

> (= 10-(})- e

0=<ksj

ou C est une constante.

Montrons (iii). Ecrivons g,(T)=f(y—1)-(1+T) avec fe #, ¢,. Pour montrer
que f,=f, il suffit de montrer que n(f(u™/y—1)=n(f, " y—l)) pour 0<j<r
et n caractére d’ordre fini. Faisons le calcul pour j =0, le calcul pour j quelconque
étant le méme en remplagant p, par p; et g par D/(g). Soit n un caractére
d’ordre p™ de I et 7 le caractére de Z,° déduit de n: fj=noy '.Ona

nf—D)=[i-duo= 3 7@ pola,p™=...

amod pm
GMm L) Y )T g1
bmod pm
=G L) X A gl-1).
bmod p™m

On vérifie alors facilement que si P est un polyndéme, P(X)=) a,-(1+ XY, ona

Y AT Pe-D-= Y Ak Ya- v

bmod pm bmod p™
L) Y a i) =G L)Y g n() =G, L) n(P(y—1).

On en déduit que n(f,(y—1)=n(f(y—1)), ce qui termine la démonstration de
(iii).
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1.3 Divisibilité de fonctions de #, ¢, par log(1+X)

Dans la suite, si f€ #,, on note @, ;(/)u~/(1 +X)— I) le polyndme d’interpola-
tion de f modulo w,, (" /(1+ X)—1): on a donc f (- {—1)=0,, ;(/ N —1) pour
toute racine p™-iéme de Punité {.

1.3.1 Le lemme suivant m’a été indiqué par D. Barsky. Rappelons que pour
|| <p! VP~V y4* a un sens.

Lemme. Soit fe#, ¢, avec r2 1. Supposons qu'il existe acC, avec |o| <p' ~H*~ Y
tel que f(W*-{—1)=0 pour toute racine de l'unité { d’ordre une puissance de
p. Alors il existe un élément g de #;_, ¢, tel que

f=(a—log(1+X)/log(u))-g
et on a pour tout entier j
O j(N)=(0=))-Cm,;(8)-
Remarque. On utilisera ce lemme essentiellement dans le cas ou « est un entier
k. La condition est alors équivalente & ce que Q,, ,(f)=0 pour tout entier m.

Démonstration. On se rameéne d’abord au cas ot a=0. Soit @,(X)=w,,(X)/p™
Soit p un réel avec p,<p<1. Par le théoréme de continuité de la division
euclidienne [A, lemme 4.4.2], it existe un unique couple (g,,, R,) avec R, un
polynéme de degré <p™ et g, une série entiére convergente sur B(0,17) tel
que

J=8m Op+ Ry (Rl , = 1S 5 18l S 11/ I Dl -

Comme f ({ —1)=0 pour toute racine { d’ordre une puissance de p, les polyndmes
R,, sont identiquement nuls. Montrons que la suite des g,, converge dans #,.
Ona

0=gm+1 '®m+1 _gm'd)ngm+l '((bm+] _d)m)_i'(bm'(gm-#l -gm)
Pour m tel que p<p,,, on a |gu+1l,<C* | f,. On a d’autre part lim D+ 1
—®,=0 et |@,ll, reste borné lorsque m— co. On en déduit que l1m Hgm+1
—&ml,=0. Posons g=—log(u)- llm 2. Comme log(1+ X)= hm wm(X) on a
bien
f=—log(1+X) g/log(u).

Il est alors clair que si fe#, ¢, avec r21, on a ge#,_, ¢, et que pour tout
jsona @y ;(f)=—j Qn;lg)

1.3.2. Lemme. Soient fe ] ¢, et ge#, ¢, avec s<r. On suppose qu’il existe
un polyndme q(X) tel que

O (=490 Qm.;(8)
pour j assez grand (une infinité de j). Alors, on a
S=4q(log(1+ X)/log(u))- 8.

De plus, Q,, 1(f =q(j): Qm, j(8) pour tout entier j et le degré du polyndme q est
égal ar—s sirets ont été choisis minimaux.



Théorie d’ITwasawa des représentations p-adiques sur un corps local 95

Démonstration. La fonction G=¢q(log(1 +X)/log(u)}-g appartient a ¥, ¢, avec
r'=s+deg(g) et on a Q,, ;(G)=4q(j)-Q,. (g pour tout entier j. Donc, @, ;(G)
=Q,.;(f) pour une infinité de j et donc pour au moins Sup(r,r) valeurs de
j. On en déduit que G=/. Le lemme s’en déduit.

1.3.3. Lemme. Soit fe, ¢, . Il existe un entier s>0 minimal et ge #, ¢, (unique
a une constante multiplicative prés) tels que, pour j assez grand

Qm,j(f) = )‘j' Qm,j(g)
avec ;€ C,. De plus, pour tout j, (Q,, (g), est non identiquement nul.

Démonstration. L’existence de g est claire. Montrons-en 'unicité. Remarquons
d’abord que les Z; sont nuls sauf peut-étre pour un nombre fini. Soient g,

et g, deux telles fonctions: Q,, (N)=2;-Q,.;(g)) et O, ;(/)=1;-Q,, ;(g2)- 1l existe
un entier j, tel que 4;,%0 et u;,#0. Alors, 4; -g,—u;,-g, vérifie les conditions
du lemme 1.3.1 pour x=j, et on a

Ajor 82 Hjy &1 =(jo —log(1+ X)/log(u))-g
avec ge #, . ¢,- De plus, pour j>0, on a encore
O, i (@)= +jo) Cm,i(Ajs 82— tjo 8V =0 +Jo) (Ajof 1= Kjo/A)) Q. ; (S ):

La condition de minimalité implique que g=0. D’ou l'unicité a constante preés.
S’il existait un entier j tel que (Q,, ;(8)),,=0, on aurait une contradiction avec
la minimalité de g d’aprés le lemme 1.3.1.

1.3.4 Lemme. Soit J = [f,, ..., ji] un sous-ensemble de N ayant r éléments. Il
existe des constantes absolues a; ;, pour jeJ, keZ telles que, pour tout fe #; ¢,
on ait

f(u"C—l)= lim ZO‘J,j.k'Qm,j(f)(ukvj'é’—1)

m-— o« jed

pour tout entier k et toute racine { d’ordre une puissance de p.
Démonstration. Montrons-le pour J = {0, ..., r} et k = r + 1. L'égalité

r+1

lim (=Y (— 1y -(’j‘)va,,»(fnu'“'f-(l+X>—1)||)=o

m— oo ji=0

est encore vraie. Comme pour m>0, on a f(W*'(—1)=0Q,, {f){—1), on en
deéduit que

f@*'—1)= lim Z(-1)”-(’71)-Qm,,~(f)(u'“’f~(1+X)-1).

m—ao j=0

Le cas général s'en déduit.

1.3.5. Remarque. Soit (4)); une suite d’¢léments de €,. Il existe un élément f
de #; ¢, tel que Q,, ;(f)=4; pour j suffisamment grand si et sculement §'il existe
un polyndme q de degré <r tel que ¢(j)=/;. En effet, I'existence de f est équiva-
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j -

lente 4 ce que Y. (-~ 1)“’“(;{) - A=0 pour j=r, ce qui est équivalent a P'existence
k=0

d’un polynéme g de degre <r tel g(j)=4;.

1.4 Rappels sur B,

1.4.1 Rappelons briévement la définition des anneaux R, A= WP*(R), B},
Bcrls’ BdR ([F Bu] )

Soit O, l'anneau des entiers de €,,. L’anneau R est défini comme I'ensemble
des suites x=(x"), . d’¢léments X de Og, vérifiant x"* Y7 =x" muni des
lois d’addition et de multiplication définies par

EPP=xPy™ et (x+y)®= lim (x4 yir+ e,

m— oo

Muni de la valuation vgx(x)=v(x') ol v est la valuation de O¢, normalisée
par v(p)=1, R est un anneau de valuation complet et de caractéristique p. On
munit anneau des vecteurs de Witt W(R) a coefficients dans R de la topologie
p-adique naturelle. Soit § 'homomorphisme W(R) - O, défini par

0((x07 ey Xy "')=zpn'x$ln)'

Son noyau est principal. Soit ¢ un générateur. On définit alors A_;,= WPF(R)
comme le séparé complété du W(R)-sous-module de W(R)[p~ '] engendré par
W(R) et par les y,(&)=&"/n! pour n=0. 11 contient W(k). Rappelons que I'on
démontre que si Wi (R)={(x,),.n€W(R) tel que vg(xo)=1}, il est aussi égal a
ker 8+p-W(R) et que si xe W;(R), y,{x)=x"/n! appartient & A_,,. Si [a] est
le représentant de Teichmiiller de weR avec '@ =1et a'V %1,

t=log([a])=3.(— 1" -([a]—1)"/n

est un élément de A, vérifiant gt—x(g) t si x est le caractére cyclotomique.

On pose Bcns cris [1/1)] et Bcris cns [t‘ 1]
On pose Fil" W(R)=(ker )™. On définit B comme la limite projective des

W(R)[p~"]/Fil"W(R)[p~'] et on le munit de la topologie de la limite projective
avec la topologie p-adique sur les quotients. Il contient H. Si 'on pose W,,(R)
=W, (R)", un systéme fondamental de voisinages de 0 est donné par les

W,,(R)+Fil"* ' W(R)[p~ 1]
=p"W(R)+p™ ' Fil' W(R)+ ...+ Fil" W(R) + Fil"* L W(R)[p~ !].

On montre que B, est contenu dans BJy. On vérifie que W,.,(R) est contenu
dans p™A.,; (on a en effet

W,(R)= ¥ pr~i-FilW(R);

osjsp

si xeFil' W(R), y,(x) appartient & A, donc p? 4 -FiEW(R)<=p® 7 j! A
cpAgis- On en déduit que W, (R) est contenu dans pA,; et donc que W,.,(R)
= VVp(R)m Cpm Acris)'

L’homomorphisme 6 s'étend a4 Bjz. Son noyau est alors égal a tBjz. On
pose enfin Byy= B[t '] et Fil"By=t"Bjz pour m entier positif ou négatif.
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On note Fil" B, (resp. Fil™" 4_,,) la filtration induite sur B, (resp. sur A.;).
En fait, Fil" A_;, est aussi Vadhérence de Fil" W(R)=(ker §)" dans A.-
On a les isomorphismes

BdR/Fll " BdR x~ Bcris/Film Bcris
Fil™ By /Fil"* 1 By = Fil" B, /Fil"* ! B, ~ €, "~ T, (m).

Enfin, 'homomorphisme de Frobenius ¢ défini sur R par ¢(x)=x? s’étend a
W(R) puis a A, et 2 B, en un homomorphisme g-lin€aire.

1.5 Quelques morphismes de spécialisation a valeurs dans B,

Rappelons que H est un corps de caractéristique 0, complet pour une valuation
discréte, a corps résiduel parfait k de caractéristique p et absolument non ramifié;
on pose Ho=H (p,} et H,=H (itpn-1).

1.5.1 Soit W*(R) le groupe des éléments x de W(R) tels que vg(xq—1)>0.
Nous sommes tout particuliérement intéressés par la famille d’é¢léments de
W™ (R) suivants. Soit £=({,),>, un systéme de racines de 'unit¢ telles que {,
soit une racine de I'unité d’ordre p et {7, ,={,. On note f,=¢ "(c) I'élément
de R défini par (B, )™ =, .. et B,=[B.]=¢ "([£]) son représentant de Teichmii-
ller dans W(R). On vérifie facilement que vg((8,)o—1)=1/(p—1)p" et donc que
B, appartient a W™ (R). On pose t=log(f_,)".
152 Sifes#, yavec f(T)= 2 a,, T™, on pose C,(f)=Sup(la,l/m).

mz0 m
Proposition. (i) [F1] Soit f un élément de Hy (resp. H#y). Alors, si x est un
élément de W (R), f(x—1) converge dans B, (resp. Bjz). Lapplication ainsi
définie de W*(R) dans B}, (resp. Biy) est continue. Si x est un élément de
W*(R), ’homomorphisme fi—f (x— 1) est continu.
(i) Soit r un entier 2 1. Il existe une constante C telle que, si [ est un élément
de Hy qui est O(log"), on a pour tout entier n20

P("+ b f(ﬁn - 1)€ C- Cr(f) Acris
avec |C,(M S CAf).
(iii) Si fe WTT, f(B,—1) appartient d A,

Démonstration. L’élément f de 5 admet undéveloppementensérie f(T)= Y a,- T"
nz0

ou |a,|-p"—0 pour tout p<1 et a,e6H. D’autre part, si x est un élément de

W™ (R), posons x=1+y. Il existe un entier r tel que z=y" appartient a W,(R)

= W,(R)? (on rappelle que W, (R)=Fil' W{R)+ pW(R)). Si n=q(n)-r+r(n) avec

0<r(ny<r,ona

a,: (X - 1)" =dy,- yr(") zq(mea W, 4(")(R) <a, pq(")Agrn
Mais on a
Ian . pqm)‘ = Ian‘ : pl i

ce qui tend vers 0 lorsque n— oo. Donc la série Y. a,-(x—1)" converge dans
B}, n>0

cris*

! Remarquons qu’avec ces conventions, le [¢] de J.-M. Fontainc est £, =(f,)”
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Montrons maintenant la continuité de I'application f de W*(R) dans BZ,..

Soit s un entier positif et soit & un élément de W,.,(R): alors x+he W™ (R).
Ona

Gy [e—1+hy —(c=1yTe ¥ ap™i* e d,
1<jgn

ou g{n—j) a toujours la méme signification. On a pour 1 <j<n

v(a)+m-j+qm—j)zv(a)+m-j—1+n—j/r
zv(a)+n/r+(m—1/r)j—1 Zv(a,)+n/r+m—2.
I existe un entier N tel que si n= N, on a v(a,)+n/r=2 et dans ce cas
a,-[(x—1+hy—(x—1)"Jep® A, pour mz=s.
On prend de plus m=M= Sup (—v{a,)—n/r+2+s) et pour tout n et tout
1Zn=N

mz=Sup(s, M), on a alors a,-[(x— 1+ h)"—(x—1)"Jep® 4., ce qui démontre la
continuité de f sur W*(R).

Montrons la continuité de f+ f (x — 1) et (ii). On reprend pour cela la démon-

stration de (i) en notant r(x) l'entier r tel que (x—1)" appartient a W,(R). Si
C(x)=Sup(ja,p~ ' *""™)), on a donc pour un C(x) tel que |C(x)| < C(x)

f(xA 1)€C(x)'Acris'

On a d’autre part C(x)<p-|f], dés que 1>p>p~ ' ™. D’ou la continuité de
frf(x). Supposons maintenant que f est O(log"). Alors, C,(f)=Sup(ja,l/n")
existeeton a !

C(x)<p-C.(f)-Sup(np™"r™).

On vérifie alors facilement que C(x)< C;-C,(f)-r(x) ou C, ne dépend que de r.

Calculons maintenant r(f,): un élément (ug,u,,...,u,, ...) de W(R) appar-

tient 4 W, (R) si et seulement si vy(up)=1 ie. si et seulement si |ud|<p L

Or [(B,~ 1)) =p~! si et seulement si [(B,)®—1"<p~!. En remarquant que
I(B) O —1|<p~ "¢~ 17" on en déduit que

r(B)=(p-1)-p"""
convient. L’assertion (ii) s’en déduit. Quant & la propriété (iii), elle est claire.
1.5.3 Deéfinissons les deux homomorphismes de spécialisation suivants
Pn: Hy—H,
Pr.ceis: Hy— Fil® B,
par p,(f) =1 (Ca—1) et pycris(f) =/ (B,— 1) pour fe#y.

Posons d’autre part pour fesfy,

n-1
()= Y, (= 1)) D(f)(log(1+ 1))
i=0
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On définit ainsi un opérateur #, de #y dans lui-méme. Comme logp,
=p ®*D.t ona

-1
Prceis(Pn(f)= Y, (1)@ - p~ " DEDI(f)(B,— 1)
i=0

Comme 0(1)=0, on a 0(py, crss (24 (/) = pa(f)-
Proposition. Soit f un élément de ;. Alors,

(i) P, cris(Zn(f)— pu(f)EFil" Byg;

(1) n,eris (@SN Fil* By si et seulement si p,(f)=0.

Démonstration. L’assertion (ii) se déduit de (i). Pour (i), il s’agit de montrer que

h—1

2P (=) T DB D f (L= 1)

i=0
appartient a Fil* Byz. On a la formule?

znzﬁn.exp(ﬁt/p"*'l).

En effet, la puissance p"*!-iéme des deux membres est égale a 1 et les deux
membres ont méme image par 0. Posons g(Z)=f(f,-¢?—1). Pour ZeFil' By,
on a alors

h—1

Y g0 Zi) -g(2)=2"-k(Z)

i=0

ou k(Z) appartient & Bjz. On remarque que g®(0)=D!(f)(B,—1) et on applique
la formule précédente 4 Z= —t/p"**. On en déduit que

=1
Y DB =1 (—=t/p" @)~ f (L= D=(=t/p" )V k(—t/p"* )
i=0

i

et la proposition.

1.5.4 Lemme. Soit fe #y. Alors on a les formules

(i) Prrr(@(f)=p,(fTpour nz —1
p-1(o(MN=p-1(f°)
(i) p-pn(lp(f"))=Tan , ,/H,.(Pn+ ()

po W N=Tryguulpe(SN+p - (f)

% qui m’a été révélée par P. Colmez
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Démonstration. L’assertion (i) est claire. Pour (ii), il s’agit de montrer que

Py (N, — 1)=Tr1i,.+ 1/H,l(f(§n+ 1—1) pournz0
Py f O =Trygyn(f(Co—1)+f(0),

ce qui se fait facilement (cf. [P1, lemme 1.4]).

2 Etude locale des «points» d’une représentation p-adique
et Z -extension cyclotomique

2.1 Rappels

2.1.1 Soit K une extension finiec de H dont le corps résiduel est égal au corps
résiduel k de H. Soit V une représentation p-adique de Gy, c’est-a-dire un
@Q,-espace vectoriel de dimension finie muni d’une action linéaire et continue
de Gg. Rappelons que V est de de Rham si dimg Dyr(V)=dimg, V ot l'on
pose Dgr(V)=(Bxr () V)¥%. On définit comme dans [FP1] l'espace tangent de
V sur K par @

ty (K)=((Bar/Bip) Rq, Ve,

Si L est une extension de K, on a alors t,(L)= L&), (K).
K
Soit D(V)= ms@ V)¥x, C’est un H-espace vectoriel de dimension finie
Qp
muni d’une structure de ¢-module filtré sur K, c’est-a-dire qu’il est muni d’un
automorphisme ¢ o-semi-linéaire et que D(V)x =K @ D(V)est muni d’une filtra-
H
tion décroissante exhaustive et séparée Fil'D(V),. On a une inclusion naturelle
de D(V)x dans Dgr(V). Rappelons que V est dite cristalline si et seulement
si dimy D(V)=dimg, V.

2.1.2 Bloch et Kato [BK] ont défini un sous-espace vectoriel H{(K, V) du
Q,-espace vectoriel de cohomologie galoisienne H'(Gg, V)=H'(K, V) comme
le noyau de 'application

H‘ (Ka V) —le (K’ Bcris@ V)
Qp

Pour tout réseau T de V stable par Gy, le sous-Z -module de H!(K,T), image
réciproque de Hf(K V) dans H!(K, T) est noté Hf{’(K T).OnaQ, @ HHK,T)
=HNK, V). z,

Notons aussi comme Bloch et Kato H. (K, V) le noyau de 'application

HY(K,V)> H'(K, B¢ ®V

(resp. H!(K, T) le noyau de I'application

HYK,T)> H'(K, B¢ @ V).
@,
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Cest un sous-Q,-espace vectoriel (resp. un sous-Z,-module) de H}(K, V) (resp.
de H{(K,T).

2.1.3 Lorsque K est une extension finie de Q,, on a

dimg, H' (K, V)=[K: Q,]-dimg, V+dimg, H° (K, V)+dimg, H(K, V*(1))
dimg, H}{(K, V)=[K:Q,]-dimg t(K)+dimg, H*(K, V).
On note P(¥, X) le polyndme caractéristique réciproque du H-endomorphisme
¢’ de D(V)
P(V, X)=det(1—¢’ X|D(V))

ou le corps résiduel k de K est fini de cardinal p/. Si P(V, X)=]](1 —aX),
les nombres de Newton de D(V) sont alors

hy(r)= #{atel que ord, () =r/f}
pour reQ.

2.1.4 On démontre & partir de la suite exacte de Gg-modules

0 _)QP - Bcn’s - Bcris® BdR/Bd+R - 0
x—((1—@)x, x modulo B)

que l'on a la suite exacte de Q,-espaces vectoriels
0 H(K, V)= D(V)=1,(K)®D(V) > H}(K,V)-0

ou la fleche de D(V) dans t,,(K)® D(V) est induite par la projection naturelle
Dgr(V)—t,(K) restreinte a D(V)c=Dgr(V) et par l'application 1—q@: D(V)
— D(V). Appelons exponentielle de V sur K (notée expy ) 'application surjective
t,,%K)@L_)(V)—»H}(K, VY= H'(K, V). L'image de t,(K) par expg y est égale a
H;(K, V).

2.1.5 Supposons que K=H est absolument non ramifi¢, que V est cristalline
et que la longueur de la filtration sur D(V) est inférieure a p—1 (C’est-a-dire
qu’il existe des entiers a et b avec 0Sbh—a<p—1 tel que Fil*D(V)=D(V),
Fil* D(V)=0. On démontre alors [FL] qu’il existe un W-sous-module M de
D(V) tel que, si I'on pose Fil' M = M n Fil: D(V), on ait

(i) Fil‘M est facteur direct dans M,

(i) @(FiEM)cp'M,

(iii) Y p~lp(Fil'M)=M.

On dit alors que M est un réseau adapté a D.

Proposition [BK]. Soit V une représentation cristalline de Gy telle qu'il existe

deux entiers a et b tels que a<0,b>0, b—a<p—1 et Fil*D(V)=D(V), Fil*D(V)

=0. Soit M un réseau adapté de D(V). Alors, T=Fil°(¢t " A, (X) M)*=" est un
w

réseaude Vstable par G et HY(H, T), est canoniquement isomorphe a M /(¢ — 1) Fil° M.
Sil'on note 6, l'application M — H} (H, T) ainsi définie, on a alors expy = dyo(1 — o).
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2.1.6 Exemples. Soit Q,(1) la représentation p-adique associée au caractere
cyclotomique y: Gy —Z, : si Z,(1)=1im proj gm::, on a Q,(1)=Q, K Z,(1)
z,
Si i est un entier, on pose Q,()=0Q,(1)® pour i=0, =Q,(1)*® ! pour i<O0.
Soit H[—i]1=D(Q,(i)) le p-module filtré associé¢ a Q,(i): on note e_; la base
canonique du H-espace vectoriel H[ —i]: on a pe_,=p~'e_,. La filtration sur
H[ —i] est donnée par Fil "H[—i]=H[—i], Fil """ '1H[ —{]=0.
Si V est une représentation p-adique, on note V(i)= V@ Q,(); si D est un
Qp
@-module filtré, on note D[i]=D®H[i]. On a donc D(V(@))=D(V)[ —{].

2.2 Résolution de l'equation (1— @) G=¢

On pose H,=H(u,.), Hy=H(y,) comme dans 1.5. Désormais, V est une
représentation p-adique cristalline de Gy de dimension d. Soit h un entier positif
tel que Fil~*D(V)=D(V).

2.2.1 Lhomomorphisme A;: #— H (resp. D: Hyy— Hy, resp. Ry: Hy— Hy)
induit un homomorphisme #y X)D(V)—D(V) (resp. #, XD (V)
H H

— #;y () D (V)) que I'on note de la méme maniére. On note encore ¢ 'opérateur
H

¢ ® @ agissant sur H#5 X D(V)
"

Proposition. (i) Les solutions dans #y (X) D(V) de I'équation
H

(Eo) (1-¢)G=0

sont de la forme Y. v;-(log{1+ T)Y ou v;eD(V)?~2"".
j20

(ii) Soit ge 5 (X) D (V). Alors I'équation
H

(Ep) (l-p)G=¢g

a une solution dans #y QD (V) si et seulement si A,(g) appartient & (1—p’o)
H

D(V) pour tout entier j20. Cette solution est alors définie a un élément de

> DVP=r (log(1+ T)Y pres.

0sj

{iil) Si de plus g est un O(log"), il en est de méme de la solution. Il existe une

constante C indépendante de g telle que C,(G)=C-C,(g) pour une solution G

convenable.

(iv) Il existe une constante C' telle que pour tout ge W[[T]]@D(V pour tout

entier n20 et pour tout t1eGy , ona
prr e~ 1) G(B,— DeC- gl ! Aeis @M
w

pour G une solution convenable de I'équation (1 —¢) G=g.
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Rappelons que si f=) a,(f)- T"e #¢,, on a posé Cy(f)=Sup(n™"-|a,(/))
mais quil est équivalent de prendre Sup(p™""* | f1l,). Si Jedo,®D(V), le

choix d’un sous-W-module M permet de définir une norme sur D(V), d’ot C,(f).
Le méme remarque est valable pour || f|,. Ainsi, 'existence des constantes ne
dépend pas du réseau choisi M. Enfin, pour j>h, D(V)*~?"" est nul. Les sommes
intervenant dans I’énoncé sont donc finies.

La démonstration se fait en plusieurs étapes.

2.2.2 Montrons d’abord (i). On remarque que si v est un €lément de D(Vy»=r~,
v-(log(1+ T)Y est solution de (E,) car

pv=p~v et o(log(1+T))=p' (log(1+ T

Reéciproquement, soit G une solution de (E,). Alors, 4,(G) appartient a

D(V)y*=?™ Ainsi G=G— 3 (log(1+T)Y-(j)~'-4,(G) est solution de (E,) et
jsh

vérifie 4;(G)=0 pour j<h. Pour j>h, ona D(V)*~?"’=0. Donc, 4;(G)=0 pour

tout j et G est nul.

223 Lemme. Sige T""' o5 (X) D(V), I'équation
H

(Ey) (1-¢)G=¢

a une unique solution dans T"*' Ay () D (V). Si de plus g est O(log"), la solution
H

est O(log") et il existe une constante C (indépendante de g) telle que C,(G)
= C-Cylg)

Démonstration. Pour montrer la premiére partie, il suffit de montrer que si

geT' ' #; XM, la série ) ¢"g est convergente. Comme V est cristalline
w n=0

et que Fil "D(V)=D(V), il existe une constante C telle que p""p"M<C™'M

(le polygone de Hodge est au dessous du polygone de Newton; si M est adapté

au @-module filtré D(V), la constante C peut étre prise égale a 1). Si p est

un réel positif <1, p,_;<p<p, avec p,=p /7 " Vetsinzt,ona

lo" @, ZICl-llp~ ", (T)** ], <C'-C,-p™h.p7m i+ D
ce qui tend vers O lorsque n tend vers l'infini. On en déduit la convergence
de la série. L’unicité vient de 2.2.2.

On vient de voir que la solution de 'équation est G= Y ¢"(g). On a alors

nzo

P " @@, = C-lig(@" (M),

ol C est une constante dépendant de D(V) mais pas de g. Pour n<t,ona

1P 0" (@, <C-p" " gl SC-Cilg)
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ou C’ est une constante. Pour n>t,on a

1P " @" @)y, <C-1P" """ gl pospn-e < C- 1P ™" gl P S C'- Culg)s

on utilise d’une part 1.12, d’autre part le fait que geT"*'C,[T]. Le lemme
s’en déduit.

2.2.4 Etudions maintenant existence des solutions de (E,). Si I'éq. (E,) a une
solution Ge #y @D(V) ona

4;(@)=(1—p’- ) 4,(G),

ce qui signifie que 4;(g) appartient & (1—p’ ¢) D(V). Réciproquement, soit g
un élément de H# ®D(V ) tel que 4,(g)=(1—p’-¢) G; avec G;eD(V) pour tout
j£h.Ona

(1—)(G;-(log(1 + T)Y)=4,(g)-(log(1 + T)Y.

D’autre part, soit f=g— Y (log(l+ T)¥-()~ - 4,(g). On a 4,{§)=0 pour tout
0<jsh

j<h. Donc, g appartient & T"* ! 3, ®D ). Grice au lemme 2.2.3, I'éq. (E;)

a une solution. Il en est alors de méme de I'éq. (E,). Le reste de la proposition
se déduit du lemme 2.2.3. En effet, il existe un sous-Z,-module M" de D(V)
tel que tout élément de (1 —p’- @) D(V)n M soit I'image par 1—p’- @ d’un élément
de M’ pourj=0,..., h. On ch0181t les G; dans M’ et on a alors pour des constantes
convenables

Ci(G)ZC,-Sup(Ch(G), Sup (IG)=C2-Sup(Ch(@), Sup (4;,@)=C5-Cylg).
0sjsh 0<jsh
D’ou la proposition.
2.2.5 Montrons maintenant lassertion (iv) de la proposition 2.2.1. Soit
geW[T]&) M. En choisissant une base de M et en suivant la construction
w

de la solution G, on voit que une des solutions G est une combinaison linéaire
(infinie), a coefficients bornés par une constante ne dépendant que de M, des
logi(1+ T) pour i< h et des p~***(f) pour

feTh! 'H[IT]] m(W[[Tﬂ + Z W-logi(1+ T)).

i<h

11 suffit donc de montrer pour chacune des fonctions précédentes que
p(n+ vk 1)'(1'— 1) F(Bn— 1)65 Acris
avec ¢ constante ne dépendant que de h. On a

p(n+ 1)-(h~ 1).(1,_ 1) logi(ﬁ,,)=p‘"+ HDeth—1 ‘i)"(x(’[)i— 1)~li=p‘"+ 1).(h—i).ui.t|’

avec u;€Z, car pour 1€Gy,, x(1) est congru a 1 modulo p"*1. Donc, pour
i<h,

p(n+ “.(h—‘l)'(‘c” l)logi(ﬁn)EAcris’
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Soit maintenant fe T"* - H[T|n(W[T]+ Y W-logi{(1+T)), F=p~"* o*(/).

i<h
Ecrivons f=f,+f, avec fie W[T] et f,e Y W-log'(1+ T). Distinguons deux
cas selon que n+1=2koun+1<k i<h

Premier cas: n+1zk: pour h=i,ona
PO TR (1) Mog ()€ A
En effet, cela vaut
P D L= ERGR (o ) ()= gy ptit ] ~k)(h=i), 4

avec u=(y(r)—1)/p"*'eZ,. On peut donc remplacer p"* "V H-H-hk (z_q)
P*(f)(B,—1) par p® T ETD R (e 1) M (£1)(B,—1). On a

=D " (D=1 /i(Bu-s— D=11{Bu-*® = D= f1{Bric— 1)
= fiBai B =D~ fi (Bui— D).

Comme (B_,)"el+p* A, et que f;e W][T], on obtient que
PR (1) QM(f) (8, — Dep™t D RR g
L’inégalité (n+1)-(h—1)—h-k+ k=0 pour n+ | = k implique 'assertion désirée:
prr T ) F(B,—1eAd,;, pour F=p " ok(f) et n+i1zk.

Deuxiéme cas: n+1<k:ona
=1 * fB—D=G=D (B =1

SB- )" B =D (B )™ =)
Jx+y)—f(x)

en posant x=(f_ )" —lep "t Ay et y=(8_ ) (B - 1)
ep* Auis- Sif= 3, a,-T™ et en utilisant la formule du binéme

m>h

It

It

(xyfr—x"= ¥ (7)"""”’~yf,

15jsm
on en déduit que a,, - [(x+y)"—x"]eC,, Ay avec

{Cpyz Inf {(m—j)-(k—n—1)+j-k+vla,)}=m-(k—n—1)+n+1+0v(a,)

15j£m

Donc,
(n+1)-(h—1)—k-h+v(C,) 2(k—n—1)-(m—h)+v(a,) 2 (m—h)+v(a,).

Comme feW|[T]+ Y, W-log'(1+T), les la,-p™ " sont bornés par la constante

ish

c=p"-Sup(l, Sup (llog'(1+T)l,-1)-

0sish
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On en déduit que pour F=p " . o*(f)et n+1<k,
prt @D (o 1) F(B,— 1)l Auis

avec ¢ de valeur absolue Zc.
2.2.6 Lemme. Soit G un élémentde Y.  (log{l+ T)Y ® D(V). Alors

0<jgh—1

pn.cris(gh(G))=0.
Si G=yp-(log(1+ T))" avec veD(V), on a

p(n+ 1)'("»”'pn,cris(‘alh(G)):(_ 1)”“] 'D‘rh/p"+1-

Démonstration. On remarque que (i!)“‘-Di((log(1+T))f)=({)‘(log(1+T))f'i
pour j=i et 0 pour j<i. !

2.2.7 Soit @ (V) le W[G ,]-module défini par

D, (V)=W[TP="R D).
w

Notons # (V) le H-espace vectoriel des éléments G de #;(X) D(V) tels que
H

(1-9)GeD (V) et H'(V) le H-espace vectoriel des éléments (G,a) de
Hy R D(VYx D(V) tels que (1—¢) G—aeP (V). On déduit de ce qui précede
H

la suite exacte (2.1)

0- 3 (og(I+THW@D(V)™" "> H(V)>2D,(V)
jzo

- @ DW)/(1-pe)D(V)-0:

0xjsh

la premiére fleche est linjection naturelle, la seconde est 1—¢, la troisiéme

est A= @ 4; ot 4; est le composé de 4; avec la projection D(V)
0sjsh

- D(V)/(1—p @) D(V) (de maniére générale, on note A, g= P 4;et A=P

4).

On déduit facilement de (2.1) la suite exacte de @,-espaces vectoriels

r<jss jeZ

0-DV)P™' = ( Y (og(l+THRD(VY~* ) x D(V)— #'(V)

0sjsh

LD V) @ DI —p ) D(V) 0

15jgh

ou la premiére fléche est donnée par ar—(q, a), 1a seconde est donnée par (G, a)—
(G+a, (1 — @) a), la troisiéme par (G, a)—>(1— @) G—a.
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2.3 Construction de familles de points

2.3.1 Soit T un réseau de V stable par Gy. On note A HH,, T) 1’1mage de
Hf(H,,, T) dans HI(H,,, V). On dit qu une famille de points x EH,( V) est
entiere s’il existe un entier s tel que p*-x eH,(H T) pour tout entier n. Cette
notion ne dépend pas du réseau T choisi.

Nous allons associer a un élément x=(G,a) de #”'(V) une famille enti¢re
de points de H}(H,, V). Plus précisément, notons S,(x) I'image de (G({,—1), @)
ety(H,)@® D(V) dans H}(H,,, V) par 'application exponenticlle:

S.(x)=expy, v (G({,— 1), a).

La question que I'on se pose ici est donc de trouver un entier s(n) tel que
p°™-S,(x) soit I'image d’un élément de H}(H,, T) et de contrdler la croissance
de s(n) avec n.

2.3.2 Choisissons un W-réseau M de D(V) et posons dans le par. 2.3
’I=1:i10(t_b"4c:ris6<>1\4)“’:1 ( AbAcns®M f\Fl]O Bcns®D V)
w

déf

ol b est un entier tel que Fil’D(V)=0. Rappelons que h est un entier positif
tel que Fil™*D(V)=D(V). Notons # (V) (resp. #,,(V)) le W-module des élé-
ments (G, a) de #7(V) (resp. G de #(V)) tels que (1—¢) Ge W[[T]@M aeM
(resp. (1— @) GeW ([T~ °®M

Soit x=(G, a) un element de 35, (V). Posons

Izn,h:p“l+ Ve 1)pn,cris(‘ylh(G))
et pour 1eGy,
Ry ne=(t—1)(R,4).

2.3.3 Lemme. (i) Pour 1€Gy , R, , . appartient a Fil"B;,X) D(V);
w

(i) (h—1)!-(1—¢) R, ;.. appartient a (1 — 1)(Acm® M);
w
(ili) il existe une constante s, (indépendante de g) tele que pour teGy,

(h—1)!-R, , . appartient a p~51-(t " A, X M).
w

Démonstration. On vérifie que (t—1)G est nul en {,—1 pour m=<n et pour
1€Gy,. Comme

O(Ry ) =p"" "D prl(z—1) G)=0,

la proposition 1.5.3 implique que R, , , appartient a Fil* Bms® D(V). D’ou (i).
Comme

(1= @) R, y=p" """V py (i1 @) G)),

on déduit de 'expression explicite de £, et du lemme 1.5.2 (iii) que

(h'_1)!'(1_(p)Rn,hEAcris®M'
w
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Enfin, (iil) est une conséquence de la proposition 2.2.1 (iv).

Remargque. Si 'on modifie G par un élément de (log(1+ 7)Y ® M pour i=0, ...,
h—1, R, . est inchangé.

2.3.4 Rappelons le résultat fondamental suivant ([FM], cf. aussi [Bu, exp I,
proposition 5.3.7]):

Lemme. 1] existe un entier s, tel que I'image de Fil°(t "% A ., @ M) dans Bms® M
par Uapplication 1 — @ contient p*(t~ ”Acm® M).

Ce résultat est énoncé dans [FM] pour un réseau adapté, 'énoncé pour un
réseau quelconque s’en déduit en utilisant la commensurabilité des réseaux.

2.3.5 Soit s un entier tel que s>s, et tel que p2-(h—1)! divise p* dans Z,.

Le lemme précédent implique gqu’il existe un élément R, ,eFil®(¢° ACM®M
w

tel que (1—@)R,,=p" p"‘*” ®=D e i @ ((1— @) G—a)). La classe de

p*R,,.—c—DR,, dans H'(H,,T) est indépendante du choix de R, ,. Tl est

clair qu’elle appartient & H}(H,, T) puisque

ps'Rn.h,t—(T_ 1) Rn,hz(r_l)(ps'Rn,h_ﬁn.h)
avec p* R, ,— R, ,€Bis Q) D(V) =B, ®q, V. La classe de p* R, .—(1—1) R,
H

dans H'(H,,T) appartient donc & Hj(H,,T). On la note p*-%, ,(x). Comme
le suggére la notation, on définit aussi Z,,(x)=p7°p°-Z, ,(x) dans
p* ANH,.T).
On peut résumer les résultats montrés dans la proposition suivante:

2.3.6. Proposition. (i) Si x =(G, a)e #'(V), la famille (p"* V) *~ V.S (x)), est entiére.
(ii) Plus précisément, pour un entier s convenable, on construit un point p*- %, ,(x)
de H,(H,,,T) dont l'image dans Hy(H,, V) est p**@* V" *~1D.§ (x) de la maniére
suivante: si R, ,=p" V¢ " V.p (R(G) et si R,, est un élément de
Fil®(t 7" Ao X M) tel que

w

(1" ) P p(n+1) =D, *Pn, cns(‘lh((l_ ) _a))9
Z,.4{x) est la classe du cocycle (t— 1)(ps-R,,‘,l—I§,,,,,).

(iii) Une fois fixé M et T, on peut choisir un entier s ne dépendant que de M
et T convenable pour tout xe # (V).

On a donc le diagramme commutatif
(G, ) HV)xD(Y) —T22o Hi(H,,T)
prer TG, —~1),a) t(H)XxDV) ————— HiH,, V).

eXPH,,.v

Remarque. Si ae(1 — @) M, p*- %, (G, a) appartient en fait a H!(H,, T).
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Démonstration. 11 reste 2 montrer que p*- %, ,(x) et p** "+ V=15 (x) ont méme
image dans H(H,,, V). Soit («, 8)et,(H,) x D(V) tel que
expy, v, N =p*- Z, 4 (x).
On a grice a 1.5.3 (i) et Fil =" D(V)=D(V)
PR, R, ,=p TV G(¢,— 1) modulo Fil°( B““@ D(V))
et

(1=@)(P*- Ry =R, =p* "0 o i (B0((1— ) G )~ Z4((1 — )G —a))
=ps+(n+1) th— “'[l.

On peut donc prendre a=p* @t V=D .G, —1)et §=ps Tt E-1. g

2.3.7. Lemme. Si x appartient d l'image de (log(1+T)f @ D(V)* =2’ x D(V) ( par
Dapplication (G, ap—(G +a,(1 —¢) a), voir 2.2.7) avec 1Sj<h—1, p* %, ,(x) est
nul. Si x appartient & Vimage de (log(1+ T QD(V)?=? " x D(V), p*- Z,.,(x) est
de torsion dans H}H,,T): c'est l'image de (—1)*"'-p*-v,-t*/p"* '€V dans
H}(H,, T) par l'application

(V/T)°m — H}(H,, T)

avec G=(log(1 + T ®uv, et x=(G+a,{1 — ) a).

En particulier, I'image de p*-Z, ,(x) dans A f(Hn,T) ne dépend que de I'image
e(x)=(1~ )G a de x dans Jx(V) On la note p* Zn +(¥) pour yeJm(V)"“ =0
et 2, 4(n)=p~*p* £,

Démonstration. On utilise le lemme 2.2.6.

done que de e(x)=(1—¢)G—a et se décrit simplement. Notons resy_,; la
restriction de H'(#1,,T) a H'(H_,T). Alors, resy_,u (p°- X, »(x)) admet comme
représentant le cocycle

2.3.8 Pour x=(G,a), la restriction de p*-Z, ,(x) & H'(H,, T) ne dépend que

— (e DR, yle(x)

ou
(1= )R, p(e(x)=p* "4 o (Ry(e(x))).
2.3.9 Supposons que Ge(J#; x ) Fil ™ D(V))n A (V). Alors, si r 2 Sup(j, k'), on
W

construit une famille entiére de points X, ,(G,a) comme dans le par. 3.3 en
remplagant h par r. I est facile de verifier que si r<h, on a
ps+(n+l)-(h—r).zn’r(G’ a)=ps'Z,,,;,(G, a).

2.4 Quelques propriétés

2.4.1 Nous avons fait dans le paragraphe précédent un choix de T en termes
de M. Il est clair qu’un autre choix de T et un autre choix de M changent
uniquement la constante s. En général, il n’y a pas de choix canonique de
T en fonction de M. Cependant, si V vérifie les hypothéses de la proposition.
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2.1.5. et que M est un réseau adapté, le choix de T=Fil’(¢™" 4., X M)*~!

semble naturel. 7,

2.4.2. Proposition. Pour tout xe#y(V), on a dans p‘SZP® ﬁ}(H,,,’I) pour un
s indépendant de n Zp

coresy, ., (Bn+ 1,400 =P"- 2, (6@ @ (x)) pour n20
coresy u(Zon (X)) 40" 2o 40)=p"2 | L(6®@p(x).

Démonstration. Posons x={G, a) et g=(1—¢)G—a. L’hypothése que ¥ (g)=0
implique  que (p-¥y®1)(G)=9G+a. Dautre part, pour n=0,
p*-coresy, . . (Zus 1, (X)) @ comme représentant le cocycle

=0 ¥ H* T ITRUG) Bar 1 — 1) Ros 1,1 (8)])

0gigp—-1

ol p* BTV g ()(B,, s — )=(1 — @) R, .y ,(8) et
R, . #@eFil°(t ™" 4, ®M)

et ol 7; est un relevement dans Gy, d’un élément y; de Gal(H,,,/H,) tel que
¥(y)=1+i-p"* ' mod p"*2. Ona

Y TG Buri=D= Y R(G)(BuirBH—1)

0<isp—-1 0gisp—1
Alors
Cn=p(h—“‘("+2)‘ Z @h(G)(ﬁn*—l B:)—l)

osigp-1

_ph+(h—1)‘(ﬂ"’ “ﬂ“(o‘@(ﬂ) G)(ﬂn— 1)

est congru A ptt®- VD modulo Fil°(B,,;, (X)) D{V)). En effet, chacun des
H

deux termes est congru a un élément de H, ® 5 D(V) modulo Fil®(B,,;,X) D(V)).
11 suffit donc de calculer 'image par 8 de C,, ce qui vaut H

PR S Gl o= ) =P (0@0) GG~ 1)
osisp-1
=ph= 00+ T (oo QING)(Cpe s — 1) ~p- (6@ @) G(C,— 1]

=p1 -1 (n+2),

Montrops maintenant que C, (et donc C,—p!**~D0*+2.q) appartient &

P~ A& M pour une constante s, indépendante de n. L'équation (1-¢) G
w

=g +a implique que
Y G Busr Bo-D— X Al(0®9)G) (B, B, - 1)
0sizp-1 ogisp-1

= 3 Rug+a)(Bysr Po—1).

o0sigp-1

1A
HA
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Le membre de droite appartient a (h—1)!"1.p~®=D®+2 4 @M. Il suffit
alors de montrer que

P (R (0®9) G) (B, Bl — 1)~ A6 ®0) G) (B —D]ep ™™ A O M,

ce qui se déduit de la proposition 2.2.1. On a d’autre part

A=) Y  7Rurin(®—r" R, alg)]

=ps'(1_(p)Cn__pl+(h—1)-(n+2)+s.(a_(pa)
=P (1= @)(C,—p! T D),

Lexpression Y= Y 5 Ryyal@)—p" Roalg)—p*-Cpp! 070042
0=<isp-1

appartient 4 V=TFil®°(B.;;®D(V))*='. En ajoutant le cobord (t— 1) Y au cocycle
choisi représentant p*-coresy, , /u, (2, +1.4(x)), on obtient donc un cocycle repré-
sentant p*-p*- X, (0 @ ¢(x)). D’ou 'égalité

coresy, , ym, (P° Zur 14 () =p"p*- 2, 1(6®p(x)) pour n 20

pour s convenable indépendant de n (et de xe #5,(V)).
Le cas n= —1 se fait de la méme maniére.

2.4.3 Soit i un entier. Les ¢léments du module galoisien Z/p"* ! Z(j) étant fixes
par Gal(H_/H,), on a un isomorphisme canonique de Gal(H,/H)-module
H'(H,, T/p"" ' QZ/p"" ' Z()~H'(H,, T()/p"" ' T(i).

On a de méme un isomorphisme canonique de G, -modules

H'(H,. DQZ,()~H"(H,.T().
Z

r

Le choix fait d’un générateur ¢ de Z,(1) permet de définir des isomorphismes

Tw, vy H'(H,, T/p"* ' T)~H' (H,,, T()/p"* " T(i))
Twiy  H'(H,,, T)~H'(H,, T(i))
par x—x®e®.. Par passage a la limite projective, cela permet de définir un
isomorphisme Tw? ,: Z%(T)— ZL (T(i)). Notons resy_,p, 1a restriction de H, &

H_ . Rappelons qu'on note e_; la base canonique de H[-i]. Enfin, notons
Z.nv (tesp. Z, 4 v () Vapplication X, , relative a V(resp. a V(i)).

Proposition. Soit | un entier positif. Soit g un élément de 2., (V)'=°. Alors, on
a pour tout n
resya, [h— 1) - Twi oy (p°- 5,0, (D'(2))]
=("1)i'reus/H,. [(h+i—D!p* 2 heiv(8Re_)].
Remarques. (i) La condition minimale sur g est en fait que g®e_; appartienne

A D, (V(i))%e »+1=° Dans la suite, nous ne chercherons pas a donner les condi-
tions minimales afin de simplifier les énoncés.
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(ii) Je ne sais pas si I’égalité est vraie avant de prendre la restriction a H .
Le noyau de lapplication de restriction

€Sy _/H, " Hl(Hn,I/p"+ 1 I)_)Hl(Hw,I/pnwL} I)

est égala H' (H ,/H,,(T/p"" ! T)®#). En particulier, si T®%« est nul, il est d’ordre
borné par rapport a n. Dans le cas contraire, la limite projective des
HY(H,/H,,(T/p" ! T)°#=) pour les applications de corestriction est égale a
T,

Démonstration. 1l suffit de montrer la proposition pour i=1. On note ici ¢
I'endomorphisme de Frobenius de D(V). En identifiant les H-espaces vectoriels
D(V) et D(V(1)) a Paide de e_,, I'endomorphisme de Frobenius de D(V (1))
est alors p~!.p. Choisissons un réseau M de D(V). La restriction de
Twﬁ‘,,,,(ps-fn, wv(D(g)) a H, admet comme représentant le cocycle

—(‘[ - 1)(RAnh(D(g)) t
avec

(1 _(ﬂ)(Rn,h(D(g))):PSH"+ nh 1)'pn‘cris(‘%h(D(g)))

et t=log f_,=p~'-log[e]. La restriction de 2, ;. v(1,(g) & H, admet comme
représentant le cocycle

—(t—1)(R,4(2))
avec

(l _p- ! (p)(RAn,h+1(g))=ps+<n+ l)-hprl.cris(%h*-l(g))-

11 suffit donc de montrer que

PRI ETD 1)V 0 s (B (D(2)))
PRy iRy 1 @)EP" T A QM.
w

Or, cela vaut

h—1
(h— 1)!.p(h~1)-(n+1). Z (_I)i_(i !)—l.p—(n+ 1”‘Di+1(g)(ﬂ,,~l)-ti+1

i=0
h
A p DY (1) T pT O DR D) (B, — 1)
i=0

Comme D(g)(B,—1)e Ay, ®M on en déduit que cela est congru modulo
"+1 Acrls ®M a

(=171 -DMg)(B,— 1) t"+(—1)"- D*(g)(B,~ 1) t"=
D’ou la proposition.

2.4.4 Nous aurons besoin des congruences plus précises suivantes:
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Proposition. Soit j un entier positif. Soit g un élément de 2 (V)?~°. Alors, on
a pour tout n

; .
Z (h—1+k)! (k) TW; kv ° €80 m, (P Znnk v o (DY H(2)@e 1)
=0modulo-p/ """ Y HY(H _, T().

Démonstration. Pour j=1, c’est la proposition 2.4.3. La demonstration se fait
de la méme maniére. Il s’agit de montrer que

, .
T 1L () 9O D) R A M.
k= w

Pour cela, on explicite 'expression et on utilise I'identité

(h—1+k)! J\
S Gt ()=

pour tout entier j' <j ou la sommation est prise sur les entiers k tels que 0k =j
et h—1+k—j 20 (Uexpression de gauche est au signe prés la valeur en | de
la dérivée j-iéme de X*~'-(1 — X))

3 Application de périodes
3.1 Probléme général

3.1.1 Posons Ay=Z,[I']. Si M est un A;-module, on note M(j)= MK Z,(j)

ZP
et on note comme auparavant Tw,, ;: M — M(j) l''somorphisme de Z,-modules
relatif au systéme de racines de I'unité choisi. Soient M et N deux A,-modules
de type fini. Posons I,=I"?". Soit J un sous-ensemble de Z. On appelle J-systéme
de morphismes compatibles de M dans N la donnée d'une famille de
Z,[T/I;]-morphismes f, ;: Q, X M ()r, > Q, Q) N(j)r, pour tout entier n=0 et
z, z,
pour tout jeJ tels que les (f, ;), soient compatibles pour tout jeJ, ie. que
les diagrammes

f;l+1‘j: Qp@M(j)Tn+1 - Qp@NU)F".|
z, z,

! |
Lt QOOMG)y, - QFN(,
Z, Z,

ot les fléches verticales sont induites par les projections naturelles soient commu-
tatifs.

Sif M — N est un Ap-homomorphisme, on lui associe de maniére naturelle
un Z-systéme de morphismes compatibles de M dans N {(avec J=Z):si f(j)
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désigne P'application tordue M (j)— N (j) déduite de f et si f(j) désigne Papplica-
tion M (j)r, = N(j)r, déduite de f(j), on a f, ;= 1R/ (j),.

3.1.2 Soit M un Ap-module de type fini. L’application M—->Mr se prolonge

en une application #, (I XM ->Q, ® My, . En effet, si x est un élément de
Ar

M et x, sa projection dans M ,ona

F

(y— D" x,epMy,.

On en déduit qu’il existe une constante C telle que (y—1fx,eC-p*"" I M. .
Sig= 3 a,(y—1)* est un élément de 5, (I'), la série ) a,-(y—1)*(x,) converge
k20 kz0
dans @, (X) M, et Cest par définition I'image de g®x. D’autre part, notons
ZP
Il y.n la norme sur @, X Ny, telle que ||x|ly.,S1 si et sculement si x admet
un relevement dans N.  Z»

3.1.3 Soit F un 4, (I')-morphisme 4, (I Q) M — #, (I (X) N. On définit le

twist F(j): ®M(/)—>,}f )®N(j)parr '

F()g(y—1)®Twy ;(x)=Twy ; F(g(x(yY y—1) ®x).

Cette définition est compatible avec la définition de f(j) dans 3.3.1. On dit qu’un

J-systéme de morphismes compatibles (F, ), ;. s est convergent (resp. convergent

d’ordre <r) ¢l existe un #,, (I'-morphisme F: #, () X M — #, (I ®N tel
Ar

que pour tout entier n=0 et tout entier jeJ le diagramme

FG: A, DR@MGP - A, ) QNG)

1 !
F;l‘j: Qp@M(i)r" - Qp@N(j)I'"
Z, Z,

est commutatif (resp. si de plus l'image de M (j) est contenue dans #,(I') (X) N(j)
pour tout jeJ). On dit aussi que F est d’ordre <r dans ce dernier cas.  4r

3.1.4. Proposition. Soient M et N deux Ap-modules de type fini et sans torsion.

() Soit (F, j)s, jes un J-systéme de morphismes compatibles de M dans N, convergent
dordre <r. Si le cardinal de J est Z=r, le morphisme F associé a (F, ), ;.; est
unique (on dit que F est la limite des (F, ), ;e ,)-

(ii) Soit (f,,) un [jo, co[-systéme de morphismes compatibles de M dans N. Le
systéme est convergent d’ordre <r si et seulement si pour tout xe M,

19" fas(TWa k Dlw,n =0 lorsque n— co



Théorie d’Iwasawa des représentations p-adiques sur un corps local 115

et si pour tout jZj, Zjo,

lim

n— o

‘p{—jﬂ‘,}-n, i (—1y~F (j*jl)

k=ji k—ji

=0.

N@jihn

“Twy, —k+j1(Pr'("+ ”'.f;:,k(TwM,k(x)))

Il se prolonge alors de maniére unique en un Z-systéme compatible (il suffit en
fait que cela soit vrai pour j, Sj<j, +7r).

Démonstration. Lassertion (i) se déduit de ce qu’un élément de ] est déterminé
de maniére unique par ses polyndmes d’interpolation modulo o,,(x(7)-(1+ X)
—1) pour tout entier m et pour au moins r valeurs distinctes de j. Démontrons
(i). Prenons pour simplifier j, =0. On se ramene d’abord facilement au cas ou
N est libre. Choisissons une base X,, ..., X, de N et notons X{”, ..., X sa
projection dans N, : X{, ..., X{” forment donc une base du Z,[I'/I;]-module
Nr,. Choisissons d’autre part un générateur topologique y de I'. Si xeM, on
peut alors écrire

Twy, q’(l’ri(n)r U'f;-,j(TWM,j(x))): Z preT ”'Qi,n,j(x)(X(V)j y—1)- X

15ist

ou Q; , ;(x){y—1) est un polyndme en (y—1) de degré <p" dans Q,[y—1] tel
que |[p"*V".Q; Il —0 lorsque n— co. Les congruences se traduisent par le
fait que

proiresy. Y (—1)k~(i)-Qi,n,k(x)(x(v)k(l+X)—I)H60 pour tout ,
k=0

ce qui est la condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe un élément F(x)
de A, tel que F()(x(»)'(1+X)—1)=Q,;, ;(x)(X) modulo w,(X) (cf. 1.2). On
en déduit facilement la proposition.

3.1.5 Ce qui a été fait pour A se géneralise a A4, composantes par composantes:
A=(P Ar-e, ou n parcourt les caractéres de 4 et e, =(44)"1-> n(d) ™' J est

n ded
lidempotent associé. On dit qu'un A-module de type fini est de rang r si les
e, M sont tous des 4,-modules de rang r.

Lorsque L est un A-module projectif de type fini, on définit le déterminant
det (L) de L comme sa puissance extérieure maximale (composante par compo-
sante) et son dual I*=Hom,(L, 4) que I'on note aussi L™ !. Si maintenant M
est un A-module de type fini, on définit det,(M) de la maniére suivante: si
M admet une résolution par des A-modules projectifs

0-M,—>...>M;>M-0,
on pose
det,(M)= (X) det, (M)~

osisr
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(on a en fait r<2). Cest un A-module libre de rang 1. On montre qu’il ne
dépend pas du choix de la résolution choisie (au signe pres) et qu’il dépend
fonctoriellement de M. On note aussi det,, (M)~ ' = (X) det, (M) V""" Si

0<iZr
0-M-M->M" -0
est une suite exacte de A-modules, on obtient un isomorphisme canonique au

signe pres
det (M) ~det,(M") X)det ,(M").
A

Lorsque M est le module nul, on a det,({0})=
Lorsque M est de torsion, on a un homomorphisme canonique:

K:det,(M)-> Frac(A)

ou Frac(A) est 'anneau total des fractions de 4. Si M est fini et donc de dimen-
sion cohomologique 2, k(M)=1. Si M est de dimension cohomologique 1, appli-
cation k est injective: si 'on a une suite exacte

0——>M1—"—>M0—>M-—>0

avec M, et M, libres de méme rang, un élément de det (M) s’écrit e, ® (¢;) !
avec e;edet 4(M,). Son image dans Frac(4) est égal a det, , (1)~ " 4 ot det, ,, (u)
est le déterminant de u{e,) dans la base e,. En particulier, si f(M)eA est une
série caractéristique de M (i.e. si e,(f(M)) est une série caractéristique de e, (M)
pour tout caractere n de 4),on a

x(det,(M)=f(M)~!

Plus généralement, si M est un A-module de type fini de sous-module de torsion
t4(M) et si L(M)=M/t,(M), on a une injection de det, (M) dans detp..q
(Frac(A)() L(M)) dont I'image est

A

St (M)~ " -det, (L(M).

Désormais, lorsque M est un 4A-module de type fini de torsion, det, (M) sera
considéré comme contenu dans Frac(A).

3.1.6 Soient M et N deux A-modules de type ﬁni de méme rang et F un
#,,(G )-morphisme #,,(G,) &) M/t (M) #,,(G @N/tA (N). On a une
application de 4-modules 4

det(F): det ,(M) X)(det, N) ™! = #,(G ) ® Frac(4)

vérifiant det(F)(axw)=a-det(F)(w) si wedetA(M)®(detA N)~L Limage de

A
det(F) est contenue dans det, t, (M)®(det, t,(N)"'-#,(G,). Plus générale-
ment, si M’ et N’ sont deux A-modules de type fini vérifiant Frac(4)) M’
A



Théorie d’Iwasawa des représentations p-adiques sur un corps local 117

=Frac(A) @ M, Frac(A) ®N’=Frac(A) @N, on définit une application que
Ton note aussi det(F): det,( M)@ detAN) Yo w)@Frac

Gardons les notations precedentes. L’application F 1ndu1t des applications
Mp,—» Ny, et M™ >N On en déduit une application linéaire det(F),:
detl,,[Gm/rn](Mr") ®detzp[6m/r"] (Nr")_ ! @detz,,[am/r,.J(Mr,,)—1 ®detz,,[Gm/r“](Nr")
S Z,[G/l3).

La projection de det(F) dans Z,{G /1,1 est égale a det(F),. Cela se démontre
par dévissage en se ramenant au cas ou M et N sont libres et au cas oo M
et N sont des modules de torsion; on se raméne & montrer que si P est un
A-module de torsion, 'application linéaire canonique

detZ,,[Gm/l‘,.] (P @detzp[cw/r,,](P)',,)— T Z,[G./1]

induite par la suite cxacte 0 > P'»— P — P —» B, — 0 est la projection de I'appli-
cation det,(P)— A dans Z [Gm/F,,] cest la traduction du lemme classique en
théorie d’Iwasawa qui sult st f est la série caracteuanue du Z,[T J-module
de torsion A et si f est non nulle modulo (y—1), son image dans ®, modulo
y—1 est égale a une unité prés a # (4;)/#(A47). Plus généralement, avec les
notations du paragraphe précédent, on a une application linéaire det(F),:

detz,(6,,r (M) @ detz, g, (Mr,) ™ ®detz, i (N7
®detz 16, (N = Z,1G /1]

et 'image de 'application composée de det(F) par la projection canonique

det,, M)@ det, N)™' > #,(G..) @Frac )= Q,[G./T;]

est encore égale a 'image de det(F), dans Z,[G ./I,].

3.1.7 Sij est un entier, j —log(y)/log x(y) est un élément de J#;(I') indépendant
de yeI'—{1}. On le note ;. Si y est un generateur topologique de TI', c’est
I'image de ]—log(1+X)/logx})—-log(,((y) (14X ) Ylogx(y) par lisomor-
phisme ye>1+X.

3.1.8 Nous utiliserons dans le par. 3.4 le lemme technique qui suit. Il généralise
un lemme bien connu dans le cas des A-morphismes permettant de calculer
I'ordre du zéro de séries caractéristiques de modules de torsion. Pour simplifier
les notations, nous les énongons dans le cadre des /4-modules.

Soient M et N des A,-modules libres de type fini de méme rang. Soit F
un ¥, (I')-morphisme injectif 3, (I') ®M —#,,(IN @N. Soit @ une base de

Ar Ar

det (M) ® (det,, N)™'. On peut donc écrire w =w' @ w ™' ol ' est une base

de det,,r(M) et w une base de det,,. N. On désire étudier det(F)(w)e #,,(I').

Lemme. Avec les notations précédentes, on suppose qu'il existe des entiers j, a
et f avec 020, B=0 tels que le noyau de F,; contienne le Q,[I'/I,]-module
Q,[I/LY ®QF pour tout n. Alors det{F)(w) est dwtszble par of(x(yY y=1)-(¢_ ;)
dans #, (I') (ou y est un générateur topologique de I ).
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Démonstration. Par twist, on se raméne au cas ol j=0 ¢t on pose F,=F,,.
L’hypothése que ker(F)>®Q,[I'/I,]* ® Q% implique que det(F)(w) est congru
a 0 modulo mf - %. Gréce au lemme 1.3.1, cela impligue le lemme.

3.2 Théoréme d’existence

3.2.1 Soit V une représentation p-adique cristalline de Gy et T un réseau de
V stable par Gy. Posons Z¢ (T)=lim proj H'(H,, T) pour icZ. Le module Z° (T)
est nul dés que i=+1, 2. Rappelons le résultat suivant en désignant par M le
dual de Pontryagin d’un Z,-module M:

M =Homg (M, Q,/Z,).

Proposition. Supposons que H est une extension finie de Q,. Le A-module Z!(T)
est un A-module de rang égal a [H:Q,] -dimg, V dont le module de torsion est
T4« Le Z,module Z. (T);, s'injecte dans H'(H,,T). Plus précisément, on a
des suites exactes

0—Z5, (M), — H' (H,, T) > H'(H ,/H,,(V*(1)/T*(1))"=) - 0.
0—(Z% (T)/T%=)r, > H' (H,, T)/H' (H ./H,, T°"~)
— H'(H . /H,, (V*(1)/T*(1))°"=) - 0.
Enfin, Z2 (T) est isomorphe a un groupe fini prés a Homg, (T*(1)6r, Z,).

Démonstration. En prenant le dual de la suite exacte de Hochschild-Serre et
en passant a la limite, on obtient la suite exacte

0~ Z3 (Dgqamy — H' (Hy, ) = H' (H o /H,, (V*/T*(1))%) 0.

Il est démontré dans [P2] que le sous-module de torsion de Z! (T) est égal
a T« et on a (T9%=);, ~H'(H,/H,, T%x) qui s'injecte dans H'(H,,T). On
en déduit la deuxiéme suite exacte. Enfin, la dualité locale implique que

Z2%(T)~Homg (V*(1)/T*(1)*"=, Q,/Z,)
ce qui est égal & un groupe fini prés a
Homlp (Qp/zp® I* (I)GH“” Qp/lp) = Homz,, (I* (I)GH‘”, Zp)
lP
D’ou la proposition.
En particulier, si T®#. est nul, on obtient une application Z! (T)/T%"-
- HY(H,, V), puisque H*(H ,/H,, T#=) est alors fini.
3.2.2 Soit ge ., (V2= Posons
Co(@)=p """ S, (0®9p) ™" V-g)eHH(H,, V)
=eXPa,,v(Eq(8)
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ou 2, y est I'application & SV H, ® D(V)/D(V)?=1 définie par

Env(g)=p "V (6®0) "G~ 1)

avec (1 — @) G=g. Les points C,(g) vérifient les relations

Tan+1,/Hn(cn+1(g))=cn(g) pour ngo
Trau(Co(®)=C-1(8)—p - C-1((6®9) ' g)=C_(1—p~ ' (c®¢p) ") g)

(se déduit de la proposition 2.4.2, cela peut aussi se démontrer directement
a partir de 1.5.4). Ainsi, les (C,(g)).z0 définissent un élément de lim proj
H}(H w V).

3.2.3 Soit J=J (V)= {j tel que Fil° D(V(j))=0}. Remarquons que lorsque jeJ (V),
on a D(V(j))*~ 1-—0 Rappelons d’autre part que D est un isomorphisme de
W{T]¥=° sur lui-méme et donc définit un isomorphisme de 2, (V). Nous ne
supposons pas que H est une extension finie de Q,, sauf mention explicite.

Théoréme. Soit V une représentation p-adique cristalline de Gy. Fixons un entier
h=1, supérieur a la longueur de la filtration de Hodge de V et tel que Fil * D(V)
=D(V).

(A) Il existe un entier r tel que le J(V)-systéme compatible

(—1Y-(h+j—1) !'Cm,V(j)O(D>j®e—j)m,jsJ
de D, (V)70 dans Z1, (T)/T%*= soit convergent d’ordre <r.
On note &5 ,=Qy , sa «limite». Autrement dit,

(B) Il existe un entier r et une unique famille de A-homomorphismes

QL iynr i Do (V=0 = H(G o R ZL, (THHT ()
A

pour jeZ telle qu’on ait les propriétés suivantes:
(1) pour tout entier jeJ(V), le diagramme suivant est commutatif (noté (D(V,j, h)))

%(Vlm)” _Hons L g0(6,)R) 2L (TG T()
H,QD(V() —— H(H,, V()
w (h+j— 1) exprn.v)

(ii) pour tout entier j, on a
TWSI,V(j)DQeV(j),h+jD(D®el)= — Gt
De plus, l'application &, , est injective.
On peut préciser les conditions de validité de (D(V, j, h)):

(C) Le diagramme D (V, j, k) est encore commutatif pour h+j= 1, Fil " D(V)=D(V),
a condition de remplacer H'(H,,, V(j)) par H'(H,,, V())/H' (L, V ()" ).
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Démonstration. Le théoréme €tant invariant par twist, on peut supposer que

Fil® D(V)=0. On a alors J(V)=N et h est un entier tel que Fil " D(V)=D(V).

PosonsZ., _,,={jeZ,jz —h+1}.Soita=m/qunrationnelavec met gentiers pos-

itifset g+ 0telque p """ M < C-p™ "M ot Cest indépendant de n et prenons r="[h

—o] + 1.PosonspourgeZ,, (V)*=°(cequiimpliqueque D (g} @e_ ;€2 (V())*~°)
E j(@=(=1y-(h+j—1)1-C, v ,(DT (g ®e_))

Il est clair que les (F, ) forment un IN-systtme compatible et méme
Z; _, . -compatible. Soit jeZ, ;. ;0na

Covip(@=p""1V"D-8, 1, (0®@)™ " V- g)®e))
=p("+ 1)-G—D+m[n+ l)/q},S" V(j)(gl ®€,j)

avec C,(g) = C"-Cy(g). Comme
n+1)-G—D4+m-[(n+1)/gl+n+1)-r>n+1)-(h+j—1)—m,

on déduit de la proposition 2.3.6 qu’il existe un entier s (indépendant de n)
tel que p”"* V" F, (g) soit un point de p™*- A (H,, T(j)) et que

lim |p"* " F, (@)l z..=0

n— o

ou 'on pose pour simplifier Z = Z% (T(j))/T(j)T#=. Les congruences de la proposi-
tion 2.4.4 se traduisent de méme par le fait que

lim

n— o

; .
p—J'(n+1) Z (— 1)"({() Twik,v(k)(pr(n+ ”'Fn,k(g)‘ =0
k=0 o

pour tout j=0. Ce qui démontre 'existence de €} , grice a la proposition
3.1.4. On a par définition méme

Q w@=(h—1D1-S, ,(p™""V-(6®¢) """ Ng))=(h—1)!-C, v(g) modulo w,.

On en déduit la commutativité du diagramme D(V,0, k). La méme construction
appliquée a V(j) pour h et j entiers tels que £+j= 1, Fil™* D(V)=D(V) donne
un homomorphisme €, ;. ; dont le lien avec Q5 , est donné par la propriété
(i) grace aux congruences de 2.44. On en déduit (C). Pour jeZ quelconque,
on définit alors €27, ,+; par la propriéte (ii). L'unicité de Q3 , se déduit de
3.14.

L’injectivité de €, , se déduit de ce que F, ; est un isomorphisme pour tout
n et pour tout j> 0.

3.2.4. Premiéres remarques. (i) L’entier r est le méme pour V et pour n'importe
lequel de ses twists et dépend de h. On peut €tre plus précis. Si g est un élément
de W[T]®D,_,; ot D, désigne le sous-espace de D(V) sur lequel ¢ est de
pente —a, O ,(g) appartient a3 #(G,)®ZL (T)/T%» pour r>h—a. On a en
effet alors (c® @) "(gy=C-p*~""*2W. g (V) ou a(n) tend vers linfini avec
n et on conclut comme dans la démonstration du théoréme. On peut méme
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dire que G ,(g) est un O(log"™* (un élément [ de # est un O(logh) si
Sup(p™ -1 f1,,) < ).

n

(ii) 5., dépend de h (voir infra 3.3 et 3.4).
(iti) L’application Q5 , se prolonge en une application de #, (G ,.)-modules

Ho(G) R Do (V)70 = H#,(G ) Q) Z (T) T
A A

que I'on note de la méme mantiére.
(ivy L'image de H,X)D(V(j)) par €Xpy, vy est bien sir contenue dans
H

H}(H,,V(j). Pour j—1eJ(V), ona Hy(H,, V({i))=H'(H,, V{j)) si H/Q, est une
extension finie (comparer les dimensions). Par contre, si Fil° D(V(j))=D(V(j),
on a H(H,, V(j)) =0. En particulier, si h+j< —1, (€ ,),.; est nul pour tout
entier m. Nous expliquerons ces faits troublants au premier abord dans le par.
3.3.

(v) La dépendance de €}, par rapport a ¢ est claire: il est facile de vérifier
que I'on a pour 1€ G, Q) , =12} ,=Q} ot

3.3 Propriétés de Q5, ,, et dépendance en h

3.3.1. Proposition. Soient i’ = h =1 des entiers vérifiant les hypothéses du théoréme
3.2.3. Alors, on a

g/.h'I n [r'Qif.h'

hsr<ph’

on £, =r—logy/log x(y) est défini en 3.1.7.

Démonstration. 11 suffit de vérifier que pour j30 et pour tout entier m=0, on
a

Tty o Q)= Twiyo( [T ¢,@5.) modulo @, ® wn(y— 1) ZL (T(),

hsr<h Zy
c’est-a-dire que

Qi’(j).h’+j5 H fr+,-' Q%’(j).h%—j modulo Q;;@ Wy (7~ 1)'Zlo (TG,

h<r<h z,

car Twj y(A-x)=Tw_;(1)- Tw; (x) et Tw_,(/,)=¢,,;. Or ¢,,;=r+j modulo
,(y—1). La congruence précédente est donc équivalente a

Ly w4 i = l—[ (r+7)- L nr =W +Hj=DYh+j=1)1-Q% 045

hSr<h

modulo Q,X) w,(y—1)-Z L (T(),

z,

ce qui est vrai d’aprés la condition (i) du théoréme 3.2.3.
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3.3.2 On aimerait poser

r(s)=(1£)"" et I (X)=(]] (-—log(1 + X)log u) "

rzs rz0

pour tout entier 5 (i.e. I',,y(x(y) "*-y—1)=TI'(s)). De méme que, dans C, la fonc-
tion I'(s) a un pdle simple en tous les entiers <0, I',(X) a un pdle simple
en u /{—1 pour toute racine de I'unité d’ordre une puissance de p et pour
tout entier j<0. Mais, cela n’a bien slir pas de sens. Par contre, si h et i’
sont deux entiers (dans Z) avec par exemple k'>h, on a (W) T'(h)= [] ¢,
Dans le paragraphe suivant, nous allons donner un sens a I'(h). h<jgh

3.3.3 Soit M un #, (G,)-module. Soit 4 (G ) I'anneau total des fractions de
#,,(G,). Posons pour simplifier M=24(G,) (X M. Pout tout entier r, on
Ho (Goo)
note Z(M) le A (G )-module des familles (wy),.z d*¢léments de M tes que
Wpt1 =) w,. Le A (G, )module % (M) s’identific & M. On pose £ (M)
=P £ (M). Cest une algébre graduée. Sij est un entier, on définit une applica-
reZ
tion F(H*: L (M)— £ (M) de degré —n par (w)—(dy), avee = [] (£ 7" w,
iss<h
pour h>0 (un élément de % (M) est en fait déterminé par la donnée d’'un o).
On a donc I'(y"(L(M)=2%,_,(M)) et F'(h)""-I'(h)"=1. Plus généralement, si
n; est une famille dentiers relatifs presque tous nuls, I'homomorphisme
[1r () £ (M)— £ (M) est de degré s= —3 n;. Remarquons que la restriction

J
de I'(jy a %4(M) est a valeurs dans M et coincide avec 'opérateur de projection
sur la j-ieme composante.

334 On note 1 Papplication Z -linéaire de #,(G,) dans lui-méme telle que
(r)=1""' pour 1€G,. On notera éventuellement 1 de maniére exponenticlle.
Si M est un J#,(G)-module, on note M’ le #,,(G,)-module qui s’en déduit
par changement de I'action de G, par t—t~'. On note encore 1 'homomor-
phisme de Z,modules de M dans M* déduit de I'identité. On a donc i(4-m)
=1(A)-1(m) pour meM et le#,(G,). Pour tout entier r, on note i1 £ (M)
— & (M’) l'application définie de la maniére suivante: si @ =(wy)z€ % (M), on
pose T(w)y,=(—1)"*-1{w, _,). Le fait que 7 est bien définie vient de ce que 1(£,)=
—¢_,. En particulier, i(Z£(M))=%_,(M"). Lorsque r=0, 7 est I'application 1:
M — M. On a encore I(A-m)=1{(1)-T(m) pour me F{M) et e #,(G,). Enfin,
(—1)"- 707 coincide avec I'identité sur £ (M).

Lemme. On a
LGyoiel(1—j)=(—-1y"-1: £(M)—> Z(M").

Démonstration. 11 suffit de vérifier I'égalité pour n=1. On vérifie que I'image
de #(M) par les applications des deux membres est contenue dans Z_,(M").
Soit we % (M), il suffit de calculer la j-composante de I'image o' de @ par
L(j)oTo(1—j) et on vérifie facilement que

CU;=(— 1)(7— n-j, l(wl—j)z(- l)f i(w)j

D’ou le lemme.
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Si 'on pose
*(y=1-I(j), I*(y'=i-I'()": L(M)—> £ (M)
le lemme devient alors
rgyors(1—jy=(—1r 1.
On laisse le lecteur réver a 'analogie avec la fonction I' usuelle et & son équation
fonctionnelle prise en un entier.

3.3.5 Revenons aux £ ,. On note =TI (h)~ (% ,) pour h assez grand. La
proposition 3.3.1 signifie que €} ne dépend pas du choix de h et on pose Q5 ,
=T (h)(Q}) pour tout heZ. On a donc pour tout h' =k la formule

Y= 11 £.-Qu

ner<i

3.4 Le déterminant de €,

Nous supposons dans les pars. 3.4, 3.5., 3.6 que H est une extension finie de Q,.

3.4.1 Posons h,(V)=dimg Fil" D(V)/Fil'*! D(V). En termes de la décomposition
de Hodge Tate de ¥, on a donc un isomorphisme de Gy-modules €,(X)V

~ @ C,(—r)»". D’autre part, si M est un W-réseau de D(V), on pose @

Do (V) =W[TP* @M
w

et

Ao (T, M)=(dety 2,3 (V) " O @) (det, Z5 (D) 7).

A ie{l,2}

Ce dernier module est un A-module libre de rang 1. Le ©Q,®4-module 4, (V)
—(Q,,@ 4, (T, M) est indépendant des choix de M et T.

On peut définir det(2%)(w) pour wed (T,M) ' ou 4,.(V) ! comme la
suite des det(Q} )(w). Cest donc un ¢élément de %(#,,(G,) avec s
=[H:Q,]-dimg, V. Comme dimg V=73 h.(V),

8(e5)= [T (=" %) det(2)(«)
def r
est un élément de #,, (G ). De maniere explicite, remarquons que

I—I (/_')dimQPFil'D(V)___ n H (/7")}‘1“})'[”:0}’]‘

r>—n j>—h ~h<rsj
On a donc en fait

3(@y)= [T ()~ VP det(2} )

i>—h
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(le produit est fini puisque Fil/ D(V) est nul pour j> 0).
3.4.2. Théoréme. On a §() (4, (V)" H)=Q,X) 4.
ZP

Remarque. Gréce a la suite exacte

02, (V)"0 > Z,(V)» D DIV —p" 9) QD Z,(r) ~0,

ZP
cela equivalent a dire que I'image de

Q, R det, 2, (V= ®(det, ZL (T)/TCm)" !
ZP

par 8(€2) est contenue dans

Q, ®(X(det, DV~ (—)) " ®(det,, T*(1)%7«) " @det , T¥).
z, j

C’est sous cette derniere forme que nous démontrons le théoréme dans les para-
graphes suivants.

3.4.3. Lemme. (i) Laction de G, sur V7« est semi-simple et on a

Ve =P V(=) ().

jeZ

(i) Lintersection de H}(H, V) et de H' (G ,,, V95 dans H'(H, V) est nulle.

Démonstration. Montrons (i). La représentation V étant cristalline est de Hodge-
Tate. On en déduit que les caractéres de I'action de G, sur V97« sont donnés
par des y/ avec jeZ. Par twist, on se raméne donc au cas ot j=0. Supposons
que (VOr./VemGr 40, ] existe donc une sous-représentation cristalline de V¢,
extension non triviale de @, par V%. Dol un élément de
H{(H, V") nH' (G, V¥")c Homg, (G4, Vo); étant nul sur Gy et sur Gy
ou H™ est la plus grande extension non ramifiée de H, cet élément est nul,
ce qui est contradictoire. La seconde affirmation est alors claire.

Montrons (ii). La semi-simplicité de I'action de G, sur V9%« implique que
HY (G, Vémy=H'(G,,, V). Il suffit donc de montrer que

HYH, V)~ H!(H, V6m)=0.

Soit x un élément de Tintersection. Soient Y une extension de Q, par V=
le représentant et X la somme amalgamée de V et de Y au dessus de Vn.
Par hypothése, on a une décomposition D(X)=D(V)®D(Q,) stable par ¢. On
en déduit facilement une décomposition D(Y)=D(V’")@®D(Q,) stable par o.
Comme il est clair que FilV D(X)=Fil D(V)@Fil D(Q,) pour tout j, Pextension
Yest scindée et x=0.
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3.4.4 Lapplication Z, y: g (V)= H,X)D(V)/D(V)*=! se factorise par

H

@,y —1). 2,(V)*=° Notons =, , 1 (2, (V)*=°), » H @D(V /D(V)*~! la fleche
qui s’en déduit. D’autre part, on déduit de la suite exacte

02, (VY °'>a2 (V)> @D V(1 —p'- (p)@lp(r

une application de D(V)/(¢ — 1) dans (2,,(V)* =),

Lemme. Limage de D(V)/(¢—1) dans (9,,(V)*=°)y, est contenue dans ker E,
et on a une suite exacte de Z,[ Gal(H,/H)]-modules

0->D(V)o—1)D(V)—ker &,y > D(V)*~7 ' -0
(la fleche ker E,,,V - D(V)*=?"" étant donnée par g—g(0)). Lapplication
coker £, > D(V)[(1—p~'-9~ ) D(V)

donnée par a—(1— @) Try y(x) modulo (1~p~"'-@~ ") D(V) est un isomorphisme
de Z,[Gal(H ,/H)]-modules.

Démonstration. Soit ge @, (VY'=° tel que E, ,(g)=0. Alors, si (I —¢)G=g, on
a G(¢,—eD(V)*~! On peut changer G par cet ¢lément de D(V)*~'. On a
donc G({,— 1)=0. En utilisant I'équation y®1(G)=(1®¢)G, on en déduit par
récurrence que G({,—1)=0 pour 0<m=n et que (1—p '-¢ HG(0)=0. On
a donc (1—p '@~ Yg(0)=0, dou Vapplication ker £, , »D(V)*=* " Si g
appartient de plus au noyau de cette application, on a alors g{({,,—1)=0 pour
—1<m=n. On en déduit que g est divisible par w,,,(T) dans W[T] et appar—
tient & w,(y—1)- 2, (V). Réciproquement, si gew,(y~1)- 2, (V) 2, (V)70 il
est clair que Z, y(g) est nul. On déduit alors de la suite exacte
0-=D(Mp—1) = (2, (V) O), > L (V)r,» D(V)@—1) >0

que le noyau de ker unv—->D(V)"’ P7' est 1som0rphe a D(M/l¢p—1). 1l reste
& montrer que l'application ker Z, , » D(V)?=?"" est surjective. On peut soit
le faire directement soit démontrer d’abord la seconde assertion du lemme et

en déduire la surjectivité par un argument de dimension, ce que nous allons
faire. Considérons la suite

2, (V)= > H,QDV)/DV)~' =D(V)/(1—p "¢ ") D(V)~0
H

Il est clair qu'elle est exacte en D(V)/(1—p~'-9~1)YD(V). Si geZ,,(V)'=° et
si (1— @) G=g, l'image de g dans D(V)/(1—p~'-@~ ' D(V) est égale &
(1—=¢) Tryg, m(Z,.v(8)) mod(1—p~ -9~ ") D(V)
=(1—9) TrH,./H(G(Cn_ 1))
=(1-@)(1-p 9GO
=(1-p @ g0
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ce qui est nul dans D(V)/(1—p~t oY) D(V) (remarquons que p-¢=1 dans

D(V)/(1— p‘1 ¢~ YD(V)). Démontrons lexactitude de la suite en
H @D )/D(V)*=", ce qui montrera que coker 5, , =~D(V)/(1—p~ ' ¢~ ). Soit

x,,eH,,@D V) tel que Try uy(x,)=(p ¢ —1)x_, avec x_,eD(V). Définissons
H

par récurrence X, =Try_, n (Xn+1) pour 0Sm<n. Il existe alors un élément
G de W[TI®D(V) tel que (p-o®¢) " P(G){,,—1)=x,, pour —1<m=n. On
a

pYlp o®@) " G-y —D=Trym, (p-o®) """ G({,—1)
=Tta, bt (X} =X =(p- 6@ @) " (G- — ) pourl=mzn,
Py (G O)=Tryyn(G(lo— 1)+ GO)=Try,u(xo) +x_ 1 =p-¢-G(0).

On en déduit que si g=(1—-¢)G, on a ¥(g)({,—1)=0 pour —1<m=n-—1.
Donc (g) est divisible par w,(T). On écrit alors Y (g)=yo@-y(g) ou @oy(g)
est divisible par ¢(w,(T)=w,,,(T). Posons g,=g—g@-y(g)=g—w,(y—1)-h
eH[T]*=°®D(V). Il est facile de voir que I'on peut modifier & par un élément
de H[T]*"°®D(V) de mani¢re & ce que he(H[T]*"°®D(V)*~°. L'¢lément
g, obtenu appartient a Z,(V)*=° et a x, comme image dans
H, @D YD(V)?=1.

3.4.5 Onnote & , , application déduite de @}, ,:
(2o (V)" =), = (@, R) ZL (T)/T%);,
zp

Lemme. Supposons que h2 1. On a la suite exacte

0—kerZ, y —ker @, > H,QFil° D(V)/Vén > D(V)/(1—p~" o™ ")
H

_,(V*(l)(}y)* -

Démonstration. Remarquons que V%#.= V% (on a une inclusion de V7. dans

D(V)?=1). L’exactitude en les 4 premiers termes se déduit d’une chasse au dia-
gramme, du théoréme 3.2.3, C et du fait que 'image de H,,@I_)(V) par expy,.v
H

est contenue dans H!(H,, V) dont l'intersection avec H'(H /H,, V%7x) est nulle
(lemme 3.4.3). L'application H, Q) Fil® B(V)/V¥* > D(V){(1—p~'- ¢~ ") est don-
H

née par x,~(1 —) Try g(x,)=(1—p~ ") Try,p(x,) dans D(V)(1-p '@~ ")
puisque @=p~ ! dans cet espace. Sa transposée est donc 4 une constante prés
Papplication naturelle D(V*(1))*=! > ty.,(H,) dont le noyau est V*(1)%x
= V*(1)%.

3.4.6. Démonstration du théoréme 3.4.2 Posons F=det(Q} )w) pour
wedet, 7, (V)" °®(det, ZL (T)/T¢#=)"1. En décomposant D= @D, avec
dimyg Dy,;=hy(2) et en utilisant la remarque (i) de 3.2.4, on obtient que F est
un Q(log’) avec s=[H:Q,]- Z h—o)-hy(—o) (ce qui signifie que chacune de
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ses #-composantes I'est). La représentation V étant cristalline, les polygbnes de
Hodge et de Newton ont méme extrémités. On en déduit que s=[H:Q,]-> (k
i

+j)-h;(V). Dautre part, [] (¢£-;)*™2F PP est un O(log®) avec

j>-h

§= Y dimg, FIVD(V)=[H:Q,]- ¥ ¥ h(V)=[H:Q,]- Z(;+h) hy(V)=s.

J>—h r>—hjzr
Pour montrer le théoréme, il suffit donc de montrer que F est divisible par

H(X(y)f y—1) ﬂ(n H (/ dlmQ FilsD (V)

JjeZ i>—h

avec f(j)zdimg, D(V()y*~ 1—dlm@ V(])G“-l-dlm% V(j)*(1)%, cest-a-dire que
Tw_;(FY{X)=F(x(») /(1+X)—1) ‘est congru a 0 modulo y(X)*V

w,(X)¥me,FWPVY nour tout entier m et pour tout entier j> —h. Par deﬁmtlon
méme de @, ,, il s’agit de calculer le noyau de @5 ,.; modulo w,(y—1), ce
qui est fait dans les lemmes 3.4.4 et 3.4.5 en remplagant V par V(j) pour j+h=1.
On en déduit en utilisant le lemme 3.1.8 et en remarquant que

H,@Fil® D(V(})) ~Q,[Gal(H,/H)]Hme,F P D

que 'on a

BG)Z dimg, D(V () ™" —dimg, V()% + dimg, V()* (1),
En utilisant le lemme 3.4.3, on en déduit le théoréme 3.4.2.

3.4.7. Conjecture (6(V')) Ona é(25)(4, (V)™ 1)=(1)1,C>§A.

z,
3.4.8 Nous motivons cette conjecture par le fait que
(1) elle est compatible aux suites exactes de représentations cristallines;
(ii) elle est vraie pour une représentation p-adique cristalline ordinaire (on utilise
pour cela P'assertion précédente et le résultat pour une représentation du type
@,(r), voir infra n°4);
(ii1) c’est une conséquence de la loi de réciprocité que nous énongons dans le
par. 3.6. Nous y reviendrons alors.

Montrons ici le fait (i). Soit (v) 0 > V' — V— V" — 0 une suite exacte de repré-
sentations p-adiques cristallines et T', T, T” des réseaux stables par Gy tels
que I'on ait aussi la suite exacte 0 >T —T —->T " — 0. On a alors la suite exacte
suivante de A-modules

0-Z (T ZL, (D Z (T~ ZL(T)>Z2(T)>ZL(T")~0
Comme d’autre part, on a la suite exacte de 4-modules
0-2, V)2, (V)-2,(V")-0,

on en déduit facilement que si deux des conjectures d(V), o(V"), (V") sont
vraies, la troisiéme Pest aussi.
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3.4.9 Supposons la conjecture (V) vraie. Si M est un réseau de D(V), on peut
alors écrire 0(5) (A, (T, M)~ ")=Eq A OO &p yeQ,[4]/Z,[A]7. On désire
donner conjecturalement la valeur de fT M-
Posons 4y,u(V)=(detg, 4 D(V))~ ® dete, (4 (Ind o, (Resym V). Si M et
Qi1
T sont comme ci-dessus et si wy, est une base du sous-Z,[A]-module
Ayon(T, M) =(detg o M)” ® det, [A](IndHo/Q, (Resgym 1)) de Apou(V),
Z,(4]
posons &y (@, )= Er mweQ,[41/Z,[4]7. On obtient une application bien définie
&y Ayyu(V) > Q,[A4]/Z,[A]™ indépendante de la mani¢re dont on a écrit @
=y y, vérifiant &y (aw)=a""-&y(w) et telle que &y (dy,q(T,M)) =& 4y Z,[A]
ou ce qui revient au méme

S(2) (Ao (T, M)™ ) =&y (w, p)- 4.

D’autre part, l'isomorphisme de comparaison B, () Ve ch® D(V) induit
Qp
une injection linéaire de 4,,,4(V) dans @,[4](X) By ¢t méme plus précisément
Qp
dans @Q,[4] ® €,-t" pour un entier r convenable (en fait, on a r=

#[H (Dp] Zs hy(V)). Notons Ay 54 (V) le sous-Z,[4]-module de Ay, u(V)
qui est 'image réciproque de Z,[ 4] @ O¢, 1.
z,

Conjecture (0z,(V')). La conjecture (V) est vraie et si w est une base de Ay ;5 (V),

ona
Zp [4]-ép(w)-w= AIIU/H.ZP(V)~

Pour la deuxiéme condition, il est équivalent de demander que si w est une
base du Z,[4]-module 45 5 7, (V), & ()=
La conjecture 6z, (V) détermine I'image de 6(€25)(4,,,(T, M)~ ') dans Q,(X) 4;
V4

elle signifie en effet que si T et M sont tels que, par 'isomorphisme de compara-
ison, ils déterminent une unité de Z,[A4] ® Og,,ona
Z,

QA L(T, M) Y= 4.

Remarque. Lorsque Pon ne sait pas que la conjecture 4(V) est vraie, on peut
quand méme écrire S(BNA (T M) ' =& -4 avec & yeQ,@A4/4%;

0r(&r, m)eQ,[41/Z,[ 41" ne dépend que du choix de M et T et définit comme
precedemment une application &y y p: Ay w(Vy—>Q[A/Z,[A]" vérifiant
encore

Sylam)y=a" &y (o).
On peut alors énoncer la conjecture plus faible suivante:

Conjecture (37, y,u(¥)™™*). Si 0 est une base de Ay y(V), on a

Zp (4] fV,H“/y (w)w=4 HO/H,Z,,(V)-
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11 est facile de voir comme en 3.4.8 que si 0>V’ > V- V" >0 est une suite
exacte de représentations p-adiques cristallines et si deux des conjectures oz, (V),
0z,{V’"), 8z,(V") sont vraies, il en est de méme de la troisi¢me. De plus, éz,(V)
est vraie lorsque V est une représentation p-adique ordinaire (voir infra n°4)
et de méme pour la version faible. Une autre justification a ces conjectures
se trouve dans les considérations des par. 3.4.10 et suivants.

3.5 Lien avec les nombres de Tamagawa

Le corps H est encore ici une extension finie de @Q,.

3.5.1 Donnons une variante de la construction faite en [FP3] d’invariants atta-
chés a V. Posons G,=Gal(H,/H). On a donc 4 = G,. Posons de maniére analogue
a349

AH,./H(V):(detQp[G"] D(v)~! ® detQp[G"](IndH"/Qp(RCSH,,/H ),
Qp[Gnl

si M et T sont des réseaux de D(V)etde ¥,

Ay, (T, M)=(detg, 1, M)™! &® detz g, (Indy, o, (Resy, iz T)).

Z,1G,)
La suite exacte de Q,[G,]-modules

0_’[V*(1)(Hn)* —’Hn®D(V)_’ ty(H,) >0
H

définit un isomorphisme

detq, (6,3 Ha & D(V)= detg, i6,) tv (H,®(detg, 16,1ty (Hi)) ™ L
H
La suite exacte (sg, (V)
0 HO(H,, V)~ D(V)~—=% D(V)@t,(H,) > H' (H,, V)

= DV (D) ®tyaery (H)* 2 DV*(L))* > H2(H,, V) >0
définit alors (au signe prés) un isomorphisme de ©Q,[G,]-modules libres de rang 1

(detg, (6 HAQD(V)'> &) (detg,i6,0 H'(H,, V)TV
H

ie(0,1,2)

D’ou un isomorphisme
AHn/H(V) ~ AEP.H,./H(V)
avec
Agpu (V)= ® (detﬂ)p[G"]Hi(Hn’ 1)

ie(0,1,2)

& (detg,6,)(Indy, g, (Resy, iz V)
QpGnl
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On montre (a l'aide des calculs de caractéristique d’Euler-Poincaré, [Mi]) que
le sous-Z,[G,]-module libre

Agp, g, m(T)= ® (detz, 6. H'(H,, T ® detz, 6,1(Indy, q, (Resy, m T))

i€(0,1,2) Z,(Gn)

de Agp (V) est indépendant du choix de T et définit un Z,[G,]-module
canonique libre de rang 1 dans dgp g4 i(V). Par transport, on en déduit un
Z,[G,]-module canonique libre de rang 1 dans 4y (V) que l'on note

Agp, H,,/H‘Z,,(V)-

3.5.2 On définit les nombres de Tamagawa de V' a valeurs dans Q,[G,]1/Z,[G,]™
de la maniére suivante: on a la suite exacte de Q,[G,]-modules

0 H°(H,,V)>D(V)=D(V)®ty(H,) ~ H}(H,, V) > 0.
On en déduit un isomorphisme de Q,[G,]-modules libres de rang 1

Lf.H,./H(V)z deto,,[c,,]Ho(Hm V)@(deta),,[c,,] H}(Hrn )8 ! l’(deta),,[(;,.] ty(H,)~ '

déf
Soit le sous-Z,[ G,]-module
Ly g n(T)=detg s, H*(H,, )®(detz 6, Hy(H,, T) .

Si ® est une base de dety,,ty(H,), on note Tam((T) Iélément de
Q,[G,)/Z,[G,]" tel que

Lf.H,,/H(I) >~ Tamg(’[) ‘ot
par P'isomorphisme précédent.

D’autre part, notons detQP[Gn](—(p[D(V*(I)) le déterminant de — ¢ agissant
sur detg, g, D(V*(1)) (il est independant de la base choisie). Cest un élément
de Q,[G,]. Remarquons que si # est un caractére non trivial de G,, on a

n(detg,ga(— @ DV*(1)) =1,
I, (detg, jg.0(— @1 D(V* (1)) =dety, (— @ | D(V*(1)).
Le lien entre la droite dgp g m.z,{V) et les nombres de Tamagawa de V est

donné par la proposition suivante dont on laisse la démonstration au lecteur:

Proposition. Soient T un réseau de V stable par Gy, wy une base du
sous-Z,[G,]-module detg g, Indy g, (Resy,y T) de detgy (6, Indy, o, (Resy n V)

et wgedetg, gy H.XQD(V). Ecrivons w=(ww) ' @oredym(V), o
=w,®w; ! avec w, edZtQp[G"] ty(H,) et o edetq g, tysqry(H,). Alors,

Agp 0.2, (V)=detg,6,,(— @ | D(V*(1)))- Tam,, (T)- Tamg, (T*(1) "' Z,[G,]- o.
3.5.3 Posons ™ (r)=1'(r) si r est un entier >0, =(—1)-I(1—r)"! si r est un

entier <0. Alors, I'*(r) est le coefficient dominant de la fonction I' en s=r
(en utilisant ’équation fonctionnelle de la fonction I lorsque r <0).
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On définit 4p p2,(V) comme l'image recxproque dans Ay (V) de

Z,GI& Ocg, t" par I’ 1somorphlsme de comparaison (comme en 3.4.9). On pose
ZP

(DHH/H_ H detQ,,[G,.]( (P|Qp(,um @D(V* ))/Qp(.um»1)®Q(V*(1)))_(MH)-

o<m=n @

On peut aussi écrire

Pyn= ] detg,i(—¢1Q,(1) & D(V*(1)/Q, (1) Q DV* (1))
Q

—-1<mZn Q,

=detg, (6,1 (— @|Q, () Q) D(V*(1) "1

Qp
[T detga(—@IQ (1) D(V*(1) .

—1£m<n Qp

La propri¢te fondamentale de @y, est que, si # est un caractere de G, se
factorisant par G, et non par G,  (n, est donc un entier avec —1!=<n,<n),
ona

1Py, ) =detg, (— @ D(V*(1)) "™ *Y
La conjecture Cgp x(V) de [FP3] devient dans cette situation un peu différente:

Conjecture Cgp g u(V). Ona

AEP,Hn/H,ZP(V)Z(pHn/H'detQ [G,.](“Q’|D(V*(1)))
1‘[ 1"* —h, (V) [HQ,] AH . ZP(V)-

Remarque. 11 est facile de montrer par un calcul de facteurs ¢ que si # est un
caractére de G, d’ordre fini, la «#-composante» de Cgp g, ,u(V) redonne la conjec-
ture de [FP3] pour V().

3.5.4 Théoréme (avec un grain de sable). Supposons que ¢ est semi-simple en
Let p~ . Si w est une base de Ay (V), on a

AEP,H,./H,Z,,(V)=@H,./H'detmp[a,.](*WD(V*(l)))‘n F*(_].)Mh’w””m”]‘fv(w)'w-
j

En particulier, la conjecture Cgp gy y(V) est équivalente a la conjecture

51,; H,l/H(V)fmbh'

La conjecture dz, g, (V) est la suivante: avec les notations de 3.4.9, I'image
de &; » dans Q,, [G,,]/Z [G,.]* ne dépend que du choix de M et T et définit
une application &y gy Ay, m(V)—Q,[G,)/Z,[G,]™ vérifiant encore

faible

@/,;1,./11(0“0):0“1 Ly (o).
La conjecture 6z, ., (V)™ dit que si  est une base de Ay, x(V), on a
Z,[G,]- sy yyu(0) o= AHn/.l,,(V)-

Le grain de sable est le suivant: nous démontrons le théoréme dans le cas
ou Fil® D(V)=0; dans le cas général, nous le démontrons en supposant le conjec-
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ture Réc(V) que nous énongons plus loin (3.6.4). Remarquons que le cas particu-
lier Fil® D (V)= 0 suffit pour retrouver le théoréme de Bloch-Kato sur les nombres
de Tamagawa de @,(r), cf. infra 4.1.7.

La démonstration du théoréme est faite dans les paragraphes suivants. On
ne suppose pas la condition Fil® D(V)=0 dans les pars. 3.5.5, 3.5.6, 3.5.7.

3.5.5. Lemme. Soit n un caractére de G,. La fonction sy’ (det(£2y ,(w))/6y ()
a un zéro en s=0 de multiplicité dimg, Fil°® D(V) et on a

lim 7-7°(det (€25, () 3y (@))s” = & (h— 1) 118Re). [T ()~ 0,
5 j
ot d= dimQP V.

En particulier, si Fil® D(V)=0, l'image de det(2} ,)/dy dans @,[G,] est égal
A (h _ 1) !d.[H:Qp]. n F(_j)~hj(v).[H:Q,,],Zp [Gn]'

j<o
La démonstration est un simple calcul: s—#-y°(/y) a un zéro d’ordre 1 et on
lim #-¥°(£,)/s= 1. On calcule d’autre part 5-x ( H (/AJ)‘““"12 FivD),
§—=0 ~h,j

3.5.6 On construit un isomorphisme de @Q,[G,]-modules

& (detg,g,0 H' (H,, V)™

ie(0,1,2)

> (Gelay100 Q@ 2, M) ©ldetgyion @ QO 22D
ZP

ie(1,2)

a partir des suites exactes et isomorphismes suivants:
(i) on a la suite exacte de Q,[G,]-modules

0-Q,®Z(D)r,— H' (H,, V) > H'(I;, V*(1)%=)* - 0;

en remarquant que Q, &) Z2, (T)=(V*(1)9%=)* et donc que

Z,

Q,R) Z% () "=H\(I,, V*(1)%mx)*,
ZP

on obtient la suite exacte

0~QP§>Z;(1‘)mH1(H,,,V)aQ,,g)Zi(Ifuo

(i) on a Q,,@Z‘ (T)»=(VSr.)n=HO(H,, V)

(iii) on a (I;ZI,Q@Z2 (D), =(V*(\)=)p*=H*(H,, V).

Lemme. Par 'isomorphisme précédent, l'image de () (detz, g, H'(H,, T)) """
i€(0,1,2)
est le Z,[G,-module &) ((dety, g, Z5 (T, )~ V' ®(detz, g1 Z5, (D))",
ie(1,2)
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Démonstration. La suite exacte (i) provient de la suite exacte de Z,[G,]-modules

0-Z., (D), »H'(H, T) > Z, ()" -0
on a en effet la suite exacte

0-Z%L (D), — H' (H,, T) > (H' (L, (V¥(1)/T*(1))%<) > 0
(cf. 3.2.1) et 'isomorphisme Z2 (T)=((V*(1)/T(1))°%«)’, d’ou
ZL (D) =(H" (I, (V*(1)/T*(1)%"=)"
De méme, on a
Z (M) »=(T%)'»=H°(H,,T)
et
Z% (D), =H°H,, V*(1)/T*(1)) =H*(H,,T).

On en déduit le lemme.

3.5.7 Soit a un endomorphisme d’un @Q,-espace vectoriel (resp. Q,[G,]-module)
D de rang fini semi-simple en 0, c’est-a-dire tel que I'application ¢, : ker a — coker «
induite par lidentité soit un isomorphisme aprés extension des scalaires par
'anneau des fractions total. La suite exacte 0 — keroo— D — D — coker o — 0 et
t, permettent de définir un homomorphisme

det* (2): det D®(det D)~ - @, (resp. Q,[G,]).

Ainsi, si D est un @, -espace vectoriel et si A est la matrice de D dans une
base w et r la dimension de kera, on a det(4 +X)=det*(0)(0®@w ) X"+
Si M est un réseau de D(resp. un sous-Z,[G,]-module tel que dety 16,1 M s 1njecte
dans detq_g,; D), l'image de det(M)®det(M) ! dans @, (resp. Qp [G,]) par l'iso-
morphlsme det*(«) est indépendante de M; on la note detg (x|D) (resp.
det 1,(2|D). Si § est un endomorphisme de D semi-simple en 0, on a
detd (o f| D)=detd («|D)-det§ (8|D).

Supposons maintenant que 1—¢ est semi-simple. Notons S le conoyau de
Do VY= > D (V). On a la suite exacte

05" (Do (V)= ), = Doy V), > Sr, ~ 0
qui tensorisée par @, devient la suite exacte de Q,[G,]-modules
0 D1 =) (Do (VY =), = 2., (V)r, » D(V)(1— ) >0

car S est isomorphe en tant que A-module & ®(M/(1—p'- @) D(V)n M)X) Z,(i).
On a un diagramme commutatif dont les lignes sont exactes: z,

0- DVY(1~@) >  (@(VV'™ )%, - D,(V), —D)(1-¢)- 0

0« H®DW)DWVP « H@DF) « DIy <o
H H
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En utilisant isomorphisme ¢,_,: D(V)*~!' > D(V)/(1—¢), on en déduit une
application

det* a,: detQp[G,.] D (V)r,. ®(detQP[Gn] H, ® D)~ ' QI’ £G.]
H

qui est injective si et seulement si «, est semi-simple.

Lemme. Supposons 1—@ et 1—p~'. @~ ! semi-simples en 0. Alors, det* «, est

non nul et 'image de
detz, 6,0 Do, (V)r, @ (dety, 6,1 O, (;9 M)~ !
dans Q,[G,] est
detd 6., (1 =@ D(V) ™! -detd 6. (1—p "0 ' {D(V) (P, m)
=detd,ig,1(1 —@|D(V) "' detd i6,,(1 ~ @ | DV* (1) (P, ym) "

Remarque. Soit n un caractére non trivial de G, d’idempotent e,. Soient Q,[#]

le corps des valeurs de # (on a donc Q,[n]=0Q,(y,)) et Z,[#] son anneau

d’entiers. Le lemme implique que limage de dety ;ye,9, u(V)r,

®(detz, g, €,(Og, X M)~ dans Q,[#] par I'application induite par e,-Z, , est
H

1 @uym) ™"+ Z, 1] =detq, (@ V(D).

Démonstration. Pour démontrer le lemme, il suffit de démontrer qu’il est vrai
en prenant I'image par e, ou n est un caractére de G,. Faisons la démonstration
dans le cas plus difficile ol le caractére n de G, est trivial.

On pose o=Try, got,. Lapplication g—g(0) induit Iisomorphisme
2.,(V)g_=~D(V). D’autre part, 'image de Iinjection

(Do (VY= V)1 — @) > D (V) =D(V)
(voir lemme 34.4) est (p—1)D(V)etona
(1—g@)ea=(1—p~ @)

(cf. 3.2.2). Les hypothéses impliquent donc que o est semi-simple. Comme
D m(V)g,. =M, le nombre que I'on calcule n’est autre que

detd, (x| D(V))=detg (1—p~ '@~ ' [D(V) detd (1 —@|D(V)) "'

Le cas ou x est un caractere non trivial de G, se traite de maniére analoque:
on a alors e, G({,— 1)=e, g({,— 1) et le diagramme suivant est commutatif

(2. (V=) D, (V)y,

e,,nE..,vJ lgHe,,‘(pfp)""*”(g)(C,fl)
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3.5.8 Démontrons le théoréme 3.5.4 dans le cas ou Fil® D(V)=0. Si wy,, est
une base du A-module 4, (T, M), la projection &, de det(Q% ,)(wy )~ ") dans
©Q,1G,] est 'image de

detz, 16,0 Doo. V), B ® (detz, (6. Z;(I)r“)(—l)l(@(detz,,[an] ZL (Tt

iel1,2}
dans Q,[G,] (3.1.6). En utilisant les lemmes 3.5.5 et 3.5.6, on trouve que
@, - detd (1—@|D(V))-detd (1—p~ '@ [D(V) "' & Z,[G,]
est Image de R,=detz, i, OH"®M)® &) (detq, g, H'(H,, T))""" dans
ie(0,1,2)

@©,[G,] par lapplication obtenue & partir des suites exactes et isomorphismes
qui suivent (ici, D(V)*~ ! =0):

(=1t expy Hu@ D)= (H,o V);
0 HHH, V)~ H'(H, V) > D(V*1)/(1 —p)* »0;

0~ (D(V*()/(1—@)* - DV*(1))* » D(V*(1))* > (D(V*(1)*~ )%
(DV*(L)*~ " ~H*(H,, V).
En utilisant le fait que
det (1—" ¢~ | D(V*(1))*) =detd (1— [ D(V*(1))
=detd (—@|D(V*(1)) "' -detd (1—-@|D(V*(1))
=detg, (—@|D(V*(1)))"" -det§ (1—p~'-9~ ' D(V)),
on obtient que (h—1)!"*HCL.dy . dety,(— | DV*(1)-&-Z,[G,] est
I'image de R, par application obtenue a partir de la suite exacte
0 D(V) =22 D(V)@H, Q) D(V)— H'(H,, V)
H

1—-tp~

- DV*1)* D(V*(1)* - H*(H,, V)—0.
D’ou, en utilisant le lemme 3.5.5 et 3.5.1,

Ey (Bym) 01 M 'Zp [Gl=((h—1) !)—d-m:a),,] . n F*(“J')h’(v)‘m:o"] &y Wy pm ‘Zp[Gn]
J
=(¢’H,,/11)_ ! 'detQp(—(NQ(V*(l)))_l H r*(“.i)hJ(V)‘[H:Qp]'AEP,H“/H,Z,,~
J

D’ot le théoréme 3.5.4 dans le cas ot Fil° D(V)=0.
3.5.9 On ne suppose plus que Fil® D (V)=0. Dans ce cas, I'application
Vo Q®Z, (V)r, » Q,®(Z, (T)/T=)y,

n’est plus un isomorphisme. Nous avons besoin du fait suivant, généralisation
de 3.16 et 3.18.
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Soient M et N deux A-modules sans torsion de méme rang. Soient

g: A ( ® M3, ( @ N
un homomorphisme injectif de #,,(G,)-modules et g,: Q,X) M, ~»QI,®NF,‘
P'application qui s’en déduit. On définit une application Zp Zy
t,(g): ker g, - coker g,
de la maniére suivante: si xeker g,, soit X un relévement dans #, (Gw)®M,
alors g(X)=(""—1)-y avec yefw(Gw)®N. L’image de y dans coker ;,, ne
A

dépend que de x (et de y). On la note ¢ ,(g,)(x). On a alors la propriété suivante:
si wedet ,(M)®det ,(N)~ ! et si r=dim ker g,, on a

det(g)(w)=(y"" — 1) - detg, g,1(¢ ,(8x) (@}) dans (77" — 1) Q, [G,]

ou w, e(detq, 6,y ker g,)®(detq, (¢, coker 2,)” ! et w sont compatibles en un sens
évident a la suite exacte

0—ker g, »Q, ) My, - Q) Ny, —coker g, —0.

Zp Z,

Revenons a €3, ,: rappelons (lemme 3.4.5) que I'on a une application déduite
de &, v:
ker &% , . — H,®Fil°D(V)/VEx,

Drautre part, I'application
®Zl /TGH“’_.’H (Hrn V)/Hf(Hn’ V)+H (H /HnaVGHw)
- H,@Fil° D(V)/VSn

se factorise par coker g,. Pour des raisons évidentes, on repousse la démonstra-
tion du lemme suivant au par. 3.6.9 (la conjecture Réc(}') est €noncée en 3.6):

Lemme. Si la conjecture Réc(V) est vraie, le diagramme suivant est commutatif:

£ (20 hn)
ker Q% , . u coker Q5 ,, .

—(h=1)!-(log x(yP") !

H,QFil°D(V)/Ven H,®Fil° D(V)/ V.

Le théoréme 3.5.4 se démontre alors comme en 3.5.8 en utilisant les faits précé-
dents. Nous laissons la démonstration au lecteur.
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3.6 Loi explicite de réciprocité
On suppose toujours que H est une extension finie de Q,.
3.6.1 Pour tout entier n le cup-produit induit une forme bilinéaire
v, HY(H,, T)x HU (H,, T*(1)) - H*(H,, Z,(1))~Z,

qui est non dégénérée une fois tensorisée par Q,. Par passage & la limite sur
n, on en déduit une forme bilinéaire (-, )y :

Zo(Mx Zo,(T*(1) > 4.

Explicitement, elle se décrit de la maniére suivante: soient x,, =(x,)e Z (T) et
Vo =)EZL (T*(1)). Alors, les éléments

Z <T~1X,,, yn>V,H,,'TEZp[Gal(Hn/H)]

teGal(H,/H)

sont compatibles pour les applications de projection Z,[Gal(H,,,/H)]
—Z,[Gal(H,/H)] et définissent donc un élément de 4 qui est {x,, Y, y. On
a donc encore

<xooayoo>VE Z <T‘1xn1yn>V,H,,'TmOdulo wn'
teGal(Hn/H)

On vérifie facilement le lemme suivant:

Lemme. Soient x e Z' (T), y,€Z (T*(1)).
(i) Pour tout AeA, on a

<l'xoo’YOo>V=A'<xac>yoo>V=<xnc’ l()-)'yoo>V
(on rappelle que 1 est Papplication Z,-linéaire de A dans lui-méme telle que

i(t)=1""! pour 1eG,).
(ii) Pour tout entier jeZ, on a

CTWS (X )s TWE ey Vo) Dw (= TW - (X0, Vi Ow)
ou Tw;: A — A est Uapplication Z ,-linéaire telle que Tw ()= (1)1 pour 16G .
Remarque. L’application
Z(Myx Zo,(T*(1)' > 4
(x, Y=Lx, ¥y

est une application bilinéaire de A-modules. Cette application se prolonge d’autre
part naturellement en une application bilinéaire de J#, (G, }-modules

Ho(G o) R Z (D) X H o (G) Q) Zo (T* (1)) — H#,,(G).
A 4
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3.6.2. Lemme. Soit xe@,(V)2=° et ye@ (V*(1)2=°. Alors, ['élément
(— 1P Ly (%), Qouiry1 —n (V) de H(G ) est indépendant de heZ et de e.
On le note {2y (x), 7oy, (¥)>y. Lapplication

D (VY= x D (VF(1))?~0 - #,[G,]
{(x, )=y (x), To QV*(I)(y)>V

est une application bilinéaire de A-modules.

Démonstration. On peut soit faire un calcul explicite facile soit remarquer directe-
ment que (x, ) {Qy(x), 7o Qy. 4, (¥)>y est obtenu comme composé

Do VY=Ox D (VF()*=0 > L(Z) x HA(ZE) > L(Z.0) x L (Z%)

- G (A, ]G =#.[G].
avec
Zoo Z‘yﬁm (Gtx,)® Z(‘;@(I)/IGH“U

Zh=H,(G) ) Z., (T*()/T*(1)%-.

3.6.3 Construisons maintenant directement une application bilinéaire de A-
modules [+, Jpan:

D (V)X D, (V*(1) » HR) A.
Zl’

On a une dualité naturelle [,]: D(V)x D(V*(1)) > H. D’autre part, il existe
une unique structure de produit * sur W[T]¥~® compatible avec la structure
de A-module et tel que (1+ T)*(1+ T)=(1 + T). Remarquons que par 'isomor-
phisme de W[T[¥=" sur I'espace des mesures sur Z, a valeurs dans W (cf.
1.2.5), ce produit correspond au produit de convolution. On note [, ]y, I'unique
forme bilinéaire de A-modules

D, (V) x@w(V*(l))eH®A
ZP
telle que

[8:®d, g,®d lp0=1d,d]-g; *gzeH®W[[Tﬂ‘”:°
pour g, g, W[T]¥~% et de D(V), d’e D(V*(1)).

Enfin, 'application trace de H 4 Q), induit différentes applications notées
True,: HQ 4->Q, 4, Tryg, HOW[T]* ™ > Q,QZ,[T]*".
z, z, w z,

3.6.4. Conjecture (Réc(V')). Soit V une représentation cristalline de Gy. Alors,
pour tout xe 2, (V)2=°, ye 2, (V*(1))*=° on a

{(Qy(x), iOQV*(l)(y)>V (1+T)= TrH/Q,,([xa Y1pwy-
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Remarque. On peut aussi énoncer la conjecture en termes de «transformée de
Mellinn». Si geW[T]*=° Mel(g) désigne I'unique élément de W]G, ] tel que
Mel(g)-(1+ T)=g(T) (cf. 1.1.6). Alors, la formule devient

(Qy(x), 10 QV*(])(y)>V = TTH/Q,,(Mel([X, y]D(V)))'

3.6.5. Lemme. La conjecture Réc(V) est invariante par twist et stable par passage
au dual.

Démonstration. La deuxiéme assertion est claire. Montrons la premiére. Suppo-
sons la conjecture Réc(V) vraie. En utilisant les faits

Twe jyey=(—1-Tw' [ puiyy,  Dor=1oD71,
on calcule:
— <y (X ToQp ey WDy (1 T)
=(~ 1)h+j<(—‘ l)j' TW?.VOQ%,h”(Dj(@ej)(X): TWij,V*(l)
09%1(11),1 —hO(D“j®e—j)(yl)>V(j)'(1 +T)

=(= 1" Tw_;({Q% 4> (D' ®e)(x), Dty 1 ~no(D T/ ®e - Y¥)>y)- (1 + T)

=(= 1! DIy ho (DI @e)(x), By (DI ®e_ Y1)y -(1+T))

= _TrH/Qp(D_j([(Dj®ej)(X),(Dj®e—j)()’)]D(V))

= TrH/Qp(ij([Dj(x), Dj(y)]D(V(j)))) = ‘TTH/Q,,([X’ J’]D(V(j)))~
D’ou le lemme.

3.6.6 Une conséquence de la conjecture Réc(V) est la proposition suivante que
nous démontrons.

Proposition. Le discriminant de la forme bilinéaire

(x, ¥) > {2y (%), To Qyuy WDy
sur 2, (VYA=0x @ (V*(1))2=° est un élément de Q,X 4.
z

P

Démonstration. 1l s’agit de montrer que si M (resp. M’) est un réseau de D(V)
(resp. D(V*(1))), si

wedet, Do e (V)*~° @(det, Z (T)/T) "
A
et
w*edety D, pp- (V¥ (1)) Rdet, Z_, (T*(1)/T* (1)) 71,
A
Pélément H = det{(%)(w)- det (., Jw*) de #,,(G ) est un élément de @, X) 4.
On utilise Ie théoréme 3.4.2. 11 s’agit alors de montrer directement 2y

H =det(25 p)()-det(@ 1), 1 - (@*) €Q, ) 4
ZP
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(pour tout entier ) ou se convaincre qu’il s’agit de montrer que

[TIE(=r#® . Fo T (e O =T [T(= 1) T T (1 4 ] = # 1.

3.6.7. Proposition. La conjecture Réc(V) implique les conjectures 6(V) et 6 (V*(1)).

Démonstration. 11 suffit de remarquer que P'application bilinéaire <{-,- >y (resp.
[-.-Ipwy) induit un homomorphisme injectif de A-modules (resp. de H® A1) a
conoyau fini

Z,(T)/T01= — Hom,(Z, (T*(1))/T* (1), A)

[P2, 2.1.6] (resp.
@m(V)aHomHg@A(Dw(V*(l)): HE) 4):
» z

le produit de convolution est surjectif). Comme det ,(T%=)=det,(Z2 (T*(1))
et de méme en échangeant T et T*(1), on déduit de Rec(V) que

3 ()4, (V)™ 3(Din ) (A (V*(1) Qp®/1

En utilisant le théoreme 3.4.2 pour Vet pour V*(1), on en deéduit la proposition.

3.6.8. Théoréme. La conjecture Réc(Q,(r)) est vraie pour tout entier r.

Nous reprendrons dans le par. 4 le cas de @,(r) et y démontrerons ce théoréme
comme application de formules de Coleman.

3.6.9 Démontrons le lemme énoncé en 3.5.9. On a

4 (Qy w ) )=o/0" = 1) [T £;-(25.0)(x) modulo(y”" —1)

15j<h
= —(log x(b"") ™" -(h— 1)!(Q% o) (x), modulo (y*" — 1).

Dlautre part, soit yeH,(QD(V*(1). On peut écrite y=E, yuy,(f) avec
fe2,(V*(1)). D'ou H

(h—1)! CXPyry V= Qv*m walf)=(h—-1! V*(l) 1(f)a-
On a donc

<t (R ) (X), €XPyect) YD1,
= —(log (") ™"+ (k= 1)1 Q5 0 (X)ns L1y, s (Ndvm-

On en déduit en utilisant Rec(V) que

—log x(y")-(h—=1) 1" 1+ t,(25 4,0 (%), €XPrags) Vv,



Théorie d’Iwasawa des représentations p-adiques sur un corps local 141

est le coefficient de '€lément neutre de Gal(H,/H) dans Tryg, ([x.f]) modulo
(7" =1), Cest-a-dire Tryy, ({5, (%), y]D(y)) leage de t (QV nn)(X) dans
H, @FllOD(V) est donc —(log 1@ (h—1 5, »(x), ce qui démontre le

lemme 3.59.

4 Q1

Sauf mention explicite, nous ne supposons pas dans les pars. 4.1.1-4.1.5 et 4.2
que H est une extension finic de Q,.

4.1 Isomorphismes de Coleman

Nous supposons dans ce paragraphe que V=V, (r) ou r est un entier strictement
positif et V, une représentation p-adique non ramifiée. On a alors D(V)*~'=0.
Nous reprenons dans ce cas de maniére presque indépendante le théoréme 3.2.3
en le reliant au théoreme de Coleman; la démonstration de l'existence de
ne nécessite pas 'utilisation de plusieurs twists et £}, , est défini avant de tensori-
ser par #,(G.). Sauf mention explicite, on ne suppose pas que H est une
extension finie de @Q,.

4.1.1 Le H-espace vectoriel D(V) admet un réseau M tel que p” ¢ agisse sur
M comme un g-automorphisme de W-modules. Si xe #,,(V), on a donc

p~(n+ 1)(0.®(p)7(n+1)‘xep(r—1)(n+ 1 %M(V)
On déduit alors de 2.3.6 qu’il existe un entier s tel que
ps_zn r(p*(r— )n+ 1)(U®¢)~(n+ “'X)

soit un élément de H}(H,,T) dont I'image dans H}(H,, V) pour tout entier
nest p°-C,((1—¢)x) ou C, est défini en 3.2.2. On le note p*-%,(x)=p*-%, y(x)
et bien sir %,(x})=p~*-p*€,(x). Notons Z,, (T)=limproj H}(H,,T). Lorsque
H est une extension finie de @Q,, c’est un A-module contenu dans Z.(T) de
rang [H: Q,]-dimg, V.

4.1.2. Proposition. Les %, , (resp. les C, ) définissent par limite projective un
homomorphisme €,y (resp. C, y) de A-modules de #\(V) dans p~*-Z,, (T)
qui s’étend en un homomorphisme de (V) dans Q,,@Zm (M) (resp. de

D (VA= dans Q,®Z ., ((T)/V"=) et on a le dlagramme commutatif de A-
modules dont les lignes sont exactes

0 — (log(l+TY®DWV)P="" — HV) — D, (V*° — 0

0 — Vo — Q,,(z@zw,,(_) - Q@Zm,(T/VGH - o
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Avec les notations du par. 3, on a donc &} ,=(r—1)!-C_  (on rappelle que
V=V, (r).

Démonstration. On a H'(H,, T),,.=(V/T)°", (on remarque que V¢#.=0). On
en déduit que la limite projective des H'(H,, T),,, est égale a T%~ et que la
limite projective des HL(H,,T) est égale & Z, ,(T)/T%"=. Lexistence de C,, y
et de €, est alors claire. Il reste @ montrer que la restriction de €, a
(log(1+ T)Y ®D(V)*=P " est un isomorphisme sur V%« On déduit de 2.3.7 que
(log(1+ T)®D(V)*~*"" sinjecte dans V¢7». Montrons que ces deux Q,-espa-
ces vectoriels ont méme dimension. On a '@D(V)*=? "~Fil®(D(V(—r))*~!
=V(—r)%. Comme V(—r) est une représentation p-adique non ramifiée, on
a V(- =V(—r)f"=, ce qui est égal en tant que @ ,-espace vectoriel & V=
On en déduit que €, (log(1+ T @D(V)? P )= VCna,

4.1.3 Lorsquer>1,ona Z, (T)=Z.(T). Posons

Zw.f(I):Zoo.f(I(l_r))(r)czoo,f(I)'

Proposition. (i) Les homomorphismes de Ql,@/l-modules C,.y (resp. €, y) sont
z,
de isomorphismes sur QI,@ZOUJ(I)/VGHm (resp. sur Qp®2w,f(1")).

Plus précisément, soit M un réseau de D(V) tel que p~" ¢ soit un automor-
phisme de W-modules de M. Posons T=T(M)=(t" A, ®M)“’=‘. Rappelons
que I'on a posé Z,, ,(V)=W[T]*=° X M. w

w

Proposition. (i) (r— 1)1 C,, v (resp. (r—1)}! %, y) induit un isomorphisme de A-
modules de D, (VY™ sur Z, (T(M)/T(M)$7o (resp. de #p(V)) sur
mv,(’I(M)) En particulier, on a une suite exacte de A-modules

0-T(M)f%e — Z, (T(M)LED1, 5 (V)

—2 M/ —p ) MYRZ,(r) 0.

zP
La démonstration (faite en 4.1.5) utilise le comportement de C,, ; par twist
(4.1.4) et le résultat bien connu de Coleman lorsque r =1 rappelé en 4.1.5.

4.1.4. Proposition. Soit j un entier positif. Soit ge@w_M(V)Z:O. Alors, on a
(r=1 1 Tw; y (Co y (DY (@) =(= 1) -(r +j~1)!- Co, v (;(g) modulo T(M) (j)*7=.

Démonstration. On utilise la proposition 2.4.3.

4.1.5 L’application €y, w est lapphcatlon réciproque de I'application de Cole-
man (dans le cas Q,(1), voir [C1]; voir aussi [P1, théoréme 3.1]). La proposition
4.1.3 est dans ce cas bien connue.

La proposition 4.1.4 devient en remplagant V par V(1 —r), r par 1 et j par
r—1

Twi— 1 v (Co v -n (D" @M =(=1F " "-(r—1)!- C,, v (g) modulo T(M)*r=
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On déduit alors de 4.1.4, de 4.1.3 pour V(1—r)=V,(1) et du fait que D est
un isomorphisme de W[T|¥~° sur lui-méme que la proposition 4.1.3 est vraie.

4.1.6. Corollaire. Supposons que H est une extension finie de Q,. La conjecture
0z, (Vo(r)) est vraie.

Démonstration. On remarque que le Z,[4]-module
(detg, 4 M)~ ! ®detz,4(Ind g, (Resg, gz T(M))

est €gal & Ay pz,(V) (3.4.9). Le corollaire se deduit alors de la suite exacte
de A-modules pour V=¥, (r) (que nous allons montrer)

0-Z, (1) Z5, (1)~ (M§/(¢— D)*(r—1)—fini

ou M, est un réseau de D(V,) sur lequel ¢ agit comme un automorphisme
de W-modules et o T=T(M [ —r]) (on peut montrer plus précisément la surjec-
tivité, mais nous n’en aurons pas besoin). 11 suffit de montrer cette suite exacte
pour r=1. Pour ¥=Q,(1), c’est un résultat d’Iwasawa ([1, Theorem 25], remar-
quons qu’il est vrai sans hypothése de finitude sur [H: Q,1):

0=Z,, (@, (1))~ 2 Z,(1) > Z, 0,

Papplication Z} (Z,(1)) » Z, est donnée par la valuation. Supposons de nouveau
H/Q, finie pour simplifier. Prenons V'=1V,(1). En remarquant par exemple que
'on a alors H} (H,, T)=H'(H,, T), on montre la suite exacte [BK]

0~ H}(H,,T) > H'(H,, T)~ (D(V"/(9—1) DVF)*.

Notons S, I'image de H'(H,,T). L’application S,,~ S, pour m=n induite par
la corestriction provient de l'identité sur (D(V§)/(¢ — 1))* et I'application S, - S,
pour m=n induite par la restriction est injective. On en déduit que Pon a la
suite exacte

0 Z, ((To(1)) > Z,(To(1)) > S, — fini

avec Q,(X) So=(D(V§)/p—1)* et To=T(M,), d’oti Iassertion désirée.

ZP
4.1.7. Corollaire. Supposons que [H: Q,] est fini. Si r est un entier 21, 0on a
Z,[A]-Tamd, (Z,(r)y/Tamd, , _(Z,(1—r)=(r—1)!"HLIZ [4]

ot g, est une base du Z,[A]-module canonique Ay iy z (Q,(5)). Plus générale-
ment, si n est un caractére de G, ne se factorisant pas par G, _, et si wq,
est une base du Z,[n]-module canonique 4y 7z (Q,(s)(n), on a

Zp {’7] : Tamgovr(lp(r)("))/’ramgo.x - r(Zp(l - 7')(7]))
=p TV )1 TR Z ],

Démonstration. Cela se déduit facilement du fait que la conjecture dg,(Q,(r)
est vraie, du théoréme 3.5.4 et de la proposition 3.5.2.
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4.2 Représentations p-adiques ordinaires

On ne suppose pas H/Q), finie.

4.2.1. Proposition. Toute extension de Q, par Q,(r) (dans la catégorie des représen-
tations p-adiques de Gy ) pour r =2 est cristalline.

Démonstration. Lapplication Q,&)ZL(Z,(r)r,— H'(H,, Q,(r) est surjective
zl’
(proposition 3.2.1). L’application

En,Qp(r) : (@oo (GQp(r))Z =0)G31(Hm/H,l) - Hn ® D (Qp(r))
H

est surjective (lemme 3.4.4). On a d’autre part démontré la suite exacte de A-
modules

0-Z,(r) = ZL(Z, (1) > D (Q,(r) > Z,(r) - 0.
On déduit alors de la suite exacte
0> ZL(Z, ()~ ZL(Z, () > Z,(r—1) -0

(voir démonstr‘ation du porollaire 4.1.6). et de ce que Z,(rGaiw../m,,) st fini pour
r=1 qu'on a Iisomorphisme

epo,.,(DP(r): Hn ® D(Qp(r)): Hl (Hn’ Qp(r))
H

pour tout entier n. L'image de H,(X) D(®,(r)) étant contenue dans H(H,, Q,(r)),
H

on en déduit que H}(H,, Q,(n)=H'(H,, Q, ().
Lorsque H/Q, est finie, la proposition précédente est une conséquence de
[BK].

4.2.2 Soit K une extension finie totalement ramifiée de H. Une représentation
p-adique ordinaire est une représentation p-adique munie d’une filtration deé-
croissante exhaustive et séparée par des sous-espaces vectoriels Fil' ¥ stables
par l'action de Gy et telle que le sous-groupe d’inertie I agit sur Fil' V/Fil' "' V
par y' ou y est le caractére cyclotomique. Pour tout entier j, soit DU le plus
grand sous-H-espace vectoriel de D tel qu’il existe un réseau de DU! (c’est-a-dire
un sous-W-module libre de D de rang maximal) sur lequel p~/ ¢ agit comme
un automorphisme de W-modules; le ¢-module filtré D est dit ordinaire si et
seulement si les nombres de Newton de D sont des entiers et si pour tout
entier jon a
Dy =Fil' Dx®(D(DY)x)

j<i

avec (DY), = K (X) DVL
H

4.2.3. Proposition. Toute représentation p-adique ordinaire de Gy, . est semi-
stable. Le foncteur D= D, fournit une équivalence de catégories entre la catégorie
des représentations p-adiques ordinaires cristallines et la catégorie des ¢-modules
Jiltrés ordinaires.
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La proposition se déduit de la proposition 4.2.1 comme dans [Bu, exp. IV].
Lorsque H/Q, est fini, c’est un résultat de Hyodo.

4.2.4 Restons dans les représentations p-adiques ordinaires. Nous allons montrer
sur un exemple que lintroduction de #,,(G,) cest-a-dire des dénominateurs
dans lalgébre d’Iwasawa est essentielle. 11 s’agit pour cela de vérifier que la
famille des (C,, ,(g)) n’est pas toujours enti¢re. Pour cela, on regarde 'exemple
suivant: soit V une représentation p-adique cristailine de Gq, extension de Q1)
par QQ,(2). Montrons que la famille des (expy, (=, v(g)) est entiére pour tout
26D, (V)= 0 si et seulement si 'extension V est scindée.

Démonstration. Soit (e, e,— ) une base de D(V) telle que e _;;=p~ '-e_y,
Qe_=p *-e_y. Soit e_ =¢_;;+A-¢_, une base de Fil~' D(V). Posons
C,(g)=expy,.v(Z, v(g). Montrons que 'extension est scindée si et seulement
si la famille (C (g)) est entiére pour un g non nul de la forme §®e;_; et tel
que A,(g)=0. Soit G une solution de (1—¢@)G=g,G= G®e[ 13- On remarque
que G=0(log) et que D(G)=0(1). En reprenant la définition de C,(g), on voit
qu’il suffit de montrer que Uextension est scindée si et seulement si 'on a la
propriété suivante a une constante indépendante de n prés: soit A, un élément
de Fil®(4.;;®@M) tel que (1—¢)A,=D(g)(B,— )¢, alors (t—1)(D(G)B,—1)¢
_An)ep" Acris®M'

Lorsque I'extension est scindée, D(G)(B8,— 1) te Fil®(4,;;® M); on peut donc
prendre A,=D(G)(f,—1)t et la propriété est vraie. Réciproquement, écrivons
A,=a, i e,_;+a, ;e 5. Les équations deviennent

(1 Ap_l (P)(an,l _D(G)(ﬁn_ 1) t)=0,(1 _p—l (P) an,ZZOa
a, 1€Fil Aups, 0y 3 — A 0, €Fil? A .

De plus, pour 1eGy,,

(= 1)@, 1 = D(G)Bu— D )eP" Acrics(1— 1) 0, 2€P" Aric-
On en déduit que A-(z— YPGB, — 1) ep” A, + Fil® 4, et donc que
At =1)(D(G)(B,— 1)EP" Aceis + Fil' Acyis.
Cela implique que A-(z—1)(D(G)(C,— )ep” O¢, pour tout entier n. Comme

D(G) est O(1), on a nécessairement A=0 ou (t— 1)(D(G))=0. Mais cette derniére
égalité implique la nullité de D(g) et donc de g.

4.2.5. Proposition. Soit V une représention p-adique ordinaire cristalline de Gy.
La conjecture oz, (V) est vraie.

Démonstration. Cest une simple application du fait que §(V) est vraie si V a
un seul poids de Hodge-Tate non nul {corollaire 4.1.6) et de la compatibilité
des conjectures dz (V) aux suites exactes (cf. 3.4.8).

4.3 Loi explicite de réciprocité pour Q,(r}

4.3.1 Supposons désormais que H est une extension finie de @,. Donnons
une traduction de Réc(Q,(r)). Définissons

i Zo @) X Z5, (@) — 4
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par  {x, yo,=<x, Tw'., g, (V))q,u)- On a alors pour g®e_ e(W]TJ¥™°
@He_ )= et f@e_,e(W[T]*~°@He_ ="
<Qg)P(1). 1(g®e— 1)’ Q(E[);:r),r(f®e—r)>r
=<{82q,1).1(g®e_,), Tws—r,Qp(r)(QCEQ—pir),r(f®e—r))>0p(l)
={Qg,w.1(8®e-y), Qs;jo(D'(f)@)eo»Q,,uy

La conjecture Réc(@Q,(1)) dit alors que

Q1.1 @D 1), Loy . (f®€ ), (14 T)=Trpq, (g+D ™" (1Y)
= TTH/Q,,(g*Dr(f)l)-
ol 1 est toujours Popérateur de W[ T[¥~ tel que 1(A-(14 T)=1(4)-(1+ T) pour
AeA.
Remarquons que si U, =Z, ;(Z,(1)), l'application composée
H,=H'(H,, Z,()~Z(Z,())r,~> Homg, (U, Q,(r))
a—d o (u—u, Say,-t")
est 'opposé de I'application définie par Bloch et Kato (ici, : H, ~ H'(H,, Z,(r))
est 'application appelée application de Fontaine-Messing dans [BK]).
4.3.2. Théoréme. La conjecture Réc(®Q,(r)) est vraie pour tout entier r.

Démonstration. D’aprés 3.6.5, il suffit de la montrer pour r=1. C'est alors une
conséquence d’un théoréme de Coleman [C3]. Plus précisément, soit {, Dy,
la forme bilinéaire de H' (H,,,Z (Yx H'(H,,Z,(1)) & valeurs dans Z/p"*'Z
définie par (,)g, =570 ou (, )H est le symbole de Hilbert. La pI'O)CCUOIl de
{Q,1).1(g®e-1), QQ,,m 1(f®e_,)>, dans Z,[Gal(H,/H)] est égale a

Z <Y_1 Q&)p(lm(g@e* Dnos Q‘gn;lu,i(f@e— 1)n>1,n'?,

yeGal(H,/H)

ot 2§ (1),1(g®e_ ), est la projection de Qf 1),1(g®e_,) dans H'(H,, Z,(1)).
Le théoréme 1 de [C3] traduit dans notre contexte affirme que

{Q,1,1(8®e_ 1), Q&);:l), 1{(f®e_1)n) 1.

=Try,(p """ 2 g~ 1)-DF)( '~ D)) mod p"* ! - Z,
4

ou { parcourt les racines p"* '-iémes de l'unité et ot (1 —p~ ! - @){F) =f. Transfor-

mons le second membre. On a
YDF)(T' -1D-gl—=D=Y, DN "—1-gll—-1).
Z 3

En effet,

L eDENC =D g~ D=2 DN ~1-g-1)=0
¢ {
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car ¥(g)=0. On a donc pour yeGal(H,/H),

‘<Q§)P(1).1(V_ ! (2)®e_,),, Q&);l(l),l(f®e41)n>l
=Ty, (P~ """ Y g((*? ' —1)-D(f)¢ ' —1)mod p"* ' - Z,.
¢

Montrons que si j est un entier strictement inférieur a p"tletsig etg,sont
des éléments de W[T]¥=°, p="* .Y g (/7' —1)-g,({" ' —1) est le coefficient

&
de (1+ Ty dans le polyndme d’interpolation de g,*g5 modulo ,,(T). Ce der-
nier est égal a p~ "y {Tig xgt({~1etona
¢

gl’j‘gl*g’z(C—IPZC"'-HCx'y~dug1(x)'d#g3(y)
_Zg I fg @ —1)-dpg,(y )=§§C"’-g1(éy—l)'dﬂg;(y)
=§§C‘”“-gl(C—1)-dug-2(y)=ZClg1(C~1)§C‘f‘y-dug2(y)
=§g1(C—1)'gz(C_j—1)=Zg1(5"7'—1)'gz(C‘1*1)~

¢

En prenant g, =g et g,=D(f), on en déduit que

<-Q<|£)p(1), 1(g®e_y), Qg);;n,x (f®e_)>-(1+T)
=Try,(g*D(f))modulo(p"* !, @, 4, (T))

pour tout entier n, d’ou le théoréme.

4.3.3 Si B est la projection de Qg . (f®e.,) dans H'(H,@Q,(r), on a grice
a322

B=(r= 16— 0 )f O)=(r—1)!-6%
ol & est Tapplication de Fontaine-Messing H—H'(H,Q,(r) (on a
expy.v=0°(1—¢)). Si l'on prend la valeur en 0 de dz (Qp(r) et en utilisant
le fait que D"(h-(1+ T))="Tw"(h)-(1+ T), on obtient dans Qp =Q, -t
{1y, 1{8®e 1), B 1 =Trpe, (D'D7T(fH)-g)O)- 1
=Tryuw,(f0)-D(g)Q)-
=(r—1)!""Try;q, (a- D' (G)(0)-t"

ou(l1—p~ ' @) (G)=g: en effet, comme

(1—p"~"-0)-D"(G)(0)=D"(g)(0),
ona

Ttuq, (f () D (§)0)=Trug, (f(0)-(L—p'~*-0)- D'(G)(O0)
=Tryq,(1—p'~ 0”1 (0)- D'(G)(0)
=Tryg, (D' (G)(0)).
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D’ou
Qo 1),18®e_ ), 00, t'=(r—1)!""-Tryyq, (- D' (G)(0)-1).

Ici, G est aussi égal a la fonction de Coleman Col(u) associée a u avec u
=(u)eU,,u,=G" " "({,—1) et Ph_uw)=D"(Col(w)(0)-t" est 'homomor-
phisme de Coates-Wiles. Cette formule est ce que Bloch et Kato appellent la
loi explicite de réciprocité (Theorem 2.1, Theorem 2.6 de [BK], au signe prés®):

00>, t'=(r—1)!"1 Tty g, (- D"(Col (1))(0) -t
=(r=1)! Tty q, @ 2 w(G).

On en obtient ainsi une autre démonstration. Remarquons que leur démonstra-
tion (ainsi que celle de Fontaine [F2], les idées de cette lettre sont reprises
dans [F3]) s’appuie également sur un argument de déformation par twist a
partir du cas r=1. Plus généralement, pour n un entier = —1, on obtient la
proposition suivante:

Proposition. Soit r un entier positif. Lapplication o€ H y—(ur—<u, da>,-t") de Bloch-
Kato (Fontaine-Messing ) est donnée par

ars (s (r— 1)1 Trg, g, (p ™" "D (Col(w)f™ " ")y —1)-2) 1.

Démonstration. 1l s'agit de faire en sens inverse et pour r le chemin suivi dans
la démonstration du théoréme 4.3.2 pour r=1.
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