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Soit p u n  nombre premier impair. Soient H une extension finie non ramifi6e 
de Qv, Wl 'anneau des entiers de H e t a  l 'endomorphisme de Frobenius de 
H; soient /7 une cl6ture alg6brique de H, H,=H(,uv.+~), H~=UH, la 
7l~-extension cyclotomique et Go~ =Gal(H~/H). Posons A =7Zv~Go~. Coleman 
I-C1] construit un homomorphisme canonique de A-modules de la limite projec- 
tive U~ des unit& des H, dans W~G~ dont le noyau et le conoyau sont isomor- 
phes fi Zv(1 ). Ce type de construction est un des ingr6dients essentiels de l'une 
des constructions de la fonction de Kubota-Leopoldt et de la fonction L p-adique 
d'une courbe elliptique/t multiplication complexe. Elle permet de la construire 

partir d'un syst6me d'unit& globales que fournit la nature (unit6s cyclotomi- 
ques, unit6s elliptiques) et qui se trouve ~tre intimement li6 h la fonction L 
de la situation. 

Dans ce texte, nous d6finissons la g6n6ralisation de l 'homomorphisme de 
Coleman pour toute repr&entation p-adique cristalline Vdu groupe de Galois 
GI~ de H/H. Expliquons rapidement de quoi il s'agit (routes les notations seront 
de nouveau introduites dans la suite du texte). Soit Jf~ le sous-Qv-espace vectoriel 
de Qp~X~ form6 des s6ries enti6res qui sont o(log(1 +X)) r) sur le disque unit~ 
(voir 1.1). Notons ~ ( G ~ ) = ~ ( F )  (~) A off ~ ( F )  est ralg+bre des h ( 7 -  1) pour 

zp ~r~ 
heJt~ et 7 un g6n~rateur topologique de F=Gal(H~,~/H(#v) ) et ~ ( G ~ )  la r6- 
union des ~ (G~) .  

Soit Vune repr&entation p-adique cristalline de Gn. On note V{j) le j-i~me 
twist ~i la Tate de K On fixe une famille e = ((,) de racines p" + 1-i6mes de l'unit6 
telles que (P+I=( , ,  (_1=1,  (o4=1. Si T est un r&eau de V stable par Gn, 
notons Z~(_T) la limite projective des HX(H,, T) relativement aux applications 
de corestriction. Alors, Z~(T) est muni d'une structure de A-module de type 
fini. Le choix de e permet de d~finir un isomorphisme Tw~ v: Z~ (T)--* Z~ (T(j)) 
donn6 par x~--~x| | D autre part, soit _D(V) le tp-mo~tule filtr~ admissible 
associ6 fi V sur H. Notons W.~T~ ~'=~ le sous-W-module de W~T~ form6 des 
s6ries formelles f telles que ~ f ( ( ( l + T ) - l ) = 0 .  I1 est muni d'une unique 

action lin~aire et continue de G~ telle que z(1 + T)=(1 + T) x(~) (off Zest le carac- 
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t6re cyclotomique) qui en fait un W { G ~ - m o d u l e  libre de rang 1. On pose 
@~ (V)= W ITS*-o (~)D(V). L'opbrateur diff6rentiel D = (1 + T)/(d/d T) est inver- 

W 

sible sur W~T~ ~176 On note A: ~ ( V ) ~  | D(V)/(1-p~.qo) D(V) l 'application 
d6finie par 

z~ ( f  | d) = (D ~ (f)  (0). d modulo (I - p' .  <p) D ( V))~ z. 

Soit expn., v: H.  @ D (V)-~ H a ( H.,  V) l 'application exponentielle de Bloch-Kato. 
14 

Th6or~me. II existe une unique famille d'homomorphismes de ~o~(G~)-modules 
O~'O),h pour h>~O et j 6 Z  

~ (G~) @ ~_~ (vu)P = o ~ ~ 2  (G~) @ z 1 (T (/))IT U)~-~ 
II~p A 

vdrifiant 
(i) pour j ~ 0 et h >> O, le diagramme suivant est eommutatif pour tout entier n 

2g~(Goo)(~@~(V(j)):~=o ~%~,-~ , W~(Go~)@)Z~(T(j))/T_(j) ~ .... 

7,~n, V ( j )  

, n '  (H., V(j)) U. @ D_(V(j)) (h-t),'e*p..~,~) 
w n 

off ~,,vo)(g)=(p.(a | ~0)) -~"+ 1)(G)((,-- 1) avec (1 --q~) G = g  ( ici ~o agit de maniOre 
a-lindaire sur H~T~ par (1 + T) p -  1 et sur D_ (V(])) par qo) ; 

e e - -  e (ii) T w l , v o  ) o Q v u ) , h  ~ D - - Qvo+ a).h+ 1 �9 
Les ~2~,h qui sont injectifs peuvent ~tre vus comme une application t<p6riode,. 

On contrSle la d6pendance en h. Plus pr6cis6ment, on montre que si ~h=h 
-- log ?/log Z(?) od 7 est un 616ment non  trivial de F, on a 

Q~',h+ 1 = (h" ~2~, ,. 

D'autre part, on peut calculer la (tpartie avec log>> du d6terminant de f2~, a 
calcul6 dans des bases de A-modules. Malheureusement, je ne sais pas calculer 
exactement l'id6al engendr6 par det(f2~,h) sauf dans le cas ordinaire off la partie 
difficile avait d4j/l 6t4 faite par Coleman. Pour un r6sum6 plus complet sur 
les conjectures que l 'on fait au par. 3.4, voir [P3]. 

Donnons  quelques applications de ces homomorphismes. 
Regardons d 'abord le cas de II)p(r) off r e s t  un entier positif. Pour r =  1, 

f2%,), t e s t  l'<dnverse>) de l ' isomorphisme de Coleman. Lorsque r > l  et h=r, 
le thhorhme donne une interprhtation du r-ihme twist de l ' isomorphisme de 
Coleman en termes de la thhorie cristalline de II~p(r). Cela nous permet 

- de donner  une nouvelle d4monstration du th4orhme de Bloch-Kato calcu- 
lant les nombres de Tamagawa locaux de ll~p(r) (ce qui peut ainsi se faire sans 
utiliser de loi explicite de rhciprocit6); 

- de montrer  que toute repr4sentation p-adique, extension de Qp par Qp(r) 
sur H(#,) o6 H est un corps de caract6ristique 0 complet pour une valuation 
discrhte, ~i corps rhsiduel parfait k de caracthristique pet  non  ramifi6 est cristalline 
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(une part ie de ce qui a 6t6 d6crit pr6c6demment est en effet vraie plus g6n6rale- 
ment  pour  un tel corps H); 

de d6montrer  A par t i r  des r6sultats de Coleman pour  r =  1 une loi de 
r6ciprocit6 explicite sur H ~  et d 'en d6duire le r6sultat de Ka to  concernant  le 
lien entre l 'applicat ion de Coates-Wiles et celle de Fontaine-Messing.  

I1 est alors tentant  d'essayer de g6n6raliser ces lois de r6ciprocit6 explicites 
en termes de th6orie d ' Iwasawa ~t toute repr6sentat ion p-adique cristalline de 
Gn. Nous  donnons  une conjecture utilisant les homomorph i smes  f2~, h. 

Cependan t  l 'applicat ion fondamentale  qui &ait  la mot iva t ion  de ce travail 
est la const ruct ion des fonctions L p-adiques. Nous  laissons cela pour  d 'autres  
articles ( [P4]  pour  le cas des courbes elliptiques, [P5]  pour  le cas g6n6ral). 

D o n n o n s  le plan du texte. Dans  la premi6re partie qui peut  n'~tre lue qu 'au 
fur et fi mesure des besoins, on a regroup6 des rappels sur les fonctions sur 
le disque unit6, sur l ' in terpolat ion p-adique, des rappels sur les anneaux B~r~ 
et BdR (qu'on esp6re ne t tement  suffisants pour  la compr6hension du texte) et 
des r6sultats de convergence ou d'~dnt6gralit~> dans ces anneaux n6cessaires 

la cons t ruct ion  de l ' homomorph i sme  g2~. Dans  la seconde pattie,  on construi t  
des familles de points  et on 6tudie leurs propri6t6s d'int6gralit6. Dans  la part ie 3, 
on construi t  l 'applicat ion de p6riodes et on 6tudie quelques-unes de ces propri6- 
t6s: calcul du d6terminant  par  exemple, conjectures s'y rappor tant ,  lien avec 
les nombres  de Tamagawa.  On utilise cette appl icat ion de p6riodes pour  6noncer 
la conjecture concernan t  une loi explicite de r6ciprocit6 dans cette si tuat ion 
tout  ~ fait g6n6rale. Dans  la partie 4, on traite le cas des repr6sentat ions Qp(r). 
Cette pat t ie  a 6t6 r6dig6e de mani6re relat ivement  ind6pendante  de la pr6c6dente, 
au moins dans l '6nonc6 des r6sultats. 

Dans  toute la suite, H est un corps de caract6ristique 0, complet  pour  une 
valuat ion discr6te, ~ corps r6siduel parfait  k de caract6ristique p e t  absolument  
non  ramifi6, W l ' a n n e a u  des entiers de H (qui est aussi l ' anneau des vecteurs 
de Wi t t  ~ coefficients dans k), cr l ' homomorph i sme  de Frobenius.  On note /7 
une cl6ture alg6brique de H et k- son corps r6siduel. Soient ~Ep le compl6t6 
d e / / e t  I I la valeur absolue de ~;z_normalis6e par  IP[ = P -  1. Si K est une extension 
alg6brique de H contenue dans  H, on note Gr le groupe de Galois  de H/K. 

Si V e s t  un ll~p-espace vectoriel, on  note V*=HomQ,(V,  Qp). Si M est un 
;r de type fini, on pose M * =  Homz~(M, JEp). 
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1 Pr61iminaires 

1.1 Fonctions sur le disque unit~ 

1.1.1 Soit B(0, 1-) la boule unit6 de l12p form6e des x~lEp tels que Ixl < 1. Soit 
~ p  le sous-espace de ~p~T~ form6 des 616ments de tl2p~T~ qui admettent un 
d6veloppement en s6rie convergent en tout point de B(0, 1-). Ce sont aussi 
les limites de fractions rationnelles n 'ayant  pas de p61es dans B(0, I - ) ,  lirnites 
pour la topologie de la convergence uniforme sur les boules B(O,p)={xE~p 
tel que Ix[ <p} pour p <  I. L'espace ~ p  est complet pour cette topologie. De 
plus, si une suite (f,), converge vers f darts cet espace, elle converge aussi vers 
f dans ~;p ~T~ coefficient par coefficient. Pour p < 1, on pose 

Ilfblp= Sup If(x)l. 
x e B ( O , p )  

Le principe du maximum implique que ce maximum est atteint sur {xelEp 
tel que Jx] =p}. 

Si f e t  g sont deux 616ments de ~cp,  on dit que f = o ( g )  (resp. O(g)) si 

IlflLo=o(llf[Io) (resp. I[flkp=O(llfl[p)) 

lorsque p ~ 1-. En particulier, on notera ~,~r162 Ie sous-ensemble des fonctions 
de ~f~p qui sont o(log*) (c'est-/t-dire o(Iogh(1 + T))). S i n  est un entier > 1, posons 
p, = p -  a/p . . . .  ~p- 1). On d6duit de 

[l(log(1 + Z))illp, =pn.i .p-p/(p- 1).i 

qu 'une fonction f est o(logh)(resp. O(log*)) si et seulement si 

lim p-"'h[{fFIo =O (resp. Sup(p-"'h[rfllo,)< (~) 
n ~  o~ 

n 

[H]. Si f =  ~ a.. T", cela est encore 6quivalent ~ ce que 
n = O  

lim n-h- la ,  l = 0  (resp. Sup(n-h.la, t)< eo). 
n ~  n > O  

Enfin, il existe des constantes C1 et C2 strictement positives telles que 

Cl" Sup(n-h.  la.I) < Sup(p-" 'h Ik f II ~,) _--__ C2" Sup(n -h. la.I). 
n n n 
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Si K est un corps contenu dans II~v, on pose ,;4gK = ~ p  C~ K~T~ et ~"  = Jt~Qp. 

1.1.2 On d6finit un op6rateur q) continu cr-semi-lin6aire sur ,~u par 

~o(f) =f~((1 + T) p -  1) 

off f~  (T) = ~ a (a,)- T" si f (T) = ~, a, .  T": cela a un sens dans H ~ T~ car (1 + T) p 
- - l = p . T +  .... La relation I[~o(f)llo=Hfllpp pour p>p-1/(p-l} montre que ~0 
est fi valeurs dans o~n et continue. Lorsque p <p-~/~P-1), on a I[~o(f)[Io = ]]f[10/p' 

1.t.3 Consid6rons ensuite l 'op6rateur 0 a-~-semi-lin+aire d6fini sur H ~T~ par 

q~otp(f)=p-~.~.f(~-(1 + T)--  1) 

off ( parcourt  les racines p-idmes de l'unit6. I1 est bien d6fini car ~0 admet un 
inverse dans H ITS. On v6rifie facilement que pour p -  ~/("- l~ < p < 1, o n  a 

II@ ~ 0(f)llp = l[~9(f)llo, < p  ILf lip. 

On en d6duit que ~k est un op6rateur continu de ~n -  On a enfin 0 ~ ~o = 1. 

1.1.4 Soit H~=H(pp~) .  Soient Goo=Gal(H~/H) et Z: Gal(H/H)--*Goo~TI~, 
le caract6re cyclotomique. On note F=GaI(H~/Ho). On peut faire agir G~ 
sur ~ i  de mani6re continue par z ( f ) ( T ) = f ( ( l +  T)z~) - I )  (on a clairement 
II~(f)llo= Ilf lip). 

1.1.5 On d6finit un op6rateur diff6rentiel sur ~ par 

D ( f ) = ( 1  + T). f ' (r) .  

On a donc D(f) (eZ-1)=h' (Z)  od h(Z)=f(e  z -  1). L'op6rateur D v6rifie pour 
tout entier p-adique c~ 

D(f((1 + T) ' - -  1))= ~. D(f ) ( ( l  + r ) ' - -  1). 

En particulier, D(qof)=p.qo(D(f)) et D(z f )=x(Q.zD( f ) .  Si f est un 616ment 
de H~T~ e t j  un entier, posons 

Aj(f) = Di(f)(0). 

L'utilisation de ces op6rateurs remonte ~ Kummer  e t a  6t6 d6velopp6e par Coates 
et Wiles. 

On v6rifie facilement les propriet6s suivantes: 

(i) (j!)- 1 .Aj(f)  est le coefficient de Z j dans le dbveloppement de f (e  ~ -  1); 
(ii) S i j < p  et s i f e s t  un 616ment de W~T}, (j!)- ~.Aj(f) appartient ~ I4'; 
(iii) Aj(qo ( f ) )=  pJ. A~(T), A i(z ( f))= Z (zy. Aj( f)  pour z ~ G~; 
(iv) Aj(log~(1 + T ) )=0  si i # j  e t j !  si i=j. 

1.1.6 Le noyau W~T~ *=~ de ~ sur W~T~ est un W-module stable par G~ 
et par D. 

Lemme. (i) L'action de G~ sur le W-module W~T~ *=~ en fait un W~G~-module 
compact libre de rang 1 dont une base est 1 + T. 
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(ii) D est un isomorphisme de W-modules de W~T~ ~':~ sur lui-mOme v&ifiant 
D(z f )  = Z(X). D(f).  

La ddmonstration se trouve dans [P1]. L'action de W ~ G ~  sur (1 + T) prolonge 
de mani6re continue Faction de W[G~] donn6e par 

(Y~ a.-7").(1 + T ) = ~  a.-(1 + T) x~)" 
n n 

pour 7 g6n6rateur topologique de G~. Pour montrer  (ii), on remarque que 
D(h(? - 1).(1 + T))= h (z (? ) -7 -  1).(1 + T) et que h(?--  1)~--~h(z(7)'?- 1) est un iso- 
rnorphisme de W~Go~ sur lui-mame. 

Si g e W ~ T ~  ~=~ on note M e l ( g ) l ' u n i q u e  616ment de W ~ G ~  tel que 
Mel(g).(1 + T)=g.  

1.2 Interpolation 

1.2.1 Posons O)m(X)=(I+X)Pm--1. Soit p < l  et t u n  entier tel que P<Pt 
=p-1/v . . . .  (v-l). On a a l o r s  ]]ogmHp~Hogtl[p.p -(m-t) pour m>t.  En particulier, 
on a [[ o~,, If, < P-  m. C,  avec par exemple C,  = pt 

Soit u un g6n6rateur de 1 + p2~ v. S i r  est un entier > 1, on pose 

r - - 1  

ff~m, r(x)= H ~~ + X ) - l )  �9 
j = 0  

Si P est un polyn6me, on pose IbPll = IIP[I1. On a l e  lemme suivant [AV]. 

Lemme. Soit Pm une suite de polynOmes de IEp[X]. On suppose qu'il existe un 
entier r tel que 

(i) lim lip . . . .  P , . I [ = 0  

(ii) P,.+~-Pro--0 modulo f2~,~(X) II;p[X]. 

Alors, la suite P,, converge vers un ~lOment de ~ . % .  Si lira I[p~"~.P~ll =0 pour 

r' < r, la limite f ne d~pend que des Pm modulo s Enfin, f est l'unique ~l~ment 
de ,Yt~ v&ifiant pour tout m 

f -  P,, modulo (2,,,~(X) IE, IX]. 

DOmonstration. Dans ce qui suit, ~(m) d6signe une suite tendant vers 0 lorsque 
m --. oo. Le polyn6me f~,.,~ 6tant unitaire, on a 

P,,+l-Pm=f2m,r(X)'Rm avec I[R,.H<Sup(HP,,II, IlP~,+~[[)<~(m).p ~"~. 

Soit p u n  r~el v~rifiant I I - u J l < p < l  pour tout j compris entre 0 et r - 1  et 
soit t u n  entier tel que p<p-~/v  . . . .  tp-t). On d~duit de la majorat ion [[~2m,~ll . 
< C, .p-~ '~ (avec par exemple C o < if") que, pour m > t, 

lIP,. + 1 - Pmllo< e(m)" P ~'m IIf2m,,J[o<--Co'e(m) 

et que [IP,.+l-P.~j[o tend vers 0 lorsque m ~  oo. La suite P,. converge vers un 
~16ment f de 0~%. Si lira IIp"'m.P.,ll =0  pour r'<r, la limite ne d~pend que 
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des polyn6mes P,, de degr6 r'.p" congrus fi P,, modulo  D, , f (X).  En effet, on 
montre comme pr6c6demment que P,,- Pm tend vers 0 darts 24(% lorsque m ~ oc. 
Montrons  que limoo IIp"".f[[p,=O. On a pour m>=n, 

liP,+.+ ,-P..llo.~e+Cm)+f '~  ll Q,,,,.ll~,,<=~+(m)" p , . ~ - < "  ">"" lIQ.,+Ll~.<-sCrn)" p ".~. 

D'autre  part, on a ll~llo.=<~(n) p r". On en d6duit que I I f~  tend vers 0 
lorsque n ~ oo. L'unicit6 de f vient de ce que les 616ments de ~).r sont caract6ri- 
s~s par leur valeur sur uS( - 1 pour j = 0 ,  . . . , r - 1  et ~ racine p"-i6me de l'unit6 
pour tout  entier n ([AV], voir aussi le lemme 1.3.1). 

1.2.2 Lemme. Soit pour tout entier positif j < r une suite de polyndmes Q,,+~(X) 
v~rifiant 

(i) l i rn  I l p ~ ' . Q . , J  = 0  pourj<r; 

(ii) Q~+ 1,j-Q., , j=-O modulo o).,(X) II;p[X] pour tout met  pourj<r; 

(iii) 2in~ ( p ( " - ] ) ' .  ~. ( - - I )J-+(~) .Q, , .k(U-k . ( I+X)-- I ) )=Opourj<r.  
k = O  

Alors, les polyndmes P,, de II;pEX] de degrO <r.p" tels que pour tout O<j<r 
on air 

P,,(X)-=Q,,,/u-J(1 + X ) -  1) modulo co,,(u-J(1 + X ) -  i), 

v~rifient les hypotheses du lemme 1.2.1. Autrement dit, il existe un unique OlOment 
f de Jt~.~, tel que 

f -  Qm, i(u-J(l  + x ) -  1) modulo c%(u-.i(1 + X ) -  1) 

pour tout m et pour tout j=O .. . .  , r -  1. 

Ddmonstration. I1 est clair que l'on a P , , + ~ - P , , - 0  modulo s Cp[X] .  I1 
reste fi montrer  que l'on a lim l i f t " '  P,,,H =0.  Pour ceta, on utilise les techniques 

m ~ o ~  

de [AV, HI. Rappelons-en les 6tapes. On se donne r polynbmes Qo . . . .  , Q, -  
de degr6 < p "  et on note P l'unique polyn6me de degr6 <r.p" tel que P(X) 
=Q~(u ~-(1 + X ) -  l) modulo (~m(u-].(l + X ) -  1). I1 s'agit de comparer  la norme 
de P ~ celles des 

,~;(x)= ~ (-1)  ~-k- .Qk(u-k-(l+X)-l)  
k = O  

pourO<i<r. PosonsH(Z ,X)= ~ 6i(X). . O n a a l o r s :  
i = 0  

H(j ,X)=Qj(u-J . ( I  + X ) -  I) pour tou t en t i e r  O<j<r. 

Soit d 'autre  part  l 'unique polyn6me S e n  Yet X de degr6 < r  en Yet de degr6 
< p "  en X tel que S(u j'pm- 1, X)= Q~(u-i. (1 + X ) - 1 ) .  On v6rifie facilement que 
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r - - 1  

P(X)=S((1 + X )  p~-  1,X) et IIPII = IlSII. Ecrivons S =  ~ Sk(X). yk. On a donc 
k = O  

S(u J 'p~- l, X )=  H(j, X). On a pour tout r6el ~ avec [u ~ -  1[< c~ < p-I/(P- ~ 

Sup (llSk(g)ll ~k)~c" Sup (ll6~(X)ll "c~/luP~- ll') 
O < k < r  O < i < r  

od C ainsi que les constantes C', C" qui suivent ne d6pendent que de ct [-AV, 
proposition IV.4]. On en d6duit que IIP]] < C ' .  Sup (llp-m'i.3~(X)t]). En appli- 

O < i < r  

quant cela aux polynSmes Qzm de l'6nonc6, on en d6duit que 

[[p~~.P~ll ~ C " .  Sup ([Ip~(r-~).O~(x)/I), 
O < i < r  

ce qui tend vers 0 lorsque m ~ oQ. 
Si le degr6 de P,, (resp. Qz,.) est strictement inf6rieur/t r.p" (resp. pm), p,, 

(resp. Qj,,,(u-J.(1 + X ) - 1 ) )  est le polynSme d'interpolation de f modulo ~,,,r 
(resp. ~o,,(u-J(1 + X ) - 1 ) ) .  Par un argument analogue, on peut montrer que r6ci- 
proquement, si. f E ~ , % ,  ses polyn6mes d'interpolation modulo ~,,,r (resp. 
modulo o~ , , (u -J ( l+X) - l ) )  v6rifient les conditions du lemme 1.2.1 (resp. du 
lemme 1.2.2) [AV, H]. 

1.2.3 Notons Jt'~,%(F) l'alg6bre des h ( ? - 1 )  avec h ~ , r  et ~ un g6n6rateur 
topologique de F. Elle contient Ar=TZp~/" ~. Posons comme dans l 'introduction 
Jt~,r (Go~) = ~ , r  (F) ( ~  A. On d6finit un homomorphisme 

AF 

,~r162 (G~) ( ~  Zp (1 + T)=,Y~,,r a=~ ~ 3tfcp 
/~p A 

prolongeant l'application 

7Zp~F~ (~) Zp(l + T) ~ 7Zp[~T~ *=~ 
Zp 

d6finie en 1.1.6, de la mani6re qui suit (voir 1.2.4 pour son interpr6tation en 
termes de transform6e de Mellin). II suffit de le faire pour FE~ff~,%(F). Soit 
donc F = f (  7 -  1) avec fe~,'~,% et soit P,,(f) le polynSme d'interpolation de 
f modulo Q,,,r comme en 1.2.1. 

Lemme. La limite de P, , ( f ) (y-1) . (1 + T)e~pl-T] existe dans s et ne ddpend 
que de f et non de r. On la note f ( 7 -  1). (1 + T). On ales propridtOs suivantes 

(i) DJ(f(7 - 1).(1 + T))=f(g(7)L 7 - 1 ) .  (1 + T); 

(ii) pour tout caractOre q de F d'ordre fini d'ordre pro, on a en posant 
g(T) = f ( y - -  1). (1 + T) 

G(r/- ~, O'  r/(f(y - 1))= ~ ~/(z)- 1 -g (z (O-  1) 
t e G a l ( H m / H o )  
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off ~ est une racine de l'unitO d'ordre p"+ ~ et 

c (~ - ~, ~) = y~ ~ (~)- " ~  (0.  
~eGal(llm/Ho) 

Ddmonstration. I1 s'agit de montrer que Ps+ ~ ( f ) (7 -  1). (1 + T)--P~(f)(7--  1).(1 
+ T) tend vers 0 dans ~r lorsque m-~ ~ ,  c'est-~-dire que s i p  est un r6el 
inf6rieur ~ 1, I[P~.~(f)(~- 1).(1+ T)--P~(f)(o;-- 1).(1 + T)[Ip--~ 0. On a P~+~(f) 
--Pm(f)=Rm.~2m,r a v e c  lira IIp"mRmll = 0  ([g,  lemme 2.5.5], continuit6 de la 

m ~ 5  

division euclidienne par un polyn6me unitaire). D'autre part, 6crivons ~'~m,r(X) 
= ~  ak,,," [(1 +X)  k 'p~-  1] (avec %,, entier). On a alors avec u=x(y),  

k 

�9 m 

=(  Z (Z ak,,.'( u k p ~ -  1) 2k, m,j)" Ti/j)'(1 + T) 
j > O  k 

avec les ~k,m,j entiers. On en d6duit que 

11f2,,,,(7--I).(1 + T)]lo<= Sup(pJ/ljl).(Suplak,m.(u kpm-  1)[) 
/ k 

< Sup(pJ/ljl) �9 Ilf2,,,,ilp ,. 
) 

On a donc IIp--"'r'~2m,r(7 - 1)'(1 + T)Hp_--< C o. On en d~duit facilement que 

I lem(y- 1)'f~m,,(7-1)'(1 + r)llo<=Co �9 l ip '"  R,,ll ~ 0  

et que la suite des Pro(f)(7-- 1)'(1 + T) converge. N o t o n s f ( 7 - 1 ) . ( 1  + T) sa limite. 
Elle ne d6pend pas de r: en effet si Pm,~,(f) est le polyn6me d'interpolation 
de f modulo f2,,r,, avec r'>r, on a Pm, r( f)--P~,( f)=S, ' f2m,r avec toujours 
lim Ilpr'~.Smll = 0  et donc 

m ~ c x )  

lim Pm,,,(f)(7- 1).(1 + T)=  lim P , ( f ) ( 7 -  1).(1 + T}. 
m ~ c c  m ~ c ~  

Montrons que f ( y -  1).(1 + T) appartient fi Jt,~,r Par passage ~i la limite on 
a 

11(/(7- i).(1 + T)--Pm ( f ) ( 7 -  1).(1 + Y)no <= Co" IlPr"R,,I[ =< Co.l[p'"Pm(f)ll. 

En rempla~ant p par p,, et en utilisant le fait que Co<__p"'" , on en d6duit 
que 

lip mr ' f (7 - 1)-(1 + T)no~ =< Sup(lip . . . .  P, ,(f)(7-1) ,  (1 + r)n, Hp rm. Pm(f))ll), 

ce qui tend vers 0 lorsque m ~ oo. 
Remarquons que l'on peut en fait d 6 f i n i r f (7 -  I).(1 + T) fi partir des polyn6- 

rues d'interpolation de f modulo un produit de e),,(u i. (1 + X ) - 1 )  pour r valeurs 
distinctes de j. 
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Montrons (i). Si Q est un polyn6me, on v6rifie facilement que DJ(Q(7  - 1). 
(1 + T ) ) = Q ( u J . 7  - 1).(1 + T) (avec toujours u=z(7).  On en d6duit que 

D J ( f ( 7  - l).(1 + T))= lim P m ( f ) ( u L 7  - i) '(1 + T). 
m ~ o o  

Comme P,, , ( f )(u j .  (1 + X ) -  1) est un polyn6me d'interpolation de f ( u  j .  (1 + X ) -  1) 
modulo s + X ) - -  1), on a D J ( f ( 7  --  1).(1 + T)) = f (uL7  -- 1)-(1 + T). D'ofl (i). 

Montrons  (ii). On a 

J'ff; - 1). (1 + T)  = P , , ( f ) (7  - -  1). (1 + T) modulo (~,, + 1 (T), 
puisque 

(-m(7- 1).(1 + T)=( I  + T).((1 + T) "Pro- ~ -- 1)=0 modulo (om+ l(T) 

avec u=z(7). On a 

q(r ) - I  "g(z(O-  I) = ~ t/(z)- ~ �9 P~(f)(7-1)"  z(O. 
zEGal(Hm/Ho) ~GaI(Hm/Ho) 

Ecrivons Pro( f )=~  at(1 +X)  r. On obtient 

t~Gal(Hm/Ho) zEGaI(Hm/Ho) 

zcGal(Hm/Ho) 

= G (r / - ' ,  O.r/(P,~ ( . f )(7-  1))= G (r / -1 ~).v/(j('(~)- I)), 
d'ofl (ii). 

1.2.4 On d6finit ainsi un homomorphisme de/ l -modules  

~ . r  (Goo) @ Z,(1 + T ) ~  ~ . r  
Zp 

Montrons qu'il est injectif. Soit f u n  ~16ment de ~ , r  tel que f ( ~ - 1 ) . ( 1  
+ T)=0.  On d6duit du lemme 1.2.3 que f ( u J - 7  - 1).(1 + T ) = 0  pour tout entier 

j puis que pour tout caract~re d'ordre fini t/, q ( f ( u J . 7 -  1))= 0. Donc f e s t  nul. 

1.2.5 Ce qui precede est bien connu et s'interpr&e en termes de distributions 
d'ordre < r  ou r-admissible. Bien que l 'on n'en ait pas besoin dans la suite, 
indiquons cette interpr6tation. Rappelons d 'abord le cas des mesures. Si G est 
un groupe profini, notons Mes(G,~p) le ~p-espace vectoriel des mesures sur 
G ~t valeurs dans C v. I1 existe un isomorphisme canonique de ~p-espaces vecto- 
riels entre Mes(TZp, tEp)et 2~ v ~T~ (~)*v  donn6 par la formule 

Zp 

s , ~ ( T ) =  j" (l+Trds,(,). 
I v 

On note g~-o~q l 'application r~ciproque. La signification de l 'op&ateur $ est 
dans ce contexte la suivante: 

Lemme. U n e  m e s u r e  ~ sur  7gp ~ va leurs  d an s  ~ p  es t  d s u p p o r t  dans  7l~ si e t  
s e u l e m e n t  si  ~,(Pu) =0 .  
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Ddmonstration. I1 s'agit de montrer  que la mesure restriction de /~ ~i p7lp est 
nulle, c'est-fi-dire que ~ (1 + Ty  d/~(~)=0. Or, on a 

P•p 

O=p.~oo~(P,,)(T)= y~ ~ ~.(l + Tr d~(~) 
r v - 1 2~p 

= .[ ( }2 ~ ) ' ( I + T ) ~ d ~ ( ~ ) = P  ' ~ ( l + T ) ~ d ~ ( ~ )  �9 
Zp ~P = 1 pZ  v 

• 
On d6duit du lemme et de 1.1.6 que s i p  est ~ support dans 7/p, on peut 

6crire Pu(T)=ft,.(1 + T )  off fu=Mel(P~)r La transform6e de Mellin L u de p 
est d6finie classiquement de la mani6re suivante: si r/ est un caract6re continu 
de G~ dans ~ ; ,  on pose 

G~ 

off Z*(/0 est la mesure sur G~ transform6e de p par le caract6re cyclotomique 
• 

Z: G~ . 7 / p  (i.e. on a 

S q(z (g ) ) .dz*(p)=  ~ ,(=).d~).  

On v6rifiera en 1.2.7 (darts un cas plus g6n6ral) que l 'on a L,(q)=q(J~) 
= r/(Mel (Pu)). 

1.2.6 Lorsque r > 0 ,  soit ~ le Cv-espace vectoriel des fonctions sur B(0, 1) qui 
sont localement 6gales fi un polyn6me de degr6 <r .  Une distribution ~t sur 

• 
7Zp d'ordre < res t  une forme lin6aire sur ~ telle 

lim Sup(lp (~ s)', ~ (x_a)S dpl)=O 
n ~  03 a ~ p  a + p n ~ p  

pour tout entier j avec 0 < j  < r. Notons  ~ ,  l 'ensemble des distributions d'ordre 
< r sur 2~;. La donnbe d'une distribution d'ordre < res t  6quivalente fi la donn6e 
de r distributions pj avec 0 < j  < r (c'est-~t-dire de r formes lin6aires sur les fonc- 
tions localement constantes) v6rifiant la condition 

lim Sup p'~-J"" ~, (~)(--a)k ~ dpk =0, 
n ~ ~x~ aeT_~ O~k<-- j  a + p n Z p  

le lien 6tant donn6 par ~ d p j =  ~ xJ.dt~ pour tout ouvert U de ~Z~. I1 est 
U U 

montr6 [MTT,  V] qu'une telle distribution se prolonge de mani~re unique 
l'espace des fonctions sur B(0, 1) ayant localement en tout point de B(0, l) un 
d6veloppement en s6rie entibre convergent. On peut donc alors associer "~ une 
distribution d'ordre < r deux fonctions: la premi6re fonction est sa transform6e 
de Mellin. Vu comme fonction sur l'espace analytique des caract6res de Go~ 
fi valeurs dans ~ p ,  c'est 

Lu(r/ZJ) = ~ rl(Z-~(x))'xLdp(x) = ~ q(g)'zJ(g)'z*(dp)(g) �9 
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On montre [-AV, V, MTT] qu'il  existe un unique 616ment fu de ~.%(Goo) telle 
que Lu(~)=(( fu(7-1) )  pour tout caract6re ~ de G~ ~t valeurs darts ~ .  La 
deuxi6me fonction est 

z; ,=o z~ 

1.2.7. Proposition. Uapplication la~-~fu est un isomorphisme de ~ sur YF~,r 
IJapplication #~--~gu est un isomorphisme de c~ sur (~,r I/application de 
Jf~,r sur ( ~ , r  qui s'en dOduit est l'application construite en 1.2.4 et 
est un isomorphisme. 

Ddmonstration. On montre successivement que 
(i) f~-+f(~,-  1).(1 + T) est un isomorphisme de ~r (G~) sur (~,~,r176 
(ii) si g ~ ( ~ , r  et si, pour 0 < j < r ,  on d6finit 

~j(a, p") = p-" y, (-~DJ(g)(~- 1) 

06 ~ parcourt les racines p"-i6mes de l'unit6, pj est une distribution sur 7Z; 
et/* d6finie par S xJ 'd#  = ~ din; est une distribution d'ordre < r  telle que gu(T) 

U U 

= g(T), ce qui implique la bijectivit6 de l 'application #~--~gu; 
(iii) f~(~,- 1).(1 + T) =gu(T). 

La proposition s'en daduit. 
Montrons  (i). Soit g ~ ( ~ , r  Ecrivons g = R , . + t o , . + l . h , ,  o6 deg(R,.) 

<pm+l. Comme tl/(to,,+l'h,,,)=O,~m'~(hm) et que q(R,.) est de degr6 <p" ,  la 
condition ~p(g)=0 implique que 6(R, ,)=0.  On en daduit que R,. appartient 

Gp[? - - I ] . ( 1  + T). Plus pr6cis6ment notons Q,.,o le polyn6me de degr6 < p "  
tel que g (T) =- R m (T)  =- Q,,, o (? - 1). (1 + T) modulo to,. + 1 (T). De m~me, notons 
Qm,j le polyn6me de degr6 < p "  tel que DJ(g) (T ) - -Qm, j (? - I ) ' ( 1  + T )  modulo 
to,, + ~ (T). Notons Pr, le polyn6me de degr6 < r-p"  tel que 

P,,,(X) =- Q",j(u - j .  (1 q - x ) -  1) modulo (om(u-J. (i + X ) -  1). 

Montrons que P,. converge vers un 616ment f de ocg~,r I1 s'agit de v6rifier 
la condition (ii) de 1.2.1. On a 

D j (g)(T) = P,, (u j .  y - 1 ). ( 1 + T) = D j (P" (7 - 1). ( 1 + T)) modulo tom + 1 (T). 

On en d6duit que g = P m ( ? - 1 ) . ( 1  + T) modulo tom+l(T) r. Si Ym est le polyn6me 
d'interpolation de g modulo r + 1 (T) r, on a donc P"(? - 1)-(1 + T) = T,~ modulo 
corn+ a (T)'. Comme le degr6 de P,, est strictement inf6rieur fi p ' . r ,  on en d6duit 
facilement que 

IIP,,(X)II = IIP,,(?- 1).(1 + Y)ll = II Y,. II. 
On a d'autre part 

r , m  (pm)Pmtlpr''T,,ll<l]ff"TmlPp <ppp g]pp~ 0 
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lorsque m--. oo. Comme (p,,)P~ est ind6pendant de m, on en d6duit que 
lim lip""" P,,II = 0. Donc P,, converge vers un 616ment f de Jt~.r . On a alors 

m ~ o v  

DJ(f(7 - 1). (i + T)) =f(u j. 7 - 1). (1 + T) =- DJ(g(T)) modulo wm +, (T) 

pour tout me t  tout 0 < j  < r. D'ofl l'6galitb f ( 7 -  1). (1 + T) = g (T). 
Montrons (ii). On v6rifie facilement que #j ainsi d6fini est une distribution 

sur 2gp. Le fait que ~,(g)=0 implique comme en 1.2.5 qu'elle est fi support 
dans ~E~. I1 reste b, v6rifier que 

l i m  p(r-J)'n. <~ k ( ~ ) . ( - - a )  k S d#k=O" 
m ~ o o  O= <j B(a,p n) 

Un calcul facile montre que 

O<-k~ i B(a,p") O<~k<~j 

off ga(T)=g((l+7)~-l), off b est l'inverse de a dans Zr  et off ~ parcourt  les 
racines p"-i6mes de l'unit& On a alors 

off C est une constante. 
Montrons (iii). Ecrivons gu(T)=f (7  - 1).(1 + T) avec f ~ . r  Pour montrer  

que f~=f il suffit de montrer  que t / ( f (u-J7  - 1))=t/(fu(u-J7 - 1)) pour O<=j<r 
et t/caract6re d 'ordre fini. Faisons le calcul pour j = 0 ,  le calcul p o u r j  quelconque 
6tant le m~me en remplagant #o par # j e t  g par DJ(g). Soit t/ un caract6re 
d'ordre p"  de F et t 7 le caract6re de 7Z; d~duit de t/: f/= t/o Z- 1. On a 

rl(fu(7-1))=Sfl'd#o = ~ gl(a)'po(a,P") . . . .  
a mod pm 

= p - m . G ( q , ~ ; ' ) .  ~ ~ / ( b ) - ' . g ( ~ - l )  
b rood pm 

= G ( q - ' , r  ~ s 
b rood pm 

On v6rifie alors facilement que si P e s t  un polyn6me, P ( X ) = ~  a,.(1 +X) ' ,  on a 

0 ( b ) - l ' P ( 7 - 1 ) ' ( ~ )  = ~ O ( b ) - " ~ a , ' ~  "r 
b mod pm b mod pm 

= G ( t / -  ' , ~.). ~ a~. q (u ~) = G ( t / -  ' , ~,,,) �9 ~ at.  t/(~r) = G (q - ' , (,.)' t / (P  (7 - -  1 )). 

On en d6duit que t / ( f ~ ( ~ - 1 ) ) = q ( f ( ~ - 1 ) ) ,  ce qui termine la d~monstration de 
(iii). 
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1.3 Divisibilit~ de fonctions de z/t~,r par log(1 + X) 

Dans  la suite, si f e a r ,  on note  Qm,j(f)(u-J(1 + X ) -  l) le polyn6me d ' interpola-  
t ion de f modulo  ~m(u-~(1 + X ) -  1): on a donc  f ( u  j. ( -  l ) =  Qm, j ( f ) ( ( -  1) pour  
toute  racine pm-i~me de l 'unit~ (. 

1.3.1 Le lemme suivant  m 'a  bt6 indiqu~ par  D. Barsky. Rappelons  que pour  
I~1 < p1 - , / ( p -  ,),  u , a un  sens. 

Lemme. Soit f E~ , r  avec r> 1. Supposons qu'il existe c~ll2p avec I~J < P~ - 11~v 1) 
tel que f ( u ' . ( - 1 ) = 0  pour toute racine de l'unitO ( d'ordre une puissance de 
p. Alors il existe un 414ment g de 2~_ 1,r tel que 

f = (c~ - log (1 + X)/1 og (u)). g 

et on a pour tout entier j 

Qm,j(f) = (ct-j). Qm,j(g). 

Remarque. On utilisera ce lemme essentiellement dans  le cas off e est un entier 
k. La condi t ion est alors 6quivalente ~ ce que Q,,,k(f)=O pour  tout  entier m. 

D~monstration. On se ram6ne d ' abord  au cas off c~=0. Soit (Sm(X)=co~(X)/p ~. 
Soit p un r6el avec p m < p < l .  Par  le th6or6me de continuit6 de la division 
euclidienne [A, lemme 4.4.2], it existe un unique couple (g,,, R,,) avec Rm un 
polyn6me de degr6 <p" et g,, une s6rie enti6re convergente  sur B(0, 1 - )  tel 
que 

f =  g,..oS,.+ R,., [IR,.]lv< ![fHo, [[g,.[lv= < [IflljH&,.ll, .  

C o m m e  f ( ( -  1 ) = 0  pour  toute  racine ( d 'ordre  une puissance de p, les polynbmes  
R., sont iden t iquement  nuls. M o n t r o n s  que la suite des g,. converge dans  ~ r  
On a 

0 = gin+ 1 " & m + l -  g,. '  &,. = g,. + 1 '(&,. + 1 - &,.) + &,.'(g,. + 1 - g,.). 

Pou r  m tel que p<p . , ,  on a Hg,.+lHo<Ct~.llfllp. On a d 'aut re  part  lira ~5~+~ 
m ~ c , 3  

- & , . = O  et II&,.l]~ reste born6 lorsque m-+oo.  On en d6duit  que lim IIg,.+~ 
m ~  

-g , . l lp=O.  Posons g = - l o g ( u ) ,  lim g,.. Comme l o g ( l + X ) =  lira c~,.(x), on a 

bien " ~ ~ " + ~ 
f = - log(1 + X). g/log(u). 

I1 est alors clair que  si f ~ , ~  avec r > l ,  on a g~,X~_~,c~ et que pour  tout  
j, on  a Qm,j(f)= - j "  Q,,4(g)- 

1.3.2. Lemme. Soient f ~ , ~ , ~  et g~:,~,~,, avec s<r.  On suppose qu'il existe 
un polynOme q(X) tel que 

Q,,,j(f) = q(J)'Qm,j(g) 

pour j assez grand (une infinit( de j ) .  Alors, on a 

f =  q(log(1 + X)/log(u)).g. 

De plus, Q,. , j( f)=q(j).Q,, . j(g) pour tout entier j et le degrO du polynOme q est 
(gal ?t r -  s s ir  et s ont ~t~ choisis minimaux. 
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DOmonstration. La fonction G=q(log(1 +X)/log(u)).g appartient ~i ~ , , %  avec 
r '=s+deg(q)  et on a Q,,,j(G)=qO')'Q,,,.i(g) pour tout entier j. Donc, Qm,j(G) 
=Q, ,4 ( f )  pour une infinit6 de j e t  donc pour au moins Sup(f,  r) valeurs de 

j. On en d6duit que G = f  Le lemme s'en d6duit. 

1.3.3. Lemme. Soit f e a r , % .  1l existe un entier s > 0  minimal et g ~ , ~ , %  (unique 
gt une constante multiplicative pros) tels que, pour j assez grand 

Q~,j(f) = 2 j. Q,,,j(g) 

avee 2je ~p. De plus, pour tout j, (Qm,j(g)),, est non identiquement nul. 

DOmonstration. L'existence de g est claire. Montrons-en l'unicit6. Remarquons 
d 'abord que les 2j sont nuls sauf peut-~tre pour un nombre fini. Soient g~ 
et g2 deux telles fonctions: Q,, , j ( f )= 2j. Q,,,j(gO et  Qm,j(f)= llj" Q,,,j(g2). I1 existe 
un entier Jo tel que 2jo#0 et ~tjo+0. Alors, 2jo.g2-ktjo.g~ v6rifie les conditions 
du lemme 1.3.1 pour c~=jo et on a 

2jo. gz -/~jo" g 1 = (Jo - log (1 + X)/log (u)). g 

avec g e ~ _  L%. De plus, pour  j>>0, on a encore 

O,.,j(g) = (J +Jo) Q,.,j(;~jo' g ~ -  ~ jog , )  = (J + J o ) ( . ~ o / ~ -  t~jo/,~j) 0~, j ( f ) .  

La condition de minimalit6 implique que g = 0 .  D'o6 l'unicit6 fi constante pr6s. 
S'il existait un entier j tel que (Qm,j(g))~,=0, on aurait une contradiction avec 
la minimalit6 de g d'apr$s le lemme 1.3.1. 

1.3.4 Lemme. Soit J = [Jo . . . .  , Jl] un sous-ensemble de N ayant r OlOments. I1 
existe des constantes absolues c~s,j, k pour j e J ,  ke7Z telles que, pour tout.fEJt~,%, 
on air 

f (uk(  - 1) = lim ~ C~S4.k" Q=,j (f)(u k-j .  ( -  1) 
m ~ cc .i~J 

pour tout entier k et toute racine ~ d'ordre une puissance de p. 

Ddmonstration. Montrons-le pour J = {0 . . . . .  r} et k = r + 1. L'6galit6 

r + l  ) 
lim ([[f~-~r+ i,,.,,. ~, ( _  1) j - r - ,  .(r+. 1 . Q,,.j(f)(u~+ ~ -J.(1 + X  ) -  1)1[) = 0 

,,~ ~ j=o \ ,1 

est encore vraie. Comme pour  re>O, on a f(u~+~( - 1)= Q,,,k(f)(~-1),  on en 
d6duit que 

1\ r+ f ( u r + ' ( - 1 ) =  lira ~ ( - I )  g-r. r+ ).Qm4(f)(u , J . ( I + X ) - I ) .  
, , ~  j=o J 

Le cas g6n6ral s'en d6duit. 

1.3.5. Remarque. Soit (2j)j une suite d'616ments de 112p. II existe un +16ment f 
de ~ r tel que Q,, j ( f )  =),j pour j suffisamment grand si et seulement s'il existe 
un poiy"n6me q de ~iegr6 < r tel que q( j )=  2j. En effet, l'existence de f est 6quiva- 
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lente fi ce que ~ (-- 1) i-  k. "2k = 0 pour j > r, ce qui est 6quivalent fi l'existence 
k = 0  

d'un polyn6me q de degr6 < r  tel q( j )=2j .  

1.4 Rappels sur Br 

1.4.1 Rappelons bri6vement la d6finition des anneaux R, Acris = WDP(R), B+is,  
Br BdR ([F, Bu] . . . .  ). 

Soit (9r l 'anneau des entiers de r L 'anneau Res t  d6fini comme l'ensemble 
des suites x=(xr d'616ments x (") de (9% v6rifiant x r (") muni  des 
lois d 'addition et de multiplication d6finies par 

(x y)~")=x~"~y~") et (x+y)~")= lim (X~"+m~ + y~"+m)) p~. 
m~o~ 

Muni de la valuation VR(X)=I)(X (0)) OLI U est la valuation de (9% normalis6e 
par v(p)= 1, R est un anneau de valuation complet et de caract6ristique p. On 
munit  l 'anneau des vecteurs de Witt W(R) fi coefficients dans R de la topologie 
p-adique naturelle. Soit 0 l 'homomorphisme W(R)--* (9% d6fini par 

O ( ( x o  . . . . .  x . . . . .  ) = Y~ p"  " x~. "~. 

Son noyau est principal. Soit ~ un g6n6rateur. On d6finit alors A~ri~= wDP(R) 
comme le s6par6 compl6t6 du W(R)-sous-module de W(R)[p-1] engendr6 par 
W(R) et par les 7,(~)=~"/n! pour n > 0 .  II contient W(k). Rappelons que l'on 
d6montre que si Wa(R)= {(x,),~sW(R) tel que VR(Xo)> 1}, il est aussi 6gal /t 
ker O+p.W(R) et que si x~WI(R), 7,(x)=x"/n! appartient ~, Acrid. Si [c~] est 
le repr6sentant de Teichmiiller de c~eR avec cd~ 1 et cdl)+ 1, 

t =  log(E~])= Y , ( -  1)n+ 1 -([~] --  ])n/n 

est un  616ment de A~i~ v6rifiant g t = z ( g ) . t  si Z est le caract6re cyclotomique. 
On pose B+~, = Ac~ [I /p]  et B~,~ = B+is [ t -  1]. 

On pose F i l "W(R)=(ker  0)". On d6finit B~- R comme la limite projective des 
W(R) [p- 1]/Fil" W(R) [p- 1] et on le muni t  de la topologie de la limite projective 
avec la topologie p-adique sur les quotients. I1 contient /4. Si l 'on pose W,.(R) 
= W~ (R)", un syst6me fondamental de voisinages de 0 est donn6 par les 

W,,(R)+ Fil m+ ~ W(R)[p- ~] 
= p" W(R) + p"- ~ Fil t W(R) +... + Fil m W(R) + Fil m + ~ W(R) [p- 1 ]. 

On montre que B~i~+ est contenu darts B~- R. On v6rifie que Wr,,,(R ) est contenu 
dans p"Ac~,, (on a en effet 

Wp(R)= ~ p'-J.FiliW(R); 
O<=j<--p 

si xCFil lW(R),  ?j(x) appartient /t Ar , donc pP-J.FilJW(R)=pr-~.j!A~i~ 
cpAcri~. On en d6duit que Wp(R) est contenu dans pA~r~ et donc que Wp.m(R) 
= Wp(R)~p~A~) .  

L'homomorphisme 0 s'6tend /~ B~l~. Son noyau est alors 6gal ~ tBfR. On 
pose enfin BdR= B~R[t -l] et FiWBdR=t'B~R pour m entier positif ou n6gatif. 
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O n  no te  Fil"Bcr~s (resp. FilmAcris) la f i l t ra t ion  indui te  s u r  Bcrls (resp. sur  Acris ). 
En  fait, F i l"Acr~ est  auss i  l ' adh6rence  de Fil  m W(R)= (ker 0)" dans  Acr~. 

O n  a l e s  i s o m o r p h i s m e s  

BaR/Fil,,, Bd R ~ B ~ i j F i l  '~ Boris 

Fil m BaR/Fil m + 1 Bd R = Fil m Bcris/Fil m + 1 Bcris ~ [~p t m ~ ~p (m). 

Enfin, l ' h o m o m o r p h i s m e  de F r o b e n i u s  q~ d6fini sur  R p a r  ~p(x)=xP s'Otend 
W(R) puis  fi Acri~ et  h B~ris en  u n  h o m o m o r p h i s m e  a-l in6aire.  

1.5 Quelques morphismes de spdcialisation d valeurs dans B~r~ 

R a p p e l o n s  que H est un  corps  de ca rac t6r i s t ique  0, comple t  p o u r  une  v a l u a t i o n  
discrOte, fi corps  rOsiduel pa r fa i t  k de ca rac tb r i s t ique  p e t  a b s o l u m e n t  n o n  ramifi6;  
on  pose  Ho = HOt , )  et  H ,  = H ( # , ,  ~ ~). 

1.5.1 Soit  W+(R) le g r o u p e  des 616ments x de  W(R) tels que VR(Xo--1)>0.  
N o u s  s o m m e s  t ou t  p a r t i c u l i & e m e n t  int6ress6s pa r  la famille d '~16ments de 
W+(R) su ivants .  Soi t  e ,=(( , ) ,>  o un sys t6me de racines  de  l 'uni te  telles que  (o 
soit  une  rac ine  de l 'un i te  d ' o r d r e  p e t  (,r+ t =f t , .  On  no t e  j~,=~0-"(r,) l '616ment 
de R d6fini  pa r  (j~,)~"~ = ~,+,, et ft, = [fl ,]  =q~-"([e,])  son r ep r6sen tan t  de Te ichmi i -  
ller darts  W(R). O n  v6rifie fac i lement  que VR((fl,)O--1)= 1/(p--1)p" et doric  que 
ft, a p p a r t i e n t  fi W + (R). O n  pose  t = log(fl_ ~)~, 

1.5.2 S i [ e ~ , n  a v e c f ( T ) =  ~ a,, T" ,  on  pose  C~(f)=Sup(lam]/m~). 
m > - - O  m 

Proposi t ion .  (i) I F 1 ]  Soit f un ~l(ment de ~ h  (resp. J{~). Alors, si x est un 
dlOment de W + (R), f ( x - - 1 )  converge dans Br (resp. BdR ). L'application ainsi 
dOfinie de W+(R) dans B~ri~+ (resp. B2R) est continue, Si x est un ~ldment de 
W + (R), l'homomorphisme f~-~J ' (x - l )  est continu. 
(ii) Soit r u n  entier > 1. Il existe une constante C telle que, si f est un Oldment 
de ~ qui est 0 (log~), on a pour tout entier n > 0 

p(,+ 1).~.f(fl,_ 1)~ C - C , ( f )  A~ri~ 
avec [(~,(f)l =< C , ( f ) .  
(iii) Si f E W~ T~, f (fl, - 1) appartient h Ar 

D(monstration. L'616ment f d e  J f~  adme t  u n d 6 v e l o p p e m e n t  en s 6 r i e f ( T )  = ~ a , .  7"  
n > O  

off ]a,].p"~O p o u r  tou t  p < 1  et a,eH.  D ' a u t r e  part ,  s i x  est un  616ment de 
W + (R), p o s o n s  x =  1 + y .  II existe un  en t ie r  r tel que z = J  a p p a r t i e n t  ~t Wp(R) 
= WI(R) p (on rappel le  que W I ( R ) = F i l  I W(R)+pW(R)) .  Si n=q(n)-r+r(n)  avec 
O<r(n)<r, on a 

a,.(x -- 1)" = a ,  . y~"). zq~"~ Ea, Wpq~,)(R)=a.. pq~") A~i,. 

Mais  o n  a 
la," pq~")[ < la,I-p~ -"/" 

ce qui  t end  vers 0 lo r sque  n ~  ~ .  D o n c  la s6rie ~ a , . ( x -1 ) "  conve rge  dans  
B~is" n > o 

Remarquons qu'avec ces conventions, le [~:] de J.-M. Fontainc est fi_ ~ =(rio) p 
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Montrons maintenant la continuit6 de l 'application f de W + (R) dans B+is. 
Soit s un entier positif et soit h u n  616ment de Wr.,,(R): alors x + h ~ W + ( R ) .  
On a 

an'[_(x- l+h) ' - (x- -1)n]~_ ~_, an.pm'j+q(n-J) Acris 
l < j < n  

off q ( n - j )  a toujours la m~me signification. On a pour 1 < j < n  

v (an) + m .j + q (n - j )  >_ v (a,) + m .j -- 1 + (n - j ) / r  

> v (a,) + n/r + (m-- 1 / r ) j -  1 > v (a,) + n/r + m - 2. 

I1 existe un entier N tel que si n > N ,  on a V(an)+n/r>2 et dans ce cas 

an . [ ( x - l+h)n - ( x -1 )n]EpSA~r i s  pour m>=s. 

On prend de plus r e > M =  Sup ( - V ( a n ) - n / r + 2 + s )  et pour tout n e t  tout 
l <_n<_N 

m > Sup(s, M), on a alors an. [(x--1 + h)"-(x--1)n] ep~Ar ce qui d6montre la 
continuit6 d e f s u r  W + (R). 

Montrons la continuit6 de f~-.~,f(x- 1) et (ii). On reprend pour cela la d6mon- 
stration de (i) en notant  r(x) l 'entier r tel que ( x - 1 )  ' appartient ~ Wp(R). Si 
C(x)=  Sup(la, p -  1 +n/~(x)[), on a donc pour un (~(x) tel que IC(x)[ < C(x) 

n 

f ( x - -  1)e (~(x). Aegis. 

On a d'autre part C{x}~p .  I]f]lo d6s que 1 >p>p-l/r�91 D'ofi la continuit6 de 
f~---~f(x). Supposons maintenant que f est O(log~). Alors, C,(f)=Sup([a,]/n ~) 
existe et on a 

C(x) < p. Cr(f)" Sup(nr p-'/r(x)). 
n 

On v6rifie alors facilement que C(x)<= C1. Cr( f ) .  r(x) ~ off Cl ne d6pend que de r. 
Calculons maintenant r(fln): un 616ment (Uo, ul . . . . .  u . . . . .  ) de W(R)  appar- 

tient g Wl(R ) si et seulement si v~(Uo)>l i.e. si et seulement si [U(o~ -1. 
Or [((fl,--1)')(o ~ 1 si et seulement si [(~n)(O)_ l [ r<p-1 .  En remarquant que 
[(]~,)10)_ 1[ < p -  1/(p 1)'p n, on en d6duit que 

r( f ln)=(p-  1).p "+1 

convient. L'assertion (ii) s'en d6duit. Quant "~ la propri6t6 (iii), elle est claire. 

1.5.3 D6finissons les deux homomorphismes de spbcialisation suivants 

p, :  Jfu ~ H ,  

Pn,cvis: Jt~ -~ Fil~ 

par pn(f)----f((n-- l) et Pn, cris(f)=f(fl, ,-- 1) pour  f e  ~f'~u. 
Posons d'autre part pour feAc~n, 

h - 1  

~ h ( f )  = ~ (-- 1)" (i!)-~ D~(f)(log(1 + T))( 
i = 0  
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O n  d6finit  ainsi  u n  o p 6 r a t e u r  ~ h  de Wn dans  lu i -mame.  C o m m e  log fl, 
= p - ( n +  1 ) . t ,  o n  a 

h - I  

P,,r = ~ ( - -1 ) i ' ( i ! )  - '  . p - ( "+a) i .D ' ( f ) ( f l - - 1 ) . t  i. 
i = 0  

C o m m e  0 (t) = 0, on  a 0 (p,,~,i~ (~h  (f)))  = P, ( f ) .  

Proposition. Soit f u n  dlOment de ~f~n. Alors,  

(i) p,,crls (~h  ( f ) ) - -  P.  ( f )  e F i P  BaR; 
(ii) p,, ~ri~ (~h  ( f ) )  ~ F ilh BaR si et seulement si p,  ( f )  = O. 

Ddmonstration. L 'as se r t ion  (ii) se d6dui t  de (i). P o u r  (i), il s 'agi t  de m o n t r e r  que 

h - 1  

p ( "+ ' )~ . ( - -1 ) ' . ( i ! ) - ' .D ' ( f ) ( f i , - 1 ) . t '  f ( ~ , - - 1 )  
i = 0  

a p p a r t i e n t  fi Fil  h BaR. O n  a la fo rmule  2 

~,= f l , . e x p ( -  t/p "+ '). 

E n  effet, la pu i s sance  p"+ l - i6me  des  deux m e m b r e s  est  6gale fi 1 et les deux  
m e m b r e s  o n t  marne  image  pa r  0. P o s o n s  g ( Z ) = f ( f l , . e  z -  1). P o u r  Z ~ F i l  ~ BdR, 
on  a a lors  

h - 1  

g") (0). Zi/(i !) - g (Z) = Z h. k (Z) 
i = 0  

off k(Z) a p p a r t i e n t  fi B~-R, O n  r e m a r q u e  que g(~ - 1) et on  app l ique  
la  fo rmule  pr6c6dente  h Z = - t / p  "+ ~. On en d6dui t  que  

h - 1  

Di ( f ) ( f l , - - 1 ) ' ( - t /P"+  X)i / ( i ! ) - f  ( ~ , - - 1 ) = ( - t / P " +  ' ) h k ( - t / P  "+ ') 
i=O 

et la p ropos i t ion .  

1.5.4 L e m m e .  Soit f 6z,UfH . Alors on a les  fi~rmules 

(i) p.+ l ( ~ o ( f ) ) = p . ( f  ~) pour  n>= - 1 

p - ,  (q~ ( f ) )  = p - ,  ( i f )  

(ii) P '  P. (0  ( f" ) )  = T r n .  ,, m. (P. +l ( f ) )  

p.  p , (~9(f~)) = Truom(Po ( f ) )  + P-- t ( f ) .  

2 qui m'a 6t6 reva16e par P. Colmez 
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D~monstration. L'assertion (i) est claire. Pour (ii), il s'agit de montrer  que 

p.~O0c~)((, - 1)=Wrn.+,m.(f(~,+ ~ - 1)) pour n > 0  

p. ~(f~)(O)= Trnom(f (( o -- 1)) + f (0), 

ce qui se fait facilement (cf. [P1, lemme 1.4]). 

2 Etude locale des <<points>> d'une repr6sentation p-adique 
et Zfextension cyclotomique 

2.1 Rappels 

2.1.1 Soit K une extension time de H dont le corps r6siduel est 6gal au corps 
r6siduel k de H. Soit V une reprOsentation p-adique de GK, c'est-~-dire un 
Hfespace  vectoriel de dimension finie muni d 'une action linOaire et continue 
de GK. Rappelons que Vest  de de Rham si dimK_DaR(V)=dim% V off l 'on 
pose D_aR(V)=(BdR(~)V) G~. On d6finit comme dans [FP1] l'espace tangent de 
V sur K par % 

tv (K) = ((BoR/B;R) |  V) ~ 

Si L est une extension de K, on a alors tv(L)= L @  tv(K). 
K 

Soit _D(V)=(B,is(~)V) ~K. C'est un H-espace vectoriel de dimension finie 
Qv 

muni  d'une structure de q~-module filtr6 sur K, c'est-fi-dire qu'il  est muni  d'un 
automorphisme ~o a-semi-lin+aire et que _D(V)K = K (~) _D (V) est muni  d 'une filtra- 

H 
tion d6croissante exhaustive et s6par6e Fili_D(V)K . On a une inclusion naturelle 
de D_(V)K dans _DdR(V ). Rappelons que V est dite cristalline si et seulement 
si dimn _D(V)=dim% V.. 

2.1.2 Bloch et Kato [BK] ont d6fini un sous-espace vectoriel H}(K, V) du 
Hfespace  vectoriel de cohomologie galoisienne H ~(Gu, V)=H ~(K, V) comme 
le noyau de l 'application 

H '  (K, V) ~ H '  (K, B~i~ (~) V). 
~e 

Pour  tout r6seau T de V stable par GK, le sous-Tl.-module de Hi(K, _T), image 
1 1 ~" 1 rOciproque de Hs(K, V) dans H (K, T) est not0 HI(K, T_). On a Hp @ HI(K, T) 

= H)(K,  V). ~ 
Notons aussi comme Bloch et Kato  H~ (K, V) le noyau de l 'application 

HI(K, V)___~ 1 u,=l H (K, Bc~ @ V) 
Qe 

(resp. He 1 (K, _T) le noyau de l 'application 

HI (K, T ) ~  H '  (K,B~i~ ' @ V)). 
oh, 
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C'est un sous-Qp-espace vectoriel (resp. un sous-Zp-module) de H}(K, V) (resp. 
de H} (K, _T). 

2.1.3 Lorsque K est une extension finie de Qp, on a 

dim% H 1 (K, V)= [K:  @el .dim% V+ dim% N~ V) + dim% H~ V* (1)), 

dim% H}(K, V) = [K:  @p]. dimK tv(K) + d in~ ,  H ~ (K, V). 

On note P(V, X) le polyn6me caract6ristique r6ciproque du H-endomorphisme 
~o I de D_(V) 

P(V, X)=  det(1 - (pc X ID(V)) 

off le corps r6siduel k de K est fini de cardinal f .  Si P ( V , , X ) = H ( I - e X ) ,  
les nombres de Newton de D_(V) sont alors 

hN(r) = 4t: {:~ tel que ordp(e)= r/f} 
pour r ~ .  

2.1.4 On d6montre fi partir de la suite exacte de G~-modules 

0 ~ @p -* B~i~ ~ Boris ~) BaR/BdR --," 0 
X'--~ ((I --q))x, X modulo B~R) 

que l 'on a la suite exacte de Qp-espaces vectoriels 

0-~ H~ V)+D_ (V)+tv(K)•D_ (V)--+ H}(K, V)+O 

off la flSche de D(V) dans tv(K)q~ D_ (V) est induite par la projection naturelle 
D_aR(V)-*tv(K) restreinte ft. D(V)cD_oR(V ) et par l 'application 1--~o: D_(V) 

_D(V). Appelons exponentielle de Vsur K (not6e expr,v ) l 'application surjective 
t v ( K ) G D ( V ) ~ H } ( K ,  V )cHI (K ,  V). L'image de tv(K) par expK.v est 6gale h 
H i (K, V). 

2.1.5 Supposons que K = H  est absolument non  ramifi6, que Vest cristalline 
et que la longueur de la filtration sur D(V) est inf6rieure ~ p--1 (c'est-/t-dire 
qu'il existe des entiers a et b avec O < b - a < p - I  tel que Fil"_D(V)=D(V), 
Filb_D(V)=0. On d6montre alors [FL]  qu'il existe un W-sous-module M de 
_D(V) tel que, si l 'on pose Fil iM = M c~ Fili_D(V), on ait 

(i) Fi l iM est facteur direct dans M, 
(ii) q~(Fil~ M ) c f f  M, 
(iii) ~ p-'~o(Fil~M)=M. 

i 

On dit alors que M est un r6seau adapt6 ~t D. 

Proposition [BK]. Soit V une representation cristalline de Gn telle qu'il existe 
deux entiers a et b tels que a<O, b>0 ,  b - a < p - 1  et FiI"D_ (V)=D_ (V), FilbD_ (V) 
=0. Soit M un r~seau adapt~ de D(V). Alors, T_=Fil~ bA~ri,~@ M)~=l est un 

W 

r ~seau de V stable par G K et H ~ ( H, T_ ), est canoniquement isomorphe ~ M /( q~ - l) Fil ~ M. 
Si l'on note 6v l 'application M ~ H i (H, T) ainsi d~finie, on a alors expn, v = 6vo (1 - r 
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2.1.6 Exemples. Soit (l~p(1) ta repr6sentation p-adique associ6e au caract6re 
cyclotomique Z: G K ~ Z ~ :  si Zr (1 )= l im proj /~p . . . .  on a ~ ( 1 ) = Q p ( ~ ; g p ( 1 ) .  

Zp 

Si i e s t  un entier, on pose Qp(i)=ff)p(1) | pour i>0 ,  =Qp(1) * |  pour i<0 .  
Soit H[-i]=D_(~p(i)) le q0-module filtr6 associ6 ~t Qp(i): on note e-i  la base 
canonique du H-espace vectoriel H I - - i ] :  on a q~e_i=p-ie_i. La filtration sur 
H E - i ]  est donn6e par  Fil iH[-- i]  = H [ - - i ] ,  F i l - i + l H [ - i ] = O .  

Si Vest une repr6sentation p-adique, on note V(i)= V(~ff)p(i); si D est un 
~p 

q~-module filtr6, on note O [-i] = D |  [i]. On a donc D_(V(i))= D (V)[--i]. 

2.2 Rdsolution de l'equation (1-q~) G = g  

On pose H~=H(#p| Ho=H(#p)  comme dans 1.5. D6sormais, Vest  une 
reprdsentation p-adique cristalline de Gn de dimension d. Soit h u n  entier positif 
tel que FiI-nD_(V)=D(V). 

2.2.1 L'homomorphisme Ai: ) f r i t H  (resp. D: ~ n ~ J f n ,  resp. ~h: ~ n ~ n )  
induit  un homomorphisme ~ n  ( ~  _D (V) ~ _D (V) (resp. ~ n  (~) D (V) 

H H 

S/g n (~) D (V)) que l 'on note de la m~me manidre. On note encore ~o l 'op6rateur 
H 

q~ | ~o agissant sur ~ (~) D(V). 
H 

Proposition. (i) Les solutions dans ~r ( ~  D(V) de l'dquation 
H 

(Eo) (1 - q~) G = 0 

sont de la forme ~ vy(log(1 + T)) / off v~D(V)  r 
j>=O 

(ii) Soit g ~ H  @ D_ (V). Alors l'dquation 
H 

( E , )  (1 - ,p) ~ = g 

a une solution dans ~n(~D_ (V) si et seulement si Aj(g) appartient d (1-pJcp) 
H 

D(V) pour tout entier j>O. Cette solution est alors dkfinie d u n  dldment de 
D(V)r + T)) j prds. 

o<=j 

(iii) Si de plus g est un O(logh), il en est de m~me de la solution. II existe une 
constante C inddpendante de g telle que Ch(G)<C.Ch(g) pour une solution G 
convenable. 
(iv) I1 existe une constante C' telle que pour tout g6W~T~(~D(V) ,  pour tout 
entier n>=O et pour tout z~Gn,, on a w 

pC.+ 1).~h- t ) . (z_ 1) 6([3.-  I)~ C'.  IIgll f I Acri~ ( ~  M 
W 

pour G une solution convenable de l'dquation (1 -r G = g. 
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Rappelons que si f = ~  a , ( f ) .  T"eJt~h,%, on a pos6 C h ( f ) =  Sup(n -h" la,(f)l), 
n 

mais qu'il est 6quivalent de prendre Sup(p - " h .  Ilfllo,). Si feJgh.%| le 
n 

choix d 'un sous-W-module M permet de d6finir une norme sur D_(V), d'ofi Ch(f).  
Le mame remarque est valable pour II Ill. Ainsi, l'existence des constantes ne 
d6pend pas du r6seau choisi M. Enfin, pour j > h, D_(V) ~~ =P ' est nul. Les sommes 
intervenant dans l'6nonc6 sont donc finies. 

La d6monstration se fait en plusieurs 6tapes. 

2.2.2 Montrons d 'abord (i). On remarque que si v est un 616ment de D_(V) ~=p ', 
v.(log(1 + T)) ies t  solution de (E0) car 

q)v=p  - j . v  et q)((log(1 + T))J)=pJ.(log(1 + T)) i. 

R6ciproquement, soit G une solution de (E0). Alors, Aj(G) appartient /t 
_D (V) ~ = p-'. Ainsi G = G -  ~ (log(1 + T)) j. (j !)- 1. Aj(G) est solution de (Eo) et 

j<=h 

v6rifie Aj((~)=0 p o u r j < h .  Pour j > h ,  on a _D(V)~~ Donc, Aj(G)=0 pour 
tout j e t  G est nul. 

2.2.3 Lemme. Si ge  Th+ l ~f~ H @_D(V), l'Oquation 
H 

(Eg) (i -- ~o) G = g 

a une unique solution dans T h+ 1 octal! @ D_ (V) .  Si de plus g est O(logh), la solution 

est O(log h) et il existe une constante C (indkpendante de g)  telle que Ch(G) 
< C. Ch(g). 

DOmonstration. Pour montrer  la premiere partie, il suffit de montrer  que si 

g E T h + l c , ~ @ M ,  la s6rie ~ q~"g est convergente. Comme Vest  cristalline 
W n = O  

et que Fil-h_D(V)=D(V), il existe une constante C telle que p h " q ~ " M c C - I M  
(le polygone de Hodge est au dessous du polygone de Newton;  si M est adapt6 
au qo-module filtr6 _D(V), la constante C peut ~tre prise 6gale ~ 1). S i p  est 
un r6el positif < 1, Pt-  1 < P < fit avec Pt = P -  1/p . . . .  tp- 1) et si n > t, on a 

Ik0"(g)llp < ICI" lip ,.h .~o,(T)h+ ~llp, < C'. C,. p, .h.p- , . th+ 1) 

ce qui tend vers 0 lorsque n tend vers l'infini. On en d6duit la convergence 
de la s6rie. L'unicit6 vient de 2.2.2. 

On vient de voir que la solution de l '6quation est G = ~ ~0"(g). On a alors 
n > O  

lip "h ~0"(g)llp~ ~ C-[I g(~o"(T))llo, 

off C est une constante d6pendant de _D(V) mais pas de g. Pour n_-< t, on a 

Ilptn q~"(g)Lto < C �9 I[pU-n)'hgllo,_~ C'.Ch(g) 
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off C' est une constante. Pour n > t, on a 

Hffh ~p"(g)[Iot < C. Ilptt-n)'h g I[po/p"-~ < C" Ilptt-")'h gllpo . p(t-n).h ~_~ C'. Ch(g); 

on utilise d 'une  part 1.1.2, d 'autre part le fait que gETh+~tEp~T~. Le lemme 
s'en d6duit. 

2.2.4 Etudions maintenant l'existence des solutions de (Eg). Si l'6q. (Eg) a une 
solution G~,,ufn @_D(V), on a 

H 
Aj(g) =(1 -- pJ. q~) Aj(G), 

ce qui signifie que Aj(g) appartient ~ (1-pJ .  q~) _D(V). R6ciproquement, soit g 
un 616ment de ~ n  (~)_D(V) tel que Aj(g)=(1-pJ. q~) Gj avec Gj~_D(V) pour tout 
j<h. On a n 

(1 --r  (log(l + T))/) = A j ( g ) .  (log(1 + T)) j. 

D'autre part, soit ~ = g -  ~ (log(l + r))  j. (j !)-~. Aj(g). On a A2(~)= 0 pour tout 
O<j<h 

j < h .  Donc, ~, appartient h Th+l~'~, H ( ~  D (1/). Grace au lemme 2.2.3, l'~q. (E~) 
H 

a une solution. I I en  est alors de m~me de l'6q. (Eg). Le reste de la proposition 
se d6duit du lemme 2.2.3. En effet, il existe un sous-Zfmodule  M' de D(V) 
tel que tout ~16ment de (1 - pJ. q~) D_ (V) c~ M soit l'image par i - p J- ~p d'un 616ment 
de M' pour j = 0  . . . .  , h. On choisit les Gj dans M' et on a alors pour des constantes 
convenables 

Ch (G) < C, . Sup(Ch(d ), Sup (IGjl))) < C2' Sup(Ch(~), Sup (Aj(g))) < C3" Ch(g). 
O<j<h O<j<_h 

D'ofi la proposition. 

2.2.5 Montrons maintenant  l'assertion (iv) de la proposition 2.2.1. Soit 
geW~T~@)M. En choisissant une base de M et en suivant la construction 

W 

de la solution G, on voit que une des solutions G est une combinaison lin~aire 
(infinie), h coefficients bornks par une constante ne d6pendant que de M, des 
Iogi(1 + T) pour  i<h et des p-h.k(ok( , f )  pour 

f~  Th+'.H~T~ c~(W~T~ + ~ W.logi(1 + T)). 
i<h 

II suffit donc de montrer  pour chacune des fonctions pr6c6dentes que 

pC,+ t).~h- 1).(Z__ 1) F(fl.-- 1)~?" Acris 

avec ? constante ne d6pendant que de h. On a 

pC,+ 1)-~h- 1).(z_ I) logi(fl,)= pC,+ Z).(h- I -i).(Z(r)i_ 1)-t i= p(n+ l).(h-i).Ui, t i 

avec ule~Ep car pour  zeGn,, Z(z) est congru h 1 modulo p"+ 1. Donc, pour 
i<h, 

pin+ I ) ' (h - -  1). ('17 - -  1) logi(fl.)eAcris. 
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Soit  m a i n t e n a n t  f ~  T h+l . H E T  ~ c~(W~T~ + • W.log ' (1  + T)), F =p-h .k .  (ok(f). 
i~h 

Ecr ivons  f = f l + f 2  avec  f I ~ W E T  ~ et . f 2 ~  W ' l o g i ( l + T ) .  D i s t i n g u o n s  deux  
cas selon que n + l > k  ou n +  1 < k .  i<h 

Premier cas: n + l > k :  p o u r  h>i ,  on a 

p(,+ 1).(h- 1)-k.h. (Z -- 1). ~pklogi(fin)G A cris. 

En effet, cela vau t  

p(n+ 1 ) ' ( h -  1 - i ) + k ( i - h )  .(27 - -  1)(t i) = u. p("+ 1 - k ) . ( h - i ) .  t i 

avec u = ( z ( z ) - - l ) / p ' + l E Z _ .  O n  peu t  d o n c  r emp lace r  pt"+l)'(h--1)--h'k'(z--1) 
q~k(f)(fl, -- 1) p a r  p( '+ l).(h f) -h'k "(Z-- 1) (ok(j])(fl,-- 1). O n  a 

(z - 1) r (A)  = (z - 1).f, (fl, -k - 1) = f i  ((ft, - k) x (~) -- I ) --.f, (/3, _ u -- 1 ) 

: f i  ( f l n _ k . ( ~ _  i) p . . . .  | ) - - J l ( / ~ n  k - -  l ) ,  

C o m m e  (fl_ 1)"k~ 1 + p k  A~i,, et que  .fl ~ W~T~,  on  ob t i en t  que  

p(,+ 1).(h- 1)-h.k "('C-- 1) r 1)~p ( '+ l).(h- 1)-h.k+k. Ar 

L ' in6gal i t6  (n + 1). ( h -  l) - h. k + k => 0 p o u r  n + i > k impl ique  l ' a sser t ion  d6sir6e: 

p(,+l).(h 1 ) . ( z _ l ) F ( f l _ l ) E A c ~ i ~  p o u r  F=p-h'k(pk( . f )  et n + l > k .  

Deuxi~me cas: n + 1 < k: o n  a 

(z- -  1) qokf(fl, - 1 ) = ( ~ - -  1 ) / ( ( f l _  ~)P . . . .  --  1) 

= f ( ( f i _  ~)P~ " ' (f i_ ,)P . . . .  1 ) - - f ( ( f l_  ~)P . . . .  -- 1) 

= f ( x  + y ) - f ( x )  

en p o s a n t  x = ( f i _ l )  v . . . . . .  - l ~ p k - " - l . A ~ i s  et y=( f l  t) p . . . . .  .((fl_O p . . . .  l) 
~pk. A~is. Si f =  ~, a,,,. T"  et en  u t i l i san t  la fo rmule  du b i n S m e  

m>h 

, Z  m (x+ , r -~  ~= ~ ( j ) . ~ ~  ~.,~, 

on  en  d6du i t  que  am" [ ( x + y ) ' ~ - x " ] s C , ,  A ~  avec  

v(C,,)> In f  { ( m - j ) . ( k - n - 1 ) + j . k  + v ( a , , ) } = m . ( k - n - 1 ) + n +  l +v(a,,). 
1 <j<m 

Donc ,  

( n +  1 ) . ( h -  1 ) - k . h + v ( C ~ ) > ( k - n -  l ) . (m-h)+v(a~)>__(m-h)+v(a~) .  

Commr f ~  W~T~ + y~ W.logiO + T), l ~  la~,. P'-"I sont born+s par la con~ta~tc 
i<h 

c=ph.  Sup(1,  Sup ([[log~(1+ T)H~, ,)). 
O<i~h 
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On en d6duit que pour F = p - h ' k ' g o k ( f )  et n+ 1 <k,  

p(,+ n-(h- 1)"(T--  1) F(f l , - -  1)~5. Ar 

avec 5 de valeur absolue < c. 

2.2.6 Lemme. Soit G u n  ~l~ment de y, 
O<_j~h-I 

(log(1 + T))J@ D(V). Alors 

p,,cris(,~h(G))=O. 

Si G =v.(log(1 + T)) h avec v~D_ (V), on a 

p(, + l).(h- i). p,, ~ri~ (~h (G)) = ( -- 1)h- 1 V" tn/p" + x. 

D~monstration. On remarque que (i!)- ~. Di((log(1 + T)) J) = -(log(1 + T)) i -  
pour j>~i et 0 p o u r j < i .  

2.2.7 Soit ~ ( V )  le W [ G ~ - m o d u l e  d6fini par 

~ (V)= w ~ r ~  0=~ @ D(V). 
W 

Notons ~ ( V )  le H-espace vectoriel des 616ments G de WH@_D(V) tels que 
H 

(1-go)G~_@~(V) et Jf ' (V) le H-espace vectoriel des 616ments (G,a) de 
~H@_D(V) x _D(V) tels que (1--go) G - - a e N ~ ( V ) .  On d6duit de ce qui pr6c~de 

H 
la suite exaete (2.1) 

O ~  ~ (logo + T))J|  O ( V F  =p ~ -~ H ( V ) ~  ~ ( V )  
j>=o 

@ D_(V)/(1-PJgo)-D(V) ~ 0 :  
o~j<h 

la premi6re fl6che est l'injection naturelle, la seconde est 1-go, la troisi6me 
est L]tO,hl= @ z]j Off A~ est le compos6 de Aj avec la projection D(V) 

O<j<=h 
~D_(V)/(1--pJqg) D_(V) (de mani6re g6n6rale, on note Atr,~l= @ Aj et z]= @ 
~j). r<j<s j6Z 

On d6duit facilement de (2.1) la suite exacte de ~fespaces  vectoriels 

0-*  D(V) r ' -* ( ~ (log(l  + T)) j | D(V)  ~ =P-J) x D_(V) ~ ~,~'(V) 
O<j<h 

- - ) ~ ( V )  - dE~"' , @ D_(V)/(1-Pi(P)D_(V) --)0 
1 <=.i6h 

off la premi6re fl&he est donn6e par aw.(a,  a), la seconde est donn6e par (G, a)~--, 
(G + a, (1 - ~o) a), la troisi6me par (G, a) ~ (1 - ~o) G - a. 
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2.3 Construction de families de points 

2.3.I Soit T un r6seau de V stable par G n. On note /4}(H~, T_) l ' image de 
H}(H,, T) dans H}(Hn, V). On dit qu'une famille de points x,  eH}(H,,  V) est 
enti~re s'il existe un entier s tel que p~.x, effl}(H,, T) pour tout entier n. Cette 
notion ne d6pend pas du r6seau T choisi. 

Nous allons associer fi un 616ment x=(G,a) de ~ ' ( V )  une famille enti6re 
de points de H}(H,, V). Plus pr6cis~ment, notons S,(x) l 'image de ( G ( ( . -  1), a) 
etv(H,) G D_ (V) dans H}(H,, V) par l 'application exponentielle: 

S,(x) = expn.,v(G ( ( , -  1), a). 

La question que l 'on se pose i c i e s t  donc de trouver un entier s(n) tel que 
pSt").S,(x) soit l ' image d 'un 616ment de H}(H,, T_) et de contr61er la croissance 
de s(n) avec n. 

2.3.2 Choisissons un W-rbseau M de _D(V) et posons darts le par. 2.3 

T = Fil ~ ( t -  b Acrls @ M)'e = 1 = (t - b Ar @ Mff =~ c~ Fil ~ (Beris @ _D(V)) 
W d~f W H 

off  b est un entier tel que FiP_D(V)=0. Rappelons que h est un entier positif 
tel que Fil-~D_(V)=D_(V). Notons ~ ( V )  (resp. ~M(V)) le W-module des 616- 
ments (G, a) de ~ ' ( V ) ( r e s p .  G de o~r tels que (1-(p)  GE W~T~ @ M, a~M 
(resp. (1 -- go) G~ W~ T~ ~176 @ M). w 

w 
Soit x =(G, a) un 616ment de ~ ( V ) .  Posons 

Rn,h = f in+ l ) . (h -  1) pn , c r i s (~h (G) )  

et pour z ~ Gn. 
R.,h,~=(z--1)(R.,h). 

2.3.3 Lemme. (i) Pour zEGa., R.,h,~ appartient d FilnB~i~@ D(V); 
w 

(ii) ( h -  1)! .(1 --~p) R.,h,~ appartient ?t (r-- 1)(A~i~@ M); 
W 

(iii) il existe une constante s I (ind@endante de g) tele que pour z6Gn. , 
( h -  1)! . R.,h, ~ appartient fi p-~' .(t-b A~i~@ M). 

W 

Ddmonstration. On v6rifle que ( z - 1 ) G  est nul en ( , . - 1  pour m<n et pour 
zeGn . Comme 

O(Rn.h,~ ) : f in+ l ) ' ( h -  1). pn(( ,  C - -  1) G)  = 0 ,  

la proposition 1.5.3 implique que R,,h,~ appartient /t FilhB~ri~@ _D(V). D'ofi (i). 
Comme H 

(1 - fp) R . .  h = p(" + ~ ).~h- 1). p . ,  ~ i ~ ( ~ h ( ( 1  _ {p) G)),  

on d6duit de l'expression explicite de ,r et du lemme 1.5.2 (iii) que 

( h -  1)! .(1 - tp )  Rn,h~Acris @ M. 
W 
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Enfin, (iii) est une cons6quence de la proposition 2.2.1 (iv). 

Remarque. Si l 'on modifie G par un  616ment de (log(1 + T))i|  M pour i = 0  . . . . .  
h -  1, Rn, h, ~est inchang6. 

2.3.4 Rappelons le r6sultat fondamental suivant ([FM], cf. aussi [Bu, exp II, 
proposition 5.3.7]): 

Lemme. I1 existe un entier s2 tel que l'image de Fil ~ (t - b Ac~s @ M) dans Beris @ M 
par l'application 1 -- ~p contient pS2 ( t -  b Acri s @ M). w w 

W 

Ce r6sultat est 6nonc6 dans [FM]  pour un r6seau adapt6, l'6nonc6 pour un 
r6seau quelconque s'en d6duit en utilisant la commensurabilit6 des r6seaux. 

2.3.5 Soit s u n  entier tel que s > s l  et tel que p~: . (h-1) !  divise p~ dans 7Zp. 
Le lemme pr6c6dent implique qu'il existe un 616ment R,,h~Fil~ -b Acri~(~M ) 

W 

tel que (1--~)l~n,h=pS'p(n+l)'(h-1)pn,~is(.~h((1--qg)G--a)). La classe de 
p~.R.,h,~--(r--1)/~..h dans HI(H.,T_) est ind6pendante du choix de R.,h, II est 
clair qu'elle appartient fi H}(H., _T) puisque 

ps. Rn,h, t  --('C --  1)/~.,h = (z - 1)(p ~" Rn, h -  Rn.h) 

avec f f 'R . .h - -~ . ,heBr174  V. La classe de p~'R.,h,~--(z--1)R.,h 
H 

clans H~(H.,T_) appartient donc fi H~(H.,T) .  On la note p~'S.,h(X). Comme 
le sugg6re la notation, on d6finit aussi Z.,h(X )=p-~'p~'Z. ,h(x ) dans 
p ~. ~}(H. ,  _T). 

On peut r6sumer les r6sultats montr6s dans la proposition suivante: 

2.3.6. Proposition. (i) S i x  =(G, a)E ~ '  ( V), la famille (pt" + 1).(h- 1) . S.(x)). est entikre. 
(ii) Plus prOciskment, pour un entier s convenable, on construit un point p~'Z.,h(X) 
de H}(H. ,  T) dont l'image dans H}(H. ,  V) est p~+ ~" + lr(h-1). S.(x) de la manikre 
suivante: si R.,h=p"+l'(h-~).p..r et si R.,h est un Oldment de 
Fil~ -b A~ri~(~ M) tel que 

W 

(1--q~) Rn,h= ps" ff"+ l)'~n- ~)" pn,~ris(~h((1--q)) G--a)), 

pS. S,,,n(x) est la classe du cocycle ( z - 1 ) ( p  s- Rn, h -  l~n,h). 
(iii) Une fois f ixd M et T_, on peut choisir un entier s ne ddpendant que de M 
et T_ convenable pour tout x~9~'M(V). 

On a donc le diagramme commutatif  

(G,a) J f ( V ) •  p . . z . ,~  H}(H. ,T)  

l 1 l 
p~+~"+"lh- ' . (a(~. - -1) ,a)  t v ( t t . ) x O ( V )  , t t } (H . ,  V). 

e x p H , r  V 

Remarque. Si ae(1 - q~) M, p~. Sn,h(G, a) appartient en fait fi H~ (H., T). 
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DOmonstration. I1 reste ~ montrer  que ff'S.,h(X) et p~+("+')'(h ' ) 'S.(x) ont m~me 
image dans H}(H. ,  V). Soit (e, 6)etv(H.) x _D(V) tel que 

expH., v ((c~, 6)) = f t .  2;..h (X). 

On a grgtce fi 1.5.3 (i) et Fil h_D(V)=_D(V) 

pS. Rn,h__~n,h=pS+tn+ a ) . ( h -  1) .  G((n - 1) modulo Fil~ (B~i~ @ _D(V)) 
H 

et 

(1-- q)) (pS. R,,h-- R,,h)= p~ +("+ ~)'(h-1)" pn.~ris( ~h (( l -- fp) G )-- ~h ((1 -(p)G -- a)) 
=pS+(n+ l ) ' ( h -  1). a .  

Onpeutdoncprendre~=p,~+(,+,) '(h-~).G((,  l )e t6=pS+(,+')(h-1) .a .  

2.3.7. Lemme. Si x appartient d l'image de (log(1 + 7))~| x _D(V) (par 
l'application (G, a)~--~(G + a, (1 - q~) a), voir 2.2.7) avec 1 <j < h - 1, p*. 2,,,h (x) est 
nul. Si x appartient h l 'image de (log (1 + 7))" | D_ ( V) ~ = p-" x D_ (V), p'. X,, h (X) est 
de torsion dans H}(H, ,  T): c'est l'image de ( -  1) h- , .p~. Vh" th/p" +' e V dans 
H} (H,, T_) par I'application 

(V~__)a". ~ H}(H. ,  T_) 

avec G = (log(1 + T)) h | et x =(G + a,(l - q0 a). 

En particulier, l ' image de p~'S~,h(X) dans ffl}(H,, T ) n e  d6pend que de l~image 
e (x)=(1-~o)  G - a  de x dans ~ ( V ) .  On la note p~.X,,h(y ) pour y e ~ , ( V )  dL'.~J=~ 
et Z,,h(y) = p - "  p" Z~,h(y). 

D~monstration. On utilise le lemme 2.2.6. 

2.3.8 Pour x=(G,a),  la restriction de ff.22,,h(x ) fi HI(H~, ,T)  ne d~pend que 
donc que de e ( x ) = ( 1 - q ) ) G - a  et se d6crit simplement. Notons  resn~m, la 
restriction de H 1 (H,,  _T)/t H 1 (H~,  _T). Alors, resn~m,,(p ~- X,.h(X)) admet  comme 
repr6sentant le cocycle 

--(z--  1)(l~,,h(e(x))) 
Off 

( 1 - -  (]9) ( /~n,h ( e  (x ) ) )  = pS + (n + l ) .  (h - 1  ). Pn. cris ('~h (e (x ) ) ) .  

2.3.9 Supposons que G e ( ~ , n @  Fil -h' D_(V))c~ ~ ( V ) .  Alors, sir__> Sup(j, h'), on 
W 

construit une famille enti6re de points Z,,~(G,a) comme dans le par. 3.3 en 
remplaqant h par r. I1 est facile de v6rifier que si r < h ,  on a 
pS+(n+ l)'th-r). ,S,,r(G , a)=p~. X,,h(G, a). 

2.4 QueIques propriOtOs 

2.4.1 Nous avons fait dans le paragraphe pr6c6dent un choix de _T en termes 
de M. I1 est clair qu'un autre choix de T et un autre choix de M changent 
uniquement la constante s. En g6n6ral, il n'y a pas de choix canonique de 
T e n  fonction de M. Cependant, si V v6rifie les hypoth6ses de la proposition. 
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2.1.5. et que M est un r6seau adapt6, le choix de T = F i l ~  ~=1 
semble naturel. ~. 

2.4.2. Proposition. Pour tout x EO~(V), on a dans p-~ 2Ep(~)H)(H.,T_) pour un 
s ind@endant de n z~ 

coresu,, + ,m. (S. + Lh(X)) = ph. Zn,h(tT( ~ q~ (X)) pour n > 0 

coreSnom(So,h(x)) + ph- 1. Z_ 1,h(X) = ph. S_ 1,h(tT@fP(X))" 

D~monstration. Posons x=(G,a)  et g = ( l - q ~ ) G - a .  L'hypothbse que ~,(g)=0 
implique que (~p o ~b | 1) (G) = ~o G + a. D'autre part, pour n > 0, 
f -  coresn. +,m,,(S. + 1,h(X)) a comme repr&entant  le cocycle 

(z-- 1)( ~ ~,[p(h-no'+~)+~(~h(G)(fl.+a--1)--R.+Lh(g))]) 
O<~i<p--1 

Off p ( ~ - t ~ ( n + 2 ) + s ' , ~ . h ( g ) ( f l n  + : - -  1)---(I - -q~)/~ ~,~(g) et 

ff~,, ~,h(g)eFil~ -b Ar174 

et off ~ est un rel6vement dans Gn. d'un 616ment 7g de Gal(H,+ I/H,) tel que 
Z (Yi) - 1 + i- p" + ~ rood p" + z. On  a 

O<i<__p-1 O < i < p - 1  

Alors 

O < i < p - I  

_ ph + ~ -  1,~.+ ~)~h((a| ~o ) G ) ( ~ . -  1) 

r congru ~ y~*~-lr~"+Z~-a modulo FiI~ En effet, chacun des 
H 

deux termes est congru ~ un element de H. |  _D(V) modulo Fil~ D(V)). 
I1 suffit donc de calculer l ' image par 0 de C., ce qui vaut u 

p(h- 1).(.+ 2) . 2 G(~ .+l ' (~ - l ) -ph+(h-1 ) (n+L) ' (a@q) )G( (n - l )  
O<i<=p- I 

=p(h-13.(.+ 2). [p.(~o o ~ |  1)(G)((, +, -- 1)--p.(a| G((. -- 1)] 

= p l  +(h-  l ) . (n+ 2).a" 

Montrons maintenant que C. (et donc Cn--pl+th-1)'(n+Z).a) appartient ~i 
p- '~ A~m (~) M pour  une constante s~ ind6pendante de n. L'6quation (1 - r G 

w 
= g + a implique que  

O<i<=p-I  O<i<p - 1 

= y" ~ ( g + a ) ( ~ . + , . t ~ , -  1). 
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Le membre de droite appartient ~ ( h -  1) ! - ~. p -  t~- 11.r + 2) Ar | M. I1 suffit 
alors de montrer  que 

p~.+ ~).~h- ~. [~h ((a| cp) G)(fl." ff_~ -- 1 ) -  ~h ((0| (p) G)(fln - -  1)] ~p--s3 Acris ~ M, 
w 

(l-e)[ ~ ~,.~.+l,~(g)-ph..~..,ig)] 
O < _ i < p - - I  

= f . ( 1  --~o) C,--pt+th-m)tn+z)+s. (a-- tpa)  

= pS.(1 _ t p ) ( C _ p l  +(h- 1)-(n+ 2).a). 

L'expression Y= 2 7i t{n+l ,h(g)--ph 'Rn,h(g)--pS 'C"+P l+(h-1)'tn+2~+s'a 
O<_i<p- -1  

appartient ~ V=Fil~174 ~-  1. En ajoutant le cobord ( z -  I )Yau cocycle 
choisi repr6sentant pS-coresH,+ ,m, (N,  +l,h(X)), on obtient donc un cocycle repr6- 
sentant ph p~. r,,,h (a | ~0 (X)). D'O1) l'6galit6 

cores~, ~ ~/n.(p ~. ~ ,  + 1,h (x)) = ph. pS ,~n,h (6| tp (X)) pour n > 0 

pour s convenable ind6pendant de n (et de x e r i c ( V ) ) .  
Le cas n = - 1 se fait de la marne mani6re. 

2.4.3 Soit i un entier. Les 616ments du module galoisien 7lip "+~ Z(i)  6tant fixes 
par GaI(H~/H, ) ,  on a un isomorphisme canonique de G a l ( H , / H ) - m o d u l e  

H I (H, ,  T_/p,+ 1 T ) |  n+ 1 7Z(i)~_ H ~ (H, ,  T_ (i)/p "+~ T_ (i)). 

On a de marne un isomorphisme canonique de G~-modules 

H 1 (H ~, T) ~ Zp (i) '~ H '  (H ~, _T (i)). 
gp 

Le choix fait d'un g6n6rateur e de 7/.(1) permet de d6finir des isomorphismes 

TWO,., v : H~ (H . ,  T-/P ~+ ~ T_)~_ H ~ (H.,  T(i)/p ~+ ~ T (i)) 

Tw~.v : H ~ (H~ ,  T )~ -H  ~ (H~ ,  T(i)) 

par x ~ x |  | Par passage ~ la limite projective, cela permet de d6finir un 
. 1 T Z 1 " isomorphisme Twi.~. Z ~ ( _ ) ~  ~(T(0 ). Notons  resn~m, la restriction de H,  

Ho~. Rappelons qu 'on note e_~ la base canonique de H I - i ] .  Enfin, notons 
E,,h,V (resp. X,,,h,V,)) l 'application Z.,h relative ~ V(resp. ~ V(i)), 

Proposition. Soit i un entier positif. Soit  g u n  dldment de ~ ( V )  ~=~ Alors, on 
a pour tout n 

resn~m,  [ ( h -  1) !. Tw~,,,v(p ~. ~,,h,v(Di(g))] 

----(-- 1)i.resH| [(h + i - -  1)!.p ~. ~n.h+i,V(i)(g| 

Remarques.  (i) La condition minimale sur g est en fait que g |  ~ appartienne 
~ , (V( i ) )n t  . . . . .  ~=o. Dans la suite, nous ne chercherons pas ~ donner les condi- 

tions minimales afin de simplifier les 6nonc6s. 

ce qui se d6duit de la proposition 2.2.1. On a d'autre part 
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(ii) Je ne sais pas si l'6galit6 est vraie avant de prendre la restriction /t H~ .  
Le noyau de l 'application de restriction 

resu~mn : H 1 (H , ,  T_/p "+ 1 T)  ~ H ~ (H~ ,  T_/if '+ 1 T) 

est 6gal ~ H 1 (H~/H, , (T_/p  "+ l _T)O,,| En particulier, si T(;' |  est nul, il est d'ordre 
born6 par rapport  f i n .  Dans le cas contraire, la limite projective des 
H t ( H ~ / H , , ( T _ / p  "+1 _T)G'~) pour les applications de corestriction est 6gale fi 
TGH~. 

D~monstrat ion.  II suffit de montrer  la proposition pour i =  1. On note ici ~p 
l 'endomorphisme de Frobenius de _D(V). En identifiant les H-espaces vectoriels 
_D(V) et _D(V(1)) fi l 'aide de e 1, l 'endomorphisme de Frobenius de D(V(1)) 
est alors p-l .q~.  Choisissons un rbseau M de D(V). La restriction de 
Tw]. ,v (P ~" X,,h,v(D(g)) ~, H ~  admet comme repr6sentant le cocycle 

- ( z  - 1)(/~,~.,(D(g)). t 

avec 

(1 -- q~) (/~,,, n (D (g))) = p~ + (" + 1).(h - x ). P.,cris (~'h (D (g))) 

et t = l o g  fl_~ = p - i - l o g [ e l .  La restriction de Z , ,h+ l , v , ) (g )  ")" H ~  admet comme 
repr6sentant le cocycle 

- ( z -  1)(/~,,n (g)) 
avec 

(1 - - p -  1 ~o)(/~n,h + l(g))= pS+(n+ I ) ' h p n , c r i s ( ~ h  + 1 (g))" 

I1 SUffit donc de montrer  que 

p(h - 1)'(n + 1), (h - 1) !. p,. ~i~ (~h (D (g))). t 

+ p h i . +  I~. h ! p m e r i s ( ~ h  + 1 (g))6P"+ ~ Acris @ M .  
w 

Or, cela vaut 

h-1  
(h-- 1)!.p (h- 1).in+ 1). E (-- i)i" (i ! ) -1 .  p-in+ 1)i. Di+ l(g)(fln - 1)" t i+ 1 

i=0 

h 
+(h !).ph.(.+ 1). ~ ( _  1)i.(i !)-1 .p- t ,+  1)i. Oi(g)(fl _ 1)-t i. 

i=O 

Comme Di(g ) ( f l , - -1 )EA, i~  ( ~ M ,  on en dbduit que cela est congru modulo 
pn+ 1 Aerl s @ M  fi w 

W 

( - 1 )h - ~  D h ( g ) ( f t .  _ i)- t h + ( - -  1) h. D h ( g ) ( f t .  - -  1 ) .  t h = O. 

D'ofi  la proposition. 

2.4.4 Nous aurons besoin des congruences plus pr6cises suivantes: 
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Proposition. Soit j un entier positis Soit g u n  ~16ment de ~ ( V )  a=~ Alors, on 
a pour tout n 

�9 Twj k,V(k) resu~m.(p "X.,h+k,V(k)(D (g)| 
k = 0  

= 0 modulo,  p J" (" + 1) H 1 (H ~, T(j)). 

DOmonstration. Pour j =  1, c'est la proposition 2.4.3. La d6monstration se fait 
de la m~me mani6re. I1 s'agit de montrer  que 

(h_l+k)!.(Jk).p(,+l .h-l+knvn,cris \(~h+k I,(DJ-kt"mtssss tJ-kEP(n+l)'JA~ris@M" 
k = 0  W 

Pour cela, on explicite l'expression et on utilise l'identit6 

~ ( -  l)k' ( h - 1  + k - j ' ) ! "  

pour tout entier j '  < j  off la sommation est prise sur les entiers k tels que 0 < k < j  
et h - 1  + k - j ' > O  (l'expression de gauche est au signe pr6s la valeur en 1 de 
la d~riv6ej'-ibme de X h 1.(1-X)J).  

3 Application de p6riodcs 

3.1 ProblSme gOnOral 

3.1.1 Posons Ar=7Zp~F ~. Si M est un Ar-module,  on note M ( i ) = M @ ; g p ( / )  
Zp 

et on note comme auparavant  TwM4:M ~ M(j) l ' isomorphisme de ~gp-modules 
relatif au syst6me de racines de l'unit6 choisi. Soient M e t  N deux At-modules  
de type fini. Posons F, = F p". Soit J un sous-ensemble de 77. On appelle J-syst~me 
de morphismes compatibles de M dans N la donn6e d'une famille de 
7Zp [F/F.]-morphismes f.,j  : I1)p @ M (/)r. ~ II)v @ N (J)r. pour tout entier n > 0 et 

Z v Zp  

pour tout j ~ J  tels que les (f,,s), soient compatibles pour tout j~J,  i.e. que 

L+,,j: %@MOlr~ -~ %@N~)~~ 
Zp Zp 

.[,,j: % @ M(/)r~ --, % @ Nl/)~,, 
Zp Zp 

les diagrammes 

off les fl6ches verticales sont induites par les projections naturelles soient commu- 
tatifs. 

Si f:  M-- ,  N e s t  un A r-homomorphisme, on lui associe de mani6re naturelle 
un Z-syst6me de morphismes compatibles de M dans N (avec J=2~j : s i  f ( j )  
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d6signe l 'application tordue M (j)--* N (j) d6duite de f et si f (j,) d6signe l'applica- 
tion M(j)r. --' N(])r. d6duite def(j) ,  on af , , j  = 1 | 

3.1.2 Soit M un Ar-module de type fini. L'application M--,Mr.  se prolonge 
en une application 9f~ ( F ) @  M--,  I/) v @ Mr.. En effet, si x est un 616ment de 

A r  ~p 

M e t  x. sa projection dans Mr . ,  on a 

(7--  1) p" x.6pMr. 

On en d6duit qu'il existe une constante C telle que (?--l)kXn~_C'p [k/p'q Mr.. 
Si g =  ~ ak'(7-- 1) k est un 616ment de ~'~(F), la s6rie ~ ak.(7-- 1)k(x.) converge 

k>O k>O 
dans ~p  (~)Mr,, et c'est par d6finition l'image de g| D'autre part, notons 

Zp 
II" II~,. la norme sur Q p @ N r .  telle que Ipxllm.< 1 si et seulement s i x  admet 
un rel6vement dans N. z~ 

3.1.3 Soit F u n  Juf~(F)-morphisme ~ o ~ ( F ) @ M - - , . ~ ( F ) @ N .  On d6finit le 
AF Ar 

twist F(/'): Jcf~ (F) @ M ( j )  ~ o~oo (F) @ N(j) par 
AF Ar 

F(j)(g( 7 - 1)| Tw~t,j(x)) = TwN,j F(g(z(7) J 7 -- 1)) |  

Cette d6finition est compatible avec la d6finition def(j)  dans 3.3.1. On dit qu 'un  
J-syst6me de morphismes compatibles (F.,j).,j~s est convergent (resp. convergent 
d'ordre < r) s'il existe un ~ (F)-morphisme F:  o~r (F) @ m ~ ~ (F) @ N tel 

A r  A r  

que pour  tout entier n >__ 0 et tout entier j e J le diagramme 

F(]): ~ ( F ) @ M ( i )  -* ~o~(r) (~Nt j )  
Ar A r  

F.,j : Q.  ( ~  M (j)r. --+ ~p (~  N (])r. 
Zp Zp 

est commutatif  (resp. si de plus l'image de M(]) est contenue dans ~ ( F )  (~)N(j) 
pour tout jeJ) .  On dit aussi que F est d'ordre < r  dans ce dernier cas. A,- 

3.1.4. Proposition. Soient M e t  N deux Ar-modules de type fini et sans torsion. 
(i) Soit (F.j).,j~j un J-systdme de morphismes compatibles de M dans N, convergent 
d'ordre <r. Si le cardinal de J est >r, le morphisme F associd gt (F.,j).,j~j est 
unique (on dit que F est la limite des (F..j).,j~j). 
(ii) Soit (f.,j) un [Jo, ov[-syst~me de morphismes compatibles de M dans N. Le 
systdme est convergent d'ordre < r si et seulement si pour tout xe  M, 

IlP""'f.,k(TWM,k(X))llm. ~ 0  lorsque n ~ oo 
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et si pour tout j>=jl >Jo, 

�9 (J-J,] lirn p(-'+J'}'" ~ (--1)J-k'\k__jl] 
k = A  

"TWN(k)'-k+Jl(Pr'(n+l)'fn'k(TWM'k(X))) N . = 0 .  
(Jl), 

I1 se prolonge alors de manidre unique en un 7Z-systdme compatible (il suffit en 
fait que cela soit vrai pour j l  <=J<=Jl +r). 

DOmonstration. L'assertion (i) se d6duit de ce qu'un 616merit de ~ est d6termin6 
de mani6re unique par ses polynbmes d'interpolation modulo ~m(Z(V)J.(1 + X )  
--1) pour tout entier m e t  pour au moins r valeurs distinctes de j. D6montrons 
(ii). Prenons pour simplifier j~ =0.  On se ram6ne d 'abord facilement au cas oO 
N e s t  libre. Choisissons une base X~ . . . . .  X, de N e t  notons X] ") . . . . .  XI ") sa 
projection dans Nr, : X~ ") . . . . .  XI ") forment donc une base du 7Zp [-F/F,]-module 
Nr.  Choisissons d'autre part un g6n6rateur topologique 7 de F. Si x~M, on 
peut alors 6crire 

Tw tnr" (. + Nr 1)'jn,j(TWM,j(X)))= 2 Pr'(n+l)'Qi,n,J(X)(X(7)JT--1)'Xlm 
l<_i<=t 

off Qi,,,j(x)(7-i) est un polyn6me en (7 -1 )  de degr6 <p" dans Q p [ y - 1 ]  tel 
que [[p("+~)'r. Qi,,dl I --.0 lorsque n ~ oo, Les congruences se traduisent par le 
fait que 

p(,-j).(,+ 1). ~ ( _  1)k. (~). Qi,,,k(X)(s + X)-- 1) ~ 0 pour tout j ,  
k = 0  

ce qui est la condition n6cessaire et suffisante pour qu'il existe un 616ment Fdx ) 
de ~ tel que F~(x)(x(y)-J(1 + X ) - 1 ) - Q i , , , j ( x ) ( X ) m o d u l o  ~o,(X)(cf. 1.2)�9 On 
en d6duit facilement la proposition. 

3�9 Ce qui a 6t6 fait pour Ar se g6n6ralise ~ A, composantes par composantes: 
A = ~ ) A r . e ,  off r/ parcourt les caract6res de A et e , = ( # A )  -1- ~ q(6) -1 .6  est 

tl 6 E A 
r idempotent  associ6. On dit qu'un A-module de type fini est de rang r si les 
e~ M sont tous des At-modules de rang r. 

Lorsque L e s t  un A-module projectif de type fini, on d6finit le d6terminant 
detA(L) de L comme sa puissance ext&ieure maximale (composante par compo- 
sante) et son dual L*=Homz(L,A) que ron  note aussi L-L Si maintenant M 
est un A-module de type fini, on d6finit deta(M) de la mani6re suivante: si 
M admet une r6solution par des A-modules projectifs 

on pose 

0 ~ Mr-~ ... ~ Mo --* M - ~  O, 

detA(M)= (~) detA(Mi) {-1)' 
O=<i~r  
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(on a en fait r<2) .  C'est un A-module libre de rang 1. On montre qu'il  ne 
d6pend pas du choix de la r6solution choisie (au signe pr6s) et qu'il d6pend 
fonctoriellement de M. On note aussi deta(M)-1 = ( ~  deta(Mi)~-iv ~,. Si 

O<_i<r  

O ~ M ' ~ M - ~ M " ~ O  

est une suite exacte de A-modules, on obtient un isomorphisme canonique au 
signe pr6s 

det A (M) -~ deta (M') ~ )  deta (M"). 
A 

Lorsque M est le module nul, on a deta({0})=A. 
Lorsque M est de torsion, on a un homomorphisme canonique: 

K: deta (m) -~ Frac(A) 

off Frac(A) est l 'anneau total des fractions de A. Si M est fini et donc de dimen- 
sion cohomologique 2, K(M)= 1. Si M est de dimension cohomologique 1, l 'appli- 
cation x est injective: si l 'on a une suite exacte 

u 

O ~ M  1 ,Mo~M-~O 

avec M o et M 1 libres de m~me rang, un 61~ment de detA(M ) s'6crit eo@(el)  -1 
avec ei~deta(Mi). Son image dans Frac(A) est 6gal ~ det . . . . .  (u)- 1. A off det . . . . .  (u) 
est le d6terminant de u(eO dans la base eo. En particulier, sif(M)EA est une 
s6rie caract6ristique de M (i.e. si %(f(M)) est une s&ie caract6ristique de en(M) 
pour tout caract6re q de A), on a 

~(detA(M)) = f ( M )  -1 A. 

Plus g6n6ralement, si M est un A-module de type fini de sous-module de torsion 
ta(M) et si L(M)=M/tA(M), on a une injection de detA(M) dans detFr,~{a ) 
(Frac(A)(~) L(M)) dont l 'image est 

A 

f (t A (M))- 1. deta (L(M)). 

D6sormais, lorsque M est un A-module de type fini de torsion, deta(M) sera 
consid6r6 comme contenu dans Frac(A). 

3.1.6 Soient M e t  N deux A-modules de type fini de m~me rang et F un 
~r ~f~(G~)(~M/tA(M)~o~(G| On a une 
application de A-modules a A 

det(F): deta(M) (~)(deta N ) -  J ~ ~g~ (G~) | Frac(A) 
A 

v6rifiant det(F)(~o)=~-det(F)(co)  si ~o~deta(M)(~(detAN) -~. L'image de 
A 

det(F) est contenue dans deta ta(M)| tA(N)) -l'jgo~(G.). Plus g6n6rale- 
ment, si M'  et N '  sont deux A-modules de type fini v6rifiant Frac(A)(~)M'  

A 
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= Frac(A) @ M, Frac(A) @ N ' =  Frac(A) @ N, on d+finit une application que 
A A A 

l 'on note aussi det(F): deta (M') @(deta  N')-  ~ --. ~,Ut'~ (G~) @ Frac(A). 
A A 

Gardons les notations pr6c6dentes. L'application F induit des applications 
M r . ~ N r ,  et Mr"-- .N r". On en d6duit une application lin~aire det(F),:  
detzA~/r . l (M r") | detz,i6~/r.j (Nr") - ~ | de t~A~/r . l (mr. ) -  ~ | det~A~/r.l(Nr,) 
--, 7Z~ [6  ~/C,,]. 

La projection de det(F) darts 7Zp[Go~/F,] est 6gale fi det(F).. Cela se d6montre 
par d6vissage en se ramenant au cas off M e t  N sont libres et au cas off M 
et N sont des modules de torsion; on se ram6ne /~ montrer que si P e s t  un 
A-module de torsion, l 'application lin6aire canonique 

detzAG~/r,l(P r') |  1 ~ 7lp [ G~/I',] 

induite par la suite exacte 0 ~ pr,  ~ p __. p ~ Pr, -~ 0 est la projection de rappli- 
cation d e t a ( P ) ~ A  daus 7/v[G~/F"]: c'est la traduction du lemme classique en 
th6orie d'Iwasawa qui suit: si f est la s6rie caract~ristique du Zp~F~-module 
de torsion A e t  s i f  est non nulle modulo (7-1),  son image dans II~p modulo 
7 - 1  est 6gale /l une unit6 pr6s /t #(Ar) /# (Ar ) .  Plus g6n6ralement, avec les 
notations du paragraphe pr6c6dent, on a une application linbaire det(F), : 

detz~iG~/r,l(M,r.) | detz,~c,~/r.l(M,r, )- a | 1 

et l'image de l'application compos6e de det(F) par la projection canonique 

det~ (M')@(deta N ' ) - '  ~ J{;o (G ~) @ Frae (A) --. ll~p [G ~/F,] 
A A 

est encore 6gale fi l'image de det(F), dans 7Zp[G~/F,]. 

3.1.7 Si j e s t  un entier, j - log(7) / log  Z(7) est un 61~ment de ~z(F)  ind6pendant 
de ~/eF-{1}. On le note ~. Si 7 est un g6n6rateur topologique de F, c'est 
l'image de j - l o g ( 1  +X)/log Z(~')=log(;~(7)J'( 1 + X )- t)/log Z(7) par l'isomor- 
phisme ;~*~1 +X.  

3.1.8 Nous utiliserons dans le par. 3.4 le lemme technique qui suit. II g6n6ralise 
un lemme bien connu dans le cas des A-morphismes permettant de calculer 
l'ordre du z6ro de s6ries caract6ristiques de modules de torsion. Pour simplifier 
les notations, nous les 6nongons dans le cadre des Ar-modules. 

Soient M e t  N des Ar-modules libres de type fini de marne rang. Soit F 
un ~ ( F ) - m o r p h i s m e  injectif JcF~(F)@M--* H ~ ( F ) @ N .  Soit ~ une base de 

Ar  Ar  

detar(M) @(deta r  N) -1. On peut donc 6crire _co-co'| :1 off co' est une base 
A r  

de detar(M) et ~o une base de detar N. On d6sire 6tudier det(F)(_m)e,X~+ (F). 

Lemme. Avee les notations pr~cOdentes, on suppose qu'il existe des entiers j, 
et fl avec ~>0, fl>-O tels que le noyau de F, j contienne le ~p[F/F,]-module 
t1~, IF~F.]: ( i ~  pour tout n. A lors det(F)(o) est divisible par cog (Z(~,t i 7 -  1). (# j) 
dans ~ (F) (off y est un g~n~rateur topologique de F). 
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D~monstration. Par twist, on se ram6ne au cas od j = 0  et on pose F,~F,,o. 
L'hypoth6se que ker(F.)~ff)v[F/F,] ~ @ff)~ implique que det(F)(_m) est congru 
/t 0 modulo oflo'co, ~. Grace au lemme 1.3.1, cela implique le lemme. 

3.2 ThOor~me d'existence 

3.2.1 Soit V une repr&entat ion p-adique cristalline de Gn et T_ un r6seau de 
V stable par Gn. Posons Z~o(_T) = l im  proj Hi(H,, T_) pour i~Z. Le module Z~(T)  
est nuI dSs que i +  I, 2. Rappelons le r6sultat suivant en d6signant par M le 
dual de Pontryagin d'un Zp-module M: 

= Homzp (M, Qp/~gp). 

Proposition. Supposons que H est une extension finie de lI~p. Le A-module ZX~(T_) 
est un A-module de rang dgal d [H:  II~p].dimQp V dont le module de torsion est 
T_G'~. Le Zp-module Z~(T)r, s'injecte dans HI(H,,T_). Plus pr~cis~ment, on a 
des suites exactes 

0 ~ Z~  (T)r. ~ H '  (H,,  _T) ~ H' (H~/H,,,(V* (1)/T* (1 ) )a '~ ) '~  O. 

0 ~ (Z~ (_T)/_T~ ~)r, --* H 1 (H.,  T_)/H 1 (H~/H,, T_~ 

H a (Ho~/Hn, (V* (1)/T* (1))~ 0. 

Enfin, Z 2 (T) est isomorphe fi un groupe fini pros 5 Homz~ (T* (1)~ T/p). 

Ddmonstration. En prenant le dual de la suite exacte de Hochschild-Serre et 
en passant ~ la limite, on obtient la suite exacte 

0 -* Z~ (T)c,(n| H'(H, ,  T_) -* H I(H~o/H,, (V*[['* (1))~ 0. 

Il est d6montr6 dans [P2J que le sous-module de torsion de Z~(_T) est 6gal 
ii _T~ et on a (TC"=)r~-Ht(Ho~/H.,T_~162 qui s'injecte dans HX(H.,T). On 
en d6duit la deuxi6me suite exacte. Enfin, la dualit~ locale implique que 

Z~  (T) "" Homz,  ((V* (1)/17" (1))~ ~, Qp/TZp) 

ce qui est 8gat fi un groupe fini prSs & 

Homz~ ( Q , / Z p @  _T* (1)~ II~,/Zp) = Homzp (_T* (1)~ ~, 7Z). 

D'ofl la proposit ion.  
En particulier, si _T~ est nul, on obtient une application Z~(T)/T~ 

Ht(H.,  V), puisqur HI(Hoo/H., T_~ est alors fini. 

3.2.2 Soit g ~ o ( V )  ;~=~ Posons 

C.(g) = p-(" + ') .S.((a| -("+ '). g)e H}(H. ,  V) 

= expn., v(ff, (g)) 
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off S,, ves t  l 'application ~ ~ (V) ~ = o ~ H, ( ~  D_ ( V)/D_ (VF = 1 d6finie par 
H 

~'~n,v(g) = p - ( n +  1). (O.@ (p) -  (n + 1)(G)((n  __ 1) 

avec (1 --r G = g. Les points C,(g) v6rifient les relations 

Trn,  +,,.u. (C, + 1 (g)) = C, (g) pour n > 0 

Trnom (Co (g))= C_ l (g ) -  P - "  C_,  ((a| ~p) ' .  g) = C_,  ((1 - p -  ' .  (a | ~o)- 1). g) 

(se d6duit de la proposition 2.4.2, cela peut aussi se d6montrer directement 
partir de 1.5.4). Ainsi, les (C,(g)),~0 d6finissent un 616ment de lim proj 

H}(H., V). 

3.2.3 Soit J =J (V)  = {j tel que Fil ~ D_(V~)) =0}. Remarquons que lorsquejeJ(V),  
on a D(V( j )F=I=0 .  Rappelons d'autre part que D est un isomorphisme de 
W~T~ *=~ sur lui-m~me et doric d6finit un isomorphisme de ~ ( V ) .  Nous ne 
supposons pas que H est une extension finie de Qv, sauf mention explicite. 

Th6or6me. Soit V une reprOsentation p-adique cristalline de Gu. Fixons un entier 
h> I, sup&ieur fi la longueur de la filtration de Hodge de Vet  tel que Fil h_D(V) 
=D(V). 
(A) II existe un entier r tel que le J(V)-syst~me compatible 

(( - 1) j. (h + j -  1) !. C.,,v<j) o (D -J(~e_j)m,jE J 

de ~ ( V )  a - ~  dans Z~(T)/T~"~ soit convergent d'ordre <r. 

On note ~ , h  = ~2V,h sa <dimite>>. Autrement dit, 

(B) I1 existe un entier r et une unique famille de A-homomorphismes 

Ohms),. +j: ~ (V(j)) :j = o ~ ~ ( G ~  @ Z 1 (T_ (i))~_ U)G"| 
A 

pour je2g telle qu 'on air les propriOtds suivantes: 
(i) pour tout entier j e J  (V), le diagramme suivant est commutatif (notO (D(V,j, h))) 

~o~(Vq))3=o "~,~,,~*J , ~(G~) (~ z% (T(/))/T(j)~ 

H. (~D_ (V(I')) , H '  (H., V(})) 
W (h + j -  1 }! �9 e x p H n ,  V (j) 

(ii) pour tout entier j ,  on a 

e e _ e 
T w l , v u ) ~  j ~  - -  - -  ~ ' ~ V ( j +  l ) ,h+j+  1. 

De plus, I'application ~ ' ~ , h  e s t  injective. 

On peut pr6ciser les conditions de validit6 de (D(V,j, h)): 

(C) Le diagramme D (V,j, h) est encore commutatifpour h + j  > 1, Fil - h _D (V) = _D (V), 
d condition de remplacer H I (H., V(j)) par H 1 (H., V(j))/H 1 (F~, V(j)a~| 
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DOmonstration. Le th6or+me 6tant invariant par twist, on peut supposer que 
Fil ~ _D(V)=0. On a alors J ( V ) = N  et h est un entier tel que Fil h D(V)=_D(V). 
PosonsJE > _ h + ~ = {Je;g,J > -- h + 1 }. Soit c~ = m/q un rationnel avec met q entiers pos- 
itifs et q + 0 tel que ~o - q" M c C- p'~ " M off C est ind6pendant de net  prenons r = [h 
-ct] + 1.Posonspourge~(v)A=~ J(g)@e_ j e ~ ( V ( j ) )  ~-~ 

F,,j(g)=(-- 1) ~ .(h + j  - 1) !. C,,vo)(D- J(g) @e_j). 

I1 est clair que les (F,,j) forment un N-syst6me compatible et marne 
2~>_ _,+ ~-compatible. Soit j~g>__ _,+ ~ ; on a 

C,,vo)(g)=p(,+ ~)'cJ- 1)Sn, vCj)(((y@(p)-ln+ 1).g) @ e _ )  

=f in+  l).(j- ~)+m't(n+ ~)/q~. Sn, vo)(g ~ @e_j  ) 

avec Ch(g0 < C', Ch(g). Comme 

(n+ 1).(j-- 1)+m. [(n + 1)/q] + ( n +  1).r > ( n +  1 ) - ( h + j -  1 ) - m ,  

on d6duit de la proposit ion 2.3.6 qu'il  existe un entier s (ind6pendant de n) 
tel que pC,+ ~).,. F,4(g ) soit un point de p - ~ . / ~  (H,, TO')) et que 

l im ]l pC. + ,~-,. F,,~(g)[I z,, = 0 
n~c,o 

off l 'on pose pour simplifier Z = Z~(T(j))/T(j)TH=. Les congruences de la proposi- 
tion 2.4.4 se traduisent de mame par le fait que 

pour tout j > 0 .  Ce qui d6montre l'existence de O r grace /t la proposition V,h 
3.1.4. On a par dbfinition m~me 

f2~,h(g) = ( h -  1) !. S,,v(p -c"+ 1~ .(a| t~(g)) -~(h - 1) !. C,,.v (g) modulo e),. 

On en d6duit la commutativi t6 du diagramme D(V, 0, h). La marne construction 
appliqu6e /t V(/) pour  h e t  j entiers tels que h+j> t, Fil -h D(V)=D_(V) donne 
un homomorphisme f2}~),h+j dont le lien avec f2),h est donn6 par la propri6t6 
(ii) grace aux congruences de 2.4.4. On en d6duit (C). Pour j e Z  quelconque, 
on d6finit alors f2~,~j),h+ ~ par  la propri6te (ii). L'unicit6 de f2~, h se d6duit de 
3.1.4. 

L'injectivit6 de s ~ v,h se d6duit de ce que F, j e s t  un isomorphisme pour tout 
ne t  pour tout j>>0. 

3.2.4. PremiOres remarques. (i) L'entier r e s t  le m~me pour  Vet  pour n ' importe 
lequel de ses twists et ddpend de h. On peut ~tre plus pr6cis. Si g est un 616ment 
de W~T~| off Ot_~l d6signe le sous-espace de _D(V) sur lequel q~ est de 
pente - ~ ,  f2~,h(g ) appartient fi ~,~(G~)@Z~(_T)/T_G~'~ pour r>h-cc  On a en 
effet alors (a@q~)-"(g)cC.p~n-')"+'~").~o~.M(V) oil e(n) tend vers l'infini avec 
n e t  on conclut comme dans la d6monstration du th6or6me. On peut m~me 



Th6orie d'Iwasawa des repr6sentations p-adiques sur un corps local 121 

dire que Oe,h(g) est un O(log h-~) (un 616ment f de 24g est un O(log ~) si 
Sup(p -"'t~ �9 II f IIo) < oc). 

n 

(ii) f2~, h d@end de h (voir infra 3.3 et 3.4). 
(iii) L'application f2~, h se prolonge en une application de ,X4,~ (G~)-modules 

~ (G~) @ ~ ~ (v)  a = o __, ~ (G ~) @ z I (T)/T ~" 
A A 

que l 'on note de la m~me manti6re. 
(iv) L'image de H,@_D(V(j)) par expxt.,v~j) est bien stir contenue dans 

H 

H}(H,, VU)). Pour j - l e J ( V ) ,  on a H}(H,, V~))=H~(H,, Vff)) si H/Qp est une 
extension finie (comparer les dimensions). Par contre, si Fil ~ D (V(j)) = _D (V(j)), 
on a H~(H,, V(j))= 0. En particulier, si h+i < - 1 ,  (~),n)m4 est nul pour tout 
entier m. Nous expliquerons ces faits troublants au premier abord dans le par. 
3.3. 
(v) La d6pendance de f2 ~ par rapport fi t: est claire: il est facile de v6rifier V,h 

que l 'on a pour r~G~, f2V,h--rf2V,h--f2V,h r. 

3.3 Propridtds de f2~, het d@endance en h 

3.3.1. Proposition. Soient h' >- h > 1 des entiers v&ifiant les hypothOses du thOor~me 
3.2.3. Alors, on a 

~.~,= FI Er.~.~. 
h<=r<h" 

off d~=r- - log  ),/log Z(7) est dOfini en 3.1.7. 

D~monstration. I1 suffit de v6rifier que pour j>>O et pour tout entier m>=O, on 
a 

Tw},v~ Tw},v~ I]  ( , . f 2~ ,h )modu loQp@(o , . ( ) ' - l ) .Z~(Tq) ) ,  
h < r < h  ' Zp 

c'est-fi-dire que 

~%~,h'+j = [ I  
h < r < h '  

{,+j" ~'U),h +j modulo ~ v @  o),.(7-1). Z~, (_T(j)), 
Zp 

car Tw~,v(2.x)=Tw_j(2).Tw~.v(x) et Tw_j (d3=[ ,+ j .  Or dr+i-=r+j modulo 
co,.(),- I). La congruence pr6c6dente est donc 6quivalente 

f2~'r I~ (r+j).f2~,~j~,a+j=(h'+,j-- 1)! / (h+j - l ) ! - f2~j} ,a+j  
h ~ r < h '  

modulo @p@ co.(), - 1). Z ~ (TO)), 
Zp 

ce qui est vrai d'apr6s la condition (i) du th6or6me 3.2.3. 
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3.3,2 On aimerait poser 

F (s) = ( H {~) - ~ e t / ' ,  (x) = ( ]7 (r -- log (1 + X)/log u)) -~ 
r > s  r>O 

pour tout entier s (i.e. Fz<~,)(Z(7)-s.7 - 1)=F(s)). De m~me que, dans ~, la fonc- 
tion F(s) a un p61e simple en t o u s l e s  entiers <0,  Fu(X) a un p61e simple 
en u - J~  - 1 pour toute racine de l'unit6 d'ordre une puissance de p e t  pour 
tout entier j < 0 .  Mais, cela n 'a bien stir pas de sens. Par contre, si h et h' 
sont deux entiers (dans 2g) avec par exemple h'>h, on a F(h')/F(h)= l-I E~. 
Dans le paragraphe suivant, nous allons donner un sens fi F(h). ,<j<__h, 

3.3.3 Soit M un ~(r176 Soit ~(G~) l 'anneau total des fractious de 
~(Go~) .  Posons pour simplifier _M=ZC(G~) ( ~  M. Pout tout entier r, on 

~% (G~) 

note L,~(_M) le ) f ( G j - m o d u l e  des families (COh)h~Z d'~l~ments de _M tes que 
r Le a~/(G~)-module 5~ s'identifie fi _M. On pose s176 
= @ L~(_M). C'est une alg+bre gradu6e. S i j  est un entier, on d6finit une applica- 

r ~  

tion F(j)": ~(A4)--,  ~ ( M )  de degr6 - -n  par (coh)~--,((b~)h avec (~h= l~I (#Y"'coh 
j<_s<h 

pour h>>0 (un 616ment de ~,e,(_M) est en fait d~termin6 par la donn6e d 'un cob). 
On a donc r(/)"(~(M))--~_.(M)) et F(h)-%F(h)"= 1. Plus g6n6ralement, si 
nj est une famille d'entiers relatifs presque tous nuls, l 'homomorphisme 
El F(j)"~: ~(_M)-~ 5r est de degr~ s =  - ~ n j .  Remarquons que la restriction 
J 

de F(j) ~ it L,e~(M) est fi valeurs dans M e t  coincide avec l 'op6rateur de projection 
sur la j-i~me composante. 

3.3.4 On note ~ l 'application 2~p-lin~aire de ~ o ( G ~ )  dans lui-m~me telle que 
t( 'r)=z -1 pour z~G~. On notera 6ventuellement t de mani~re exponentielle. 
Si M est un Jg~(G~)-module, on note M' le ~r qui s'en d6duit 
par changement de Faction de Go~ par z~--}v-a. On note encore t l 'homomor- 
phisme de 7/p-modules de M dans M'  d6duit de l'identit6. On a donc ~(2.m) 
=z(2).t(m) pour m~M et 2~Yg~(G~). Pour tout entier r, on note i': s176 

(~'(M') l 'application d6finie de la manidre suivante: si co =(coh)h~,eL, q~(M ), on 
pose i'(co)h = ( - -  1) ~'h- l(~o~ _~). Le fait que ~ est bien d6finie vient de ce que ~({h)= 
- g _ , .  En particulier, r(5~,(_M))=~_,(M'). Lorsque r = 0 ,  ~" est l 'application ~: 
M ~ M'. On a encore i'(2-m)=~(2).i'(m) pour m~L~(M) et 2~2/~(GJ. Enfin, 
( -  1) ~- i'o ? co'/ncide avec l'identit6 sur ~(_M). 

Lemme. On a 
ro')"o~or(~ - j ) " = t -  1) J". ~: ~~ --, 5e(M'). 

D~monstration. II suffit de v6rifier l'6galit6 pour n =  1. On v6rifie que l'image 
de ~(_M) par les applications des deux membres est contenue dans 5P_,(_M'). 
Soit og~5~(_M), il suffit de calculer la j-composante de l'image co' de co par 
F(j) o i'~ F ( 1 - j )  et on  v6rifie facilement que 

co~ = (--  1) ~'- ')'J. t(cn~ _j) = ( -  I) j. i'(co)j. 

D'ofl le lemme. 
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Si l 'on pose 

r *  0) = >r(i), r*tj)" = > r ~j)": ~t_M) --+ ~ ( M ' )  

le lemme devient alors 

F(j)" oF* (1 -- j )"= (-- 1) "a. L 

On laisse le lecteur rever ~ l 'analogie avec la fonction F usuelle et ~ son 6quation 
fonctionnelle prise en un entier. 

3.3.5 Revenons aux f2}, h. On note fa~=F(h)-~(~a~r,h ) pour h assez grand. La 
proposition 3.3.1 signifie que Q~ ne @pend pas du choix de h et on pose O}, h 
=F(h)(O~.) pour tout heZ. On a donc pour tout h '>  h la formule 

o~,~,= H f ~ ' ~ , ~ .  
h < r < h  ' 

3.4 Le d~terminant de (2~ 

Nous supposons dans les pars. 3.4., 3.5., 3.6 que H est une extensionfinie de Qp. 

3.4.1 Posons h, (V) = dim n FiF _D (V)/FiF + ~ _D (V). En termes de la d6composition 
de Hodge-Tate de V, on a donc un isomorphisme de Gu-modules ~ p ( ~ ) V  
~-@ ~ p ( - r )  *'(v). D'autre part, si M est un W-r6seau de D(V), on pose Q~ 

r 

~ + , M ( v ) =  w~ r~ *:~ |  
W 

et 

A+(_T, M)=(de ta  ~o~,M(V))-' @ (  @ (detA Z~  (_T)) <- ')'~ '). 
A i~<1,2} 

Ce dernier module est un A-module libre de rang 1. Le Qr  |  A o~(V) 
= ~p ( ~  A ~ (T, M) est in@pendant  des choix de M e t  T. 

Zp 

On peut d6finir det(~2~)(co) pour <o6A~(T,M) - t  ou A~(V) - t  comme la 
suite des det(~2~.h)(Og). C'est donc un 616ment de LPs(W~(G~)) avec s 
= [H:  Qp]-din~p V. Comme dimQ~ V = ~  hr(V), 

r 

6 ( ~ ' ~ ) =  H IV ( - - r )  h~tv)'[lf:Qp] de t (~2b) (co )  

d6f r 

est un 616ment de Yt~,(G,). De mani6re explicite, remarquons que 

r >  - h  j >  - h  - h < r < ~ j  

On a donc en fait 

a(O~.)= H '* ~-~,.~ ~.,,,w, ao,,,-,~ , ~V--j]  P u ~ t ~ V , h ]  
j >  - h  
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(le produit est fini puisque Fil j D(V) est nul pour j >> 0). 

3.4.2. Th~or~me. On a 6(f2~v)(Aoo(V) - 1)cI l~p@A.  
Zv 

Remarque. Grfice fi la suite exacte 

0 -* ~ (V) ~ = o _~ ~ (V) --* @ D_ (V)/(1 - p~. ~p) @ Zp (r) -+ O, 
r 2~p 

cela 6quivalent fi dire que l 'image de 

ll~p @ detA ~ , M ( V )  ~=~ |  Z~,~ (_T)/_TC"| -~ 
Zp 

par 6(f2~) est contenue dans 

Q p @ ( @ ( d e t A  D_(V(j))e='(-j)) - '  | (detA T * ( l ) ~  | T~ '~) .  
Z~, j 

C'est sous cette derni6re forme que nous d6montrons le th6or6me dans les para- 
graphes suivants. 

3.4.3. Lemme. (i) Uaction de G ~ sur Va~,~ est semi-simple et on a 

v"'= = @ v(-j)"'U).  
j e Z  

(ii) Eintersection de H~ (H, V) et de H 1 (G~, Vo" =) dans H a (H, V) est nulle. 

D~monstration. Montrons (i). La repr6sentation V 6tant cristalline est de Hodge- 
Tate. On en d6duit que les caractares de Faction de G~ sur VG'~ sont donn6s 
par des Z j avec jE7/. Par twist, on se ram6ne donc au cas off j = 0 .  Supposons 
que (VaH| oH 4= O. I1 existe donc une sous-repr&entation cristalline de V(;'.~, 
extension non triviale de lI~p par V ~ D'od  un 616ment de 
H}(H, V~  V G ' ) c H o m % ( G u ,  VGH); &ant nul sur Gu~ et sur Gu~ 
off H "~ est la plus grande extension non ramifi6e de H, cet 616ment est nul, 
ce qui est contradictoire. La seconde affirmation est alors claire. 

Montrons  (ii). La semi-simplicit6 de Faction de G~ sur V~ implique que 
H ~ (G~, VoH)= H ~ (G~, VG'~). I1 suffit donc de montrer  que 

Hie(H, V)c~ H~ (H, V~-)=0 .  

Soit x un 61bment de l'intersection. Soient Y une extension de Qv par V ~H 
le repr6sentant et X la somme amalgam6e de V et de Y au dessus de V a'~. 
Par hypoth6se, on a une d6composition D_ (X)=D_ (V)q)D_ (Qp) stable par ~o. On 
en dbduit facilement une d6composition D_(Y)=D_(VG")OD_(•v) stable par ~o. 
Comme il est clair que Fili_D(X)= FiP _D(V)~Fil j _D(II~v) pour tout j, l 'extension 
Yest scind6e et x = 0 .  



Th+orie d'Iwasawa des repr6sentations p-adiques sur un corps local 125 

3.4.4 L'application Z. ,v:  @~(V);~-~  ~-~ se factorise par 
H 

o). (,/-- 1 ). ~ (V) ~ = o. N otons ~.,  v : ( ~  (V) ~ - ~ ~ H.  @ D (V)/D(V) ~'- 1 l a fl6che 
H 

qui s'en d6duit. D'autre part, on d6duit de la suite exacte 

0 --. ~ (V? = o ~ ~ (V) --, @ D (V)/(1 - p'.  ~o) @ ~v(r) --, 0 
r ~p  

une application de D_(V)/(~p- 1) darts ( ~ ( V ) ~ = ~  .. 

Lemme. lZimage de D_ (V)/(q~--1) darts ( ~ ( V ) ~ = ~  est contenue dans ker ~.,v 
et on a une suite exacte de 2~v [Gal(H./H)]-modules  

0 ~ D(V)/(~o-  1) D(V) ~ ker ~. ,v  ~ D-(V) ~ p ' ~ 0 

( la flOche ker ff-.,v ~ D- (V) ~ p-'  dtant donnde par g~--~g(0)). L'application 

coker ~, ,v  ~ D_ (V)/(1 - p -  ' . (p- 1) D_ (V) 

donn~e par ~--~(1 - ~p) Trn.m(c0 modulo (1 - p -  1 ~o- 1) _D(V) est un isomorphisme 
de 7Zv [Gal  ( H . /  H) ]-modules. 

DOmonstration. Soit g ~ ( V )  ~=~ tel que ~. ,v(g)=0.  Alors, si (1--q)) G = g ,  on 
a G((.--I)~_D(V) ~=1. On peut changer G par cet 616merit de _D(V) ~-1. On a 
donc G ( ( . - 1 ) = 0 .  En utilisant l '6quation @|174 on en d6duit par 
r6currence que G ( ( , . - 1 ) = 0  pour O<<_m<_n et que ( 1 - p  1.q~ I)G(0)=0.  On 
a donc ( 1 - p - l . q ~ - l ) g ( 0 ) = 0 ,  d'ofi l 'application k e r ~ . , v ~ D ( V )  ~=p-'. Si g 
appartient de plus au noyau de cette application, on a alors g ( ( m - - I ) = 0  pour 
--1 < m < n. On en d6duit que g est divisible par ~o. +I(T) dans W ~T~ et a_ppar- 
tient ~i ~ . ( 7 -  1 ) . ~ ( V ) .  R6ciproquement, si g e o g . ( 7 - 1 ) . ~ ( V ) c ~ @ ~ ( V )  a -~  il 
est clair que ff.,v(g) est nul. On d6duit alors de la suite exacte 

o - ,  0 ( v ) / ( , p  - 1 ) ~ ( ~  ( v )  ~ = ~ M -,  ~ ( V ) r ~  --, O ( v ) / ( ~  - 1 ) - ,  0 

que le noyau de k e r ~ , , v ~ D ( V )  ~'=p ' est isomorphe ~i D(V)/(~p-1) .  I1 reste 
~i montrer  que l 'application k e r ~ , , v ~ D ( V )  ~=p-' est surjective. On peut soit 
le faire directement soit d6montrer d 'abord la seconde assertion du lemme et 
en d6duire la surjectivit6 par un argument de dimension, ce que nous allons 
faire. Consid6rons la suite 

~,~ (V) ~=~ ~ H. ( ~  D(V)/D(V) ~'=' ~ D_ (V)/(1 - p - ' .  ~p- ') D_ (V) --* O. 
H 

I1 est clair qu'elle est exacte en D_(V) / (1- -p- I .q~- I )D(V) .  Si g e ~ ( V )  ~=~ et 
si ( I -  ~o) G = g, l 'image de g dans _D(V)/(1 - p - l ~ p -  1 _D(V) est 6gale 

(1 -- q~) Tru .  m (~., v (g))) rood (1 - p -  1. q~- 1) _D (V) 

- (1 - q~) Tru.m (G ( ~ . -  I )) 

-(1 -q~)(1 - p - ~ .  q~-') G(0) 

- 0  - p - ' .  ~ -  I) g(0) 
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ce qui est nul dans D_ (V)/ (1--p-X.~o-1)D_ (V) (remarquons que p .~0=l  dans 
D_(V) / (1 -p  -1 .~p-1)D_(V)). D6montrons l'exactitude de la suite en 
H ,  ( ~  D (V)/D (V) ~=1 , ce qui m ontrera que coker ~,, v "~ _D ( V ) / ( 1 - p - l . ~ p -  l). Soit 

H 

x . ~ H , ( ~ D ( V )  tel que Trn . /14(x , )=(p .~o- -1 )x  l avec x 1ED_ (V). D~finissons 
I4 

par rbcurrence x,, =True+ ,m~(xm+ 1) pour  0 <  m < n. II existe alors un 616ment 
G de W [ T] | (V) tel que (p. a | (9)- (~ + 1) (G) ((,, - 1 ) = x,, pour - 1 < m < n. On 
a 

p.  tp((p.a| -~m+ ~). G)(~,._ ~ - 1)= T r n ~ m ~  ~ ((p-a| -(~+ 1) G ( ( , , -  1)) 

=Trn,,/14~ ,(xm)=x,,_ t = ( p . a |  ~ 1) pour 1 <_m<_n, 

p. ~ (G)(0) = Tr14om(G(( o --  l)) + G(0) = Truom(Xo) + x _  1 = P" q~" G(O). 

On en d6duit que si g = ( l - ~ p ) G ,  on a r  pour - l < m < _ n - l .  
Doric ~(g) est divisible par co,(T). On 6crit alors r off q~o~(g) 
est divisible par q~(~n,(T))=co,+~(T). Posons g ~ = g - q ~ o ~ k ( g ) = g - ~ , ( 7 - 1 ) . h  
~H[T]q '=~174 I1 est facile de voir que l'on peut modifier h par un 616ment 
de H [ T ] * = ~ 1 7 4  de mani6re /l ce  que h~(H[T]q '=~174 a=~ L'616ment 
g~ obtenu appartient /t @~(v)A-0 et a x,  comme image dans 
H . ( ~ D ( V ) / D ( V )  ~='  . 

14 

3.4.5 On note (2~,n,. l 'application d6duite de Y2~,~ : 

(~| ( v?  - o)~,, ~ (~ ,  @ z'~ (T)/T~,,~)~. 
Zp 

Lemme. Supposons  que h >-_ 1. On a la suite exacte  

0 ~ ker ~ .  ,v ~ ker O~-h,. -~ H.  @ Fil ~ _D (V)/V ~ ~ ~ D_ ( V)/(1 - p - 1 .  ~o - 1 ) 
H 

~(V*(1)GH) * ~ 0 .  

D~monstrat ion.  Remarquons que VGHn = V c~'~ (on a une inclusion de Vail- dans 
D(V)r 1). L'exactitude en les 4 premiers termes se d6duit d'une chasse au dia- 
gramme, du thSor~me 3.2.3, C et du fait que l 'image de H . ( ~ D _ ( V )  par exp14.,v 

14 

est contenue dans Hi  (H~, V) dont  l 'intersection avec H I ( H ~ / H ~ ,  VGH~Q est nulle 
(lemme 3.4.3). L'apptication H. (~)  Fil ~ D ( V ) / V  ~ ~ D_ (V)/(1 --  p -  ~ ,q~- 1) est don- 

H 

n6e par x.~-~(l -c0).Tru.m(x~) =(1 - p -  l) Trn . /n(X. )  dans D(V)/(1 - p -  1. q~- l) 
puisque q)= p-~ dans cet espace. Sa transpos6e est donc ~t une constante pr6s 
l 'application naturelle D(V*(1 ) )~=1~ tv . (~ ) (H . )  dont le noyau est V*(1) ~H- 
= V*(1)~. 

3.4.6. D~monstrat ion du th~or~me 3.4.2 Posons F=det(Y2~,h)(~) pour 
o ~ d e t  A ~| | (detA Z~  (T)/T~.~)-1.  En d6composant D = GDE_~ avec 
dimn D~j=hu(~ )  el r utilisant la remarque (i) de 3.2.4, on obtient que F est 
un O(log ~) avec s = [ H : ~ p ] . ~ ( h - a ) . h N ( - a )  (ce qui signifie que chacune de 
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ses ~/-composantes l'est). La representation V 6tant cristalline, les polyg6nes de 
Hodge et de Newton ont m~me extr6mit6s. On en d6duit que s =  [H: Q p ] - ~ ( h  

J 
+j ) .h j (V ) .  D'autre part, I~ ({_~)di~ Fil,mv) est un O(log ~') avec 

j> -h  

s'= ~ dim~ FilJD(V)=[H:~,] �9 ~ ~ hj(V)=[H:ll)p].~(]+h).hj(V)=s. 
j> h r> -hj>=r j 

Pour montrer  le th6or6me, il suffit donc de montrer  que F est divisible par 

l~(J((~ ')j'~) -- l)fl(J)" l-I (~ j)dim~pFiI,D(V) 

j ~  j> -h 

avec flij)_>_din~ _D(V.(j)F = ' -dirr%~ V(]) G" +dirr%. V(])*(1) ~", c'est&-dire que 
T w _ j ( F ) ( X ) = F ( x ( 7 )  ~ ( l + X ) - - l )  est congru fi 0 modulo O)o(X) I~(~) 
�9 co,(x)din'% vu~~ pour tout entier m e t  pour tout entier j > - h .  Par d6finition 

marne de Q~.h, il s'agit de calculer le noyau de (2~(~),h+j modulo o.),(7--1), ce 
qui est fait dans les lemmes 3.4.4 et 3.4.5 en remplagant V par V(j) pour j + h_>_ 1. 
On en d6duit en utilisant le lemme 3.1.8 et en remarquant que 

que l'on a 

H.  | Fil ~ _D (V(j)) ~- @p [Gal (H,/H)Ja~"% vu~ o)) 

fi(]) => dimvp D (V(j)) '~ = ~ -- dirnQp V(]) ~" + dime,  V(])* (1) c'" . 

En utilisant le lemme 3.4.3, on en d6duit le th6or6me 3.4.2. 

3.4.7. Conjecture (6 (V)) On a 6 (~2~) (A ~ (V) - 1) = Qp ( ~  A. 
Zp 

3.4.8 Nous motivons cette conjecture par le fait que 
(i) elle est compatible aux suites exactes de repr6sentations cristallines; 
(ii) elle est vraie pour une reprbsentation p-adique cristalline ordinaire (on utilise 
pour cela l'assertion pr6c6dente et le r6sultat pour une repr6seutation du type 
Qr(r), voir infra n ~ 4); 
(iii) c'est une cons6quence de la loi de r6ciprocit6 que nous 6nongons dans le 
par. 3.6. Nous y reviendrons alors. 

Montrons ici le fait (i). Soit (v) 0 ~ V' ~ V ~  V"  -~ 0 une suite exacte de repr6- 
sentations p-adiques cristallines et T ' ,  _I", T "  des r6seaux stables par GH tels 
que l 'on ait aussi la suite exacte 0 ~ T '  -~ T -~ T "  --* 0. On a alors la suite exacte 
suivante de A-modules 

0 - ,  z ~  (T ') --, z% IT) ~ z'~ (T ") ~ z ~  IT ') ~ z~, (T ') --, z ~  (T ") -~ 0. 

Comme d'autre part, on a la suite exacte de A-modules 

o-+ 2~(v")~ ~,~ (v)~ ~ ( v " ) ~ o ,  

on en d6duit facilement que si deux des conjectures 6(V),  6(V'), 6(V")  sont 
vraies, la troisi6me l'est aussi. 
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3.4.9 Supposons la conjecture 6(V) vraie. Si M est un r6seau de _D(V), on peut 
alors 6crire 6 (f2~,) (A ~ (T, m ) -  1) = ~x, M" A o6 ~x,M ~ Qp [A ]/~Ev [A ] • On d6sire 
donner conjecturalement la valeur de ~x,M- 

Posons Anom(V)=(det%t~j D_ ( V))- ~ @ det~t~l(Induo/Q~ (Resuo/n V)). Si M e t  
Qv[A] 

T sont comme ci-dessus et si U~T,M est une base du sous-7/,[A]-module 
Anom(T,M)=(detzAaj M)-1 @ detz, tz](indno/~,,(Resno m T)) de Anom(V), 

Zp[d] 
posons ~v(~Ox.M)= r ME(I~v[A]/TZp[A] • On obtient une application bien d6finie 
~v: Anom(V)--*Qp[A]/Zp[A] • ind6pendante de la mani6re dont on a 6crit ~o 
= cox,M, v6rifiant ~v(~o) = ~-  1. ~v(~O) et telle que ~v(Anom(T_, M)) = Cx, M' 2~p [A] 
ou ce qui revient au m~me 

6 (o~) (~ ~ (T, M) - ') = ~ (~9~, M)- A. 

D'autre part, l ' isomorphisme de comparaison B~ris (~) V~ B~ris( ~ D(V) induit 
Qx, H 

une injection lin~aire de Anom(V) dans Qv[A] (~)BUR et m~me plus pr6cis6ment 
Q. 

dans Q ,  [-A] ( ~  (Ep. t" pour un entier r convenable (en fait, on a r =  

- - [H:  Q , ] . ~  s.hs(V)). Notons Aria m z,(V) le sous-Zv[A]-module de Azom(V) 
qui est l'image r6ciproque de 7 / [ A ]  ~ ~ r  t ~. 

Conjecture (6z,(V)). La conjecture 6(V) est vraie et si ~ est une base de Anom(V), 
o n  a 

7Z [A]- ~v(@" ~'~ = Azo/,.~,(V). 

Pour la deuxi6me condition, il est 6quivalent de demander que si to est une 
base du ~Ev [A]-module Anom.z,(V), ~v(o9) = 1. 

La conjecture 6~,(V) d6termine l'image de 6 (f2~.)(A ~ (_T, M)-~) dans Qp ( ~  A; 
~p 

elle signifie en effet que si _T et M sont tels que, par l 'isomorphisme de compara- 
ison, ils d6terminent une unit6 de 2~p[A] ( ~  ~%~, on a 

6(f2~)(A,~ (T, M)- ~) = A. 

Remarque. Lorsque l 'on ne sait pas que la conjecture 6(V) est vraie, on peut 
quand m6me 6crire 6(f2~v)(A~(T,M)-I=~T,M.A avec ~v, MEQp|215 
IIr(~x,M)6Qp[A]/7lp[A] • ne d6pend que du choix de m et T et d6finit comme 
pr6c6demment une application ~v,nom: AUom(V)~Qp[A]/Z,[A] • v6rifiant 
encore 

~V(O~O)) = O~ - 1.  I V ( O ) ) "  

On peut alors 6noncer la conjecture plus faible suivante: 

Conjecture falble (6zp,Uo/n(V) ). Si ~o est une base de Anom(V), on a 

71 [~] .  ~V, .o / .  (~o). ~ = A Oo/-,z. (V)- 
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I1 est facile de voir comme en 3.4.8 que si 0 ~ V' ~ V ~  V" --, 0 est une suite 
exacte de reprhsentations p-adiques cristallines et si deux des conjectures 6zp(V), 
6z~(V'), 6z~(V") sont vraies, il en est de mSme de la troisi6me. De plus, 5I,,(V) 
est vraie lorsque V est une repr6sentation p-adique ordinaire (voir infra n ~ 4) 
et de m~me pour la version faible. Une autre justification ~t ces conjectures 
se trouve dans les considhrations des par. 3.4.10 et suivants. 

3.5 Lien avec les nombres de Tamagawa 

Le corps H est encore ici une extension finie de Qp. 

3.5.1 Donnons une variante de la construction faite en [FP3] d'invariants atta- 
ch6s ",i V. Posons G. = Gal(H./H).  On a donc A = Go. Posons de mani6re analogue 
fi 3.4.9 

An.m(V ) = (det~.tG.l D(V))-1 ~ det~.~G.l(indn./~p(Resn, m V)); 
Qe[G~] 

si M e t  _T sont des r~seaux de _D(V) et de V, 

Au.m(_T, M) =(det~;w~ 1 m ) -  1 @ detz.tG~ m T_)). 
Zv[G.] 

La suite exacte de Qv [G.]-modules 

0 ~ tv.(1)(H.)* ~ H. (~  D_ (V) ~ tv(H. ) --* 0 
H 

d6finit un isomorphisme 

detQ~t~.l H. @ _D(V)= detQp~.) tv(H.|176 tv.(l)(H,))- 1. 
H 

La suite exacte (su.(V)) 

O-~ H~ V)-~ D(V) '-~', D_ (V)Gtv(H.)-~ HI(H., V) 

~ D_ (V*(1))*~)tv.(1)(H.)* 1 ,~-, D_ (V.(1))._~ H2(H., V)-*O 

d6finit alors (au signe pros) un isomorphisme de ~v  [G,,J-modules libres de rang 1 

(detQ~tG.jH.(~D_(V)) -1~- (~  (det~.w. 1H'(H. ,  V)) ~- ')' 
H i6(0,1,2) 

D'ofl un isomorphisme 

Au.m(V)~- AEp.u./n(V) 
avec  

AEP, H./H(V)= (~  (det~A(;.lHi(H., V)) ( -1;  
iE(O, 1.2) 

(~  (det~AG.j(Indn./~. (Resu.m V))). 
Qv [G.l 
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On montre (fi l 'aide des calculs de caract6ristique d'Euler-Poincar6, [Mi])  que 
le sous-7/~ [G.] -module  libre 

AEv, n.m(T )= @ (det~to.lHi(H.,T_)) ~-~')' @ det~p~.l(Ind~./~.(Resn, roT_)) 
i~(0,1,2) 2~p [G~] 

de AEe,n.m(V) est ind6pendant du choix de T et d~finit un 7 l , [G. ] -module  
canonique libre de rang I dans A~o,n.m(V). Par transport,  on en d6duit un 
7 / , [G.] -module  canonique libre de rang 1 dans A**.m(V ) que l 'on note 
AEp, H,/It,~t, ( V). 

3.5.2 On d6finit les nombres de Tamagawa de V/~ valeurs dans Q~ [G,,]/7/p [G.] • 
de la mani6re suivante: on a la suite exacte de Q~ [G.]-modules 

O~ H~ V)~  D_ (V)~ D_ (V)@tv(H.)~ H}(H., V)--.O. 

On en d6duit un isomorphisme de Qv [G.]-modules  libres de rang 1 

L:,n.m(V) = det%t~.~H~ V) | (det~t~~ H}(H., V))- ~ -~ (deto.tc..1 tv(H.))- 1 
d6f 

Soit le sous-7Zp[-G.]-module 

L:,n./n(T) = detaA~.j H~ _T)| H~f(H., T))- 1. 

Si ~o est une base de det~ptG.ltv(H.), on note Tam~ l'616ment de 
Qp [G.]/gp [G.]  • tel que 

L: ,u .m (_T) ~ Tam~ �9 c.o- 1 

par l ' isomorphisme pr6c6dent. 
D'autre  part,  notons det%t~.l(-q~[D(V*(1)) le d6terminant de -q~ agissant 

sur det~.t~.lD(V*(l))  (il est md6pendant  de la base choisie). C'est un 616ment 
de ~p[G. ] .  Remarquons  que si q est un caract6re non trivial de G., on a 

t/(detQ.t~.~(-- ~p I D(V*(1))))= 1, 

R~.(detopEa.l(-q~lD(V*(1))))=det~p(-q~lD(V*(l))). 

Le lien entre la droi te  AEp, n.m.zp(V) et les hombres de Tamagawa de Ves t  
donn6 par la proposi t ion suivante dont  on laisse la d+monstration an lecteur: 

Proposition. Soient T un r~seau de V stable pat" Gn, ~T une base du 
sous-7Zp [ G.]-module detzAG.l Indn./~ (Resu,,m T_) de detQpt~.l Indn./Q~ (Resu.m V) 
et CndR~deto.ta.l H.(~)_D(V ). Ecrivons ~o =(COaR) -1 |162 ~odR 

H 
=~ol | 1 avec (/)1 edeto~tc..~ tv(H.) et co z edetQpiG.l tv.(t)(H.). Alors, 

AEp,n.m.z.(V) = deto.t6.~( - ~o [ D(V* (1))). Tam ~ (T)  Tam~ (T* (1))- ~ -7/v [G.] .  ~o. 

3.5.3 Posons F*(r)=F(r) s i r  est un entier >0 ,  = ( - l ) ' . F ( 1 - r )  -~ s i r  est un 
entier <0. Alors, F*(r) est le coefficient dominant  de la fonction F e n  s=r 
(en utilisant l '6quation fonctionnelle de la fonction F lorsque r < 0). 
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On d6finit Au.m,zp(V) comme l'image r6ciproque dans Au.m(V) de 
2gp]-G.] @ (9r t '  par l ' isomorphisme de comparaison (comme en 3.4.9). On pose 

Zp 

qM.m = H detQ, tG.~(-~PlQ,(~m)@D- (V*(1))/Qp(~m-O(~D- (V*(1))) -~"~+'L 
O<_m<n @p II)p 

On peut aussi 6crire 

~buo/u= I]  det~.tG.{-q~IQp(#.)@D- (V*(1))/Qp(#m)@D- (V*(1)))- '  
- l <m<_n Qp II~p 

= deto.t~.](_ ~o iQp(# . )@ D(V.(1))-~. + 1) 
Qp 

[ I  detQpt~.](-- ~P I Q .  (#,.) @ -D (V* (1))) -a-  
- 1 < m < n  Qp 

La pi'opri6te fondamentale de ~u.m est que, si q est un caractdre de G. se 
factorisant par G.. et non par G . _  ~ (n, est donc un entier avec - 1  < n, < n), 
o n  a 

11(q~u.m)=det~.(_qolD_ (V*(l)))-(.~ + ') 

La conjecture CEp,K(V ) de [FP3] devient dans cette situation un peu diff6rente: 

Conjecture CEP,u./u( V ). On a 

AEp, u .m,z .  ( V ) = ~b u./u .det~.tG.l ( -  ~o l D_ ( V * (1))) 

�9 1~ r *  ( - j ) -  h,~v~,t.:~.~. A . . / . , z~  (V). 
J 

Remarque. I1 est facile de montrer  par un calcul de facteurs e que si q est un 
caract6re de G. d'ordre fini, la << q-composante >> de C~p.u.m(V ) redonne la conjec- 
ture de [FP3] pour V(t/). 

3.5.4 Th6or~me (avec un grain de sable). Supposons que q) est semi-simple en 
1 et p -  i. Si co est une base de An.re(V), on a 

A EP, u./u, Z. (V) = cbu./u, det~. tC..l ( - ~P I D ( V * ( l)))- 1~ F* ( - j )  - h,(v~. In:Q.). ~ v (co)" co. 
J 

En particulier, la conjecture CEp, u.m(V) est dquivalente & la conjecture 
6 Z . ,  Hn/ If ( V ) f aible. 

La conjecture 6z.,u./u(V) r"~bj~ est la suivante: avec les notations de 3.4.9, l 'image 
de ~-T,M clans Qp[G.]/TZp[G.] • ne d6pend que du choix de M e t  _T et d6finit 
une application ~v,m,m : A . . m (  V) -" q). [ G.] /Z .  [G.] • v6rifiant encore 

~e,..l~(~co) =~ -  "~v(~O). 

La conjecture 6~,m./u(V) f"ib~ dit que si co est une base de Au.m(V), on a 

~Z~[G,]. ~v,..l.(oD.co = A..I.~,,(V ). 

Le grain de sable est le suivant: nous d6montrons le th6orame dans le cas 
off Fil ~ _D(V)=0; dans le cas g6n6ral, nous le d6montrons en supposant le conjec- 
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ture R6c(V) que nous 6non~ons plus loin (3.6.4). Remarquons que le cas particu- 
lier Fil~ (V)= 0 suffit pour retrouver le thbor6me de Bloch-Kato sur les nombres 
de Tamagawa de Qp(r), cf. infra 4.1.7. 

La d6monstrat ion du th6or6me est faite dans les paragraphes suivants. On 
ne suppose pas la condition Fil~ dans les pars. 3.5.5, 3.5.6, 3.5.7. 

3.5.5. Lemme. Soit r l un caract~re de G.. La fonction s~--~rl .zS(det(O~.,h(~))/6v(CO)) 
a un z~ro en s = 0  de multiplicitd dirnQp Fil  ~ _D(V) et on a 

lim q .ff(det(f2~.h(Og))/fv(CO))/s'= +_(h- 1)! atH:~.], lq  r * ( - J )  -h~v~~n:~ 
s~O j 

off d = dirt%, V. 

En particulier, si Fil~ l ' image de det(O~.h)/6v darts Qp[G,] est 6gal 
/t (h - 1)!a.[U:Opl. ~ I  F ( - - j )  -hj(v) '[l f:ovl "7Z v [Gn].  

j < o  

La ddmonstration est un simple calcul: s~ t / .~ (#o )  a un z6ro d 'ordre 1 et on 
lira q.Z'((o)/S= 1. On calcule d'autre par t  t/.Z'( 1~ (if-J) dimc~vFivD(v))" 
s ~ O  j > - h , j * O  

3.5.6 On construit un isomorphisme de Qp[G.] -modules  

( ~  (det~,ta,]Hi(H,,  V))(-1), 
i~(0,1,2) 

-~ @ (detQ, tG,l @p @ Z ~  (T)r.) ~-~ ~ | Qp @ Z ~  (T)r") ( -~ )'+ ') 
i~(1,2) ~p ~p 

/~ part i r  des suites exactes et isomorphismes suivants: 
(i) o n  a l a  suite exacte de @p I - G . ] - m o d u l e s  

0 --, if). |  i f ) r .  --' H ~ (H. ,  V) --* H 1 (~n, V* (1)~"| * ---' 0 ; 

en remarquant  que ~p (~)Z 2 (_T)= (V* (1)~H| * et donc que 

2 F n __ 1 * G n * ~ p ( ~ ) Z ~ ( T )  - H  (F.,V (1) ~) , 
gp 

on obtient la suite exacte 

0 --. Qp @ ZL i f ) r ,  -* U '  (U, ,  V) ~ Q ,  @ Z~ if)r~ __, 0 
Zp ~p 

(ii) on a Qp@Zk(T_)r"=(VG"~)r"=H~ V) 
Zp 

r ~ Z 2 ITX - tV*tl~a'~ "~*--HZ(H., V). (iii) o n a , ~ p ~ j  ~ _ / r . - ~  ~ f "J - -  
lv 

Lemme. Par l'isomorphisme precedent, l'image de @ (detz.w,.l Hi(H.,  T_)) ~- 1~, 
ie(O, l, 2) 

est le 71p [G.]-module @ ((detz~t~.] Z ~  (_T)r.)r174 ZQ (T)r") ~- 1)- ~). 
i~(1,2) 
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DOmonstration. La suite exacte (i) provient de la suite exacte de ~p [G.]-modules 

0 ~ Z~,~ (_T)r" ~ H '  (H., T) --. Z~ (T) r- ~ 0: 

on a en effet la suite exacte 

0 ~ Z ~,~ (T)c. ~ H '  (H., _T) --. (H 1 (/~n, (V* (1)/_T* (1))Gn,~)~-~ 0 

(cf. 3.2.1) et l ' isomorphisme Z 2 (_T) = ((V* (1)/T (1))G"~F, d'ofl 

ZZ~(T_)r.=(H'(F.,(V*(1)/T_*(1))~"~f. 

De m~me, on a 

et 

z~  if)r .  = (TOH ~)~~ = uo (H., T) 

z~  if)r,  = H ~ V* (1)/T* (1))A= H2 (H,, _T). 

On en d~duit le lemme. 

3.5.7 Soit ~ un endomorphisme d'un ~v-espace vectoriel (resp. ~ v  [G,]-module) 
D de rang fini semi-simple en 0, c'est-fi-dire tel que l 'application G : ker c~ ~ coker 
induite par l'identit6 soit un isomorphisme apr& extension des scalaires par 
l 'anneau des fractions total. La suite exacte 0 ~ ker ~ ~ D ~ D ~ coker ~ ~ 0 et 
t. permettent de d6finir un homomorphisme 

det* (e): det D|  D) -1 ~ Qv(resp. Qv [G.]). 

Ainsi, si D est un Qv-espace vectoriel et si A est la matrice de D dans une 
base co et r la dimension de kere ,  on a de t (A+X)=det*(e ) ( (~ |  .... 
Si M est un r6seau de D(resp. un sous-7l. [G.]-module tel que detz.ta.l M s'injecte 
dans det%[~.~ O), l ' image de de t (m) |  dans Qv (resp. Qv[G.])  par l'iso- 
morphisme det*(e) est ind6pendante de M;  on la note de t~(e[D)  (resp. 
det~ta.~(alO ). Si fl est un endomorphisme de D semi-simple en 0, on a 
det~.(~o fl[ D) = det~.(~ I D). deter(ill O). 

Supposons maintenant que l - q ~  est semi-simple. Notons S le conoyau de 
@~,M(V) a=~ ~ , M ( V ) .  On a la suite exacte 

O--~ s r " ~ ( ~ , M ( V ) ~ = ~  ---~ 6~ ~,M(V)r ---~ Sr ---~O 

qui tensoris6e par Qv devient la suite exacte de (I)v[G.]-modules 

o ~ 0 ( v ) / ( 1  - ~)  ~ ( ~  ( v )  ~ ~ % .  ~ ~ ,  ( v ) ~ .  ~ D (V)/(1 - -  ~o) ~ 0 

car S est isomorphe en tant que A-module fi @ ( M / ( 1 -  pi. ~o)D(V)c~ M)(~)~v(i). 
On a un diagramme commutat i f  dont les lignes sont exactes: z,, 

o ~  D ( V ) / O - ~ )  ~ (~,(V)~=~176 ~ ~ ( V ) ~ .  ~ D ( V ) / O - ~ o )  ~ 0 

0 +- H .@D_(V) /D(VF =' +- H. (~D_(V)  +- _D(Vff=' <--0. 
H H 
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En utilisant l 'isomorphisme t~o_~: D(V) ~~ ~D(V)/(1-q~),  on en d6duit une 
application 

det* a. : det~. ~o.~ ~ (V)r. | (detr t~.~ H. (~) _D (V)) ~ ~ I1~ [G.] 
H 

qui est injective si et seulement si cq est semi-simple. 

Lemme. Supposons 1 - (p  et 1 -p -~ .q~  -~ semi-simples en O. Alors, det* c~. est 
non nul et l'image de 

detz~tc..l @~,M(V)r. | (detz,,i~.l (/;I1. @ M) - 1 
w 

dans II~. [G.] est 

de tg. w.l (1 - cO I _D (V)) - ~- det~.ta.l ( 1 -- p - ' .  ~o ' J _D (V)). (q~u.m) - ' 

= det~.tG.~(1 -- (P I D_(V))- ~. det~.tc..~(1 - r I D_(V* (i))). (q~n.m) -~. 

Remarque. Soit q un caract6re non trivial de G. d' idempotent e,. Soient Qp [q] 
le corps des valeurs de t/ (on a donc tl~p[t/]=ll~(/~..)) et ~p[q]  son anneau 
d'entiers. Le lemme implique que l'image de de t z~ t ,~e ,~ ,u (V) r .  
| e, (Cu. (~)M))-  ~ dans ~ [q] par l 'application induite par e, o ft., ves t  

H 

q (q~n.m)- t. Zp [/7] = det~p (~o I D (V* (1)))~"~ § 1). 

D~monstration. Pour d6montrer le lemme, il suffit de d~montrer qu'il est vrai 
en prenant l'image par e, off t/est un caract~re de G,. Faisons la d6monstration 
dans le cas plus difficile off le caract~re t /de G, est trivial. 

On pose ~=TrnomOao . L'application g~-~g(O) induit  l ' isomorphisme 
~ ( V ) ~  ~_ _D (V). D'autre part, l'image de l'injection 

( ~  (V) ~ = ~ (V)/(1 -- q~)) ~ ~ (V)~ ~ = D (V) 

(voir lemme 3.4.4) est (~o-- 1) D_(V) et on a 

(1 -- ~o)oc~=(1 - -p-~  .~0- ~) 

(cf. 3.2.2). Les hypoth6ses impliquent donc que a est semi-simple. Comme 
@~,M(V)~ ~-M, le nombre que l 'on calcule n'est autre que 

det~fl~ [ D (V)) = de t~  (1 - p - '  .~o -~ ID(V))det~fll--~oJD(V)) -~ . 

Le cas off q est un  caract6re non  trivial de G. se traite de mani6re analoque: 
on a alors e~ G ( ( . -  1)= e, g ( ( . -  1) et le diagramme suivant est commutatif 

( ~  (V)~ =~ , ~ ( V ) r .  
! / 

ej . .~-  / [ g~e~ ,- + ,,(g)(r - 1 ) 
4, 4, 

n.|  t4.| 
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3.5.8 D6montrons le th6or6me 3.5.4 dans le cas od Fil ~ D(V)=0. Si (~OT, M est 
une base du A-module A~,~(T, M), la projection in de det(O~,h)((COT, M) -1) darts 
Qv [G,] est l'image de 

detzAG.l ~ , M ( V ) r , |  @ (detz, tG.l Z~ (T)r.)(- 1), | Zi~o (T)r") ( 1),+ ,) 
/~[1,2] 

dans Qv[G,]  (3.1.6). En utilisant les lemmes 3.5.5 et 3.5.6, on trouve que 

4au.m.det~(1-cPID_(V)).det~(1-p-~.cp-~ I_D(V)) 1.~h,TZp[G,] 

est l'image de R,=detz,  tG.l((fu,@M)| @ (deto~,EG,jH~(H,,T_)) (-~)" dans 
W ie(O, 1,2) 

~v[G,] par l 'application obtenue fi partir des suites exactes et isomorphismes 
qui suivent (ici, _D(VF ~ =0) :  

( h -  1)!'eXpu,,v :H,(~D_(V)~-H~(H,, V); 
H 

0 ~ H} (H, V) -~ H ~ (H, V) -~ (_D (V* (l))/(1 - (p))* -~ 0; 

0 --, (_D (V* (1))/(1 - (p))* ~ _D (V* (1))* ~ _D (V* (1))* ~ (D (V* (1)) ~'= ')*; 

(D (V* (1)) *= ')* -~ H2(H,, V). 

En utilisant le fait que 

de t~  (1 - '  ,;o- ' l  _D (V* (1))*) = d e t ~  (1 - (p- ' I _D(V* (1))) 

= deter( -cp [D(V* (1))) -~ �9 d e t ~  (1 - q) ] _D(V* (1))) 

=detQ,(-(pID_ (V*(1))) -~ �9 d e t ~ ( l  - p -  ~.~o-~ lD_ (V)), 

on obtient que ( h - l ) !  d[U:~,].ebu,,m.det~(--(plD_(V*(1))).~h.Zv[G, ] est 
l'image de R. par l 'application obtenue '~ partir de la suite exacte 

0~_D(V) ( 1 - ~ , i d ) D _ ( V ) ~ H , @ D ( V ) _ . H I ( H , ,  V) 
H 

~_D(V*(1))* '-*~' ' , D_(V*(I))*-,H2(H,, V)-~O. 

D'ofl, en utilisant le lemme 3.5.5 et 3.5.1, 

iv ((ST.M)" (O~.M .Zp [G,] = ((h - 1) 1) a.tu:Qpl, l ]  F* ( _j),j(v).tu:Q,l. ih" (OT, M "~p [G,] 
) 

: ((~H,,/H)- 1. detQp(- (p I D(V* ( 1 ) ) ) -  1 1 - 1 / 7 * (  --j)hflV)'[H:Op]'AEP, H,~/H,Z p, 
) 

D'ofi le th6or6me 3.5.4 darts le cas od Fil~ 

3.5.9 On ne suppose plus que FiI~ Dans ce cas, l 'application 

~v,h,, : Q, | ~ ( V)r, ~ Qp| Z !,, (T)/TG'~)r, 

n'est plus un isomorphisme. Nous avons besoin du fait suivant, g6nSralisation 
de 3.16 et 3.18. 
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Soient M et N deux A-modules sans torsion de marne rang. Soient 

A A 

un homomorphisme injectif de Yf~o (G~)-modules et g, : (1)p@ Mr, ~ r Nr. 
rapplication qui s'en d6duit. On d~finit une application zp zp 

t~(g): ker g. ~ coker g. 

de la mani6re suivante: si x Eker g., soit 2 un rel6vement dans ~oo ( G ~ ) @  M, 
A 

alors g ( 2 ) = ( T P " - l ) - y  avec y~ f~  L'image de y dans cokerg ,  ne 
A 

d6pend que de x (et de ~,). On la note t~(g.)(x). On a alors la propri6t6 suivante: 
si o)edetA(M)| et si r = d i m  ker g., on a 

det (g) (e)) - (7 p" - 1)~. detQptc..~ (t ~ (g.))(o)'.) dans (7 p" - -  1) ~ II)p [G.] 

off e)'.~(det~tG.~ ker g.)| ~ coker g.)-1 et co sont compatibles en un sens 
6vident/~ la suite exacte 

O~ker  g. ~q2p(~ mr  ~ q ) p ( ~  Nr --*coker g. ~O. 
Zp Zp 

Revenons/L ~?~,h,. : rappelons (lemme 3.4.5) que ron  a une application d6duite 
de 3., v : 

ker O~,h,. --, H. | F iI~ D_ ( V)/ V GH . 

D'autre part, rapplication 

3r (G~) (~) Zk  (_T)/_T ~ '~  --* H ~ (H., V)/H}(H,, V) + H'  (HoffH,, V a' |  
A 

H. |  ~ D(V)/V G" 

se factorise par coker g.. Pour des raisons 6videntes, on repousse la d6monstra- 
tion du lemme suivant au par. 3.6.9 (la conjecture R6c(V) est 6nonc6e en 3.6): 

Lemme. Si la conjecture R6c(V) est vraie, le diagramme suivant est commutatif : 

ker f2},h, . 

H.  | Fil ~ _D (V)/V ~" 
- ( h  - t ) ! �9 ( l o g  Z ( ~ ' P " ) )  - 1 

, coker s 

, H . |  ~ D(V)/V oH. 

Le th6or6me 3.5.4 se d6montre alors comme en 3.5.8 en utilisant les faits pr6c6- 
dents. Nous laissons la d6monstration au lecteur. 
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3.6 Loi explicite de rOciprocitO 

On suppose toujours que H est une extension finie de Qp. 

3.6.1 Pour tout entier n le cup-produit  induit une forme bilin6aire 

( , ) v , n .  : H1 (H,,  _I") • H 1 (H., _T* (1)) ~ H2(H,,  Zv(1)) ~ v 

qui est non d6gdn6rde une fois tensoris6e par Qv. Par passage ~t la limite sur 
n, on en d6duit une forme bilindaire ( . , . ) v  : 

Z~(T) • Z~,(T* (1))~ A. 

Explicitement, elle se d6crit de la mani6re suivante: soient x o~ =(x , )~Z~(T)  et 
y~ =(y,)~Z~(T*(I)) .  Alors, les 616ments 

(z  -1 x , ,  y , )v ,u  . z~Zp[Gal(H, /H)]  
z~GaI(Hn/H) 

sont compatibles pour les applications de projection Zp[Gal(H.+I/H)] 
-*7Zv[Gal(H,/H)] et d6finissent donc un 616ment de A qui est ( x ~ ,  Y~)v .  On 
a donc encore 

( x ~ , y o ~ ) v -  ~. ( z - l  x . , y , ) v , n , ' r m o d u l o c % .  
rEGaI(Hn/H) 

On v6rifie facilement le lemme suivant: 

Lemme. Soient x .  ~ Z~ (T), y~  ~ Z ~  (_T* (1)). 
(i) Pour tout )~6A, on a 

( 2" x~ ,  Y ~ ) v =  2"(  x . , ,  y ~ ) v = ( X ~ ,  1(2)" yoo)v 

(on rappelle que 1 est l 'application ~gp-lin6aire de A dans lui-mame telle que 
t (z )=r  -~ pour zeG~) .  
(ii) Pour tout entier je7Z, on a 

( rw},v(X~), rwL s, v.~l)(y~) )v~s ~ = Tw_ j ( ( x ~ ,  Y~,)v) 

off Twj : A ~ A est l'application Zv-linOaire telle que Twj(z)=Z(Z)sz pour zEGr  

Remarque. L'application 

Z~  (T) x Z~  (_T* (1))' --* A 

(x, y ) ~ ( x ,  Y)v  

est une application bilinOaire de A-modules. Cette application se prolonge d'autre 
part naturellement en une application bilin6aire de aug~ (G~)-modules 

A A 
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3.6.2. Lemme. Soit xeC~(V)  ;~=~ et y e ~ ( V * ( 1 ) )  a=~ Alors, l'~14ment 
( - 1 )  h-I "(~Yv.h(X), ~2~*(U.I-h(Y'))V de )f~(Goo) est indOpendant de he~  et de e. 
On le note {f2v(X), To Ov,(u(y)) v. Eapplication 

2 ~ ( v ?  : ~  • ~ ( v *  (1)) a : ~  -~ ~ ~6~]  

(x, y)v-~(g2v(X), ~'o g2v,(,)(y)) V 

est une application bilin~aire de A-modules. 

D~monstration. On peut soit faire un calcul explicite facile soit remarquer directe- 
ment que (x, y)~--~ (f2v(X), L, Ov,(u(y)) vest  obtenu comme compos6 

avec 

2~ (v) a=~ x ~ (v*(1)) ~'=~ ~ ~ (z~) • . ~  ( z * ) ~  ~ (z~) x ~ ,  ( z * )  ~ 

A 

z *  = ~o~ (G,~) @ Z % (T* (1))/_T*(1)~ 
A 

3.6.3 Construisons maintenant  directement une application bilin6aire de A- 
modules [ . ,  "]o(v) : 

@~(V) x ~ (V*(1))--* H @ A .  
Zp 

On a une dualit6 naturelle [ , ] :  D_(V)• D'autre part, il existe 
une unique structure de produit �9 sur W~T~ ~=~ compatible avec la structure 
de A-module et tel que (1 + T),(1 + T)=(1 + T). Remarquons que par l 'isomor- 
phisme de W~T~ q'=~ sur l'espace des mesures sur Z~ ~i valeurs dans W (cf. 
1.2.5), ce produit  correspond au produit de convolution. On note [ ,  ]mv) l 'unique 
forme bilin6aire de A-modules 

telle que 

~ ( V )  x ~ , ( V * ( 1 ) ) ~  H @ A 
Zp 

[g, | gz@d']n(v)= [d, d'] .g, * g 2 e H |  W~T~ ~176 

pour gl, g2~ W~T~ *=~ et deD_ (V), d' eD_ (V*(1)). 
Enfin, l 'application trace de H 5 II)p induit diff6rentes applications not6es 

Ip  Zp W Zp 

3.6.4. Conjecture (R6c(V)). Soit v une reprOsentation cristalline de Gu. Alors, 
pour tout x e ~ ( V )  n=~ y E ~  (V*(I)) ~=~ on a 

( f2v(X), ?~ + T)= Trm% ([x, Y]o(v)). 
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Remarque. On peut aussi 6noncer la conjecture en termes de <~transform6e de 
Mellin>,. Si g~W~T~ *=~ Mel(g) d6signe l 'unique 616ment de W ~ G ~  tel que 
Mel(g).(l  + T)=g(T)  (cf. 1.1.6). Alors, la formule devient 

(Or(X), ~~ f2v, o~(y))v = Trn/~flMel([x, Y]mv))). 

3.6.5. Lemme. La conjecture R6c(V) est invariante par twist et stable par passage 
au dual. 

D~monstration. La deuxi6me assertion est claire. Montrons la premi6re. Suppo- 
sons la conjecture R6c(V) vraie. En utilisant les faits 

Tw_j,v ,~l)-(--  1) �9 Tw-j,v,ll~, Do l= 1o 

on calcule: 

- ( f2v l j ) (x  ), ~o f2v~),~l)(y))v~j). (1 + T) 

= ( - -  1 )h+J ( ( - -  1) j .  Tw~.vosQ~v,hO(DJ@ej)(x), Tw%j,v.tl) 
e-1 o ~C2V,( 1 ), 1 -h~ D -J(~e -j)(Y'))v(j)" (1 + T) 

e-I o -J z = ( - -  1) h Tw-j((OeV, h~ Ov*(1),l -h (D | ))v)-(1 + T) 

=(__ 1)h D- j((  f2~,h O(DJQej)(x), ~~- 1 Ov*ll),l -h((DJ| (1 + T)) 

= -- T r H/r (D - j ([( D j | e j) (x), (D j | e _ j) (y)] o ivy) 

= --TrH/o,(D-J([DJ(x), Di(y)]olvlj))))= -Tru /~ f l [x ,  Y]mvlj))). 

D'ofi le lemme. 

3.6.6 Une cons6quence de la conjecture R6c(V) est la proposition suivante que 
nous d6montrons. 

Proposition. Le discriminant de la forme bilin~aire 

(x, y) - .  ( f~v(X), rO Ov . ,  ~(y) )v 

sur ~ (V) :~ = o x ~.~ (V* (1)) ~ = o est un OlOment de Qp @ A. 
Zp 

DOmonstration. I1 s'agit de montrer  que si M (resp. M') est un r6seau de _D(V) 
(resp. _D(V*(1))), si 

~oEdetA ~,,M(V)a=~ @(deta Z~(T_)/T_G"~) - t  
A 

et 

co* edet  A ~.M,(V*(1)):~=O@(detA Z~ (T*(I))/!'*(I)G"~) -1, 
A 

l'616ment - ~ ~-~ * ' H-det(t2v)(e)).det(t2v,la~)(o) ) de ~r est un 616ment de Qp(~)A. 
On utilise le th6or6me 3.4.2. I1 s'agit alors de montrer  directement z,  

H = det (f2~,h)(to). det (Q~-,I,~, 1 _ h)(to*)'sl/~p @ A 
Zt, 
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(pour tout  entier h) ou se convaincre qu'il s'agit de montrer  que 

M I F (  --  r) h€ ~[oF( - -  r) hAV*(1))] = I ~  I-F( - r) h~(V), i~o F (1 + r) h€ = + 1. 
r r 

3.6.7. Proposition. La conjecture R6c(V) implique les conjectures (5(V) et cS(V*(1)). 

DOmonstration. I1 suffit de remarquer que l 'application bilin6aire ( . , . ) v  (resp. 
[ ' , ' ]mv>) induit un homomorphisme injectif de A-modules (resp. de H |  
conoyau fini 

ZL (_T)/_T ~H= --+ Homa (Z L (T* (1))/_T* (1) G . . . .  A) 

[-P2, 2.1.6] (resp. 

~ +  (V) ~ HOmH(~ A (Do~ ( V* (1))', H(~) A): 

le produit  de convolution est surjecti0. Comme detA(T_~'~)=detA(ZZ~o(T_*(1)) ' 
et de m~me en 6changeant T et T*(1), on d6duit de R6c(V) que 

6 (O~)(A + (V)- 1). 5 (~2~-,i,,) ( A 00 (V* (1))- ~)'= Qp (~) A. 
Zp 

En utilisant le th6or+me 3.4.2 pour  Vet pour  V*(1), on en d6duit la proposition. 

3.6.8. Th6or/~me. La conjecture R6c(Qp(r)) est vraie pour tout entier r. 

Nous reprendrons dans le par. 4 le cas de Qp(r) et y d6montrerons ce th6or6me 
comme application de formules de Coleman. 

3.6.9 D6montrons le lemme 6nonc6 en 3.5.9. On a 

t~(O~,h,,)(x)-({o/(y""- 1)). l-[ fJ ' (O~' ,o)(x) .m~176 1) 
1 <j<h 

- - ( l o g  Z(yv")) - ~,(h -- 1) ! .(O~,,o)(X), modulo  (yP"-  1). 

D'autre part,  soit yEH, (~D(V*(1 ) ) .  On peut 6crire y=Y., .v ,  ll)(f) avec 
f~ c~+ (V*(l)). D'ofl u 

~-' h 1 ~2~ (h--1)! 'eXpv*, )Y=fdv*~l ,h . . ( f )=(  -- )." v* , ) , l ( f ) , .  
On a donc 

( t~(~2~, n..)(x), expv.~t)Y)v.n. 
c- i  

= - ( l o g  )(yv"))- 1. ( h -  1)! .  ( f~ , .  o (x) . ,  (2v, ~t ),1 ( f ) , ) v , , -  

On en d6duit en utilisant R6c(V) que 

- - log Z(y v") .(h - 1) ! -  1. (t~(t2~v,n,~)(x), expv, tl~ Y)vm.  
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est le coefficient de l'616ment neutre de Gal(H,]H) darts T r m ~ ( [ x , f ]  ) modulo 
(7 - 1 ) ,  c est-a-dlre Trn/Q,([~,,v(x),y]D(v)). L lmage de t~(OV,h,n)(X ) d a n s  
H,@Fi l~  est doric - ( log z(TP"))-l.(h-1) !. S,,v(X), ce qui d6montre le 

H 

lemme 3.5.9. 

Saul mention explicite, nous ne supposons pas dans les pars. 4.1.1-4.1.5 et 4.2 
que H est une extension finie de Qp. 

4.1 Isomorphismes de Coleman 

Nous supposons dans ce paragraphe que V= Vo(r) off res t  un entier strictement 
positif et Vo une repr6sentation p-adique non ramifi6e. On a alors _D(V)*=~ =0.  
Nous reprenons dans ce cas de mani6re presque ind6pendante le th6or6me 3.2.3 
en le reliant au th6or6me de Coleman; la d6monstration de l'existence de Q~- 
ne n6cessite pas l 'utilisation de plusieurs twists et ~ , ,  est d6fini avant de tensori- 
ser par 24~(Go~). Sauf mention explicite, on ne suppose pas que H est une 
extension finie de Qp. 

4.1.1 Le H-espace vectoriel D(V) admet un r6seau M tel que ffq) agisse sur 
M comme un a-automorphisme de W-modules. Si XEo~M(V), on a donc 

p-~"+ "(a| ("+ ~). x~ p I'- ~)~"+ ~ ~ ( V ) .  

On d6duit alors de 2.3.6 qu'il existe un entier s tel que 

p~. y,,.r(p-~,- 1,~,+ , ( a |  ~o)- (, + 1). x) 

soit un 616ment de H}(H,,T_) dont  l 'image dans H}(H, ,  V) pour tout entier 
n e s t  p s . C , ( ( l - 9 ) x )  oil C, est dbfini en 3.2.2. On le note pS.Cg.(x)=ff.cg,,v(X) 
et bien stir cs = p - ' .  pS cg,(x)" Notons  Z~,/(_T) = lim proj H}(H,, T_). Lorsque 
H est une extension finie de II)p, c'est un A-module contenu dans Z~(_T) de 
rang [H:  Qp]. dimQ, V. 

4.1.2. Proposition. Les (6.,v (resp. les C,,v) d6finissent par limite projective un 
homomorphisme cg~, v (resp. C~,v) de A-modules de Yi~M(V) dans p - ~ ' Z ~ , / T )  
qui s'6tend en un homomorphisme de Jr(V) dans Qp@Z~,s (_T  ) (resp. de 

Zp 

~o(V)  a=~ darts Qp|  G"~) et on a l e  diagramme commutatif de A- 
modules dont les lignes sont exactes 

0 --~ (log(1 + T))"| 'p=p-" ---* W(V) --, ~o~(V) ~"=~ ---* 0 

0 ---, v~,,~ - ,  Q , @ z ~ . / T )  ~ q 2 ~ @ z ~ , ~ ( v ) / v ~ , , ~  ---, o. 
Zp Zp 
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e ! Avec les notations du par. 3, on a donc ~2v , ,=(r -1) . .C~ ,  v (on rappelle que 
v =  Vo(r)). 

DOmonstration. On a HI(H,,T_)to~=(V/T_)~, (on remarque que Va'~.=0). On 

en d6duit que la limite projective des HI (H,, _T)to~ est 6gale /l _TG'~ et que la 
limite projective des / t}(H, ,  _T) est 6gale /t Z~,y(T)/T~"~. L'existence de C~,v 
et de cg~, v est alors claire. I1 reste /t montrer  que la restriction de ~ . v  
(log(1 + T))'| ~'=p-* est un isomorphisme sur VG~.  On d6duit de 2.3.7 que 
(log(1 + Tff| o=p-" s'injecte dans V~ '~ .  Montrons que ces deux Qp-espa- 
ces vectoriels ont m~me dimension. On a t'| (V) '~ = p-" -~ Fil ~ (D ( V ( -  r))) ~- 1 
= V ( - r )  c'H. Comme V ( - r )  est une repr6sentation p-adique non ramifi6e, on 
a V ( - r )  c'n-- V ( - r ) ~  ce qui est 6gal en tant que tl~p-espace vectoriel ~ VG"~. 
On en d~duit que ~ , v ( ( l o g ( 1  + T))r| ~=p ~)= V~"~. 

4.1.3 Lorsque r >  1, on a Z~,y(_T)=Z~(_T). Posons 

2~ , I (T)  = Z~, i (T(1  - r))(r) = Z~,f(T_). 

Proposition. (i) Les homomorphismes de ~p ( ~  A-modules Coo, v (resp. cg~,v ) sont 
Zp 

de isomorphismes sur ~p | Z oo,f (T_ )/ VGn~ ( resp. sur (1~ |  
Plus prOcis6ment, soit M un r6seau de D_(V) tel que p r~0 soit un automor-  

phisme de W-modules de M. Posons T =_T(M) =(t" Ar (~) M)  ~= ~. Rappelons 
que l'on a pos6 ~ , M ( V ) =  W[T~ q'=~ @ M. w 

W 

Proposition. (ii) ( r - -1)!  C~,v (resp. (r--1) ! c ~ , v )  induit un isomorphisme de A- 
modules de ~ , . ( V )  n=~ sur Z~,y(T(M))/T(M)a"~ (resp. de W~(V))  sur 
Z~,f(T(M)).  En partieulier, on a une suite exaete de A-modules 

0 --+ _T(M)G"~ ~ 2~, f (T(M))  ((r- l)I ~r , ~ , M ( V  ) 

~ (M/(1 __pr ~) M) (~) Zp(r) -~0. 
Z p  

La d6monstration (faite en 4.1.5) utilise le comportement  de C~,v par twist 
(4.1.4) et le r6sultat bien connu de Coleman lorsque r =  1 rappel6 en 4.1.5. 

4.1.4. Proposition. Soit j un entier positif. Soit g ~ , M ( V )  ~-~ Alors, on a 

(r--  1)!- TwO, v(C~,v((DJ(g))))= ( -  1) j-(r + j -  1) !. Co~,v~ij(g) modulo T(M)(j)o, ,~.  

D~monstration. On utilise la proposit ion 2.4.3. 

4.1.5 L'application ~,Vo~t) est l 'application r6ciproque de l 'application de Cole- 
man (dans le cas Qp(1), voir [C1];  voir aussi [P1, th6or6me 3.13). La proposition 
4.1.3 est dans ce cas bien connue. 

La proposition 4.1.4 devient en rempla~ant V par V ( l - r ) ,  r par 1 et j par 
r - I  

TwO_ L, v ( C o~, v~l - ~)((D'- ~ (g)))) = ( - 1)" - t. (r - 1 ) !. C o~,v (g) modulo T (M) 6 ~ | 
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On d6duit alors de 4.1.4, de 4.1.3 pour V(1-r )=Vo(1)  et du fait que D est 
un isomorphisme de W [ T ~  ~'= o sur lui-mame que la proposition 4.1.3 est vraie. 

4.1.6. Corollaire. Supposons que H est une extension finie de ~p.  La conjecture 
6~p ( Vo (r)) est vraie. 

D~monstration. On remarque que le Zp[A]-module 

(det~ptd ~ M) 1 | T(M))) 

est 6gal fi Anom,~p(V ) (3.4.9). Le corollaire se d6duit alors de la suite exacte 
de A-modules pour V= Vo(r) (que nous allons montrer) 

0 ~ zZ,~,I (T) ~ Z~, (T) ~ (M*/(~o - 1))* ( r -  1) ~ fini 

od M o est un r6seau de D_(Vo) sur lequel (p agit comme un automorphisme 
de W-modules et off T = T(Mo [ -  r]) (on peut montrer  plus pr6cis6ment la surjec- 
tivit6, mais nous n'en aurons pas besoin). I1 suffit de montrer  cette suite exacte 
pour r =  1. Pour V=Qr(1),  c'est un rbsultat d 'Iwasawa ([I, Theorem 25], remar- 
quons qu'il est vrai sans hypoth~se de finitude sur [H:  Qp]): 

0 - ,  Z~ , s (~ , ( l ) )  ~ Z~ (7Z~(1)) ~ Z~ ~ 0, 

l 'application Z~ (Zp(1)) --+ 2~p est donn6e par la valuation. Supposons de nouveau 
H/Qp finie pour simplifier. Prenons V= V0(1 ). En remarquant par exemple que 
l 'on a alors Hg' (H,, _T)= H 1 (H,,  _T), on montre la suite exacte [BK] 

0 ~ H}(H., T_) ~ H' (H., T ) ~  (D_(V*)/(q~ -- I) _D (V0*))*. 

Notons S. l'image de HI(H.,T). L'application S~--*S. pour m>=n induite par 
la corestriction provient de l'identit~ sur (D_(V*)/((o - I))* et l'application S. ~ Sm 
pour m_->n induite par la restriction est injective. On en d6duit que l'on a la 
suite exacte 

0 --+ Z~, r(To(l)) ~ Z'~,(To(1)) ~ So ~ fini 

avec Qp @ So = (_D (V*)A0 - I))* et T o = _T (too) , d'ot~ l'assertion d6sir+e, 

4.1.7. Corollaire. Supposons que [H: ~p]  est fini. S ir  est un entier >_ 1, on a 

~ [A ].  Tamo~ (r))/Tam ~ . . . . .  (7/p (1 -- r)) = (r -- 1) ! - tu:Q~l 2~p [A ] 

off COo, ~ est une base du 7lp[A]-module canonique AHom,z~(Qp(s)). Plus g~n~rale- 
ment, si ~l est un caractkre de G,, ne se Jactorisant pas par G, _, ,  et si O)o, ~ 
est une base du Zp[q]-module canonique Au,z,(~p(s)(q)), on a 

Z , [ q ] -  Tam~176 . . . . .  (2~p (1 - r)(q)) 

=p-~r- ~ . ,  .(r-- I) !-  f , :~l  2~p [q]. 

D~rnonstration. Cela se d6duit facilement du fait que la conjecture 6z~(~(r))  
est vraie, du th6or6me 3.5.4 et de la proposition 3.5.2. 
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4.2 Representations p-adiques ordinaires 

On ne suppose pas H/Qp finie. 

4.2.1. Proposition. Toute extension de Qp par Qp(r) ( dans la catdgorie des reprOsen- 
tations p-adiques de GH,) pour r > 2 est cristalline. 

Ddmonstration. L'application Qp(~  Z~ (Z~(r))r, ~ H i (H,, Qp(r)) est surjective 
Zp 

(proposition 3.2.1). L'applieation 

~. .~ .  ~ : ( ~  ( %  (r))a = o ) ~ , . ,  J ~  __. t-/. @ _o ( %  (r)) 
H 

est surjective (lemme 3.4.4). On a d'autre part d6montr6 la suite exacte de A- 
modules 

o --, 7zp (r) ~ 2 ~  (Zp(r)) --, ~ (%( r ) )  --, Z~(r) --, 0. 

On d~duit alors de la suite exacte 

o --, 2 ~  ( ~ ( r ) )  ~ z '~  (ZAr))  --, Z p ( r - -  1) ~ 0 

(voir d6monstration du corollaire 4.1.6). et de ce q u e  7~p(F)GaI(H~/If~) est fini pour 
r >  1 qu'on a l 'isomorphisme 

expH., %~,): H ,  (~) _D (~p (r)) -~ H '  (H,, Qp (r)) 
H 

pour tout entier n. L'image de H .  ( ~  D(Qp(r)) 6tant contenue dans H}(H., Qp(r)), 
H 

on en d6duit quc H}(H., Qp(r)) = H 1 (H., ~p(r)). 
Lorsque H/Qp est finie, la proposition pr6c6dente est une cons6quence de 

[BK]. 
4.2.2 Soit K une extension finie totalement ramifi6e de H. Une representation 
p-adique ordinaire est une repr6sentation p-adique munie d'une filtration d6- 
croissante exhaustive et s6par6e par des sous-espaces vectoriels Fil ~ V stables 
par Faction de GK et telle que le sous-groupe d'inertie I K agit sur Fil ~ V/Fil ~ ~ V 
par X ~ o~ ~ est le caract~re cyclotomique. Pour tout entier j, soit D U~ le plus 
grand sous-H-espace vectoriel de D tel qu'i l  existe un r6seau de D uj (c'est-~t-dire 
un sous-W-module libre de D de rang maximal) sur lequel p-Jq~ agit comme 
un automorphisme de W-modules; le ~p-module filtr6 D est dit ordinaire si et 
seulement si les nombres de Newton de D sont des entiers et si pour tout 
entier j on a 

D K = Fili D K ~ ((~(DL/1)K) 
j < i  

avec (Dt/l)x = K (~) D ul. 
H 

4.2.3. Proposition. Toute representation p-adique ordinaire de Gmu,, ~ est semi- 
stable. Le foncteur D_ = D_r une ~quivalence de categories entre la cat~gorie 
des representations p-adiques ordinaires cristallines et la cat~gorie des tp-modules 
filtr~s ordinaires. 
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La proposition se d6duit de la proposition 4.2.1 comme dans [Bu, exp. IV]. 
Lorsque H/Qp est fini, c'est un r+sultat de Hyodo. 

4.2.4 Restons dans les repr6sentations p-adiques ordinaires. Nous allons montrer  
sur un exemple que l ' introduction de ~ ( G ~ )  c'est-fi-dire des d6nominateurs 
dans l'alg6bre d'Iwasawa est essentielle. I1 s'agit pour cela de v6rifier que la 
famille des (C,,v(g)) n'est pas toujours enti6re. Pour cela, on regarde l'exemple 
suivant: spit V une repr6sentation p-adique cristalline de Ge~ extension de Qp(1) 
par ll~p(2). Montrons que la famille des (expn,,v(~,,v(g)) est enti~re pour tout 
g6 ~ (V)d = osi et seulement si I'extension Vest  scindde. 

D~monstration. Spit (e t_ 11, et-21) une base de D(V) telle que p e  t_ 1j=p 1-e t l~, 
q)e[_zl=p-2.e[_2]. Spit e l=et_l~+2-e[_2~ une base de Fi1-1 D_(V). Posons 
C,(g)=expn,,v(Z, , ,v(g ). Montrons que l'extension est scind6e si et seulement 
si la famille (C,(g)) est enti6re pour un g non nul de la forme ~ |  t_lj et tel 
que z~l(g)=0. Spit G une solution de ( l - q ) ) G = g ,  G=ff~| t 1~. On remarque 
que G=O(log)  et que D(G)=O(1). En reprenant la d6finition de C,(g), on voit 
qu'il suffit de montrer  que l'extension est scindbe si et seulement si l 'on a la 
propri6t6 suivante fi une constante ind6pendante de n pr6s: soil A, un 616ment 
de Fil~174 tel que (1- -q) )A,=D(g)( f l , - -1) t ,  alors ( z - l ) (D(G)([3 , - -1) t  
--A,)~p" Acris| M- 

Lorsque l 'extension est scind6e, D(G)(f l , -1)teFil~174 on peut donc 
prendre A , = D ( G ) ( f l , - 1 ) t  et la propri6t6 est vraie. R6ciproquement, 6crivons 
A, = a,, ~ e t_ 11 + a,, a et- z~. Les 6quations deviennent 

(1 - p - 1  q))(a,, 1 -D( f f J ) ( f l , -  1) t) =0,(1 _ p - 2  q)) am 2 = 0 ,  

a,, 1 ~ Fil t A~i~, a,, 2 - 2. a,, 1 ~ Fil2 Acrid' 

De plus, pour z e Gu., 

(z - 1)(a,. 1 --D(ffa)(fl ,-  1) t)~p" A~i~,(r-- 1) a,,2~p" A~i~. 

On en d6duit que A - ( z -  I )(O(G)(f l , -  1) t)~p" A:~i~ + Fil 2 A~i,, et donc que 

2 . ( z -  1)(D((~)(fl.- 1))6p" A~i~ + Fil ~ A ~ .  

Cela implique que 2.(z--1)(D((~))((,--1))ep"(ge pour tout entier n. Comme 
D(G) est O(1), on a n6cessairement 2 = 0  ou ( z -  1)(D(G))=0. Mms cette derni6re 
6galit6 implique la nullit6 de D(~) et donc de g. 

4.2.5. Proposition. Spit V une reprOsention p-adique ordinaire cristalline de Gn. 
La conjecture 6z~( V) est vraie. 

DOmonstration. C'est une simple application du fait que 6(V) est vraie si V a 
un seul poids de Hodge-Tate non nul (corollaire 4.1.6) et de la compatibilit6 
des conjectures 6z,(V) aux suites exactes (el. 3.4.8). 

4.3 Loi explicite de r~ciprocitO pour Qp(r) 

4.3.1 Supposons d6sormais que H est une extension finie de Qp. Donnons 
une traduction de R6c(Qp(r)). D+finissons 

( , ) ,  : Z ~  ((I)p(1)) x Z~ (Qp(r)) --+ A 
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par <x,y>,=<x, Twkr.Qpr On a alors pour g |  ~'=~ 
|  a) :t' =~ et f |  T~,=O | H e ~)~=o 

<0~(1), t (g| _ O, (2~;(r),~(f| 
= <(2~(1), a (g |  1), Tw~-r,%t~)(Q~v't,),~(f| 

= (f2~.(i), a (g |  ,), f2~-', o (D'(f)|  

La conjecture R6c(Op(1)) dit alors que 

<Q~.(,),a (g |  ,), f2~ '(.),~(f| r (1 + T) = Trn/%(g*O -~(f')) 

= Trn/% (g*Dr(f)'). 

o6 test  toujours l'op6rateur de W~T~ ~'=~ tel que 1(2.(i + T))= 1(2).(1 + T) pour 
2r 

Remarquons que si U~ =Z~.s(7~v(1)), l'application compos6e 

H. ~ H a (H.,  Zp(r)) "~ Z~  (TZp(r))r, ~ Homzdr, ]  (U~, ~v(r)) 

: ~ ( u ~ <  u, 6~ >~. t9 

est l'oppos6 de l'application dhfinie par Bloch et Kato (ici, 6: H,  ~ H a (H,, Zv(r)) 
est l'application appelhe application de Fontaine-Messing dans [BK]). 

4.3.2. Th6or4me. La conjecture Rhc(Qp(r)) est vraie pour tout entier r. 

DOmonstration. D'aprhs 3.6.5, il suffit de la montrer pour r =  1. C'est alors une 
cons6quence d'un thhorhme de Coleman [C3]. Plus prhcishment, soit <, >L, 
la forme bilinhaire de H a (H,, 7Zp(1)) x H ~ (H,, 7lp(1)) ~, valeurs dans l i p  "+ a Z 
dhfinie par ( , ) H = (  <'>'." o6 (,)H. est le symbole de Hilbert. La projection de 
(O~p(a).a (g |  0, P~-,'(a). 1 ( f |  1)>a dans 7/p [GaI(H,/H)] est 6gale h 

2 <7-1 g2Qp(a),a(g|174 
7eGal(Hn/H) 

off P~.~().a t (g |  e -  a), est la projection de (2~l) .a(g |  dans Ha(H,,TZp(1)). 
Le th6or6me 1 de [C3] traduit dans notre contexte affirme que 

<Oo,(t). 1 (g|  1),, F2%m. ~ ( f  |  l)n) a.n 

-- Trm% (p- (, + a). y '  g (~ _ 1). D (F)((- a _ 1)) rood p" + a. 7Z, 

off ~ parcourt les racines p"+ a-i6mes de l'unit6 et off (1 _ p - a .  ~o)(F)=fi Transfor- 
mons le second membre. On a 

En effet, 

D(F)(( - a -  I ) . g ( ( -  1)=~. D ( f ) ( ( -  1 _ 1) .g(~-  1). 

~o(D(F))(~ - ~ -  1) .g(~-  1 ) = ~  D(f)(~ - p -  1) .g(~-  1)=0  
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car O(g)=0. On a donc pour 7eGal (H, /H) ,  

" ( Q ~ p ~ l ) , l  (7 - l ( g ) |  e -  1) . ,  Q~'~i), i (f| 
_ TrH/Qp(p-~,+ l). ~ g(~Xt~) ' _ 1). D(f)(~ -1 -- 1)) mod p"+ 1 .TZp. 

Montrons  que si j e s t  un entier strictement infhrieur ~i p"+l et si gl et g2 sont 
des hlhments de W ~ T ~  r176 p - I " + l ) . Z g  1 ((J 1 - 1 ) . g 2 ( ( - ~ - 1 )  est le coefficient 

de (1 + T) j darts le polynbme d'interpolation de gl*g~ modulo co,+ ~ (T). Ce der- 
nier est 6gal fi p-C,+ 1).y~ ~ - ; g l * g ~ ( ( -  I) et on a 

( - J .g~*g~(~-  1)--~, ( -J .~  ~ (~Y.dltg, (x).dgg,(y) 

=S ~ U j : ~  g, (~- 1). d ,~ty)=Z g~ ( ( -  i) ~ ~-J,. d ,,~(y) 

= ~  g, (~-- 1). g2(~ "-- i -  1 ) = ~  gl (~'J ' - -  1)'g2(~- ' -- I). 

En prenant g~ = g e t  g2 = D ( f ) ,  on en d6duit que 

(f2~,,~), a (g |  a), f2~p'~l), 1 ( f |  1)>~" (l + T) 

=- Trn/Q~ (g*D (f)') modulo (p" + 1, ~ ,  + ~ (T)) 

pour tout entier n, d'ofl le th+or6me. 

4.3.3 Si fl est la projection de s174  dans HI (H, Q~(r)), on a grace 
/t 3.2.2 

f l=(r - -  1)!.6((I _ p r - , . a - l ) . f ( 0 ) ) = ( r _  I ) ! .67  

off 6 est l 'application de Fontaine-Messing H ~ H  ~(H,Q~(r)) (on a 
e x p n . v = b o ( 1 - ~ p )  ). Si l'on prend la valeur en 0 de 6~(q)~(r)) et en utilisant 
le fait que Dr(h . (1 + T))= Tw'(h).  (1 + T), on obtient dans Q p ( r ) ~ - ~ .  t r 

(12~(~ ~.~ (g |  ~ ), fi>,-F = Trme~(D~(D -~(f ')-g)(0)).  V 

= Trmo~(f(0). D~(g)(0)) �9 : 

= ( r -  I) !-  I . Trmo, (a .  D~(G)(O)).F 

off  (1 - p -  1. q~)(G) = g: en effet, comme 

on a 

(1 -- p ' -  ~ . a). Dr ( G) (O) = D' (g](O), 

Trn/Q~ (f(O). D' (g) (0)) = Trn/Q, ( f  (0). (1 -- p ' - ' .  a). D'(G)(O)) 

= Trn/c~p (( 1 - pr- 1. a - ' ) f  (0). D r (G)(0)) 

= Trn/c~p (o~. Dr(G)(O)). 
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D 'o f i  

( fJ~pm,1 (g|  O, 6 ~), .  t" = (r - 1) ! -  1. T r i n e ,  (g. D'(G)(O). t'). 

lci, G est a u s s i  ~gal fi la fonc t ion  de  C o l e m a n  Col(u)  associ~e fi u avec  u 
= ( u , ) ~ U ~ , u , = G  . . . . .  ' ( ~ , - - 1 )  et ~c_w(u)=Dr(Col(u))(O).t" est  l ' h o m o m o r -  
p h i s m e  de Coa te s -Wi le s .  Ce t t e  f o r m u l e  est ce q u e  Bloch  et K a t o  appe l l en t  la 
loi explicite de  r6ciprocit6 ( T h e o r e m  2.1, T h e o r e m  2.6 de  [ B K ] ,  a u  s igne pr6s3): 

(u ,  h a ) r "  t r = ( r -  1) ! -  1 T r m o ; ( a .  D~(Col (u))(0)). t ~ 

1 r = ( r - -  1). T r n / ~ ( ~ .  C~c_w(G)). 

O n  en  ob t i en t  a insi  u n e  a u t r e  d 6 m o n s t r a t i o n .  R e m a r q u o n s  que  leur  d 6 m o n s t r a -  
t i on  (ainsi q u e  celle de  F o n t a i n e  [ F 2 ] ,  les id6es  de cette le t t re  son t  repr ises  
d a n s  [FJ ] )  s ' appu i e  6 g a l e m e n t  sur  u n  a r g u m e n t  de d 6 f o r m a t i o n  pa r  twis t  fi 
p a r t i r  du cas  r = 1. P lus  g6n6 ra l emen t ,  pour  n u n  ent ier  > -  1, on  o b t i e n t  la 
p r o p o s i t i o n  su ivan t e :  

P r o p o s i t i o n .  Soit run entier positif. Uapplication ~ ~ H,v--~(u~--~(u, 6 ct),. t') de Bloch- 
Kato ( Fontaine-Messing) est donnde par 

~_.~(u~.__~(r_l) l i T~ I,-r(,+l).D~(fol(u)~-~"§ 
�9 " X L H n / Q p  ~,F 

Ddmonstration. I1 s 'ag i t  de faire en s e n s  inverse  et  p o u r  r le c h e m i n  su iv i  d a n s  
la d 6 m o n s t r a t i o n  du  t h 6 o r 6 m e  4.3,2 p o u r  r = 1. 
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