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1. Introduction
1.1. Un théoréme d’isomorphisme en K-théorie

Ce travail a pour origine les questions suivantes:
Soient A et B deux algébres de Banach et i: A— B un morphisme d’algébres
continu, injectif et d’image dense. Que dire des applications

iy: K{(4A)-K;(B) (j=0,1)

déterminées par i entre les groupes de K-théorie topologique des algébres A et
B?

(Q) En particulier, les applications i, sont-elles des isomorphismes?

La réponse a cette derniére question est négative en général, comme le mon-
trent des exemples simples (¢f n° 1.2). Toutefois, il importe de connaitre des
critéres sur i assurant que les applications i, sont des isomorphismes, par exem-
ple lorsque I'on applique la K-théorie des algébres de Banach a I'étude des
représentations des groupes ou a la «géomeétrie différentielle non commutative»
(¢f [Co2], [Co3]).

Dans cet article, nous présentons un tel critére adapté a ce genre d’applica-
tion. Notre résultat principal est le suivant:
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Théoréme 1.1.1. Soit B une algébre de Banach complexe, munie d'un groupe &
un parameétre, fortement continu, d’automorphismes d’algébre isométriques (&,).r -
Soit I un intervalle compact de R contenant 0, et soit O(I) la sous-algébre dense
de B formée des éléments x tels que a,(x), comme fonction de t, admette un prolonge-
ment holomorphe sur R +if et continu sur R + il. Linjection d’algébres i: O(I) > B
détermine des isomorphismes

iy: K;(O(D)—>K;(B) (j=0,1).

La démonstration du théoréme 1.1.1 est inspirée directement des méthodes
de la théorie des fonctions de plusieurs variables complexes. En fait, le théoréme
1.1.1 apparait comme un avatar du «principe d’Okay, affirmant, que sur une
variété analytique complexe de Stein, les obstructions a construire certains objets
analytiques (sections ou isomorphismes de fibrés, par exemple) sont de nature
purement topologique (cf. n° 4.5 et 4.6).

Dans les applications de la K-théorie des algébres de Banach évoquées plus
haut, la question (Q) se pose naturellement avec, typiquement, pour B, une
algébre produit-croisé d’une C*-algébre ou d’une algébre de Banach C par un
groupe localement compact G et, pour A, une sous-algébre de B définie par
des conditions de décroissance a I'infini sur les éléments de B, considérés comme
fonctions de G vers C. Le théoréme 1.1.1, appliqué a 'action «duale» de R
sur B définie par un morphisme de G dans R, permet de montrer que, pour
certaines paires d’algébres A et B de ce type, l'inclusion i: 4 B détermine
des isomorphismes en K-théorie (cf. n° 2.3 et 7.2).

Voici deux applications du théoréme 1.1 qui illustrent ces remarques dans
des cas trés simples.

Exemple 1.1.2. Soit
S!={zeCl|z|=1}

et soit B l'algébre #(S')*, munie de la norme de la convergence uniforme.
Soient par ailleurs p, et p, deux nombres réels tels que 0 <p, <1< p,, soit

C={zeClp, £|z|Zps}

et soit A la sous-algébre de ¥(C) formée des fonctions continues ¢: C—>C
holomorphes sur ¢ L’algébre A4 est fermée dans €(C) munie de la norme |- |
de la convergence uniforme, donc (4, |+ ) est une algébre de Banach.
L’application i: 4 - B qui associe a4 une fonction dans A4 sa restriction a
S! est continue, injective (d’aprés le principe du prolongement analytique) et
d’'image dense (d’aprés le théoréme de Stone-Weierstrass). Le théoréme 1.1.1
montre que cette injection détermine des isomorphismes entre groupes de K-

! Nous notons €(X) I'algébre des fonctions continues & valeurs complexes sur un espace compact
X.
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théorie. En effet, on définit un groupe a un paramétre (o), g, fortement continu,
d’automorphismes isométriques de B en posant

(@ ) (@)=f(e""2),

et on vérifie aisément que, lorsque /=[log p,,log p,], la sous-algébre O(I) de
B s’identifie a algebre A.

Exemple 1.1.3. Soit B Palgébre de convolution 1 (Z).
Soit par ailleurs R un nombre réel >0, et soit

A= {(an) eCZ

+ 0
Y, efiMlag,|< + oo}.
n=-—ao

On vérifie aisément que A est une sous-algébre de B=1'(Z), qui munie de la
norme | - ||z définie par

+ o

lalle= 3 e*"la,l

n= - 00

devient une algébre de Banach, et que 'inclusion i: 4 — B est continue et d’image
dense.

Le théoréme 1.1.1 montre ici encore que i induit des isomorphismes entre
groupes de K-théorie. En effet, I'algebre de Banach B est munie d’un groupe
a un paramétre (o),.g, fortement continu, d’automorphismes isométriques de
B, défini par

o (a,)=(e"a,)

et, si I=[ —R, R], la sous-algébre O(I) de B, associée a ce groupe a un paramétre,
s’identifie a 'algébre A.

On observera que, via la transformation de Fourier, cet exemple apparait
comme une variante du précédent.

1.2. K-théorie d’une algébre involutive et de sa C*-algébre enveloppante

Dans les applications, la question (Q) se pose souvent avec, pour A, une algébre
de Banach involutive et, pour B, sa C*-algébre enveloppante, C*(A).

Ainsi, en «géométrie différentielle non commutative» (¢f. [Co2] et [Co3]),
les cocycles et les modules de Fredholm obtenus par des constructions géomeétri-
ques naturelles sont définis sur des algébres de Banach involutives qui ne sont
pas, en général, des C*-algeébres. Ces cocycles cycliques et ces modules de Fred-
holm déterminent des formes linéaires sur la K-théorie de ces aigébres involuti-
ves. Or, si A4 désigne I'une de ces algébres, c’est la K-théorie de la C*-algébre
enveloppante C*(A4), et non celle de A4, qui est associée a la topologie de «I'objet
non commutatif» représenté par 4. Par conséquent, la mise en relation des
invariants de nature géométrique (cocycles cycliques) ou analytique (modules
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de Fredholm, indices) associés a une «variété non commutative» et de ses invari-
ants topologiques conduit & comparer K, (4) et K, (C*(A4))%.

Montrons par un exemple que la question (Q) ne posséde pas en général
une réponse positive, méme lorsque A est une algébre de Banach involutive
commutative, que B est sa C*-algebre enveloppante et que le morphisme canoni-
que i: A — C*(A) est injectif.

Exemple 1.2.1. Soit A I'algébre de Banach de fonctions holomorphes sur la cou-
ronne C introduite dans 'exemple 1.1.2. On définit une involution * sur 4,
qui en fait une algébre de Banach involutive, en posant

f*@=1@.

On peut montrer que le spectre de A4, Sp A4, s’identifie & C par P'application
qui, 4 un élément de C, associe I’évaluation en ce point® et que l'action de
I'involution sur Sp A devient alors la conjugaison complexe sur C. Par consé-
quent, la partie fermée Sp, 4 de Sp 4 formée des caractéres hermitiens de A
s'identifie a CNR=[—p,, —p]Vp:,p2.]- Il en découle que C*(A4) est isomor-
phe & €(Cn1R), via la transformation de Gelfand, et que le morphisme i:
A — C*(A) s’identifie au morphisme de restriction a CnIR et est donc injectif
d’aprés le principe du prolongement analytique.

I1 vient ainsi

Ko(C*(A)~K (CAR)~ZDZ
K, (C*(4)~K'(CnR)={0},

tandis que, d’aprés 'exemple 1.1.2,on a

Ko (4)~K°(SY)=~Z
K (A)~K'(SH~Z.

Par conséquent, ’'application
iy: Kj(A)—K;(C*(4))
n’est pas surjective lorsque j=0 et n’est pas injective lorsque j=1.

On observera que, lorsque p,=p; ', A peut étre muni d’une seconde involu-
tion *, définie par

r@=1(3)

2 A la fin de Tarticle (§ 8), nous illustrons cette démarche par deux exemples liés aux «structures
transverses» sur les variétés.

3 Cela découle aisément de la densité dans 4 des polyndmes de Laurent. Ce résultat est 4 son
tour une conséquence immédiate du théoréme de Mergelyan, ou du corollaire 3.2.4 appliqué a I'action
par translation de R sur #(S§')=% (R/Z).



Principe d’Oka, K-théorie et systémes dynamiques non commutatifs 265

qui fait encore de A une algébre de Banach involutive. Le spectre hermitien
de A s’identifie alors 4 S*, C*(A) s’identific a €(S?), et le morphisme i: 4 - C*(A)
s'identific au morphisme de restriction 4 §' et détermine donc des isomorphismes
entre groupes de K-théorie topologique d’aprés 'exemple 1.1.1.

Ainsi, méme si 'on n’a pas K (4)~ K, (C*(4)) en général, le théoréme 1.1.1
permet d’établir de tels isomorphismes pour certaines algébres de Banach involu-
tives. Les théorémes, mentionnés plus haut, sur la comparaison des groupes
de K-théorie d’algebres produits-croisés fourniront d’autres exemples de cette
situation (cf. n° 2.3 et 7.2).

1.3. Critéres d’isomorphisme en K-théorie

Nous rappelons maintenant deux théorémes qui apportent une réponse affirma-
tive a la question (Q), sous des hypothé¢ses convenables, et nous discutons briéve-
ment leurs relations avec le théoréme 1.1.1.

1.3.1 Sous-algébres stables par calcul fonctionnel holomorphe

Commengons par le plus classique des critéres d’isomorphisme en K-théorie.
Nous notons &/ ! le groupe des éléments inversibles d’une algébre unifére
.

Théoréme 1.3.1 (Swan, Karoubi; ¢f. [Sw], 2.2 et 3.1, [Ka], p. 109, [Co1], VL3
et infra théoréme A.2.1). Soient A et B deux algébres de Banach uniféres et
s0it p: A — B un morphisme d’algébres continu tel que p(1)=1. Si p(A) est dense
dans Bet si A~ =p~1(B™1), alors les morphismes

Py’ KJ(A)—"KJ(B) (j=O= 1)

sont des isomorphismes.

En général, on s’intéresse a des situations ou p est injectif, et ou A peut
donc étre considérée comme une sous-algébre de B. La condition A~!
=p~Y(B™!) signifie alors que A est une sous-algébre pleine de B, i.e. que tout
¢lément de A inversible dans B est inversible dans A. On exprime encore cette
propriété en disant que A est une sous-algébre de B stable par calcul fonctionnel
holomorphe. En effet, on vérifie sans peine que cette propriété est équivalente
4 la suivante:

Pour tout x dans A et toute fonction holomorphe f sur un voisinage du spectre
de x dans B, I'élément f(x), défini au moyen du calcul fonctionnel holomorphe
dans B, appartient a A.

Le théoréme 1.3.1 est un résultat de base, dont la démonstration ne fait
appel qu’a des propriétés élémentaires des algébres de Banach (calcul fonctionnel
holomorphe 4 une seule variabie). Il est fréquemment utilisé lors de I'étude
de la K-théorie des algébres de Banach et des C*-algébres (¢f. par exemple
[Co1]) ou lors de ses applications (¢f. [Co2] et [Co3] pour des applications
dans le contexte décrit au début du 1.2). Dans ce travail, nous y ferons appel
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a de nombreuses reprises, tant pour établir que pour appliquer le théoréme
1.1.

On peut voir le théoreme 1.3.1 comme un théoréme de «régularisation»,
généralisant le fait que la K-théorie d’une variét¢ différentiable compacte X
peut &tre definie indifferemment au moyen des classes d’isomorphisme de fibrés
vectoriels continus ou des classes d’isomorphisme de fibrés vectoriels de classe
C*(keIN*). On retrouve en effet ce résultat en appliquant le théoréme 1.3.1 au
morphisme d’inclusion €*(X) < % (X).

Signalons enfin que la condition A~ '=p~!(B~!) sur le morphisme p est
une condition assez restrictive. Par exemple, si A est une algébre de Banach
involutive, B sa C*-algébre enveloppante et p: A — B le morphisme canonique,
cette condition exprime que A4 est une aigébre symétrique; elle n’est pas satisfaite
en général par Palgébre de convolution /! {G) d’un groupe localement compact
G (elle n’est jamais satisfaite si G est un groupe de Lie semi-simple non compact
et ne I'est pas non plus pour certains groupes de Lie connexes résolubles; cf.
[L-P]). Bien entendu, elle n’est pas non plus satisfaite en général par le mor-
phisme d’inclusion i: ¢(I)— B dans le théoréme 1.1.1; ainsi, dans l'application
du théoréme 1.1.1 considérée en 1.1.2, ot l'algébre B est €(S!), lalgébre ¢(I)
s'identific a 'algébre des fonctions continues sur la couronne C et holomorphes
sur C, O(I)~ ! est formé des éléments de O(I) qui ne s’annulent pas sur C, tandis
que i~ (B 1) est formé des éléments de ¢(I) qui ne s’annulent pas sur S'.

1.3.2. Le théoréme d’Arens, Eidlin et Novodvorskii et le théoréme de Grauert

Arens, Eidlin et Novodvorskii ont établi le théoréme suivant (¢f. [T2]):

Théoréme 1.3.2. Soit A une algébre de Banach unifére commutative et soit X
son spectre. La transformation de Gelfand

4. A->€(X)
détermine des isomorphismes
9, K{(4)-K;@#X)=K'(X). (j=0,1).

Indiquons comment ce théoréme est relié a la théorie des fonctions holomor-
phes de plusieurs variables complexes et des variétés de Stein.

Soit H une partie compacte d’une variété de Stein €2, holomorphiquement
convexe, et soit A la sous-algébre de Banach de ¥ (H) adhérence de I'algébre
des fonctions sur H admettant un prolongement holomorphe sur un voisinage
de H dans Q. On déduit facilement les résultats suivants des théorémes classiques
sur les variétés de Stein (théorémes A et B; ¢f. [Ho], chapter VII):

i) le spectre de l'algébre A sidentifie a I'espace H par Papplication qui,
4 un élément z de K, associe P’évaluation au point z (¢f. {Ho], theorem 7.2.10);

ii) le groupe K,(A) est le groupe de K-théorie défini au moyen des classes
d’'isomorphisme de germes de fibrés vectoriels holomorphes au voisinage de
H.
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Le théoréme 1.3.2 montre alors que ce dernier groupe s’identifie au groupe
KP(F), défini au moyen des classes d’isomorphismes de fibrés vectoriels topologi-
ques sur H.

L’identification de ces deux groupes découle aussi d’un théoréme de Grauert
assurant 'existence et I'unicité d’une structure holomorphe sur tout fibré vecto-
riel topologique au-dessus d’une variété de Stein («principe d’Oka»; cf. [Gr],
[Ca2] et [C-G]). En fait, la démonstration du théoréme 1.3.2 consiste & déduire
ce théoréme du cas particulier que nous venons de considérer, c’est-a-dire a
le déduire du théoréme de Grauert, a 'aide du calcul fonctionnel holomorphe
dans A.

Le théoréme 1.1 est lui aussi, nous 'avons déja mentionné, un avatar des
résultats classiques sur les variétés de Stein, et plus particulierement du théoréme
de Grauert. On peut remarquer a ce propos que l'isomorphisme de ’'exemple
1.1.2, que nous avions déduit du théoréme 1.1.1, est aussi une conséquence
immédiate du théoréme 1.3.2 et de la détermination du spectre de 'algebre
B (décrit dans Pexemple 1.2.1). Toutefois, notre démonstration du théoréme 1.1.1
ne procéde pas par réduction a des énonceés classiques — cela tient & ce que
’algébre B est en général non commutative — mais conduit a généraliser divers
résultats sur les fonctions analytiques aux éléments des sous-algébres (1), Cest-
a-dire aux éléments de l'algébre B analytiques relativement au groupe a un
parametre (o,),cg -

Nos résultats sont décrits avec plus de détails dans la prochaine section
(§ 2). La démonstration du «théoréme principal» (théorémes 1.1.1 et 2.2.1) occupe
les § 3 a 6. Nous présentons ensuite des conséquences de ce théoréme concernant
la K-théorie des algébres obtenues par produit-croisé (§ 7). Nous terminons I'ar-
ticle par deux applications de ces résultats a la «géométrie différentielle non
commutative» (§ 8).

Les résultats de cet article ont été annoncés, sous une forme moins générale,
dans la note [Bo].

2. Enoncé des résultats
2.1. Notations et définitions

2.1.1. Pour toute C-algébre A, nous noterons A I'algébre déduite de A par
adjonction d’une unité. Elle contient A comme idéal bilatére et, comme espace
vectoriel, est égale a la somme directe A @ €1 ;. Si A est une algébre topologique
(resp. une algébre de Banach, resp. une C*-algébre), 4 sera munie de la structure
d’algébre topologique (resp. d’algébre de Banach, resp. de C*-algébre), telle que
la bijection A=A x C déterminée par cette décomposition en somme directe
soit un homéomorphisme.

Nous noterons aussi Idem A4 I'ensemble des idempotents de A (c’est-a-dire
I'ensemble des éléments x de 4 tels que x?=x), M,(A4) I'algébre des matrices
nxn a coefficients dans A et, si A posséde une unité, GL,(A4) le groupe des
¢léments inversibles de M, (A).
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Pour tout morphisme de C-algébres ¢: 4 — B, nous noterons
$: A-B
son unique prolongement en un morphisme de C-algébres uniféres et
M, (¢): M,(4)—M,(B)
le morphisme entre algébres de matrices défini par

Mn((P)(aij)1§i,j§n=((p(aij))l§i,j§n-
2.1.2. Par action d’un groupe localement compact G sur une algébre de Banach
complexe A, nous entendrons une action fortement continue et isométrique,

c’est-a-dire une application

a: GxA—-A

(g, a)—>aza

telle que:
i) pour tout geG, «, soit un automorphisme de 'algébre A4, et pour tout ac 4

logall=lall;
if) pour tout (g,,8,)€G?, 0y, 00, =0, 4.5

ili) pour tout aeA, l'application (g—a,a) de G vers A soit continue lorsque
A est munie de la topologie normique.

2.1.3. Nous dirons qu’un morphisme continu d’algébres de Banach complexes
(ou plus généralement de bonnes algébres topologiques; ¢f. A.1.2)

¢: A—»B
détermine un isomorphisme fort en K-théorie, lorsque les applications

M, (3): Idem M, (A)— Idem M,,(B)

et
M,(@): GL,(4)— GL,(B)

sont des équivalences d’homotopie pour tout entier n> 1. Les applications

¢, Ki(4)—»Ki(B) (i=0,1)
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entre groupes de K-théorie topologique déterminées par ¢ sont alors des isomor-
phismes (cf. Appendice, n° A.24).

Pour illustrer cette notion, signalons que les morphismes p et ¢ des théorémes
1.3.1 et 1.3.2 établissent des isomorphismes forts en K-théorie.

2.1.4. Rappelons que I'on appelle groupe abélien élémentaire un groupe topolo-
gique de la forme R"xZ? x(R/Z)’ x F, ou F est un groupe abélien fini. Si
G est un tel groupe, nous noterons ¥ (G) son espace de Schwartz, et pour
tout espace de Fréchet E, nous noterons & (G; E) I'espace de Fréchet #(G)® E.
Cet espace s’identific 4 'espace des fonctions f: G — E de classe C telles que,
pour toute fonction polynomiale P sur IR” x Z?, considérée de fagon évidente
comme fonction sur G, et tout opérateur différentiel D sur G invariant par
translation, 'application (x+— P(x) Df(x)) de G vers E prend ses valeurs dans
une partie bornée de E. La topologie de &(G; E) est définie par les semi-normes

fiosup [ P(x) Df (x)

xeG

ou ||.|, P et D décrivent respectivement les semi-normes définissant la topologie
de E, les fonctions polynomiales sur IR" x Z? et les opérateurs différentiels invari-
ants par translation sur G.

2.2. Les algebres (0(A, a, F) et le théoréme principal

Soient A une algébre de Banach complexe et o une action de IR” sur A. Pour
toute partie compacte et convexe F de IR”, contenant 0 et d’intérieur non vide,
nous définissons la sous-algébre (0(4, a, F) de A comme I'ensemble des éléments
acA tels que Papplication (t—a,a) de R” vers A admette un prolongement
continu sur R”+iF (< "), holomorphe sur R”+iF. Ce prolongement est alors
unique, et nous noterons a, @ sa valeur en zeIR*+iF.

Munie de la norme ||. || définie par

lallp=sup |e.(a)l,
zeiF
'algébre O(A, o, F) devient une algébre de Banach (¢f n° 3.1). De plus, I'algébre
O(A, o, F) est dense dans A4 (c¢f. corollaire 3.2.4).
La plus grande partie de ce travail est consacrée a la démonstration du
théoréme suivant, qui généralise le théoréme 1.1.1:

Théoréme 2.2.1. Soit A une algébre de Banach complexe munie d’une action o
de R™. Pour toute partie compacte et convexe F de R", contenant 0 et d’intérieur
non vide, le morphisme d’inclusion

i: O(4,0, ) A

détermine un isomorphisme fort en K-théorie.

4 Les résultats sur la K-théorie des algébres topologiques utilisés dans ce travail sont rappelés en
appendice. Ces résultats sont ¢lémentaires; par exemple, nous ne faisons jamais appel a la périodicité
de Bott. Toutefois, nous avons souvent a considérer, pour des raisons techniques, la K-théorie d’algeé-
bres topologiques qui ne sont pas des algébres de Banach et, faute de référence adéquate sur ce
sujet, il nous a paru préférable de rappeler explicitement divers résultats de base.
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La définition donnée plus haut de I'algébre 04, a, F) conserve un sens pour
toute partie compacte F de IR” contenant 0, non nécessairement convexe, telle
que F soit connexe et que F =F. Toutefois, le gain de généralité que I'on obtient
ainsi est illusoire. En effet, si F est une partie de IR” satisfaisant aux conditions
précédentes et si F est son enveloppe convexe dans IR" alors les algebres
0(A, a, F) et 0(A, o, F) coincident (cf. n° 3.4). Ce résultat est un avatar du théo-
réme classique de Bochner affirmant que 'enveloppe d’holomorphie dun tube
dans €" est son enveloppe convexe.

2.3. Applications aux algébres produits croisés

Soit (B, ||.]|) une algébre de Banach, munie d’une action f d’un groupe localement
compact G.

Choisissons une mesure de Haar & gauche dg sur G. On définit une structure
d’algébre normée sur 'espace %.(G; B) des applications continues a support com-
pact de G vers B en le munissant de la norme |.||, et du produit = définis
par

loli= [ llo(@lldg

et

(@x¥) (@)= | o(r)-Buy(h™"g)dh.
G

L’algébre de Banach produit croisé de B par G est par définition 'algébre de
Banach [}(G; B) déduite par complétion de (%.(G; B), | . || ;) Ses éléments s’identi-
fient & des classes d’équivalence (modulo égalité¢ dg — presque partout) d’applica-
tions boréliennes de G vers B.

Pour toute fonction continue

a: G-R,
sous-additive, c’est-a-dire telle que pour tout (g,, g,)eG?

a(g, g2)salg)+algy),

on définit un sous-espace Exp,(G; B) de L'(G; B) par la condition de «décrois-
sance exponentielle»

peExp,(G; B) < e"pel!(G; B).

On peut facilement montrer que c’est une sous-algébre dense de L'(G;B) et
que, munie de la norme ||. ||, définie par

lela=lleell,

c’est une algébre de Banach (¢f. n° 7.1).
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En appliquant le théoréme 2.2.1 & I (G; B) et Exp,(G; B) munies d’une action
de R” convenable, nous établirons au n° 7.2 les théorémes suivants.

Théoréme 2.3.1. Soit B une algébre de Banach munie d'une action d’'un groupe
localement compact G. Pour tout morphisme de groupes continu @: G—->IR" et
toute fonction convexe et positivement homogéne® H: R* >R, le morphisme
d’inclusion

Expy.o(G; B)> L'(G; B)

détermine un isomorphisme fort en K-théorie.

Théoréme 2.3.2. Soit B une algébre de Banach munie d’une action d'un groupe
localement compact G. Si G est extension par un groupe compact d'un groupe
abélien de la forme ZP x R1°, alors, pour toute fonction sous-additive

a G-R,,
le morphisme d’inclusion
Exp,(G; B)= L'(G; B)

détermine un isomorphisme fort en K-théorie.

Ce dernier théoréme s’applique notamment lorsque G est un groupe abélien
¢lémentaire.

Si B est une C*-algebre et si les automorphismes f, (g G) sont des automor-
phismes d’algébre involutive, nous pouvons considérer la C*-algébre produit
crois¢ B>y G, c’est-a-dire la C*-algeébre enveloppante de I'algébre de Banach
involutive obtenue en munissant L' (G; B) de l'involution * définie, lorsque G
est unimodulaire, par la formule

f*@)=BLf (g™ )*]

Lorsque de plus G est un groupe abélien élémentaire, le théoréme 2.3.2 reste
valable si 'on y substitute & L' (G; B) I'algébre B><; G ou I'algébre «de Schwartz»
& (G; B®). Nous montrerons en effet au n° 7.3:

Théoréme 2.3.3. Soit B une algébre de Banach munie d ‘une action B d'une groupe
abélien élémentaire G et soit B® ['algébre de Fréchet des éléments de B de classe
C® sous U'action de G (cf. A.2.9.).

a) Lespace vectoriel (G;B®) est une sous-algébre de L'(G; B) qui, munie
de sa topologie d’espace de Fréchet, devient une bonne algébre topologique (cf.
A.1.2). Le morphisme d’inclusion

F(G; B®)~ I}G; B)
est continu et détermine un isomorphisme fort en K-théorie (cf. A.2.1).

5 Par «positivement homogéne», nous entendons que, pour tout (¢, x)elR , xIR", on a H(tx)=tH(x).
% i.e. 8’il existe une suite exacte de groupes topologiques {1} - K —+ G —»Z? x R?— {1} ou K est com-
pact.
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b) Lorsque de plus B est une C*-algébre et que, pour tout geG, f, est un
automorphisme d’'algébre involutive, le morphisme d’inclusion

F(G; B®)> B>, G
est continu et détermine un isomorphisme fort en K-théorie.

Corollaire 2.3.4. Soit B une C*-algébre munie d’une action f d’un groupe abélien
élémentaire G telle que les automorphismes B, (g€ G) de B soient des automorphis-
mes d'algébre involutive. Le morphisme d 'inclusion

L'Y(G; B)> B>, G

détermine alors un isomorphisme fort en K-théorie.

Les théorémes 2.3.1-2.3.3 s’appliquent a I’étude des «structures transverses»
associées a I’action différentiable d’un groupe de Lie sur une variété compacte
orientée. Nous montrerons au § 8 qu’ils permettent, par exemple, d’associer a
toute action de Z" sur une variété différentiable compacte orientée V une «classe
fondamentale transverse» définie sur K, (4 (V)><Z"), et de construire, pour tout
opérateur D transversalement elliptique sur une variété différentiable compacte
V feuilletée par une action localement libre de IRY, une fléche d’indice

Ind,y: Ko(€(V)><RY) - Z.

Signalons que le théoréme 2.2.1 admet d’autres applications aux algébres
produits croisés que celles que nous venons de mentionner, motivées par la
théorie des représentations des groupes de Lie. Il permet ainsi de montrer que,
pour tout groupe de Lie moyennable connexe G, le morphisme d’inclusion
I}(G)—> C*(G) induit un isomorphisme fort en K-théorie (alors que I'algébre
I}(G) n'est pas en général symétrique); cela implique que les représentations
irréductibles de carré intégrable de G sont intégrables.

Les quatre prochaines sections sont consacrées a établir le théoréme 2.2.1.
Le § 3 contient divers résultats préliminaires sur les algébres O(4, o, F). Au § 4,
nous ramenons le théoréme 2.2.1 & un théoréme d’existence de solutions pour
une certaine «équation aux dérivées partielles non linéaire» (théoréeme 4.4.1).
La démonstration de ce théoréme d’existence, donnée aux § 5 et 6, utilise des
méthodes inspirées de celles de la théorie des fonctions de plusieurs variables
complexes. Elle est assez technique et nous en décrivons les grandes lignes au
n° 4.6.

3. Préliminaires sur les algébres 0(4, a, F)

Dans cette section, A désigne une algébre de Banach complexe, et o une action
de R"sur A7.

7 Le contenu de cette section ne fait pas réellement intervenir la structure d’algébre de A et reste
valable, 4 des modifications évidentes prés, pour un espace de Banach muni d’une action isométrique
fortement continue de R".
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3.1. Définitions et généralités

Soit F une partie convexe et compacte de IR” contenant 0. Il est commode
d’étendre la définition de l'algébre de Banach @(A4, «, F) donnée au n° 2.2 de
la maniére suivante, qui lui donne un sens méme lorsque F est d’intérieur vide.

Soit V le sous-espace vectoriel de R” engendré par F. Nous définissons
0(A4, a, F) comme la sous-algebre de 4 formée des e¢léements a tels que I'applica-
tion (t+> o, a) de V vers A admette un prolongement continu sur ¥+ iF, holomor-
phe sur V+iF, ou F désigne l'intérieur de F considéré comme partie de V.
Ce prolongement est alors unique: lorsque n=1, cela découle du principe du
prolongement analytique, et du principe de symétrie de Schwarz si 0¢F; on
raméne le cas général au cas n=1 en considérant les actions («,,),.gr de IR,
ouveR"

Pour tout ae @ (A, a, F), nous noterons a, a la valeur en ze V+ i F du prolonge-
ment analytique de (t - &, @). On vérifie immédiatement que, si ze V+iF, teR"
et aeO(4, o, F), alors

o ac0(A4, 0, F) (3.1.1)
et

o, 0, A=0l 0L, A

=ua,,,a siteV. (3.1.2)
Nous poserons
lallp=sup|a al= sup o, all. (3.1.3)
zeiF zeV +iF

Munie de la norme ||. ||, Palgébre O(A, «, F) s’identifie a une sous-algebre fermée
de P'algébre de Banach des applications continues bornées de V+iF vers A,
holomorphes sur V+iF, munie de la norme de convergence uniforme, et devient
donc une algébre de Banach. Nous noterons parfois |.|| 4 . r, au lieu de ||.]|F,
la norme sur 0(A4, a, F), lorsque nous voudrons spécifier ’algébre A et l'action
o.

Il est immédiat que la validité du théoréme 2.2.1 implique celle du théoréme
analogue ol F n’est plus supposé d'intérieur non vide (remplacer I'action de
R" par celle de V).

Ona

04,0, {0)=A4 et |.lo=4

Si F, et F, sont deux fermés convexes et compacts de R" contenant 0 et
si F; ¢ F,, alors

@(A: o, FZ)C@(A’ *, Fl)s

et, pour tout a dans (4, o, F),

lalle, =l alle,-
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L’algebre de Fréchet limite projective

limO(A,a, F)
F

ou les F sont les fermés convexes et compacts de R" contenant 0, ordonnés
par T'inclusion, s’identifie & l1a sous-algébre @(4,a) de A formée des acA tels
que l'application (t+>a, a) de R" vers A4 admette un prolongement en une fonction
entiére de €" vers A.

Plus loin, on fera usage des énoncés suivants, dont les démonstrations ne
présentent pas de difficultés et sont laissées au lecteur.

Proposition 3.1.1. Soit F une partie convexe et compacte de R" contenant 0. Les
automorphismes (x,),cg définissent une action de R" sur l'aigébre de Banach
O(A, o, F) (cf. n° 2.2).

Nous noterons encore a cette action.

Proposition 3.1.2. Si F et F’ sont deux parties convexes et compactes de IR" conte-
nant Q, alors

O(O(A, o, F), o, F)=0(A, o, F + F')

et

. (V(A,a‘F),az,F’:“‘“A,a,F+F"

3.2. Approximation par les éléments analytiques

Nous poserons pour tout eeR* et tout xeC”
n
0.0 =) " exp (27" ¥ 2).

puis, pour tout ae A

W,a= | ¢, (x)a adx,...dx,.

Rn

Cette intégrale est bien définie comme €lément de A, puisque
Xk @ (x) o, a

est continue, que

l@e(x) axal = (x) | all
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et que

| @(x)dx,...dx,=1<00.
Rn

Ces égalités montrent de plus que, pour tout ae A

| W, all=llal. (3.2.1)

Proposition 3.2.1. 1) Pour tout ¢>0, W, envoie contintiment A dans O(A, ).
2) Pour tout >0 et tout te R"

dtpo W, = W,ou,. (3.2.2)

Démonstration. L’assertion 2) est immédiate. Démontrons 1). 11 vient, pour tout
ac A et tout teR”

atOVVE(a)= j (Ps(x) O+ x X dxl "‘dxn
RrRn

= | p{x—1t)a,adx,...dx, (3.23)
R

L’application

R'xC'— A4
(X, t) —’(Pe(x_t) oy a

est continue, et holomorphe en la seconde variable. De plus, pour tout ReR
tout xeIR” et tout t dans le compact Ky de € défini par

[Ret;]£R et |Imt| <R,
ona
lo.(x—t)a.al=lp(x—t)lloa al <fr(x)llal (3.2.4)

ou

F(0)=(ae) 2 exp[—s"(i ¥-2R Y Ix|-20R7) |

i=1
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Comme la fonction f; est sommable sur IR”, pour tout ReR ., on en déduit
que lintégrale (3.2.3) définit une fonction entiére de t a valeurs dans A4, donc
que W, a appartient 4 (4, o). Enfin, la majoration (3.2.4) montre que

IWealge = 1 frllLr@nllall,
et établit donc la continuité de W,: A - 0(4,a). q.ed.

Propesition 3.2.2. Soient F un fermé convexe et compact de R” contenant 0 et
a un élément de O(A, o, F). Lorsque ¢ tend vers 0, W, a tend vers a dans O(A, a, F).

Démonstration. Rappelons tout d’abord la démonstration de I’énoncé suivant,
bien connu, qui n’est autre que e cas particulier de la proposition ot F={0}.

Lemme 3.2.3. Pour tout ac A,

lim | W, a—al =0.
e—0

Démonstration du lemme 3.2.3. 1l vient

W,a—a= | ¢, (), adt—a
R~

= | ¢.() (@, a—a)dt.
Rn

Par conséquent, pour tout >0

lim sup | W, a—a| <lim sup j Q. (1) |, a—all dt
e~ 0 £=>0 Rn

S[limsup | ¢.()de] sup o a—al

>0 |t) <6 ltl=s
+[limsup | ¢, (t)de] sup |aa—al.
e=0 ||| 28 el z6
Or
limsup | ¢ (Odt=limsup | o@,()dt=1,
>0 |z1] 56 20 Y1)l =o/1%
limsup | ¢, ()dt=0,
e=0  fzlizé
et

sup |ea—al=2|all,
el zo

et donc, pour tout 6 >0

limsup||W,a—a| £ sup |o a—al.
=0 el s

Or (o, a—a) est une fonction continue de t nulle en 0; par conséquent, le membre
de gauche de cette inégalité est nul. q.e.d.
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Soit ae O (A, a, F). Comme
{a,a;z€iF}

est compact dans A, il découle du lemme précédent et de I’équicontinuité des
W, (cf. (3.2.1)) que || W, a, a—o, a|| converge uniformément vers 0 lorsque & tend
vers 0 et que z décrit iF. Or, il vient, pour tout zeiF

Weo,a=o0, W, a;

en effet, cette relation est satisfaite lorsque zelR”, d’aprés (3.2.2), et donc, par
prolongement analytique, lorsque ze V+iF, ou V désigne le sous-espace vectoriel
de R” engendré par F. Par conséquent

IW, a—alp=sup|la,(W,a—da)|

zeiF

tend vers 0 avec e. g.e.d.

Corollaire 3.2.4. Pour toute partie F convexe et compacte de R" contenant 0,
O(e, A) est dense dans O(A, o, F) et O(A, a, F) est dense dans A.

Démonstration. La premiére assertion est une conséquence immeédiate des propo-
sitions 3.2.1 et 3.2.2. La seconde est une conséquence immédiate de la premiére,
puisque

O, A)=O(4, 0, F) et O(A4,0,{0})=A4. qed.

3.3. Les algébres 0%(A, o, F)

Soient keNuU {00} et F une partie convexe et compacte de IR" contenant 0.
Nous définissons @*(4, «, F) comme la sous-algébre de #(4, o, F) constituée des
éléments a tels que Papplication (t+>o,a) de R” vers @(4, «, F) soit de classe
C*,

Si keN, 0*(A, «, F) devient une algébre de Banach lorsqu’elle est munie
de la norme ||. ||, définie par

ki ||
lallp.= 2; 1'1!...1',,!“‘é?“‘“i‘=0 .
ieNn
il £k

Munie des (semi-)normes (||. |z, ken> O© (4, 2, F) est une algebre de Fréchet.

On remarquera que, d’aprés la proposition 3.1.1, les algébres de Banach
(O°(A, o, F), ||. |5, 0) €t (O(A, o, F), || || ¢) coincident. De plus, il découle immediate-
ment de la proposition 3.1.2 que, si F, et F, sont deux parties convexes et
compactes de R” contenant 0 et que F, < F;, alors

O(A, 0, F,)c 0°(A, o, F,). (3.3.1)
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(En effet, il existe alors un voisinage de 0 dans IR*, F’' compact et convexe,
tel que F; + F'cF,)
Enfin, on dispose d’un isomorphisme canonique

O(4, o, F)~0*(A,a, F)~.

Proposition 3.3.1. Pour tout keNuU {0}, O*(4, «, F) est une sous-algébre dense
et pleine de O(A, a, F).

Démonstration. La densité découle du corollaire 3.2.4, puisque 0*(4, «, F) con-
tient (A4, ), d’aprés (3.3.1). La plénitude est une conséquence immédiate de
la définition de O*(4, o, F). q.e.d.

On a de plus, par une démonstration directe trés simple, ou comme consé-
quence formelle de la proposition précédente:

Proposition 3.3.2. L'algébre de Fréchet 0° (A, a, F) est une bonne algébre topologi-
que au sens de A.l, ie. le groupe des éléments inversibles de O0°(A,a, F)™ est
ouvert dans cette algébre, et Uapplication (ar—>a™ ') est un homéomorphisme de
cet ouvert sur lui-méme.

Le théoréme A.2.1 donne alors:

Proposition 3.3.3. Pour tout keIN U {o0}, linclusion
i: OF(A, 0, F)>0(4,0a, F)

détermine un isomorphisme fort en K-théorie.
Cette proposition compléte le théoréme 2.2.1 et montre que 'on obtient
des énoncés équivalents a ce théoréme en y substituant 0*(4, o, F) a O(4, «, F).

3.4. Lalgébre O(A, a, F) lorsque F n’est pas convexe®

Soit F une partic compacte de R" contenant 0, telle que F soit connexe et
que F =F.

Nous pouvons définir 0(4, a, F) comme la sous-algebre de A formée des
éléments a tels que Papplication (t+— a, a) de R" vers 4 admette un prolongement
continu borné sur IR"+ iF, holomorphe sur R"+iF. Un tel prolongement, s'il
existe, est unique. Cela découle immédiatement du lemme suivant et du théoréme
de Hahn-Banach.

Lemme 34.1. Soit ¢: R"+iF — @ une application continue bornée holomorphe
sur R" +iF. Si lg =0, alors ¢ =0.

Démonstration (c¢f. [B]). Choisissons (a,, ..., a,)e R"\ F et posons

e =[Hl - ai)]_z 0(2)

8 Les résultats de cette section ne sont pas utilisés dans la suite de I'article.
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Comme ¢ est bornée, il existe CeR, tel que, pour tout zeR"+iF,

lW(z)=C l:[ (1+|Rez))"

Par conséquent, on peut considérer la transformée de Fourier partielle de ¥
par rapport aux variables réelles

g&y)= [ Y(x+iy)e *dx,...dx,,
Rn

et 'on définit ainsi une fonction continue sur R” x F. Comme t est holomorphe
sur R"+iF, et satisfait donc a ’équation

0 0
(6x,+lw>w(x+ly)=0

J

sur cet ouvert, la distribution sur IR” x F définie par g satisfait a 'équation
(5455 =o

Puisque F est connexe, on en déduit que, pour tout (y, y,)eF?, on a

(&, y)=e"0Tg(¢, yo).

Par continuité, cette égalité reste vraie pour tout ye F. Elle montre que, si ¢ [g-=0
et donc g(.,0)=0, alors g=0, et donc, par injectivité de la transformation de
Fourier, y=0¢et ¢=0. g.ed.

On vérifie que les relations (3.1.1) et (3.1.2) restent valables (avec V=IR")
et I'on définit par les formules (3.1.3) une norme |.[; sur 0(4,a, F), qui en
fait une algébre de Banach.

Lorsque F est convexe, ces définitions de @(4, o, F) et |. | sont clairement
compatibles avec celles données plus haut.

Proposition 3.4.2. Soit F I'enveloppe convexe de F dans R". On a
04,0, F)=0(A4,0,F) et ||.|p=]-.llp

Démonstration. La démonstration de la proposition 3.2.2 reste valable avec notre
nouvelle définition de (04, o, F). Par conséquent, O(A4, &) et, a fortiori, O(A, a, F)
sont denses dans O(A4, «, F). Comme (0(4, «, F), ||.||¢) est complet, il suffit, pour
&tablir la proposition, de montrer que, pour tout ac (4, , F)

lale=llalls.

Cela est une conséquence immédiate du théoréme de Hahn-Banach et du lemme
suivant:
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Lemma 3.4.3. Pour toute fonction continue bornée

¢: R"+iF->C
holomorphe sur R"+ iF et pour tout zelRR"+iF, ona

lo@@l= sup |oW)l.

welRn+iF

Démonstration. En raisonnant par récurrence sur le nombre de points de F
comme combinaison convexe desquels Im z peut s’écrire, on se rameéne a établir
que, si (a, b)e F? et si zeRR"+i[a, b], alors

lp@)=  sup |pw)l

weRn +i{a, b}

Cela résulte immédiatement du théoréme de Phragmen-Lindel6f appliqué a la
fonction

R+if0,1]-C
A—@[Rez+ia+(i—)b]. qed.

4. Réductions

Dans ce numéro, nous commengons par montrer que le théoréme 2.2.1, dans
sa forme générale, se déduit du cas particulier d’'une action de R (n=1). Nous
ramenons ensuite la démonstration de ce cas particulier du théoréme a la con-
struction de solutions d’une certaine «équation différentielle non linéaire», por-
tant sur les applications d’un intervalle réel vers A.

4.1. Réduction au cas d’une action de R

Reprenons les notations du théoréme 2.2.1, et supposons n=2.
Soit F, la projection orthogonale de F sur R"™! x {0} et soient R, R'elR% *
tels que

FcFy+{0}" ' x[—R,R].
Fo+{0}" ! x[—R,R]cF+{0}" 'x[—~R,R].

On dispose d’isomorphismes canoniques d’algébres de Banach (cf. Prop. 3.1.2)

O(A, o, F+{0}" ! x[— R, R])~0(O(4, 0, F), 0, {0}" ' x [~ R, R']) (4.1.1)
et
O(A, a, Fy+{0}" ! x [~ R, R]) ~O(0(4, &, Fy), o, {0}~ * x [—R, R]). (4.1.2)
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Considérons alors le diagramme suivant, dont les fléches sont des injections
continues d’algébres de Banach

04,0, F+{0}" ' x[~R,R]) =" 0(4,0, F)

j
O(4, 0, Fy+{0}" ' x[—R,R]) =—2— O(4, 0, F)=—"—A.

Il découle immédiatement de la commutativité du carré et des triangles de ce
diagramme que, pour montrer que j établit un isomorphisme fort en K-théorie,
il suffit de montrer qu’il en va de méme de iy, i, et i;. Grice aux isomorphismes
(4.1.1) et (4.1.2), il suffit pour cela d’établir la variante du théoréme 2.2.1 ou
F est éventuellement d’intérieur vide, lorsque Pespace vectoriel engendré par
F est de dimension au plus n—1, c’est-a-dire d’établir le théoréme 2.2.1 pour
des actions de R¥, k=1, ...,n—1.

Une récurrence immédiate raméne alors la démonstration du théoréme sous
sa forme générale a celle du cas particulier ou n=1.

Nous sommes ainsi conduits a établir le résultat suivant:

Théoréme 4.1.1. Soit A une algébre de Banach unifére munie d'une action o de
R.
Pour tout intervalle compact I de R contenant 0, les inclusions

Idem O(A4, o, I) > Idem A
et
O, a0, 1A

sont des équivalences d’homotopie, lorsque Idem O(A,«,I) et O(A,«, 1)~ (resp.
Idem A et A™1') sont munis de la topologie induite par la topologie d’espace de
Banach de 0(A, a, I) (resp. de A).

On obtient en effet le théoréme 2.2.1 avec n=1 en appliquant cet énoncé
aux algébres M p(Z), peIN*, munies de I'action (M ,(&));cr -

Dans la suite de ce paragraphe et dans les paragraphes 5 et 6, nous conser-
vons les notations du théoréme 4.1.1.

4.2. Les algébres o/ (J), O(J) et O°(J)

Nous décrivons dans ce numéro et le suivant comment l'algébre 0*(4,a,])
s’identifie 4 une sous-algébre des applications de I vers A définie comme le
noyau d’un certain «opérateur différentiel ».

Soit & le générateur infinitésimal de (o,),.g. Son domaine, Domd, est la
sous-algébre de A constituée des €léments a tels que, lorsque ¢ tend vers O,
t”(x,a—a) posséde une limite, qui sera da par définition, dans A muni de
la topologie normique.

On établit trés facilement I'énoncé suivant:
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Lemme 4.2.1. Pour tout (x, y)e A2, les assertions suivantes sont équivalentes:
i) xeDomdet dx=y;

. d
ii) (t—a, x)e€ (R; A) et V=% Xj=o;

t
iti) VteR, a, x=x+ [ o, ydu.
0
11 résulte immédiatement de ce lemme que la dérivation (non bornée) J est
fermée et que

Dom §=0'(4, «, {0}).

En particulier, Dom 6 contient ¢(4, o) et est donc dense dans 4.

Nous noterons A® la sous-algébre de A constituée des éléments de A de
classe C® sous l'action du groupe a un paramétre (x,),.r. Cette algébre n’est
autre que 0*(4,a,{0}) et est ainsi une algébre de Fréchet dense dans 4 (cf.

Cor. 3.2.4). Elle coincide aussi avec () Dom ", et sa topologie est définie par

les semi-normes (ar || 8"al)), neN. "N

Soit J un intervalle compact dans R, d’intérieur non vide. Nous poserons
A (J)=€*(J; A™).

C’est une algébre, munie d’une structure naturelle d’algébre de Fréchet définie
par les semi-normes

xsup |6 xP@)], (G j)eN.
et

Un élément x de €(J; A) appartient a &/ (J) si et seulement si Papplication

R+iJ—A
oc+it—a, x(t) (4.2.1)

est de classe C* (comme fonction de deux variables réelles).
Nous poserons aussi:

O(J)={xe¥(J; 4)|(4.2.1) est holomorphe sur R +iJ}
et
0*(J)=0(J) A ().

On déduit alors des propriétés élémentaires des fonctions analytiques d'une
variable complexe a valeurs dans un espace de Banach:

Proposition 4.2.2. O(J) (resp. O (J)) est une sous-algébre fermée de l'algébre de
Banach €(J ; A) (resp. de l'algébre de Fréchet </ (J)), et posséde donc une structure
naturelle d’algébre de Banach (resp. d algébre de Fréchet).
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Si J' est un intervalle compact d’intérieur non vide dans J, alors | ‘application
de restriction €(J; A)—€(J'; A) détermine une injection continue de O(J) dans
O>(J').

La proposition suivante est une conséquence immédiate des définitions de
O(J) et O°(J).

Proposition 4.2.3. Si Oc J, alors I'algébre de Banach ©(J) (resp. 'algébre de Fréchet
0> (J)) s’identifie a l'algébre de Banach O(A,a,J) (resp. a l'algébre de Fréchet
0* (A4, a, J)) au moyen de Uapplication (x+— x(0)).

Dans la suite, nous effectuerons les identifications décrites par cette proposi-
tion, sans y référer explicitement.

Enfin, nous poserons

O=1im 0(J)~lim 0 (J)
J J

(les morphismes sont les morphismes de restriction (¢f. Prop. 4.2.2)). Cette algébre
g’identifie 4 O(A, «). D’aprés la proposition 4.2.3, elle s’identifie aussi a la sous-
algébre de ¥° (IR ; A*) formée des x tels que

g+it—o, x(1)

soit holomorphe sur €.

L’énoncé suivant est une conséquence immédiate du corollaire 3.2.4 et de
la proposition 4.2.3, compte tenu de l'invariance de la définition de I'algébre
O(J) relativement aux translations de l'intervalle J.

Proposition 4.2.4. L'algébre O est dense dans O(J).
De méme, on dispose de la variante suivante des propositions 3.3.1 et 3.3.3:

Proposition 4.2.5. ©®(J) est une sous-algébre dense et pleine de O(J). Linclusion
O® (J)> O(J) détermine un isomorphisme fort en K-théorie.

4.3. La dérivation §
Nous définissons une dérivation

§: €'(; A)n€°(I; Dom §) > €°(I; A)
en posant

(0x) (1) =3[0 x(r) +ix'(z)].

L’opérateur & est, en un sens évident, un opérateur local sur les applications
suffisamment réguliéres de I vers A. Il envoie continfiment I'algébre de Fréchet
< (I) dans elle-méme.

La proposition suivante montre que § est analogue a 'opérateur différentiel
0/0Z agissant sur les fonctions C* sur un domaine de €.
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Proposition 4.3.1. L'algébre ((J) est constituée des xe%(J; A) tels que
x)je€*(J;A®) et §x3=0,

et l'algébre 0™ (J) coincide avec le noyau de §: of (J) — o4 (J).

Démonstration. La seconde assertion découle immédiatement de la premiére.
Soit alors xe%(J;A4). D’aprés la proposition 4.2.2, si xe@(J), alors
x €€ ©(J; A®). De plus, lorsque x satisfait & cette derniére condition, I’applica-
tion

X:R+if>4

o+it—a, x(t)

est de classe C®, et 'on a

{Z;—)Z_((o'+i‘r)=—;—[%—f—(a+i‘c)+i%§—(0+if)]=°‘o(5x (0)).

Ainsi, X est holomorphe si et seulement si 6x=0. q.e.d.

4.4. Réduction a la résolution d 'une « équation différentielle » non linéaire

Considérons le diagramme commutatif suivant:

0°() =i L) =L &(;A)

i ,

0°(A, 0, )—2— 04,0, )=—— A

ou rx:=x(0). Nous avons montré que j, détermine un isomorphisme fort en
K-théorie (¢f. Prop. 3.3.3). Il en va de méme de r («invariance par homotopie
de la K-théorie»; ¢f. A.2.1) et de j,, puisque &/ (I) est une sous-algébre dense
et pleine de ¥(I; 4) (¢f. Th. A.2.1; la plénitude est évidente, et la densité, une
conséquence facile de celle de A° dans A). Par conséquent, pour établir le théo-
réme 4.1.1, il suffit de montrer que les inclusions

i: Idem O0*(I)~ Idem =/ (I)
et
i: 0O°() ' A ()T

sont des équivalences d’homotopie.
Or cela découle du théoréme suivant, que nous démontrerons plus loin (aux
§5et6):
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Théoréme 4.4.1. 1! existe une application continue

D A(D)> AT
telle que

iy 2(0)=1;
il) pour tout ve s (I),

D) - db(v)=0.
En effet, il vient par un calcul trés simple:
Lemme 4.4.2. Si @ vérifie les conditions i) et 1i) du théoréme 4.4.1, alors
¥%: [0, 1] x Idem &/ (I) > Idem o7 (1)
(t, e D(t[e, de]) eP(t[e, de]) !
et
V[0, 1]xAD) (D!
(t, W)~ D(—tdu-u Hu

sont respectivement des rétractions par déformation stricte de Idem </ (I) sur
Idem O®(I) et de o/ (1)~ sur O ()~ L.

4.5. Modules sur 0= (I) et 5-connexions®

Le théoréme 4.4.1 appliqué aux algébres M,(A4) montre, grice au lemme 4.4.2,
la bijectivité des applications

o(M,(D): no(Idem M, (0% (1)) = 7o (Idem M, ( (1)),

et donc la bijectivité de I'application entre ensembles de classes d’isomorphisme
de modules projectifs de type fini'°:

iy 2(0*(D) -2 (L)

définie par 'extension des scalaires de 0 (I) a 2 (I) (cf. A.1.3).

Dans cette section nous présentons une seconde démonstration de la bijecti-
vité de i, qui repose encore sur le théoréme 4.4.1, mais qui fait ressortir I'analogie
entre cette bijectivité et les théorémes sur I'existence et I'unicité des structures
holomorphes sur les fibrés vectoriels au-dessus des variétés de Stein (c¢f. [Gr],
[Ca2] et [C-G]).

9 Les résultats de cette section ne seront pas utilisés dans la suite de l'article.
10 Nous notons 2(B) 'ensemble des classes d’isomorphisme de modules projectifs de type fini sur
un anneau unifére B.
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Nous allons construire I'application inverse de i, au moyen de la notion
de S-connexion sur un o7 (I)-module (& droite) & Nous appellerons ainsi les
applications C-linéaires V: & — & telles que, pour tout ée& et tout ae (I)

Vicay=Vé-a+¢é-da.

Commencons par énoncer quelques propriétés des d-connexions dont les
démonstrations sont immédiates.

Proposition 4.5.1. 1) Les 3-connexions sur un o (I)-module & constituent (s’il en
existe) un espace affine d’espace vectoriel sous-jacent End ;) &.

2) Soit e un élément de Idem M (4 (I)) et soit & =esd (I)" (c’est un sous-module
de o (I)'~C"® s (I)). On définit une 6-connexion V sur & en posant

Vo=e(ldg. ® d)v.

Par conséquent, tout o/ (I-module projectif de type fini admet une 6-connexion.

Le théoréme suivant montre que 'on définit une application de 2 (<« (1))
vers (0 (I)) inverse de i, en associant a la classe d’un .« (I)-module projectif
de type fini & la classe du noyau ker ¥ d’une d-connexion ¥ sur &:

Théoréme 4.5.2. 1) Soit & un </ (I)-module projectif de type fini.
a) SiV est une 5-connexion sur &, alors & =ker V est un O (I)-module projectif
de type fini, et I'application

& QR #4()—~E

0=(I)

tE®a—éa

est un isomorphisme de of (I)-modules.

b) Si V' est une seconde d-connexion sur &, il existe un automorphisme U
du 7 (I)-module & tel que

wvut)="r, (4.5.1)

et U définit un isomorphisme de O (I)-modules de & =ker V sur & =ker V'.
2) Soit & un O (I)-module projectif de type fini et soit

&=& ® ().

0=(I)
L’ endomorphisme C-linéaire de &

P=1d; ® &

0= (I)

est une §-connexion de noyau &'.

11 & gidentifie & un sous-espace de & =i, & par P'application £é—¢® 1, puisque & est projectif et
que i est une injection.
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Démonstration. Dans cette démonstration, nous écrirons pour simplifier § au
lieu de Idg. ® & ou de M, ().

Le théoréme 4.4.1 montre que Passertion 1) b) est vraie lorsque & = ./ (I).
En effet, on peut écrire alors V=58+a et V'=0+a, ou a et a' appartiennent
a o/ (I), et si u et u sont des éléments de o/ (I)"! tels que u~ L. Su=aet u ™"
du' =d, la relation (4.5.1) est satisfaite avec % =u'"'u. En remplagant 4 par
M, (A), on voit que P'assertion 1) b) est encore vraie lorsque & est un module
libre de type fini.

Comme l'assertion 1) a) est évidemment vraie lorsque &=/ (I)" et V=39,
on déduit de ce qui précéde qu'elle est vraie pour tout module libre de type
fini & et toute d-connexion V. On voit alors que I'assertion 1) a) est vraie en
général en choisissant un &/ (I)-module projectif de type fini £’ tel que § &’
soit libre, puis une §-connexion V' sur &', et en considérant la d-connexion
V@V sur §@® &, dont le noyau est la somme directe ker ¥V @ ker V",

Démontrons 1) b) en général. Un argument de connexité immédiat montre
qu’il suffit d’établir existence de % satisfaisant a (4.5.1) lorsque a=V'—V est
suffisamment proche de 0 dans End, & D’aprés 1) a), on peut supposer &
=ker ¥ de la forme e0*(I)", ou ecldem M,(0*(I)). On peut alors identifier
Eaesd(I),Vaedet End, ) & 2 eM, (o (1)) e. D’aprés le théoréme 4.4.1 appliqué
a M, (A), il existe u dans GL,(/ (I)) tel que u™!-Su=a. De plus, si a est suffisam-
ment proche de 0, u peut étre choisi assez proche de 1 pour que eue soit
inversible dans e M, (< (I)) e. Notons % son inverse. Comme de=0, il vient alors,
pour tout fees (I)*:

UV (U E=Ued((eue) &)
=Yed(uf)
=Yeu(d&+a’l)
=Y eueVE+al)
=F¢,

Démontrons 2). L’application ¥ est une d-connexion sur & car § est une
d-connexion sur o/ (I). De plus

ker V~& (X) ker 4,

O (I)
car le 0 (I)-module & est plat puisque projectif. Par conséquent

ket P~& (X) 0°()~&. qed.

[ad ]

4.6. Plan de la démonstration du théoréme 4.4.1

Décrivons les grandes lignes de la démonstration du théoréme 4.4.1, a laquelle
sont consacrés les deux prochains paragraphes.
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Dans le paragraphe 5, nous établissons diverses propriétés de la dérivation
J et des algébres 0™ (J), qui sont des avatars de résultats classiques de la théorie
des fonctions analytiques:

i) Nous commengons par montrer que opérateur & vérifie des propriétés
dellipticité analogues a celles satisfaites par Popérateur §/0z (Proposition 5.3.1).
Puis nous montrons que, pour tout intervalle J<IR d’intérieur non vide, o est
surjectif lorsqu’il opére de &/ (J) dans lui méme (Proposition 5.3.5). Cette pro-
priété est analogue 4 I'annulation du groupe de cohomologie H(2; ) lorsque
Q est un ouvert de €, compte tenu de 'isomorphisme de Dolbeault

HY(Q; @);coker(i_:(gw(g)afg‘”(g)).
0z

Pour établir ces résultats, nous considérons des algébres d’applications du cercle
vers A dans lesquelles se plongent les algébres <7 (J) (¢f. n° 5.1 et n° 5.2).

il) On déduit facilement de la surjectivité de § un analogue du lemme de
Cousin, c’est-a-dire de la version en cohomologie de Cech de I'annulation de
HY(Q; 0), a savoir: si I, et I, sont deux intervalles compacts de IR d’intéricurs
non disjoints, tout élément f de O(I,I,) peut s’écrire f=f,—f,, ou f; est
la restriction a I, n I, d’un élément de O(1;) (Proposition 5.3.6).

iii) Enfin, nous démontrons un analogue du théoréme des matrices holomor-
phes de H. Cartan (¢f. [Cal]): si I, et I, sont deux intervalles compacts de
R d’intérieurs non disjoints, tout élément w de la composante neutre
O, 1) " de O, n1,)" ! peut s’écrire w=w; 1 w,, ol w; est la restriction
a I,n1, d’un élément de 0~ (I));! (Corollaire 5.4.6). Cet énoncé est une version
multiplicative du «lemme de Cousin». En fait, il s’en déduit au moyen du théo-
réme des fonctions implicites et d’un résultat d’approximation 2.

Ces diverses propriétés de l'opérateur § et des algébres ©® (I) sont utilisées
au paragraphe 6 pour construire, pour tout ve.s/ (I), une solution ue.s/(I)~!
de ’équation

u tdu=0. 4.6.1)

Nous effectuons cette construction de la maniére suivante:

iv) Tout d’abord, au moyen des propriétés de surjectivité et d’ellipticité de
& montrées auparavant (cf. 1)) et du théoréme des fonctions implicites, nous
établissons I’existence d’une solution u de I’équation (4.6.1) lorsque v est proche
de 0 (lemme 6.1.3). Heuristiquement, si I'on recherche une solution de la forme
u=1+g¢, avec ¢ «petit», '’équation (4.6.1) s’écrit «au premier ordre en &»

de=v,

et admet donc une solution, en vertu de la surjectivité de J.
v) On construit ensuite des solutions locales de I'’équation (4.6.1) lorsque
vesf (I) est arbitraire. Pour cela, on observe que, pour tout xel et tout NelN,

12 1es démonstrations des résultats évoqués en ii) et iii) ont été inspirées par une démonstration
due 4 A. Douady du théoréme des matrices holomorphes de H. Cartan (¢f. [D], n° 6.2).
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il existe un polyndme uy(z), & coefficients dans A®, inversible lorsque 7 est
voisin de x et tel que, lorsque 7 tend vers x:

(ug ! dug) () =v(1)+ O ((r—x)");

en fait, cette derniére condition s’exprime comme un systéme triangulaire d’équa-
tions linéaires sur les coefficients du polyndme u,. On fabrique alors une applica-
tion u a valeurs dans A, définie et C® sur un voisinage ouvert de x dans
I et satisfaisant & (4.6.1) sur cet ouvert, en «corrigeant» la solution approchée
uy de la maniére suivante: considérons les germes d’application au voisinage
de x a valeurs dans 4%

vo=ug'-dug
et
p=u(v—v)ug';
il vient:
p@O=0((r—x") (t—x)

on peut donc prolonger le germe pu en un élément de o7 (/) (que nous noterons
encore y) assez «petit» pour qu'on puisse lui appliquer 'énoncé d’existence
de l’étape iv) et donc pour qu’il existe w' e/ (I)”* tel que

Wl du=pu.
(¢f. lemme 6.2.3; N doit étre choisi assez grand; N =3 suffit en fait); on vérifie
alors immédiatement que u =u’u, satisfait a (4.6.1) au voisinage de x.
vi) Pour «recoller» les difféerentes solutions locales de (4.6.1) ainsi obtenues,

on utilise le «théoréme des matrices holomorphes» évoqué en iii) (cf. n° 6.3).
Soient en effet I, et I, deux intervalles compacts de R tels que

Licl, IL,el et I,nl,+@

et soient u, et u, deux solutions de (4.6.1) sur I, et I, respectivement. Un
calcul immédiat montre que:

W‘=“1|1m12'“2_|}m12
appartient 3 0°(I, n1,)"'. Si de plus w appartient 0°( nI)5", d’aprés le

«théoréme des matrices holomorphes», il existe w e 0*(I,)g ' et w,e@™(I,)q"!
tels que

R |
W=Wiirinn WalInl,-
On vérifie alors trés facilement que

Wy=w,-u el (I)"!
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et
Wy=w,-u,edl (I,)" "

coincident sur I, n1, et définissent un élément v’ de /(I,n1,)"1, solution
de 4.6.)ysur I, ul,.

5. «Ellipticité» et surjectivité de 5. Applications aux algébres 0= (J)
5.1. Les espaces 9N

Nous introduisons dans cette section une famille d’espaces d’applications du
cercle vers A. Ils nous permettront d’établir trés simplement les propriétés «d’el-
lipticité» de 'opérateur & par des calculs de séries de Fourier (cf. Prop. 5.3.1).

Pour tout geN, la sous-algébre ¢4(4,«,{0}) de 4, constituée des éléments
de A de classe C? sous l'action du groupe a un paramétre (a,), g, coincide
avec Dom ¢ Il vient, pour tout xe Dom ¢

9

1 .
Hxll{O},q: Z lT 6" x].

i=0 b

Nous noterons désormais ||. ||, la norme |. o, , sur Dom 6%
Soit aeR*% . Si J est le cercle R/aZ ou un intervalle compact de R d’intérieur
non vide, nous poserons pour tout fe€?(J; Dom ¢9)

p

1 .
“f”p,q= Z _iTsu? “f(l)(T)Hq

i=0 ' te

LA 21
= .—,sup(z —.;néff‘”(r)u).

i=0 L tes j=O]'

Munie de la norme ||. |, ,, ¥7(J; Dom 67 devient une algebre de Banach.
Par ailleurs, si g appartient & ¥(IR/aZ; A), nous poserons:

2w int

ﬁ(")=211— fg(t) e a dt (neZ).
0

Si de plus g appartient 3 ¥(IR/aZ; Dom &"), pour un certain entier naturel
N, alors

VneZ, g(njeDom ¥
et Pon peut définir

1 1 —
ligliv="2 —inPlgml,= 3 ——Inl?18°¢m)l (eR.).
p+q;N p: p+q§Np‘q'
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Nous poserons, pour tout entier naturel N
22 ={ge¥(R/aZ; Dom 6")||llgllly < oo}

Clest une sous-algébre de [ ¢'(R/aZ; Dom &), qui, munie de |||.|i|y, devient
i+j=N
une algébre de Banach. En effet, on obtient par des calculs trés simples:

Lemme 5.1.1. 1) Pour tout (f, 2)(2r)?,

gl IS My gl
2) Si(p,q)eN? et p+g=<N, alors
DY < 6?(R/aZ; Dom §9).

De plus, Uinjection de Y dans €*(R/aZ; Dom &%) est un morphisme continu d 'al-
gébres de Banach.

3) Lalgébre €*(R/aZ; A®) est contenue dans DY . De plus, il existe une con-
stante positive C, ne dépendant que de a et de N, telle que, pour tout

fe€*(R/aZ; A)

NANNSC sup [1f 15424 (5.1.1)

p+qsN

Les assertions 2) et 3) montrent que la structure d’espace de Fréchet de
¢*(R/aZ; A*), définie par les normes |.||, ,((p, 9)€IN?), est encore définie par
les normes j|.{|[y(NeN).

Nous poserons aussi

I ={1e2}'| J10)=0}.

5.2. Prolongement au cercle des fonctions sur un intervalle

Nous utiliserons a deux reprises le résultat de prolongement que voici (¢f. [S]):

Proposition 5.2.1. Soit J=[a, ] un intervalle compact d’intérieur non vide. Si
a> B—a, alors il existe une application linéaire

p: 6(J; A)>C(R/aZ; A)

telle que

i) Vxeb(J; 4), p(x)s=x;

ii) pour tout (r,q)eN?, p envoie contintment ¥ (J;Domd?) dans
%¢"'(R/aZ; Dom 6%).

Démonstration. Soient &’ et f'eR tels que o' <a<f<f et f'—a’ <a. Pour établir
la proposition, il suffit de construire une application

P €l fl; A€ ([, B 4)
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telle que

1)y Ve¥€([o, B1; A), p'(X)ja, 1=

iiy Pour tout (r,q)eIN? p’ envoie continliment %" ([o, 8]; Dom 8% dans
€ ([, f']; Dom §9).

En effet, si 'on choisit alors pe€’(Jo, B'[; R) telle que ¢, 5=1, on peut
définir p vérifiant i) et ii) en posant:

pxX)O)=@(t+ka)-p'(x)(t+ka) sit+kae]a, B[, keZ;
p(x)(t)=0 sit¢lo, 'l (modZa).

Pour construire p’, on commence par construire deux suites de réels (a,);.n
et (b )ion satisfaisant aux conditions suivantes (cf. [S], lemma):

VkeN, b,<0;

* lim b= — o0;

k>0

'VkEN, 2 Iakl |bk|"<00 Ct Z ak bz=1.
k=0 k=0

A cet effet, on peut poser par exemple

4 2(_1)k (2—n)2k+1
T YBk+1I\ 3
bk=“22k+1-

On vérifie alors sans difficulté que, si pe @ (IR) est telle que

p

p)=0 si <%
3
et
f—u

pt)=1 si t>—2—,

Pon définit une application p’ vérifant i) et ii)’ en posant

P ) ()=x(0) si refo, B,
PO O=Y, applbylt—a) fatblt—o) si telesal,
k=0

P(x)(0)= Zooakp(bk(ﬁ—t))f(ﬁ+bk(t~ﬂ)) si te]p, ] qed.
k=0
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5.3. «Ellipticité » et surjectivité de 8. « Lemme de Cousin»

Proposition 5.3.1. Soient acR% et NeN.

1) L'opérateur & envoie contintiment ZN*! dans DN et établit un isomorphisme
de N+ sur §N.

2) Si N21, un élément f de 2Y appartient @ D¥** si et seulement si 5f
appartient a Y. De plus, il existe une constante C, ne dépendant que de N
et a, telle que

Ve, W+ SCUS M+ 1SS Nw)- (53.1)
Nous noterons G, 'isomorphisme inverse de
5: GNt1 > gF.
Démonstration. 11 vient, pour tout fe®¢!(R/aZ; A)n%°(R/aZ; Dom §)

1) =53 -=n| o

Par conséquent, si f(n) appartient 3 Dom §"*1

Dom §¥; de plus, pour tout g<N

, alors (6f)"(n) appartient a

B(51) ()= 6 7o)~ 97 o),

et donc

[Cak ()IIq— IIf(n)||q+1+ Inl 1l f)l -

Compte tenu des définitions de |||.|||y et II[ llly+1, cela montre que & envoie
continfiment 2" *! dans Y et $¥* ! dans F7.

Rappelons une propriété bien connue du générateur infinitésimal d’un groupe
a un paramétre d’isométries, que I'on déduit sans peine du lemme 4.2.1.

Lemme 5.3.2. Pour tout AeC—iIR, l'opérateur .—§: Dom & — A est inversible.
SiReAi>0,0na

(A=0)"ty= [ e *a, ydt;
(1]

siRei<0,0na
0

(A=8)"ty= | e *a,ydt

-

Corollaire 5.3.3. Soit q un entier naturel. Pour tout AeC—iR, et tout yeDom 6%,
(A—6)" ! appartient a Dom 6%, De plus

I(A=8)" yll,<IRe ™" |y,
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et

i Z
e e

Soient g un élément de Y, et neZ*. D’aprés le lemme précédent, il existe
un unique f,€A tel que

1 2
g =3[6-2" |5

de plus, d’aprés le corollaire

f,eDom oV *1!
et, pour tout g N
a
<
fuleS 2 181

et

||fn“q+1 §3 I|§(n)|!q

On en déduit immédiatement que & établit un isomorphisme entre les espaces
de Banach §Y*! et &Y. L’assertion 2) découle aussi de ces majorations, pourvu
que P'on remarque que, si § f appartient 4 27, alors 6 f(0)=2(5 )" (0) appartient
a Dom &" et

17O+ 1 SN F O+ 1N Oy qed.
Proposition 5.3.4. Pour tout intervalle compact J d’intérieur non vide, I'application
lindaire continue §: o/ (J)— o4 (J) est surjective scindée.

Démonstration. D’aprés la proposition 5.2.1, si a est un réel strictement plus
grand que la longueur de J, alors il existe une section linéaire continue p de
l'application de restriction

r. €°(R/aZ; A*)>E*(J; A®)= L (J).
Nous pouvons méme construire une telle section de sorte que
Vxesd(J), p(x)(©0)=0. (5.3.2)

En effet, si p, vérifie les conclusions de la proposition 5.2.1, il en va de méme
de application

p: x> po(X)— B(0)"* 9o () (0)

pour toute pe¥*(R/aZ;R) positive, non identiquement nulle et de support
disjoint de J. De plus, p satisfait a (5.3.2) par construction.
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L’application
roGuop: A (J)— o (J)

est alors une section linéaire continue de
5 AJ)-> (). qed.

Proposition 5.3.5. Soient J; et J, deux intervalles compacts tels que J, ~J, =0,
Lapplication linéaire continue
OJ) x OL) > O nJ)
(o, l//)*’“’l//ul P Pl N A (5.3.3)
est surjective scindée.

Démonstration. Soit pe €™ (J; u J,) telle que
supppn,—Ji=0 et supp(l—p)nJ,—J,=0.

Le support de p'(=dp/d ) est alors fermé dans J, A J,.

Si ue@O(J;nJ,), alors les fonctions pu, (1—p) u et p u, définies a priori sur
A r\JZ, ont leur support inclus dans, respectivement, J, ~J,, J,nJ, et J nJy;
aussi, en les prolongeant par 0 sur le complémentaire de ces intervalles dans
J,, Jy et J; U J, respectivement, on définit des applications:

O nJ)—>€(J,; A) O NnD)~E(J;; A)
u—pu u—(1—p)p,
Oy D) > A (Jyudy)
w—p'

Ces applications sont continues. De plus, il vient, pour tout ucO(J, N J,):

Sow=@p)u+pdpu
=if2p'u (sur J,)
et o(A—p)ul=—i2p'n (sur Jy)

Par conséquent, si § est une section linéaire continue de &: o/ (J; uJ;)
— o/ (J; uJ,), Yapplication qui a pe O(J; N J,) associe (¢, ) défini par les formules

=(1—p) p+S(i/2 p" 1),
Y=pu—SG/2p" W),

prend ses valeurs dans ¢(J,) x 0(J,). On vérific immédiatement que cette applica-
tion est une section linéaire continue de I'application (5.3.3). q.e.d.

Remarque 5.3.6. Au lieu d’établir la proposition 5.3.5 en plongeant «/(J) dans
%> (R/aZ; A®), nous aurions pu considérer ’action de § sur les espaces (4, «,

() €°(J; Dom 6% munis de la norme ||.|;,;= Y. ., ,- Toutefois, les
prq=k pte=k
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inégalités (5.3.1) ne sont pas satisfaites si I'on substitue les normes ||.||;,, et
lele+1.0 @ lll.{lx et elllw+1. Elles le deviennent lorsque k=0 est non entier,
aprés que l'on a étendu les définitions de 4*(A4,a,J) 4 ces valeurs de k. La
présentation adoptée ici évite ces développements quelque peu techniques.

5.4. Un gnalogue du théoréme des matrices holomorphes
Proposition 5.4.1. Soient J, et J, deux intervalles tels que J, nJ,+0.
Lapplication'3:

P: O()g ' x O ' = O n)g !
définie par

P(f, g)=f|1—,1mz “8luind,

est surjective.
Démonstration. Commengons par rappeler un résultat d’intérét indépendant.

Lemme 5.4.2. Soit ¢: B-» B’ un morphisme continu d algébres de Banach uniféres.
Si @(B) est dense dans B, alors ¢(Bg ') est dense dans B'g!.

Démonstration du lemme 5.4.2. Tout élément b’ de B’y ' peut s’écrire comme
un produit fini

e*i.g*2. .e*N

ou les x; appartiennent a B. Si @(B) est dense dans B, il existe une suite
(X7, ..., X%))sen de points de BN tels que (@(x?), ..., @(x%) converge vers
(xy, ..., xy). La suite des images par ¢ des éléments de Bg !

et e (nelN)

converge alors vers b’ dans B’y '. q.ed.
Nous pouvons appliquer le lemme précédent au morphisme de restriction
p: O(J)~> O nJy)
défini par

p(f):=fi11f\12'

En effet, p(0(J;)) est dense dans O(J;nJ,) d’aprés la proposition 4.2.4. Nous
obtenons ainsi:

Lemme 5.4.3. p(0(J,)5 ) est dense dans O(J, nJy)5 *.
Par ailleurs, il vient:

Lemme 5.4.4. L'application P admet une section analytique Q, définie sur un voisi-
nage ouvert ' de 1 dans O(J, " J,) ™1, telle que Q(1)=(1, 1).

13 Nous désignons par G, la composante neutre d’'un groupe topologique G.
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Démonstration du lemme 5.4.4. L’application P est analytique !*. Aussi, en vertu
du théoréme des fonctions implicites, il suffit de montrer que la différentielle
de Pen (1, 1) est surjective scindée (cf. [D], § 1.7). Or cela découle immédiatement
du théoréme 5.3.6, puisque cette différentielle est 'application

OU)xO() > 00 )
(o, ‘ﬁ)"‘”//wmh—%hnh qed.

Démontrons la proposition 5.4.1. Soit donc he O(J, nJ,); . D’aprés le lemme
5.4.3, il existe he 0(J,)"* tel que

hﬁ,‘,},\hEQ'.
D’aprés le lemme 5.4.4, il existe feO(J;) "' et geO(J,) ™ tels que

-1 R |
hEUsz—fu,ng 8111n0,e
On a alors

h=P(f,gh). qed

Remarque 5.4.5. Nous avons montrée, pour établir le lemme 5.4.4, que la différen-
tielle DP(1, 1) est surjective scindée. Il est facile d’en déduire que DP(f, g) est
surjective scindée pour tout (f, g)eO(J;) ! x ©(J,)~ L. Ainsi, I'application analyti-
que P est une submersion directe surjective.

Corollaire 5.4.6. Conservons les notations de la propositions 5.4.4. L'application
P: O0®(J)g ' x 0 (L)e ' > 0 (J,n L) ! (5.4.1)

est surjective.
Démonstration. On peut trouver deux intervalles compacts J; et J, tels que
fel;
Jinh=Jnk;
I\, cj; et JL\J; cf]g2 .
D’aprés la proposition 5.4.4, pour tout ueO(J, nJy)g !, il existe u;e@(J)g (i
=1, 2) tels que
ul_].llxr'\.lz 'u2|JanZ =u.

Cette relation, jointe a la proposition 4.2.2, montre que, si u appartient a
0% (J; N ), alors u;); appartient & 0 (J), donc & 0 (J); ' d’aprés la proposition
4.2.5. Enfin, par construction

u=Puyy,niy U215, 002) ge.d.

!4 Pour la définition et les propriétés élémentaires des applications analytiques entre ouverts d’espaces
de Banach, on pourra se reporter a [D], pp. 7-10.
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6. Résolution de I’équation u~'-du=v
6.1. Résolution de I'équation u™*-Su=v lorsque v est proche de 0

Lemme 6.1.1. Soient acR¥ et pe€® (R/aZ; T), et soit
@ (2) 1xA-3°
(u, by u~1-Su+qb.

a) @ est une application analytique.
b) Si ¢(0)=*0, alors il existe un voisinage ouvert Q de O dans P° et deux
applications analytiques

V:Q-(2H' et B: Q-4
tels que
do(¥,B)=Id,, W0)=1 et B(0)=0.
Démonstration. L’assertion a) découle immédiatement du fait que 22 et ! sont
des algébres de Banach, que 2?2 contient 4 et ¢ et que & est une application
linéaire continue de 2} dans 22.

D’aprés le théoréme des fonctions implicites, il suffit pour établir b) de mon-
trer que la différentielle

D®(1,0): 2l x AP
est surjective scindée (¢f. [D], § 1.7). Or il vient immédiatement:
D®(1,0)(n, ))=5n+¢p.
Par conséquent, si ve 22 et si 'on pose (cf. n°® 5.3)
B=00)"16(0) et n=G,(v—op)
alors
(n,BeDlxA et D®(1,0)(n, B)=v.

L’application v (n, f) ainsi définie constitue donc une section de D®(1,0). Sa
linéarité et sa continuité sont évidentes. gq.e.d.

Lemme 6.1.2. Soient ¢, 2, ¥ et B vérifant les conclusions du lemme 6.1.1.
a) SiteQ, alors sur le complémentaire du support de ¢

YY) - 8% ()=t 6.1.1)
b) De plus, pour tout NeN, si pe€*(R/aZ; C) et si

supp p " supp ¢ =9, 6.1.2)
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alors
VteQ, te@Y = p¥PegF*},
et l'application

PV BN PN
t—p¥ (1)
est analytique (en tant quapplication d’un ouvert de l'espace de Banach ZY
vers I’espace de Banach @V *1).

c) Sous les mémes hypothéses, p ¥ envoie contintiment €* (R/aZ; A®) Q dans
E°(R/aZ; A®).

Démonstration. Soit teQ. Par hypothése,
O(¥ (1), Bt)=t,
c’est-a-dire
Y() - 5P+ eB()=t;

I’égalité (6.1.1) est donc bien satisfaite en dehors du support de ¢.
Etablissons b) par récurrence sur N:

® si N=0, b) découle de I'hypothese sur ¥, supposée analytique de Q vers
9,;.

® supposons avoir démontré b) a l'ordre N, Soient alors te@Y*!nQ, et
pe€®(R/aZ; C) vérifiant (6.1.2). 1l vient

SLo¥ 1 =pFPW+5 0 P ()
=P [t~ 9BO]+5 9 ¥()
=Y (t) (pt+'2i~p’).

Jointe a T'hypothése de récurrence, cette formule montre que §o(p¥) envoie
analytiquement ZY"'nQ vers 2Y. Comme p¥ envoie analytiquement
N1 A Q vers PN+ (a nouveau d’aprés I'hypothése de récurrence), «ellipticité»
de & prouve alors que p ¥ envoie analytiquement ¥ 1 Q vers 9 *2 (cf. Prop.
5.3.1). Nous avons ainsi établi b) a 'ordre N +1.

Enfin, ¢) est une conséquence immédiate de b) (¢f. n° 5.1). q.e.d.

Lemme 6.1.3. 1! existe n>0 et une application continue A" définie sur l'ouvert
Q, de o/ (1) déterminé par

teQ, < sup([t(@)|+[It'@]+ " @) <n

1€t
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& valeurs dans o/ (I)™* telle que:
i) A (0)=1;
i) VieQ,, 4 ()" 13N ()=t

Démonstration. Soit a un réel strictement plus grand que la longueur de I. Don-
nons-nous ge¥®(R/aZ; ) de support disjoint de I et tel que $(0)+0, puis
construisons Q, ¥ et B comme dans le lemme 6.1.1. Si p vérifie les conclusions
de la proposition 5.2.1 avec J=1, et si 5 est suffisamment petit, alors d’apres
les inégalités (5.1.1)

teQ, == p()eQ.

On peut alors poser
No: Q> A(D)7!
t— ¥ [p)];-

Le lemme 6.1.2 montre que A4 est continue. En effet, si pe@™(R/aZ; C) vaut
1 sur I et admet un support disjoint de celui de ¢, p¥ envoie continiment
€°(R/aZ; A*)nQ dans €°(R/aZ; A®) et N,(t)=(p ¥ [p(t)]);;- On a de plus

VteQ,, No(t) T -dAM(1)=t.
Nous pouvons maintenant définir .4” satisfaisant a 1) et ii) par la formule
N (O)=H(0)" - AH(0). qed.
Remarque 6.1.4. L’application A" construite dans la démonstration du lemme
6.1.3 est «beaucoup plus» que simplement continue, puisqu'elle est obtenue

a partir de Papplication p¥ du lemme 6.1.2, qui définit un systéme projectif
d’applications analytiques.

6.2. Résolution locale de I'équation u™!-Su=v

Posons, lorsque vy =Dom 6%, v,eDom J et v,€4,
P (v, vy, v3)=—2ivg;
Py (v, 0y, 0;)= —iv; —203+ 00
Py(vg, v1,05)=5(0v, +i6% vy —iv,)
+3(—ivy-0vp—2i6vy 0g— 20 0y — Uy Vo +2i03).  (6.2.1)

Lemme 6.2.1. Pour tout germe en O d’application C* de R vers A%, v, le germe
en 0 d’application C* de R vers (A®)~* défini par
3
u(t)=1+ 3 PB(v(0),v'(0), v"(0) ¢/
j=1
est tel que, lorsque © tend vers 0

u(t)" - Su(®=v()+0(x3). 6.2.2)
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Démonstration. Comme u(t) est de la forme 1+ Of(z), la condition (6.2.2) est
équivalente a la condition

du(v)=u(7) v(rv)+0(z3). (6.2.3)

Lorsque u(t)= ). 13.7:1' et que Ry=1, cette derniére condition est vérifiée si et

seulement si /7°

j

1_. . 1 . .
‘2’ [l(_]+ 1)Pj+1 +5B]: Z ’—_—(J—k)' B( U(J k)(()), JE{O, 1, 2}
k=0 :

c’est-a-dire, si et seulement si
J

Pyy= +1[5P 2}: l)auv ")(0)] je{0,1,2}.

Or un calcul trés simple montre que P, P, et P, donnés par les formules (6.2.1),
ot I'on a fait vy=0v(0), v,=0"(0) et v,=v"(0), sont les (uniques) solutions de
ces €quations. g.e.d.

Donnons-nous maintenant pe€¢* (R ; €C) tel que

supppc]—11[ et p=1sur[—41]

et posons, si >0 et xeR:

mﬁ)dPﬂ

Lemme 6.2.2. Soit J un intervalle compact d’intérieur non vide et soit x un point
de J. Si we€™(J; A®) vérifie

w(0)=w'(0)=w"(0)=0,
alors, pour tout €70, 1]

sup({l(pz, » W) (D + [1(2., x W) (@I + I, » w)" (D))

teJ

<10esup(lp@)+1p (0 +1p" @)ysup W ().

zeR e

Démonstration. 11 vient:

i
(ex WO Y, Cipiz? w0

j=0
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Or, d’aprés la formule de Taylor avec reste intégral, on a, si je {0, 1,2} et teJ:

1 p2-j
D (7) = Vi A .
wi (1) 6[ 2 (t—xP W O(r—x)] d0;

par ailleurs

o s aoafl—Xx
pe (W) =¢""p¢ ”(—8 )

Par conséquent, si 0<j<i<?2 et £€]0, 1], alors, pour tout teJ

£ @y wP (@) <&/~ sup|p =P (¢)| &> ~sup | w (D)

teR (2 —])' et
= esup Le@l+1p" @ +1p" @)1 sup Iw® @)l

(Remarquer que, puisque P'expression de gauche est nulle si |[t—x|=e¢, on peut
supposer pour la majorer que |1 —x|<e¢.)
La majoration & établir est maintenant évidente. q.e.d.

Posons maintenant, si ve o/ (I) et xel:
3
U (v) (D)=1+ Y, B(x), v (x),v" (x)) (t—x) (6.24)
et
V(D)= (0) (1) - 6%, (0) ().

(%, (v) est inversible au voisinage de x, donc v, est bien défini au voisinage
de x).
Définissons aussi, pour tout R >0, B; comme la boule

{ves (D|lllv]l| =R}
ou |||. |/} désigne la norme

v Y sup 8P (r)l.

i+j53 vel

Lemme 6.2.3. Pour tout R> 0, il existe ¢(R)>0 tel que, si ve By et xel, alors

1) %, (v) (7) soit inversible lorsque te[x—&(R), x +&(R)];

ii) pour tout €]0,&(R)], p,, » U, (v)(v—v,) U.(v)”" appartienne au voisinage
Q, de 0 dans s/ (I) introduit dans le lemme 6.1.3%°.

15 Drapres i), le produit #,.(v) (v—v,) %, (v)” ! définit un élément de o (I »[x—&(R), x +£(R)]). Comme
Supp p, < 1x—&, x +e[, le produit par p, , de cet élément, prolongé par 0 sur I\[x—e&(R), x +&(R)],
définit un élément de .« (I) que nous notons p, , % (v) (v —v,) %, (V).
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Démonstration. Lorsque ve By, il vient, d’aprés la définition de %, (v) (¢f. (6.2.4)
et (6.2.1)):

1%, (v) t)— 1| S2R|t— x|+ 2R +2R?) |t —x|?+ 1/3(4R*+ 12R? +3R) |t — x|
<20(R3+1)|t—x]

pourvu que |[t—x| = 1.
Par conséquent, si |t — x| < [40(R>+1)] 71, alors %, (v) (1) est inversible et

| % (v} {x)" 1 2. 6.2.9)

Ainsi, i) est réalisé pourvu que £(R)<[40(R*+1)] 1.
De plus, par construction, v— v, est nulle en x ainsi que ses deux premiéres
dérivées. Il en va donc de méme de

sz%x(l)) (U"'“Ux) %x(v)_- 1'

La définition de €, et le lemme précédent montrent alors qu’il suffit pour établir
ii) de majorer |w'¥(7)|| en fonction de R lorsque t décrit I'intervalle

1 1
=] — .
% “[x 4O(R3+1)’x+40(R3+1)]

Or, d’aprés la définition de By, les dérivées d’ordre au plus 3 de v, %, (v) et
8%, (v) ont leur norme dans A majorée en fonction de R sur J; d’aprés (6.2.5),
il en va de méme de celles de %, (v)~*. De ces majorations découle la majoration
requise sur | w3 ()]. qed.

Lemme 6.2.4. Conservons les notations des lemmes 6.1.3 et 6.2.3. Si on pose, pour
eel0, e(R)],

u= '/V. [pa,x %x(v) (U - Ux) %x(v)~ l] %x(v)a
alors, sur Uintervalle [x—1/2&(R), x+ 1/2&(R)] N I, u est inversible et
u -du=v.

Démonstration. L’invertibilité de u sur l'intervalle en question découle de celle
de %, (v) et du fait que 4" prenne ses valeurs dans .o/ (I)"*. De plus, en posant

B= e U (0) 0—0,) % (0) 7,

nous obtenons sur ce méme intervalle, compte tenu des définitions de 4", %,
et v,, et du fait que p, ,=1 sur [x—1/2&(R), x+1/2&(R)]:
Su=30N (u)- U, (v)+ A (1) 0%, (v)
=N (1) 1 U (0) + N (1) %, (v)
=N (W) [pe,x U (v) (v—0,) + 6%, ()]
=N (1) U (v) v
=uv. qed.



304 J.-B. Bost
6.3. Résolution globale de I'équation u™'-du=v

Dans ce numéro, nous nous donnons ve </ (I) et nous construisons une solution
ue.o/(I)~! de ’équation
u -Su=v (6.3.1)

au moyen du lemme 6.2.4 et du corollaire 5.4.6.
Reprenons les notations des lemmes 6.1.3 et 6.2.3. Le lemme 6.2.4 montre
que, st e=¢(|||v]|]), alors, pour tout xel,

Uy= N [pe,x %x(v) (U—Ux) %x(v)— 1] %x(v)

appartient a </ (I), que u, est inversible sur I,=[x—¢/2, x+¢/2] I et que, sur
cet intervalle

ugy ' du,=v.

De plus, la continuité de A" et la définition de %, montrent que I'application
t—u, de I vers o (I) est continue.
Soit (x,, x,)el? tel que

X EX,<Xxy+¢,
c’est-a-dire tel que I, NI, soit d’intérieur non vide. Considérons I'application
[xls X2] _"d(lxl mez)
t"’uz|1x1n1x2‘u;}lxtm1x2~
Elle est continue et vaut 1 en x,. De plus, elle prend ses valeurs dans
0°(I,,n1,,)""; en effet, pour tout te[x,,x,], I, contient I, NI, , de sorte

que , est inversible sur I, n1,, et que, sur cet intervalle

-1 -1 -1 -1
O ur)=0u,-uil—u,-u;'-du,, -uy,

-1 -1 -1
=u,-[u ' -du,—ug'-0u, ] ug

=0,
Par conséquent
uxz'le nlx, '“x—lhxl nlxze o® (Ix1 N Ixz)a L 6.3.2)

Choisissons une subdivision ay<a;< ... <ay de l'intervalle I telle que a;, ,
—a;<g/2(i=0, ..., N—1), et posons

Ui=Ugta;_rae g G=1, ..., N=1)
11 vient, puisque [a;_;,a;+;]1<1,,:

ued ([8;-1,a;41])7" (6.3.3,1)
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et

U U= ag (=1, ..., N—1). (6.3.4,1)
De plus, d’aprés (6.3.2)

Uik 1 fagars 1" Yilasar €07 ([ a0 110 ' (6.3.5,1)

Le corollaire 5.4.6 nous permet de «recoller» les «solutions locales» u; de
I’équation (6.3.1). Plus précisément, nous pouvons établir par récurrence 'énoncé
suivant:

Lemme 6.3.1. Pour tout ie{1, ..., N —1}, il existe ;€. ([ay,a;4 )" " tel que
ﬁi_ L. 5—'111 = UI[ao’a‘,+ 11 (6.3.6, i)
et que, sii<N-—1
Uit 1| (aass 1] 'ai_][}zi,ai 1€0”(a;, a;4 1 1o L (6.3.7,1)

Lorsque i=N—1, ce lemme assure I'existence d’une solution dans &/ (I)~!
de I’équation (6.3.1).

Démonstration. D’aprés (6.3.3,1), (6.34,1) et (6.3.5,1), i, =u, appartient a
o ([ag,a,]) " et satisfait a (6.3.6,1) et (6.3.7,1).

De plus, si ie{l,...,N—2} et si i€ ([ag,a;,,])" " satisfait 4 (6.3.6,1) et
(6.3.7,)), alors, d’aprés le corollaire 5.4.6, il existe fe0*([a;,a;.,])0 " et
ge0®([ag,a;+ 110 tels que TIégalité suivante soit vérifice sur lintervalle

[ai, a;44]:
fhg=ua
1l vient alors, toujours sur 'intervalle [a;, a;41]:
S =g ;.

On définit donc un élément u;, , de o/ ([ag, a;4,])” ' en posant

i 1=g-8; sur [ag,a;4,]
et

Ho1=f iy sur [a;,a;.,].
Cet éléement satisfait a (6.3.6, i+ 1), puisque

a1 ~ ~et ~
4N -0t =a; - Oi=v sur  [ag, a;44],

=ui_+11 Ouyy=v sur [a;,a;4,];

En effet, 6f=0¢et 5g=0.
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Enfin, si i+ 1< N —1,il vient, sur [a;,{,a;,]:
U By =t (f e )7}
= ui) f 1

et donc, d’apres (6.3.5,i+1) et la définition de f, la condition (6.3.7, i+1) est
aussi satisfaite. q.e.d.

6.4. Fin de la démonstration du théoréme 4.4.1
Au numéro précédent, nous avons €tabli la surjectivité de 'application

. (D) o)
u—u~'-du.
Pour terminer la démonstration du théoréme 4.4.1, il reste a établir que n est

non seulement surjective, mais encore admet une section continue. Cela fait
I'objet de ce numéro.

Lemme 6.4.1. Pour tout couple (u,,u,) d’éléments de o/ (I)~ !, les assertions suivan-
tes sont équivalentes:

i) () =7 (uy);

il) u,eO0°()~ " u,.

Démonstration. Cela découle immédiatement de I'identité

O(uy ur V=8uy-uy ' —uy-uyt-Suy-upt

=u,-(u;'-Suy—uy 1-8uy)-urt. qed.

Lemme 6.4.2, Pour tout uc.s/(I)™ %, il existe un voisinage Q de n(u) dans </ (I)
et une section continue o de w définie sur Q telle que o (n(u))=u.

Démonstration. Le lemme 6.1.3 assure l'existence d’une telle ¢ lorsque u=1.
On raméne le cas général a ce cas particulier, au moyen de I'identité

nvwy=n(w)+u ‘n®)u.
On vérifie ainsi immédiatement que 'ouvert
Q=u"1(Q,+n)u
et I'application ¢ définie par
o(X)=AN[u-(x—nw)-u" 1] u

satisfont aux conditions requises. q.e.d.
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Joints & la surjectivite de =, les deux lemmes précédents montrent que, si
I’on munit .o/ (I)"! de l'action par multiplication & gauche de ¢*(I)™*, alors

n ()" > L)

devient une 0 (I)~ !-fibration principale, localement triviale. Or 'espace topolo-

gique o7 (I) est paracompact (puisque métrisable) et contractile, si bien que toute

fibration principale localement triviale de base o/ (I) est triviale. En particulier,

I’application = admet une section continue @, définie sur tout .o/ (I). L’application
D=0,0)" - P

satisfait alors aux conclusions du théoréme 4.4.1.

7. Applications aux algébres produits croisés

Cette section est consacrée a la démonstration des résultats énoncés au n® 2.3.

7.1. Préliminaires

7.1.1. Soit ae%(G; R .) une fonction sous-additive.

Proposition 7.1.1. L'espace Exp,(G; B) est une sous-algébre dense de L!(G; B) qui,
munie de la norme || - | ,, devient une algébre de Banach.

Démonstration. On vérifie immédiatement que 'application
Exp(G; B)— L'(G; B)
pr>eto

est bijective, envoie %.(G; B) sur %,(G; B) et est une isométrie lorsque Exp,(G; B)
et I1(G; B) sont munies respectivement des normes |||, et ||*||;. Il en découle
que Exp,(G; B), muni de 1a norme |*|,, est un espace de Banach contenant
%(G; B) comme sous-espace dense, puisqu’il en va ainsi de L!'(G; B) muni de
la norme |- |};.

La proposition 7.1.1 est maintenant une conséquence immédiate de I’énonce
suivant:

Lemme 7.1.2. Pour tout couple (¢, ¢,)e%.(G; B)?, on a
loi*o2lla=llerllallozlle

Démonstration. 11 vient:

1% @alla= [ “®I| [ @1 (h) Buoa(h™ ' g)dh| dg

G G

< § e®@loyd) ok gl dhdg
GxG

< j gk @y (Bl l@z(hy)ll dhy dh,
GxG

= fea(h') oy (hy)lldhy- j e | @, (h,)l dh,
G G

=leillslle2ll. qed.



308 J.-B. Bost

Remarque 7.1.2. On vérifie immédiatement que, si a et b sont deux fonctions
sous-additives de G vers R, et s’il existe MeRR tel que, pour tout geG, a(g)
< b(g)+ M, alors Exp,(G; B) est une sous-algébre de Exp,(G; B) et le morphisme
d’inclusion Exp,(G; B) - Exp,(G; B) est continu.

7.1.3, Considérons le sous-espace vectoriel €,(G; B)n L} (G; B) de I} (G; B). Muni
de la norme |j|+||] définie par

llell=lels+ el =supllo@l+ | logldg,
G

geG

c’est un espace de Banach. On vérifie aisément qu’il contient 4,(G; B) comme
sous-espace dense.

Lemme 7.1.3. Soit (¢,, ¢,)e'(G; B). Si ¢, appartient a €,(G; B), alors ¢, *¢,
appartient a €,(G; B) et

lo1*@2lle =M @1lls 1920 - (7.L.1)

Démonstration. 11 suffit d’établir I'inégalité (7.1.1) lorsque ¢, et ¢, appartiennent
4 %.(G; B). Or, il vient alors, pour tout geG:

loix @@=l § 01(1) B o2(h™ ' g) dh|
G

S loi® lezlledh=lol: |02lo. gqed.
G

On déduit immédiatement de ce qui précéde la proposition suivante:

Proposition 7.1.4. L'espace 4,(G; B)nL!(G; B) est un idéal a gauche (donc une
sous-algébre) dense de l'algébre L} (G; B), qui, munie de la norme ||| devient une
algébre de Banach.
Observons que la proposition A.2.8 s’applique ici et montre que le morphisme
d’inclusion
%,(G; B\n[}(G; B)— L'(G; B)

détermine un isomorphisme fort en K-théorie.

Des considérations analogues s’appliquent a la sous-algébre de Exp,(G, B)
formée des fonctions ¢e¥%,(G;B) telles que e°¢p appartienne a
%,(G; B)n L}(G; B), et permettent de formuler des variantes des théorémes 2.3.1
et 2.3.2 mettant en jeu ces sous-algebres.

7.2. Démonstration des théorémes 2.3.1 et 2.3.2
7.2.1. Nous commengons par établir la proposition suivante au moyen du théo-
réme 2.2.1; nous en déduirons ensuite les théorémes 2.3.1 et 2.3.2.

Proposition 7.2.1. Soit B une algébre de Banach munie d 'une action f§ d’'un groupe
localement compact G.
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Pout tout morphisme de groupes continu ®: G - R", toute fonction convexe,
positivement homogéne et linéaire par morceaux L: R" >R, et toute fonction
continue sous-additive a: G >R, , le morphisme d'inclusion

Expa+Lo<D(G; B) e Expa(G; B)

détermine un isomorphisme fort en K-théorie.

Rappelons que 'on définit une bijection entre ’ensemble des fonctions conve-
xes et gositivement homogénes L: R" > R, et 'ensemble des parties K de R”,
compactes, convexes et contenant 0, en posant

K={(ecR"|VxeR" (£ x>+ L(x)=0}. (7.2.1)
On a alors, pour tout £€IR”,

L(x)=sup—<¢, x>

¢eK

et 'on dit que L est la fonction d’appui de K. La fonction L est linéaire par
morceaux si et seulement si le compact K est 'enveloppe convexe d’une partie
finie de R™.

Démonstration de la proposition 7.2.1

Pour tout fe L' (G; B) et tout £eR”, nous définissons un élément o, f de L' (G; B)
en posant

ag f(g)=e"SP® 1 (g).

On vérifie immédiatement que «, est un automorphisme de l'algébre L'(G; B)
et que, pour tout (£, &)eR"xR", on a

a¢0a§'=a¢+§/.

i1 est clair que Exp,(G; B) est stable par «. et que «; détermine un automor-
phisme isométrique de l'algébre de Banach (Exp,(G;B), ||*{,). De plus, pour
tout feExp,(G; B), I'application ({+a; f) de R" vers Exp,(G; B) est continue,
d’aprés le théoréme de convergence dominée. Nous disposons ainsi d’une action
a=(0g)eer» de R" sur Exp,(G; B).

Soit K la partie compacte et convexe de R" dont L est la fonction d’appui.
D’aprés le théoréme 2.2.1 (ou plutdt sa généralisation au cas ou K est éventuelle-
ment d’intérieur vide, ¢f. n°® 3.1), il suffit, pour établir la proposition 7.2.1, de
montrer que les algébres Exp,...o(G; B) et O(Exp,(G; B), o, K) coincident et
que les normes |[* 4+ z.0 €t | | k=1 * | Exp.(G; B).a, k SUT Cette algebre sont équiva-
lentes.

D’aprés la définition de K, pour tout £eR"*+iK et tout geG, on a

|£98) 0I5 2@ < ga(®) +L-0(®)
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Par conséquent, pour tout feExp,,;.¢(G;B), on définit un élément f; de
Exp,(G; B) en posant

fi(g)=e e 201 (g).

De plus, il découle du théoréme de convergence dominée que I'application (£ f)
de R"+iK vers Exp,(G; B) est continue et «prolonge analytiquement» 'applica-
tion ({r>a, f) de R” vers Exp,(G; B). Cela montre que Exp,. ;.4(G; B) est inclus
dans O(Exp,(G; B), a, K).

Soit F une partie finie de R” dont K est ’enveloppe convexe. Comme toute
fonction continue convexe sur K prend ses valeurs maxima en des points de
F, il vient, si feExp,,1.0(G; B)

I flla+ Loo= I I f (@l e“(g)+L°¢(g)dg

G
= [ I/ (@)l supes®~<:2®> g
G SeF

et

IfIlx=sup [ |/ (g)ll @~ EC@>dg
¢eK G

=sup .f 1f @l PR GLIDF Py

¢eF G
Par conséquent, on a

I kS 1S lla+ .0 =(Card F) || fllk-

Pour établir que les algébres Exp,,;.6(G; B) et O(Exp,(G;K), 2, K) coin-
cident, il suffit maintenant de prouver que la premiére d’entre elles est dense
dans la seconde. Cela découle du fait que les fonctions de I!(G; B) a support
compact appartiennent a Exp,,;.s(G;B) et sont denses dans
O(Exp,(G; K), o, K), comme le montre aisément un raisonnement par tronca-
ture. q.e.d.

7.2.2. Démonstration du théoréme 2.3.1

Choisissons une fonction convexe, positivement homogéne et linéaire par mor-
ceaux L: R"> IR, telle que HZL: par exemple si ReR, est suffisamment
grand, la fonction définie par

L(x)=R Y Ixi

i=1
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convient. Considérons alors le diagramme suivant, dont les fléches sont des
injections continues d’algébres de Banach (¢f. Remarque 7.1.2):

Exph.o+ Low(GjB)7 Exp;.o(G; B)
Expy.o(G;B) =—— L'(G;B).
Le carré et les triangles de ce diagramme sont commutatifs; de plus, les fléches
verticales déterminent des isomorphismes forts en K-théorie, d’aprés la proposi-

tion 7.2.1. Cela entraine que les fléches horizontales déterminent des isomorphis-
mes forts en K-théorie. q.e.d.

7.2.3. Démonstration du théoréme 2.3.2
11 existe, par hypothése, une suite exacte de groupes topologiques
{1} > K>G5> Z"xR*— {1}
ou K est un groupe compact. Notons @ le morphisme de G vers R?*7 obtenu

par composition de n et du morphisme d’inclusion Z? x R?<> R?*? et posons,
si ReR |

Hp: RP"*S5 R,
ptaq
(x)1 §i§p+qHR z B

i=1
On vérifie facilement que, si 'on choisit
R=supa[® ([—1,1]7"9],
alors il existe MeIR , tel que, pour tout geG
a(g)=HgoP(g)+ M.

On peut alors considérer le diagramme suivant, dont les fleches sont des injec-
tions continues d’algeébres de Banach (¢f. Remarque 7.1.2):

Exp;+ pp.0(G; B) = Expy_.s(G; B)

]

Exp,(G;B) =——— LYG;B).
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Le carré et les triangles de ce diagramme sont commutatifs; de plus les fleches
verticales déterminent des isomorphismes forts en K-théorie, d’aprés la proposi-
tion 7.2.1. Cela entraine que les fléches horizontales déterminent des isomorphis-
mes forts en K-théorie.

7.3. Démonstration du théoréme 2.3.3

7.3.1. Démonstration de a). Pour tout geG, on définit un multiplicateur U, de
1}(G; B) en posant
(pxU)(h=9p(h—g)
(Ugx @) (h)=p,[o(h—g)],
quel que soit pel! (G; B).
Soit G le groupe dual de G. On vérifie immédiatement que Ion définit une

action f — appelée action duale — de G sur lalgébre de Banach L!'(G;B) en
posant

(B, 0)(@)=1x(8) ¢(g)

Observons que, comme G, G est un groupe abélien élémentaire.
Notons A l'algébre de Banach L!(G; B) et, pour tout a€ A, posons

D, GxGxG—-A
(Xa glng)HB\x([]gl*a*L]gz)'

Lemme 7.3.1. L'ensemble des éléments a de A tels que 'application @, soit C*
est une sous-algébre pleine'® of de A. Munie de la topologie la moins fine rendant
continue l'application

A >C°(GxGxG; A)=€°(GxGxG)R® A
ar—®,, (7.3.1)
l'algébre o/ devient une bonne algébre de Fréchet.

Démonstration. L’application (7.3.1) identifie o au sous-espace vectoriel fermé
de ¢*(G x G x G; A) formé des applications @ telles que

®(1, 81, 82) =B, (U, x8(0,0,0) = U,).

Comme %~ (G x G x G; A) est un espace de Fréchet, cela montre que la topologie
initiale sur .o# définie par (7.3.1) est une topologie d’espace de Fréchet.
L’identité
Qab(X5 g1 g2)= ¢a(Xs g1 0)* Qb(Xa Oa gz)

16 Rappelons que cela signifie que tout élément de 7 inversible dans 4 est inversible dans 7.
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entraine que &/ est une sous-algébre de A et que la structure d’algébre ainsi
définie sur .of est compatible avec sa topologie.

Soit ae.s/ tel que 1+ a soit inversible dans A. Si I'on pose (1+a)"'=1+b,
il vient, par un calcul facile:

¢b(Xa g15g2): —‘¢a(x’ gla g2)+¢a(Xa gl’O)*(l-"_Bx a)—l *¢a(X9 Oa gZ)a

tandis que ﬁx a=®,(y,0,0). Ces identités montrent que .o/ est une sous-algébre
pleine de A et une bonne algébre topologique. q.e.d.

Notons A, 'algébre de Banach I} (G; B)n%,(G; B) (cf. 7.1.3).

La proposition suivante généralise la caractérisation de 'espace de Schwartz
& (R) comme espace des vecteurs C* de la représentation de Schrodinger du
groupe de Heisenberg.

Proposition 7.3.2. Soit ac A. Les assertions suivantes sont équivalentes:
i) a appartient a </ ;
ii) @, appartient a €° (G x G x G; A,);
iii) a appartient @ ¥(G; B®).
La preuve de cette proposition fait 'objet du prochain numéro.

Corollaire 7.3.3. En tant qu’algébre topologique, o/ coincide avec & (G; B®).

Démonstration. Cela découle de I’équivalence des assertions i) et iii) de la proposi-
tion 7.3.2 et du théoréme du graphe fermé (remarquer que & et &(G; B®)
s'injectent continiment dans 4). q.e.d.

Observons que &(G; B®) est un sous-espace dense de L'(G;B). En effet,
on peut identifier ¥ (G;B®) 4 #(G)® B® et I}(G;B) a L'(G)® B, tandis que

& (G) est dense dans L' (G) et que B est dense dans B. En joignant cette remar-
que au lemme 7.3.1 et au corollaire 7.3.3, on obtient:

Proposition 7.3.4. L'espace vectoriel ¥ (G; B®) est une sous-algébre dense et pleine
de L' (G; B) qui, munie de sa topologie d’espace de Fréchet, est une bonne algébre
topologique.

Les assertions du théoréme 2.3.3, a) découlent de cette proposition et du
théoréme A.2.1.

7.3.2. Démonstration de la proposition 7.3.2

i)=-ii). Cette implication découle de la conjonction des deux lemmes suivants.

Lemme 7.3.5. Soit N un entier naturel. Pour tout ac.</ et tout Yy €6 (G), l'applica-
tion ®,,, appartient a €~ (G x G x G; Ay).

Démonstration du lemme 7.3.5. 11 vient, pour tout (x, g,,8,)€Gx G x G

D,y 815 82)=Duli. 81, 0)x B, (WU, ).
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Or l’apBlication &, appartient él #°(GxGxG;A) et Tlapplication
(v g1 )~ B, (W *U,,)) appartient & ™(G x G; 4,). Le lemme découle donc du
lemme 7.1.3. q.ed.

Lemme 7.3.6. Soit ac.2/. Pour tout NelN, il existe a,, a, dans o/ et Y, Y,
dans €Y (G) tels que

a=a *Y+a*y,.

Démonstration du lemme 7.3.6. Soit D un opérateur différentiel invariant par
translation sur G et soit p son ordre. Si ae A4 et si I'application (g U, *a) (resp.
(gr—ax*Up) de G vers A est de classe C?, nous poserons:

Dxa=D,(a* ) ,-o(e4) (7.3.2)
ax*D=Dy(Uy*a)z=0 (7.3.3)

On vérifie aisément que, si Y appartient a €?(G), alors

(axD)x\y=axDy (7.3.4)
Yx(Dxay=Daxy (7.3.5)

De plus, si ¢, et ¥, appartiennent a %,(G) et satisfont a 1’égalité de distributions

Dy +y¥3=0,, (7.3.6)

alors
(axD)xy+axy,=a (7.3.7)
Y x(D*ra)+y,*xa=a. (7.3.8)

En effet, il découle de (7.3.4) que, pour toute Ye%.°(G), lidentité déduite de
(7.3.7) par multiplication (& droite) de ses deux membres par ¥ est satisfaite.
On établit de méme (7.3.8).

Si a appartient a &, alors Dxa et a+ D sont bien définis. De plus, on a

D,.p(X>81,82)=Dy [B\X(Um xa* Uy x ng)]|h=0

=Dy @y(1: 81,82+ Mn=0
et
DpualX;81,82)=Dp P, 81+ h, 82)h=0-

Ainsi, @,,, et ®,,, appartiennent 4 (G x G x G; A) et donc a*D et Dxa
appartiennent a .«/.

Soient N un entier naturel et a un élément de /. Il existe un opéra-
teur différentiel D invariant par translation sur G et des fonctions ¥, et ¥,
dans €N(G) telles que Pidentité (7.3.6) soit satisfaite: il suffit de le montrer
lorsque G=IR"; dans ce cas, on peut prendre, par exemple, pour D 'opérateur

n 2 P
<1 -3 —aax—2> , ou p>%(N +n), et pour ¥ le produit d’'une fonction de €°(IR")
i=1 0%
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valant 1 au voisinage de O et de la transformée de Fourier inverse de la fonction

4 -p
(1 + Y ff) sur R”. Il vient alors, d’aprés (7.3.7)
i=1

a=a xY +axy,
ou a,=axD et a,=a appartiennent 4 .&/. q.e.d.

ii)=iii). Rappelons que pour tout opérateur différentiel invariant D sur G, il
existe une fonction polynomiale P, sur G telle que

D, x(g)=Fy(g) x(g) (7.3.9)

et que l'application D+ P, établit une bijection entre opérateurs différentiels
invariants sur G et fonctions polynomiales sur G. Nous noterons y, le caractére
trivial de G.

Supposons que @, appartienne a ¥°(G x G x G; A,). Pour tout opérateur
différentiel D invariant par translation sur G, Papplication

GxG—>%,(G;B)
(gl’gz)H[Dz Qa(xa gl’gl +g2)]1=10

est alors de classe C*. Or on a

[Dx ¢a(X’ gl s gl +g2)]1=10(g)=ﬂ)(g) ﬁgi [a(gZ +g)]

Par conséquent, pour tout opérateur différentiel D' invariant par translation
sur G, I'application (g— P,(g)- D'a(g)) appartient & %,(G; B®). Cela montre que
a appartient & & (G; B®).

iii)=>1). Il vient, pour tout ac 4

D,(1,81,82) (8)=x(8) B, [alg2—g: +8))

Lorsque a appartient 4 #(G; B®), cette derniére expression est de classe C*®
en y, g, et g, et ses dérivées d’ordre donné par rapport aux variables y, g,
et g, ont leur norme dans B uniformément bornée par une fonction de g dans
L}(G). Par conséquent, @, définit une fonction de classe C*de G x G x G vers
I}NG;B)=A4. qed.

7.3.3. Démonstration de b)

Supposons maintenant que B soit une C*-algébre et que les automorphismes
B, soient des automorphismes d’algébre involutive. Rappelons quelques proprie-
tés de la C*-algébre produit croisé B><, G (cf. [P]):

i) Pour tout geG, le multiplicateur U, de L' (G; B) se prolonge par continuité
en un multiplicateur de B>« G, que nous noterons encore U.
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ii) Pour tout yeG, 'automorphisme BX est un automorphisme de l'algébre
de Banach involutive ['(G; B) et se prolonge donc en un automorphisme de
la C*-algébre B><; G. On définit ainsi une action f de G sur B><; G.

iii) Soient @, et ¢, des éléments de I*(G). L’application

L'(G; B)>%,(G; B)
Y@ 4P x @,

se prolonge par continuité a B><, G. Plus précisément, on dispose de I'inégalité
suivante (conséquence de [P], 7.7.5 et 7.7.7) pour tout Y €I} (G; B):

loi*d*pallw =W llce ll@rllez l@2lLzs (7.3.10)

ot ||+ |+ désigne la norme de C*-algebre de B>« G.

Nous allons montrer que si A désigne I'algébre B><; G, le lemme 7.3.1, la
proposition 7.3.2 et le corollaire 7.3.3 restent vrais, 'algébre .o/ €tant maintenant
définie comme 'ensemble des ¢léments a de B><; G tels que @, appartienne
A4*°(GxGxG; B><; G). Comme & (G; B®) est un sous-espace dense de B><; G,
puisque c’est un sous-espace dense de L'(G, B), lui méme dense dans B>, G,
il en découlera que la proposition 7.3.4 est elle-aussi encore vraie si 'on y
substitue B><; G 4 L'(G, B). Gréce au théoréme A.2.1, cela démontrera le théo-
réme 2.3.3, b).

Avec cette nouvelle définition de 7, les démonstrations du lemme 7.3.1
et du corollaire 7.3.3 restent valables sans aucune modification, de méme évidem-
ment que la démonstration de I'implication ii)=>iii) dans la proposition 7.3.2.
L’implication iii)=>1) découle de la méme implication dans le cas ou A=1I11(G; B),
puisque L' (G; B) s'injecte continfiment dans B><,; G. L'implication i)=>ii) découle
de la conjonction des deux lemmes suivants:

Lemme 7.3.7. Soient NeN, ae B><; G et ¢, ¢’ (G). Si l'application
G- B>, G
x—Bya

est de classe C¥N*4* 1, on d désigne la dimension du groupe de Lie G, alors @,,.,,,
appartient & CN(G x G x G; A,).

Lemme 7.3.8. Soit acs/. Pour tout NeN, il existe des éléments a;e et ¢;,
0:€BN(G), 1 <iL4, tels que

4
a=) @*a;*Q;.
i=1
La démonstration du lemme 7.3.7 repose sur le résultat suivant:
Lemme 7.3.9. Soient ¢, ¢'€%.(G) et aec B> G. Si I'application

arf,a
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est de classe C**!, alors pxax¢’ appartient @ Ay. De plus, pour toute base
(X, ..., X,) de l'algébre de Lie de G (considérée comme espace d ‘opérateurs diffé-
rentiels sur G) et pour toute partie compacte K de G, il existe CeR* tel que,
si

supppcK et suppo’ Kk,

alors!’

d+1

M¢uw¢wgcu¢mw¢wuhaMA-zHXP%wamam=wg} (7.3.11)

i=1

Démonstration du lemme 7.3.9. Observons que I'algébre des éléments de 1 (G; B)
de classe C?*! sous I'action J est dense dans I'algébre de Banach des éléments
de B><; G de classe C**! sous l'action B: on établit cela en approchant un
élément de ce dernier espace par un élément de L!(G; B), puis en «régularisant
celui-ci par convolution», comme au n° 3.2. Par conséquent, il suffit d’établir
linégalité (7.3.11) lorsque (x+ B, a) appartient a ¢**'(G; L*(G; B)). Dans ce
cas!® cest une conséquence immédiate de P'inégalité (7.3.10) et du fait que
si b appartient a %,(G; B) et si (x> f, b) appartient & €°*1(G; %,(G; B)), alors
b appartient & L!(G; B) et

d
wm§MUmu+zww“aHmwm}
i=1

ou M désigne une constante positive indépendante de b. Cette dernicre égalité
découle a son tour du fait que, avec la notation (7.3.9), la fonction

d -1
[1+ Y |PX?H|] appartient 2 I}(G). q.e.d.

i=1

Démonstration du lemme 7.3.7. Le lemme 7.3.7 découle du lemme 7.3.9 et de
I'identité suivante:

¢¢ta*(p'(X’ 81> g2):3x(l]g1 *(p)*ﬁx(a)*ﬁx((p/* U;;)

En effet, les applications

(X’ gl)Hﬁx(Ug, *(P) et (X’ g2)HBx((p,* ngz)

appartiennent a €™ (G x G; I?(G)); les supports de B,(U,, *¢) et B,(¢'*U,,) sont
inclus dans un compact fixe de G lorsque g, et g, décrivent un compact; enfin,
l'application

(x— (BB @)
appartient a ¢V(G; ¢ 1(G; B><; G)). qed.

17 Rappelons que |||*||| désigne 1a norme ||, + || * ||, sur Ao.

18 L.a réduction A ce cas particulier n’aurait pas été nécessaire si Pon avait précédemment établi
que B><, G s'identific 4 un sous-espace d’un espace de distributions a valeurs vectorielles sur G
contenant %,(G; B).
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Démonstration du lemme 7.3.8. Nous suivons une méthode analogue a celle utili-
sée pour établir le lemme 7.3.4.

On vérifie aisément que, avec notre nouvelle définition de 7, les formules
(7.3.2) et (7.3.3) définissent des éléments axD et Dxa de o pour tout ¢lément
a de o/ et tout opérateur différentiel D invariant par translation sur G, et que
I’égalité (7.3.6) entraine encore les égalités (7.3.7) et (7.3.8).

Choisissons donc un opérateur différentiel D invariant par translation et
Y1, ¥, dans €Y (G) tels que

Dlﬁ1+l/12=50.

D’aprés ce qui précéde, on dispose alors de Iidentité suivante, qui établit le
lemme:

a=yx[Dx(ax D))+, +,x(axD)*xy,
+Y x(D*a)xy, +y xaxy,. qed

8. Applications a la géométrie différentielle non commutative

Dans cette section, nous présentons deux applications du théoréme 2.2.1 4 la
géomeétrie différentielle non commutative au sens de Connes (¢f. [Co2], [Co3]),
afin d’illustrer 'usage des critéres de comparaison en K-théorie, discuté dans
Pintroduction. Ces applications ne sont discutées ici que briévement, quoiqu’elles
soient susceptibles de nombreux développements, sur lesquels nous comptons
revenir plus tard.

8.1. La classe fondamentale transverse associée a une action de Z" sur une variété
(cf. [Co3])

Dans ce numeéro, nous utilisons les notions de n-cocycle cyclique et de n-trace
définies par Connes dans [Co2] et [Co3]. En particulier, nous faisons appel
aux faits qu'un cocycle cyclique peut étre défini au moyen d’'un morphisme
vers une algébre différentielle graduée munie d’une trace graduée fermée et qu'un
n-cocycle sur une algébre A4 (resp. une n-trace sur une algébre de Banach 4)
détermine un morphisme de K,(4) vers C, si 1 désigne la classe de n modulo
2.

Soit V une variété différentiable compacte orientée de dimension n et soit
I' un groupe discret agissant sur V par difféomorphismes préservant 'orientation.
Rappelons une construction due a Connes ([Co 3]).

L’action de I' sur V détermine naturellement une action de I' sur €*(V)
et sur €(V). On peut donc considérer les algébres produits croisés €,(I"; €(V))
(26.(VxT)), INT;€(V)) et €(V)><,q . Lalgébre €.(I'; €(V)) contient €2(V
x I') comme sous-algébre dense; nous la noterons aussi €*(V)><, I, car elle
s'identifie au produit croisé «algébrique» de ¥ (V) par I', formé des applications
de support fini de I" dans €= (V). Soit Q'(V) l'espace des formes différentielles
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C* de degré i sur V. L’action naturelle de I' sur 'algébre graduée Q* (V) commute
avec la différentiation extérieure d et laisse invariante la «classe fondamentale»

@(V)-C

vV

Par conséquent, I'algeébre graduée produit croisé Q* (V)><, I' devient une algébre
différentielle graduée si on la munit de la dérivation d définie par

dw)(-,y)=d(w(-,y) Gel),
et Papplication

f: @'V, T>C
o [o(-,e)

est une trace graduée fermée sur cette algébre différentielle graduée. Nous note-
rons 7 le n-cocycle cyclique sur € (V)><, I définie par (2*(V)><, I', |). Explicite-
ment, pour tout (f°, 1, ..., f)e(@*(V)><,I)"* ', ona
t(fO SN =l0dft L df”
= X [0 A o) AGey) T A2 ()
Y0y Y€l V
Y0.--In=e

NPUR (78 PR ) I § A G}

Munissons V d’'une métrique riemannienne | ¢ || et posons pour tout yel’

ao(y)=logsup{lly”"Ell; Ee T*V, ¢l =1}

On vérifie aisément que a, est une fonction sous-additive de I' vers IR, et
que, pour tout (b',...,b") dans (€ (V)><,TI')", il existe CeR, tel que, pour
tout (x', ..., x"e(@* (V)>, I')", on ait

”‘xl'dbl'xz'dbz..-x"'dbnlécI_I “xi”(,,-i_,. 1)ap®
i=1

on | l(n=i+1)a, désigne la norme sur l'algebre de Banach Expy,_;4 14, (I'; € (V).
En particulier, pour toute fonction sous-additive a: ' - R, telle que a=na,,
le n-cocycle cyclique 7 sur € (V)><, I' définit une n-trace sur 'algebre de Banach
Exp,(I"; €(V)) et donc un morphisme de groupes

K, (Exp, (I';4(V))>C (A=nmod?2).
Lorsque l'injection

Expa (ra (g(V)) - (g(V)xred r



320 J.-B. Bost

détermine un isomorphisme en K-théorie, par exemple lorsque I' est un groupe
abélien de type fini (théoréme 2.3.2 et corollaire 2.3.4), nous obtenons par compo-
sition un morphisme de groupes

Kﬁ((g(V)xred F) - q:

Ce morphisme joue le r6le d’une classe fondamentale pour «’espace non commu-
tatif V/I'» (comparer a [Co3],§ 5 et 6).

8.2. L’indice d’un opérateur pseudo-différentiel d’ordre nul transversalement ellip-
tique relativement a une action de R"

8.2.1. Lapplication «indice» associée d un pré-module de Fredholm sur une algébre
produit croisé.

a) Soit B une algeébre de Banach, munie d’une action § (fortement continue
et isométrique) d’'un groupe abélien localement compact G. Soient de plus
H =H" @® A un espace de Hilbert Z,-gradué et % (H#)=L(H D L (H# ")
la C*-algébre des endomorphismes bornés de degré 0 de H#, et soient

¢: B L (K)
un morphisme d’algébres de Banach et
n: G— % ()

une représentation fortement continue (non nécessairement unitaire) de G dans
H.

Supposons que f5, ¢ et m soient compatibles, c’est-a-dire que, pour tout
(g, b)eG x B, on ait

n(g)ep(b)=@ (B, b)on(g).
Pour toute fonction sous-additive ae%(G; R . ) telle que
pourtoutgeG, e*®=|n(g)l, (8.2.1)
on dispose alors d'un morphisme continu d’algébres de Banach

@: Exp,(G; B)— % (X)
fe§olf@ln(g)dg.
G

Observons qu'il existe effectivement des fonctions sous-additives ae ¥ (G; R )
satisfaisant a (8.2.1). Cela découle des deux remarques suivantes:

(i) D’aprés la continuité forte de n et le théoréme de Banach-Steinhaus,
la fonction ||z |: g— | n(g)| est localement bornée sur G. De plus, ||| est semi-
continue inférieurement et, pour tout (g,, g,)€G% on a

Imll (81 g2) = Il (g1)- =l (g2).
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Ainsi, log ||| et donc max (0, log ||z ||) sont des fonctions sous-additives borélien-
nes.

(ii) Pour toute fonction sous-additive borélienne a,: G—IR ., il existe une
fonction ae¥(G; IR ,) telle que a=a,. En fait, on peut méme trouver une telle
a telle que de plus a—ag, soit bornée; comme on le vérifie aisément, il suffit
de poser pour cela

a=yxao+ [ Y(h)ag(h)dh

ou i est un élément de %.(G; R ,) tel que

[o(gdg=1.
G

b) Supposons de plus qu’il existe un opérateur Fe () et une sous-algébre
dense € dans %,(G; B) tels que, lorsque 5 est muni de 'action de ¥ définie
par la restriction a4 € de @, le couple (o, F) soit un pré-module de Fredholm
(pair) sur %, au sens de [Co2], p. 305, c’est-a-dire que

1) F soit un opérateur sur # de degré f impair, i.e. s’écrivent

15
F, 0
ouF el (H, ,H et F_eL(H_,H,);

2) pour tout ae¥, ®(a)(F?—1) et [F, $(a)] soient des opérateurs de &£ (H)
compacts.

Il découle immeédiatement du fait que les opérateurs compacts de 3# forment
un sous-espace fermé¢ de £ () que, pour toute fonction sous-additive
ac¥(G;R,) telle que a=log|n||, le couple (#, F) est un pré-module de Fred-

holm sur Exp,(G; B). Pour toute a de ce type, on peut donc définir (¢f. [Co3],
Proposition 5, p. 307) un morphisme de groupes

Ind i,y Ko(Exp,(G; B)™)—>Z, (8.2.2)

en associant a la classe d’un idempotent e de M,,(Exp,(G; B)~) I'indice de I'opéra-
teur de Fredholm

M, (3) (@] (F, ®dp)e L(E, ,E_)
ou
E.=[M,(@) (@] (#*C").

On observera que la construction précédente ne fait pas réellement intervenir
le choix d’'un produit scalaire hilbertien spécifique sur #, mais seulement la
structure d’espace vectoriel topologique (hilbertisable) de #.

Par ailleurs, I'invariance par homotopie de I'indice d’un opérateur de Fred-
holm montre que, si pour tout tef0,1], F, est un opérateur dans &£ (#) tel
que (3, F) soit un pré-module de Fredholm sur € et si application (t— F)
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de [0, 1] vers .Z () est continue lorsque .Z (#) est muni de la topologie normi-
que, alors le morphisme Ind, f, est indépendant de t.

¢) Lorsque de plus G est un groupe abélien élémentaire, que B est une C*-
algebre et que, pour tout geG, B, est un automorphisme de C*-algébre, on
peut composer le morphisme «indice» (8.2.2) avec les isomorphismes inverses
des isomorphismes

Ko (Exp,(G; B))— K,(L'(G; B))

et

Ko(L'(G; B)— Ko (B><; G)

établis dans le théoréme 2.3.2 et dans le corollaire 2.3.4, et Yon définit ainsi
un morphisme «indice»

Ind 4 5y Ko(B><; G)—Z.

Les constructions qui précédent s’étendent, mutatis mutandis, aux modules
de Fredholm impairs, et permettent d’associer a un pré-module de Fredholm
impair sur ¥ un morphisme «indice» a valeurs dans Z défini sur K, (Exp,(G; B))
ou K (B><; G).

8.2.2. Lindice d 'un opérateur transversalement elliptique.

a) Soit V une variété différentiable compacte munie d’une action de classe
C® d’un groupe de Lie G, et soient E* et E~ deux fibrés vectoriels de classe
C*, G-équivariants, sur V.

L’action de G sur V, E* et E- détermine naturellement une action de G
sur B=%(V) et des représentations de G dans les espaces hilbertisables I>(E™")
et I?(E™) des sections de classe I? de E* et E~, compatibles avec I'action
par multiplication de € (V) sur I?(E*) et [?(E™).

En posant B=%(V) et #*=I1?(E*), nous sommes donc dans la situation
de 8.2.1.a).

b) Soit de plus D un opérateur pseudo-différentiel d’ordre 0, opérant de
I?(E*) vers I?(E™). Supposons que I'action de G soit localement libre et que
D soit transversalement elliptique relativement au feuilletage de V défini par
I’action de G, c’est-a-dire que le symbole transverse de D, défini comme la restric-
tion du symbole principal (D) de D au fibré conormal a ce feuilletage, soit
invariant par I’action de G et inversible hors d’'un compact. Soit Q un opérateur
pseudo-différentiel de degré nul, opérant de I?(E~) vers I*(E*) et possédant
o(D)”! comme symbole transverse en dehors d’'un compact et soit

b ol

Il découle de [Co2], lemma 3, p. 294, que (5, F) est un pré-module de Fredholm
sur la sous-algébre €°(G; €< (V)) (=" (G x V)) de 4.(G; B).
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Nous sommes ainsi dans la situation de 8.2.2.b), et nous pouvons donc con-
struire une application

Ind 4 ry: Ko(Exp,(G; € (V) —>Z

pour toute fonction ae%(G;IR,) sous-additive suffisamment grande. D’aprés
la remarque a la fin de 8.2.2.b), cette application ne dépend que de la classe
d’homotopie du symbole principal transverse de D.

c) Lorsque, en outre, G est un groupe abélien élémentaire, nous sommes
dans la situation du 8.2.3.b), et nous disposons donc d’un morphisme «d’indice
transverse»

Indy=Ind 4 p: Ko(€(V)aG)>Z

ne dépendant, lui aussi, que de la classe d’homotopie du symbole principal
tranverse de D.

Rappelons que, pour un tel G, le groupe K (% (V)><G) se calcule en termes
des groupes K*(V) et de l'action de G sur ces groupes (Pimsner-Voiculescu,
Connes). Par exemple, si G=IR", il existe d’aprés [Co 1] un isomorphisme canoni-
que

T KN(V)— Ko (6 (V)=<G),

ou 11 désigne la classe modulo 2 de n. Dans ce cas, il est possible de donner
une expression purement topologique du morphisme composé Ind,-.7. Notons
N* le fibré sur V conormal a Paction de G, = 'application canonique de N*
sur V et [D] I'élément de K2(N*) défini par (o(D)y., n*E*, 7*E™). On peut
alors établir la formule de I'indice suivante:

Pour tout FeK"(V),ona

Indyo7 (F)=<(n*td(N* ®g €)-ch[D]-*ch F,[N*]>

ou td et ch désignent respectivement la classe de Todd et le caractére de Chern,
et [N*] la classe fondamentale de N* (convenablement orient¢).

Nous présenterons ailleurs la démonstration de cette formule, ainsi que la
généralisation des constructions précédentes aux complexes d’opérateurs
pseudo-différentiels (d’ordre non nécessairement nul) transversalement ellipti-
ques.

Remerciements. Je remercie Alain Connes pour ses questions et ses remarques sur ce travail, et

Stéphane Hoguet pour de nombreuses discussions sur la théorie des fonctions de plusieurs variables
complexes.

Appendice

A.1. Bonnes algébres topologiques et K-théorie

A.1.1. Soit A un anneau’. Notons 2(4) I'ensemble des classes d’isomorphisme de 4-modules projectifs
de type fini. Muni de I'opération de somme directe, c’est un monoide commutatif. Le groupe Ky (A4)
est, par définition, le groupe abélien symétrisé de ce monoide.

! Nous utilisons la terminologie classique, suivant laquelle un anneau posséde nécessairement une
unité, et les morphismes d’anneaux préservent les unités.
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Un morphisme d’anneaux ¢: 4 — B détermine par extension des scalaires un morphisme de
monoides ¢,: #(A)— P (B) et donc un morphisme de groupes ¢,: Ko(4) - Ko(B). On construit
ainsi un foncteur K, de la catégorie des anneaux vers celle des groupes abéliens.

Soit A4 une algébre (sur €). Rappelons (cf. n° 2.1) que 'on note A I"algébre déduite de 4 par
adjonction d’une unité. L’algébre quotient 4/4 s’identifie canoniquement & €. On dispose ainsi d’une
suite exacte

0»A0d—2 ,C-0,

qui est scindée: le morphisme d’algébres ¢, admet comme rétraction r,: € — 4, définie par r,(1)=4lj.

Lorsque A4 posséde une unité, A sidentifie 4 'algébre 4@ € et ¢, 4 la seconde projection 4 ®C
—C, et donc K,(A) s'identifie au noyau de & 4,:Ko(4)— Ko(@)=Z. On étend la définition de K,
aux algébres (sur €) sans unité en posant, pour toute algébre 4, Ko(4)=ker ¢,.

Si ¢: A— B est un morphisme d’algébres (sur €), non nécessairement uniféres, alors ¢: 4 — B
est un morphisme d’anneaux et ggo@=¢,4 (cf. n°2.1), de sorte que la restriction a Ko(4) de &,
définit un morphisme de groupes abéliens ¢,: Ko(4)— Ko(B). On construit ainsi un foncteur de
la catégorie des algébres (sur €), non nécessairement uniféres, vers la catégorie des groupes abéliens.

A.1.2. Nous dirons qu’une algébre topologique unifére 4 est une bonne algébre topologique si A~}
est ouvert dans A et si Papplication (a~a"!) de A~ vers A est continue. Nous dirons qu’une
algébre topologique sans unité A est une bonne algébre topologique si A est une bonne algébre
topologique. Nous appellerons bonne algébre de Fréchet toute bonne algébre topologique qui, en
tant qu'espace vectoriel topologique, est un espace de Fréchet.

Toute algébre de Banach est une bonne algébre topologique. Il n’en va pas de méme des algébres
de Fréchet. Par example, I'algébre 4=@(D(0;1)) des fonctions holomorphes sur le disque D(0;1)
devient une algébre de Fréchet si on la munit de la topologie de la convergence uniforme sur les
compacts de D(0; 1). Toutefois, 4~ * n’est pas ouvert: la fonction (z+>z~ 1) est un élément inversible
de A, et est limite dans 4 de la suite ((z — z — 1+ 1/n)),n d’éléments non inversibles.

En décomposant les matrices proches de I'identité en produit de facteurs élémentaires et d’une
matrice diagonale (¢f. [Sw], corollary 1.2), on établit la proposition suivante:

Proposition A.1.1. Si A est une bonne algébre topologique, alors pour tout neIN*, M ,(A) est une bonne
algébre topologique.

A.1.3. Soit 4 une bonne algébre topologique avec unité, et soit neIN*. A tout idempotent e de
M, (A) est associé un élément de 2(A), a savoir la classe du A-module e4”. Deux éléments e et
€’ de la méme composante connexe de Idem M, (A4) déterminent le méme élément de #(A). En effet,
si ¢ est suffisamment proche de e, alors u=e'e+(1—¢')(1—e) appartient & un voisinage connexe
Q de 1 dans 471, donc ¢ =ueu" ! appartient 4 une partie connexe de Idem M,(4) contenant e.

On définit ainsi des applications

no(Idem M, (4)) > Z(4),
compatibles avec les applications
no(ldem M, (A4)) - no{ldem M, . ; (4)).

déterminées par les morphismes

in: Mn(A)—’ Mn+l(A)
o o
ar—>
0 0

lim 7o (Idem M ,(4)) —» 2(4)

L'application
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qui s'en déduit est une bijection. Elle est en effet surjective, puisque tout A-module projectif de
type fini est, par définition, facteur direct d’'un module isomorphe & A" donc isomorphe 4 un module
de la forme e 4", ou ecldem M, (A). Prouvons qu’elle est injective.

Soient donc e et ¢ deux idempotents de M,(A4) et soit ¢: eA” —» ¢’ A" un isomorphisme de A-
modules. En regardant eA4” et ¢’ A" comme des facteurs directs de A", on voit qu'il existe pee’ M,(4)e
et geeM,(A)€ tels que pg=e¢’, qp=e et que, pour tout (ceA" et nee’ A", o (E)=pleto ' (n=qn.

Posons alors

“=(1p ‘“e') (€M, (4).
L

Un calcul immédiat montre que u est inversible, d’inverse

)
1-¢ p /)

o e

0 0 “\o o)
(e’ 0)_<u O>(e 0)(u 0)—1
0 o 0 «Y\0o o/\0 u!

prouve que ¢’ et e définissent les mémes éléments de 1_1_13 no(Ildem M, (A)). En effet, (g (3 1) appartient
u

et que

L’égalité dans M ,,(A4)

4 la composante neutre de GL,,{A4), comme le montre la décomposition

u 0)_(1 1 ( 1 0)(1 —1)(1 1~—u")( 1 0)
0 w0 tlu—-t tflo 1/0 1 Su—u? 1)
Si A et B sont deux bonnes algébres topologiques, tout morphisme d’algébres continu ¢: 4 —+ B
détermine des applications

7o (My(@): mo(Idem M,,(4)) — no(Idem M,,(B)),

donc, par passage aux limites inductives, une application 2(4) - 2(B). Cette application coincide
avec celle définie par 'extension des scalaires de 4 a B déterminée par @.

A.1.4. Soit 4 une bonne algébre topologique avec unité. Posons

jn: GLn(A)—)GLn+1(A)
(e 0
am(0 o)

Le groupe de K-théorie topologique K, (4) est défini comme la limite inductive du systéme de groupes
7o(jn): To(GLA(A4) > o(GLy+1(4)), nelN*.

C’est un groupe abélien (¢f. [T 1], p. 147). )

Le groupe K,(A) sidentifie canoniquement 4 K,(A4), et 'on étend la définition de K, en posant
K (A)=K,(A) si A est une bonne algébre topologique sans unité.

Si A et B sont deux bonnes algébres topologiques, tout morphisme d’algébres continu ¢: A » B
détermine des morphismes de groupes continus

M,(@): GL.(4)~ GL,(B),
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compatibles au plongement de GL, dans GL,,,, donc, par passage aux limites inductives, un mor-
phisme de groupes

940 Ki(A)— K, (B).

On construit ainsi un foncteur K, de la catégorie des bonnes algébres topologiques, non nécessaire-
ment uniféres, avec comme morphismes les morphismes d’algébres continus, vers la catégorie des
groupes abéliens.

A.15. Les bonnes algébres topologiques séparées localement convexes et complétes forment une
catégorie d’algébres naturelle sur laquelle définir des foncteurs de K-théorie «topologique» K, et
K. Par exemple, la démonstration classique de 'isomorphisme de périodicité de Bott pour les algébres
de Banach (¢f. par exemple [T1], § 9 ou [Ka], § II1.1) s’étend immédiatement aux bonnes algébres
topologiques séparées, localement convexes et complétes. Cela tient au fait que I'on dispose d’un
calcul fonctionnel holomorphe dans une telle algébre.

Indiquons les grandes lignes de la construction de ce calcul fonctionnel, qui suit en fait la construc-
tion classique du calcul fonctionnel holomorphe dans une algebre de Banach.

Soit a un élément d’une bonne algebre topologique A, séparée, localement convexe et compléte,
et soit Sp a son spectre dans 4. C’est une partie compacte de €. Notons ¢(Sp a) I'algébre des germes
de fonctions holomorphes au voisinage de Sp a. Pour tout fe@(Sp a), on peut trouver un voisinage
ouvert % relativement compact de Spa, & bord C®, et une fonction F définie et holomorphe sur
un voisinage ouvert de %, dont f soit le germe. Il découle du théoréme de Cauchy que 1'élément
de A

5}[_1'5?‘.; F(z)(z—a)~ldz

ne dépend que de f et a. On le note f(a). Il vient
fla)ed <> f(0)=0.

De plus, le calcul fonctionnel holomorphe satisfait aux propriétés suivantes:
i) L’application
OSpa)—> A
ffla)

est un morphisme d’algebres uniféres.
ii) Soit 2 un ouvert de € et soit f une fonction holomorphe sur Q. L’ensemble

V={aeA|Spac=Q}
est ouvert dans A4 et I'application?

V- A
amf(a)

est continue.

A.2. Isomorphismes forts en K-théorie

A.2.1. Soient A et B deux bonnes algébres et ¢: A — B un morphisme d’algébres continu. Nous
dirons que ¢ détermine un isomorphisme fort en K-théorie si, pour tout neIN*, les applications

M, (¢): Idem M, (4)— Idem M, (B) (A2.)

et
M,(@): GL,(4)— GL,(B) (A22)

2 Nous notons abusjvement par f le germe dans O(Sp a) défini par f.
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sont des équivalences d’homotopie. L'application
B P(A)»2(B)
est alors bijective et les applications
oy Ki(d)>K;(B) (i=0,1)

sont des isomorphismes.
On vérifie aisément que si (A.2.1) est une équivalence d’homotopie, alors il en va de méme
de

M., (): Idem M, (d) - Idem M, (B). (A23)

Réciproquement, lorsque A et B possédent une unité et que @(1,) =1, lapplication (A.2.1) est une
équivalence d’homotopie si (A.2.3) en est une. De plus, toujours lorsque ¢ est un morphisme d’algébres
uniféres, 'application (A.2.2) est une équivalence d’homotopie si et seulement si

M, (¢): GL,(4)~ GL,(B)
en est une.
Tlustrons par deux exemples la notion d’isomorphisme fort en K-théorie.
Soit 4 une bonne algébre topologique.
L’algébre ([0, 1]; 4), munie de la topologic de la convergence uniforme, est une bonne algébre
topologique. On vérifie sans peine que, pour tout te[0, 1], le morphisme d’algebres

re 4(0,1];A)— A

ar—a(t)
détermine un isomorphisme fort en K-théorie, et qu’il en va de méme du morphisme

it A-€([0,1]; A)
ar-(ta).
En fait, les applications
M,(7): Idem M, (#([0,1]; 4)~)— M,(4)
et
M, (0): Idem M, (A)— Idem M, (4([0, 1]; A)~)

d’une part, et

M,(F): GL,(¥([0,1]; A)™)— GL,(A)
et

M,(@): GL,(A)— GL(%([0,1]; 4)7)

d’autre part, sont des équivalences d’homotopie inverses I'une de I'autre («invariance par homotopie
de la K-théorie»).
Soit j: A— M,(A) le morphisme d’algébres défini par

ia=(; °).

Les applications j, : K;(4) — K,(M,(A4)) (i=0, 1) déterminées par j sont des isomorphismes («invariance
par équivalence de Morita de la K-théorie»; cela découle aisément des définitions des foncteurs
K; données plus haut). Toutefois, en général, j ne détermine pas un isomorphisme fort en K-théorie.

T
Par exemple, si A=, n,(Idem A) a 4 éléments tandis que ny(Idem M,(4)) en a 6, de sorte que

ju: mo(idem A)~ no(Idem M, (A))
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ne peut étre bijective; en fait I'application
. —~. T —
Ja: P(A) - P (M,(4))
elle-méme n’est pas surjective.

A.2.2. Cette section est consacrée a la démonstration du résultat suivant (comparer avec [Sw], 2.2
et 3.1, [Ka], p. 109, [Co1] VL3):

Théoréme A.2.1. Soit ¢: A— B un morphisme continu de bonnes algébres de Fréchet. Si ¢(A) est
dense dans B et 5i 3~ Y (B~ Y)=A"", alors ¢ détermine un isomorphisme fort en K-théorie.

Nous dirons qu'un morphisme continu d’algébres topologiques uniféres ¢: A — B satisfait a
la condition (%) lorsque

(#1) ¢(A)est dense dans B;
(62) A" '=o NB™Y).

Proposition A.2.2. Soit ¢: A— B un morphisme continu d’algébres topologiques uniféres. Si B est une
bonne algébre topologique et si ¢ satisfait a la condition (%), alors, pour tout neIN*, le morphisme

M. (p): M,(4)—> M,(B)
satisfait a la condition (%).

Démonstration (cf. [Sw], lemma 2.1). Il est évident que M, (o) satisfait 4 (¥ 1). Montrons qu’il satisfait
a(%2).

Soit 4’ Talgébre topologique définie comme l'algébre 4 munie de la topologie la moins fine
faisant de ¢ une application continue. Comme B est une bonne algébre et que ¢ satisfait 4 (¢2),
A’ est une bonne algébre topologique. La proposition A.1.1 montre alors que M,(A’) est une bonne
algébre topologique. En particulier, M,(4")~" est ouvert dans M,(4’), i.e. GL,(A) est 'image inverse
par M,(p) d’'un ouvert de M,(B). Que M ,(¢p) satisfasse & (¥2) découle maintenant du lemme suivant
appliqué a M, (¢):

Lemme A.2.3. Soit y: C — D un morphisme continu d’algébres topologiques uniféres. Si y(C) est dense
dans D et s'il existe un ouvert non vide U de B tel que y~'(U)c=C™ Y, alors y "1 (D" YH)=C™ 1.

Démonstration. Soit xeC tel que W (x)e D~ '. Comme ¥/(C) est dense dans D, il existe x'e C tel que:
YY) UNUP ()™

Comme ¥ (xx') et Y (x'x) appartiennent a %, xx’ et x’'x sont inversibles dans 4, et donc x est inver-
sible. q.e.d.

Nous dirons gqu’une algébre topologique A satisfait & la condition (# (%)), ou % désigne un
voisinage ouvert de 0 dans A, s’il existe une application continue r: % — A telle que
(21 r0)=0;
(#2) Yxe¥,r(x)®—r(x)=x;
(R3) Vxe¥,VyeA, [x, y]=0=>[r(x), y]=0.

Toute algébre de Banach satisfait a la condition (#(%)) avec

U ={xeA|| x| <1/4}.
11 suffit en effet de poser

2n—-2)!

’(")_Z( V=

n=1
Plus généralement, on a:

Lemme A.2.4. Toute bonne algébre topologique séparée localement convexe compléte A satisfait a (R (%)),
avec

U ={xeAlSp x<=D(0; 1/4)}.
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Démonstration. On construit r au moyen du calcul fonctionnel holomorphe (¢f. A.1.5) en posant
r{x)=f(x), ou f est la fonction holomorphe sur D(0; 1/4) définie par f(@=(1—])/1+42z)/2 (on choisit
«la détermination de ]/» valant 1en 1). qed.

Lemme A.2.5. Soit A une bonne algébre topologique localement convexe. Supposons qu’il existe un
voisinage convexe U de O dans A tel que A satisfasse a (R(U)). Si Q2 est un voisinage ouvert convexe
de 0 dans A tel que, pour tout xeQ, 1—4x soit inversible (dans A) et que x(1 —4x)"' appartienne
a U, alors Idem A est un rétract par déformation stricte de

Vo={acAd|a—a*cQ}

et l'inclusion i: Idem A - ¥, est a fortiori une équivalence d "homotopie.

Démonstration. Soit r: % — A une application continue satisfaisant & (#1), (#£2) et (#3). Si #ev,,
alors (1 —2u)>=1—4(u—u?) est inversible et (u—u?) (1 —2u)~? appartient 3 %. Ainsi, on peut poser,
pour tout (¢, w)e[0, 1] x ¥5:

Fit,w)=u+(1—2uw)rltu—u?)(1—-2uw)"2].
1l vient, par un calcul trés simple:
F(t,w)—F(t,u)’ =(1—1t) (u—u?). (A2.4)

Par conséquent, F(t,u)—F(t,u)? appartient 4 Q et F est une application continue de [0,1]x ¥,
dans ¥5. Lidentité (A.2.4) montre aussi que F(1,.) envoie ¥, dans Idem A4, et on vérifie immédiate-
ment que, pour tout te[0, 1], F(t,.)oi=1d4., 4 tandis que F(0,.)=1d,. q.ed.

Proposition A.2.6. Soient E et F deux espaces vectoriels topologiques localement convexes métrisables,
V. E - F une application linéaire continue et V un ouvert de F. Si y(E) est dense dans F, alors

Yyt (V)

est une équivalence d "homotopie.

Démonstration. Il suffit de montrer que c’est une équivalence d’homotopie faible, puisque ¥~ (V)
et V ont mémes types d’homotopie que les CW-complexes, d’apreés [Mil].

Lapplication mo(y): molth ~ (V) = mo (V) est surjective, puisque toute composante connexe de
V est ouverte, donc rencontre y(E). Montrons qu’elle est injective. Soient x et y dans ¥ ~'(V) tels
que (x) et Y (y) appartiennent a la méme composante de V. Il existe une suite (t,)p<;<n de points
de V telle que to=y(x), t;=¢¥(y) et que les segments [#;_;,t;] (1Si<N) soient dans V. Comme
V est ouvert, il existe des voisinages Q; des ¢; tels que, si ueQ,_, et vef2;, alors le segment [, v]
est inclus dans V. Comme ¥ (E)=F, on peut trouver wi, ..., wy., dans " 1(V) tels que ¥ (w)eQ;.
Les segments [x, w1, [Wi,Wal, oo, [Wie 1, Wils .ovn [Wa—1, ¥] sont alors tous dans y ~!(¥), et donc
x et y sont dans la méme composante de ¥ ~ (V).

Montrons que, pour tout acy ~ ' (V) et tout ke IN*, 'application

m(P): m(y ™ (V); @) - (Vi Y (a)) (A25)
est bijective. Soit s un «point de base» sur la sphére $*. Posons

E,={pe¥(S% E)|p(s)=0},
E={pe%(8"; F)lp(s)=0},
Vit Ex—F,
p —ep
et
Vi={peF|VxeS" p(x)e V—y(a)}.
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Si E, et F, sont munis de la topologie de la convergence uniforme sur §*, alors E,, F,, , et V,
satisfont aux mémes conditions que E, F, § et V. Ainsi, d’apres la premiére partie de la démonstration,
I'application

Ui, Tl LK) = mo (W)

est bijective. Or ¥, s’identifie &

{oe¥ (S V)a(s)=y(a)}
par Papplication (p+— p + 1 (a)), et donc 7y (V) s'identifie a
(8" 5), (V¢ (@)] = m(V; ¥ (a).

De méme, 7o (Y5 * (V) s'identifie & n,(y ~* (v); @), tandis que no () devient I'application (A.2.5) aprés
ces identifications. La bijectivité de (A.2.5) découle alors de la premiére partie de la démonstra-
tion. q.ed.

Lemme A.2.7. Soit ¢: A — B un morphisme continu de bonnes algébres topologiques localement convexes
métrisables uniféres satisfaisant a (). S'il existe un voisinage % de 0 dans B tel que B vérifie (R(%))
et A vérifie (Z(¢ ™ *(@))), alors U'application

¢: Idem 4 - Idem B
est une équivalence d’homotopie.
Démonstration. Soient %, un voisinage convexe de 0 dans % et € un voisinage ouvert convexe
de 0 dans B tels que, pour tout xe®, 1 —4xeB ™! et x(1 —4x)~'e%,. L’ensemble ¢~ (%) est alors

un voisinage convexe de 0 dans ¢~ (%) et ¢~ '(2) est un voisinage ouvert convexe de 0 dans 4.
De plus, comme & satisfait 4 (%), il vient, pour tout xe¢ " 1(€Q),

1—-4xed™! et x(1—4x)"'ep (%)
Le lemme A.2.5 montre alors que les inclusions de Idem A4 et Idem B dans
Vo-rm={acdla—da’eo 1 (Q)},
et

Vy={beB|b—beQ},

respectivement, sont des équivalences d’homotopie.
Par ailleurs, ¥,-1¢q =0~ (¥3), si bien que

@ Vo-rey— Yo

est une équivalence d’homotopie d’aprés la proposition A.2.6.
Le lemme découle maintenant de la commutativité du diagramme

Idem A —%— Idem B

| ]

v
Vo-rd— ¥a

q.ed.
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Démonstration du théoréme A.2.1. Pour établir que les applications
M, (¢): 1dem M, (A) - Idem M, (B)
sont des équivalences d’homotopie, il suffit de vérifier que les applications
M,($): My(A)— M,(B)

satisfont aux hypothéses du lemme A.2.7. Or M,(4) et M,(B) sont de bonnes algébres topologiques
localement convexes métrisables et M, (@) satisfait a (¥), d’aprés les propositions A.1.1 et A.2.2.
De plus, si 'on pose

U ={xeM,(B)|Sp x = B(0; 1/4)}

alors I'algébre M, (B) satisfait 4 (# (%)) d’aprés le lemme A.2.4, car cest une bonne algébre topologique
localement convexe compléte. De méme, M, (4) satisfait 4 (Z(J ~1(@))), puisque

¥~ @)= {xeM,(A)|Sp x< B(0; 1/4)};

en effet,
¥ M, (B) =M, (A

Griéce 4 la proposition A.2.6, cette derniére égalité et la densité de (M, (4)) dans M ,(B) montrent
aussi que

¥: GL,(A)— GL,(B)

est une équivalence d’homotopie. q.e.d.
A.2.3. Présentons maintenant quelques applications du théoréme A.2.1.

Proposition A.2.8. Soit A une bonne algébre de Fréchet et soit J une sous-algébre de A, munie d'une
topologie plus fine que la topologie de A, qui fasse de J une algébre de Fréchet.

1) S'il existe un entier n>0 tel que J"AJ"c J, alors J est bonne algébre topologique et une sous-
algébre pleine de A.

2) Si, de plus, J est dense dans A, alors le morphisme d’inclusion i: J < A détermine un isomorphisme
fort en K-théorie.

Observons que la condition dans 1) est satisfaite lorsque J est un ideal de 4.

Démonstration. Démontrons 1). D’aprés le théoréme du graphe fermé, 'application
P: I"xAxJ"—J

n n
@1, .r G bycys ey T ab-[la
i=1 i=t

séparément continue comme application a valeurs dans A, est séparément continue. Comme P est

une application multilinéaire sur un produit d’espaces de Fréchet, cela implique que P est continue.
La «plénitude» de J dans A découle de I'identité suivante, valable pour tout (x, )€ A x € tel

que x+4ed?

2n—1

Z (_1)ki—h—lxk]+l~2nxn(x+l)—l X",

k=0

(x+l)”‘=[

En effet, si xeJ, alors
2n—1

T (—DfaTE ke
k=0
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et
X"(x+A) 1 XPeS A =J"AJ"+ T < .

Cette identité, jointe & la continuité¢ de P, montre aussi la continuité de I'application (a—a™ ') de
J Y vers J.
L’assertion 2) est une conséquence immédiate du théoréme A.2.1. q.ed.

Proposition A.2.9. Soient A une algébre de Banach, G un groupe de Lie et (a);cc une action de G
sur 'algébre A, fortement continue et isométrique.

1) L'ensemble A® des éléments de A de classe C* sous 'action de G forme une sous-algébre
dense et pleine de A.

2) On définit des semi-normes sur A® associées aux éléments P de 'algébre enveloppante U (Lie G)
en posant

falp=ILP(g— =, ()] (eIl

Munie de ces semi-normes, A® est une bonne algébre de Fréchet.

3) Le morphisme d’inclusion i: A® < A détermine un isomorphisme fort en K-théorie.

Les assertions 1) et 2) découlent des propriétés classiques des éléments C* d’un espace de Banach
muni de Paction d’'un groupe de Lie. L’assertion 3) est une conséquence des assertions 1) et 2)
et du théoréme A.2.1.
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