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1. Introduction 

1.1. Un thkordme d'isomorphisme en K-thkorie 

Ce t r ava i l  a p o u r  o r ig ine  les q u e s t i o n s  su ivan t e s :  

Soient A e t  B deux algkbres de Banach et i: A--* B un morphisme d'algdbres 
continu, injectif et d'image dense. Que dire des applications 

i . :  K j ( A ) ~ K j ( B )  (j=O, 1) 

d~termin~es par i entre les groupes de K-thkorie topologique des algkbres A e t  
B? 

(Q) En particulier, les applications i.  sont-elles des isomorphismes ? 
L a  r6ponse  ~ ce t t e  de rn i6 re  q u e s t i o n  est  n6ga t ive  en g6n6ral ,  c o m m e  le m o n -  

t ren t  des  e x e m p l e s  s imples  (cf n ~ 1.2). Tou te fo i s ,  il i m p o r t e  de  connai ' t re  des  

cri t6res su r  i a s s u r a n t  que  les a p p l i c a t i o n s  i .  s o n t  des i s o m o r p h i s m e s ,  p a r  e x e m -  
ple l o r s q u e  l 'on  a p p l i q u e  la  K - t h 6 o r i e  des  a lg6bres  de  B a n a c h  h l ' 6 tude  des  
r ep r6 sen t a t i ons  d e s  g r o u p e s  o u  ~ la <<g6om6trie diff6rent iel le  n o n  commuta t ive )>  

(cfi [ C o 2 ] ,  [ C o 3 ] ) .  
D a n s  ce t  ar t ic le ,  nous  p r6 sen tons  un  tel c r i t6re  adap t6  ~ ce g e n r e  d ' a p p l i c a -  

t ion.  N o t r e  r6su l ta t  p r inc ipa l  est le s u i v a n t :  
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Th6or6me 1.1.1. Soit B une algkbre de Banach complexe, munie d'un groupe 
un paramdtre, fortement continu, d'automorphismes d'algdbre isom~triques (~t)~r~. 
Soit I un intervalle compact de ~-, contenant O, et soit (9(1) la sous-algkbre dense 
de B formOe des ~l~ments x tels que ~(x), comme fonction de t, admette un prolonge- 
ment holomorphe sur ]R + i[ et continu sur IR + iI. Einjection d'algkbres i: (9 (I) ~ B 
d~termine des isomorphismes 

i ,:  Kj((9(I))~Ki(B) (j=O, 1). 

La d6monstration du th6or6me 1.1.I est inspir6e directement des m6thodes 
de la th6orie des fonctions de plusieurs variables complexes. En fait, le th6or6me 
1.1.1 appara~t comme un avatar du ~principe d'Oka)~, affirmant, que sur une 
vari6t8 analytique complexe de Stein, les obstructions ~ construire certains objets 
analytiques (sections ou isomorphismes de fibr6s, par exemple) sont de nature 
purement topologique (el n ~ 4.5 et 4.6). 

Dans les applications de la K-th6orie des alg6bres de Banach 6voqu6es plus 
haut, la question (Q) se pose naturellement avec, typiquement, pour B, une 
algSbre produit-crois6 d'une C*-alg6bre ou d'une alg6bre de Banach C par un 
groupe localement compact G et, pour A, une sous-alg6bre de B d6finie par 
des conditions de d6croissance ~ l'infini sur les 616ments de B, consid6r6s comme 
fonctions de G vers C. Le th6or6me 1.1.1, appliqu6 ~ l'action ~duale)~ de 
sur B d6finie par un morphisme de G dans lR, permet de montrer  que, pour 
certaines paires d'alg6bres A e t  B de ce type, rinclusion i: A ~ B d6termine 
des isomorphismes en K-th~orie (cf n ~ 2.3 et 7.2). 

Voici deux applications du th6orSme 1.1 qui illustrent ces remarques dans 
des cas tr~s simples. 

Exemple 1.1.2. Soit 

S'={z~llzl=l} 

et soit B l'alg6bre cg(S~)~, munie de la norme de la convergence uniforme. 
Soient par ailleurs Pl et P2 deux nornbres rSels tels que 0 < pl < 1 < P2, soit 

C= {zeff21p, ~ Izl ~ p2) 

et soit A la sous-alg6bre de cg(C) form6e des fonctions continues tp: C ~ 
holomorphes sur ~. L'alg6bre A est ferm6e dans cg(C) munie de la norme II" H 
de la convergence uniforme, donc (A, I]" H) est une algSbre de Banach. 

L'application i: A--*B qui associe fi une fonction dans A sa restriction ~t 
S 1 est continue, injective (d'apr6s le principe du prolongement analytique) et 
d'image dense (d'apr6s le thSor6me de Stone-Weierstrass). Le th6or~me 1.i.1 
montre que cette injection d6termine des isomorphismes entre groupes de K- 

Nous  notons ~r l'alg~bre des fonctions continues ~ valeurs complexes sur un espace compact 
X. 
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th6orie. En effet, on d6finit un groupe ~i un param6tre (~t)t~R, fortement continu, 
d'automorphismes isom6triques de B e n  posant 

(at f )  (z) = f (e -'tz), 

et on v6rifie ais6ment que, lorsque l = [ l o g p ~ , l o g  pz], la sous-alg6bre (9(1) de 
B s'identifie ~i alg6bre A. 

Exemple 1.1.3. Soit B l'alg6bre de convolution l ~ (Z). 
Soit par ailleurs R u n  nombre r6el > 0, et soit 

( +~ } 
A =  a , ) ~  z ~ e Rl"lla.l< + ~  �9 

On v6rifie ais6ment que A est une sous-alg~bre de B = 11 (~), qui munie de la 
norme I1" IIR d6finie par 

+o0  

]](an)llR = ~ eRl"lla,] 
. = - - o O  

devient une alg6bre de Banach, et que rinclusion i: A ~ Best  continue et d'image 
dense. 

Le th6or6me 1.1.1 montre ici encore que i induit des isomorphismes entre 
groupes de K-th6orie. En effet, l'alg6bre de Banach B e s t  munie d'un groupe 

un param6tre (~t)t~R, fortement continu, d'automorphismes isom6triques de 
B, d6fini par 

~t ( an) = ( eint an) 

et, si I =  [ - R ,  R], la sous-alg6bre (9(1) de B, associ6e ~t ce groupe ~i un param6tre, 
s'identifie fi l'alg6bre A. 

On observera que, via ta transformation de Fourier, cet exemple apparatt 
comme une variante du pr6c6dent. 

1.2. K-th~orie d'une algkbre involutive et de sa C*-alg~bre enveloppante 

Dans les applications, la question (Q) se pose souvent avec, pour  A, une alg6bre 
de Banach involutive et, pour B, sa C*-alg6bre enveloppante, C*(A). 

Ainsi, en ~g6om6trie diff6rentielle non commutative~ (cf. [Co2]  et I-Co3]), 
les cocycles et les modules de Fredholm obtenus par des constructions g6om6tri- 
ques naturelles sont d6finis sur des alg6bres de Banach involutives qui ne sont 
pas, en g6n6ral, des C*-alg6bres. Ces cocycles cycliques et ces modules de Fred- 
holm d6terminent des formes lin6aires sur la K-th6orie de ces alg6bres involuti- 
ves. Or, si A d6signe l'une de ces alg6bres, c'est la K-th6orie de la C*-alg6bre 
enveloppante C* (A), et non celle de A, qui est associ6e/l la topologie de ~d'objet 
non commutatifi~ repr6sent6 par A. Par consequent, la mise en relation des 
invariants de nature g6om6trique (cocycles cycliques) ou analytique (modules 
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de Fredholm,  indices) associ6s ~t une ((vari6t6 non commutative))  et de ses invari- 
ants topologiques condui t  h comparer  K ,  (A) et K ,  (C* (A))z. 

M o n t r o n s  par  un exemple que la quest ion (Q) ne poss6de pas en g6n6ral 
une r6ponse positive, m~me lorsque A est une alg6bre de Banach involutive 
commutat ive,  que Bes t  sa C*-alg6bre enveloppante  et que le morphisme canoni-  
que i: A ~ C*(A) est injectif. 

Exemple 1.2.1. Soit A l 'alg6bre de Banach de fonctions ho lomorphes  sur la cou- 
ronne C introduite dans l 'exemple 1.1.2. On  d6finit une involution * sur A, 
qui en fait une a l # b r e  de Banach involutive, en posant  

f* (z )  =f(z-). 

On  peut  mont re r  que le spectre de A, Sp A, s'identifie ~ C par  l 'application 
qui, /l un 616ment de C, associe l '6valuation en ce point  3 et que l 'action de 
l ' involution sur Sp A devient alors la conjugaison complexe sur C. Par  cons6- 
quent, la partie ferm6e Sph A de Sp A form6e des caract6res hermitiens de A 
s'identifie ~ C ~ =  [ - P 2 ,  - P t ]  u [Pl ,  P2]. I1 en d6coule que C*(A) est isomor-  
phe ~ c g ( C ~ ) ,  via la t ransformat ion de Gelfand, et que le morphisme i: 
A ~ C*(A) s'identifie au morphisme de restriction ~i C c~ ~ et est donc  injectif 
d 'apr6s le principe du pro longement  analytique. 

I1 vient ainsi 

Ko(C*(A))~_ K~ c~ff~),,, Z G Z 

K ,  (C* (A)) "~ K 1 (C ~ ~.) = {0}, 

tandis que, d 'apr6s l 'exemple 1.1.2, on a 

Ko(A)~_ K~ 

K I (A)~_ K I (S1)~_7Z. 

Par cons6quent,  l 'applicat ion 

i, : Kj(A) --* Kj(C* (A)) 

n'est pas surjective lorsque j = 0 et n'est pas injective lorsque j = 1. 

On  observera que, lorsque P2 = P i - 1 ,  A peut ~tre muni  d 'une seconde involu- 
t ion*, d6finie par  

2 A la fin de l'article (w 8), nous illustrons cette d6marche par deux exemples li6s aux (~structures 
transverses~) sur les vari6t6s. 
3 Cela d6coule ais6ment de la densit6 dans A des polyn6mes de Laurent. Ce r6sultat est ~t son 
tour une cons6quence imm6diate du th6or6me de Mergelyan, ou du corollaire 3.2.4 appliqu6 ~ l'action 
par translation de R sur cg($1) ~. cg(R/~E). 
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qui fait encore de A une algrbre de Banach involutive. Le spectre hermitien 
de A s'identifie alors ~i S 1, C*(A) s'identifie fi c~(Sl), et le morphisme i: A --* C*(A) 
s'identifie au morphisme de restriction ~i S 1 et drtermine donc des isomorphismes 
entre groupes de K-throrie topologique d'aprrs l'exemple 1.1.1. 

Ainsi, m~me si l'on n'a pas K , ( A ) ~  K.(C*(A)) en grnrral, le throrrme 1.1.1 
permet d'rtablir de tels isomorphismes pour certaines algrbres de Banach involu- 
tives. Les throrrmes, mentionnrs plus haut, sur la comparaison des groupes 
de K-throrie d'alg~bres produits-croisrs fourniront d'autres exemples de cette 
situation (cf n ~ 2.3 et 7.2). 

1.3. Crit~res d'isomorphisme en K-thdorie 

Nous rappelons maintenant deux throrrmes qui apportent une rrponse affirma- 
tive/l la question (Q), sous des hypotheses convenables, et nous discutons brirve- 
ment leurs relations avec le throrrme 1.1.1. 

1.3.1 Sous-alg~bres stables par calcul fonctionnel'holomorphe 

Commengons par le plus classique des critrres d'isomorphisme en K-throrie. 
Nous notons d - 1  le groupe des 616ments inversibles d'une algrbre unifrre 

d .  

Throrrme 1.3.1 (Swan, Karoubi;  cf [Sw], 2.2 et 3.1, [Ka],  p. 109, [Co 1], VI.3 
et infra throrrme A.2.1). Soient A et B deux alg~bres de Banach unifdres et 
soit p: A--* B un morphisme d'algkbres continu tel que p(1)= 1. Si p(A) est dense 
dans B e t  si A -  1 = p -  1 (B- 1), alors les morphismes 

p , :  Kj(A)-~Kj(B)  ( j=0 ,  1) 

sont des isomorphismes. 
En gSn6ral, on s'intSresse ~ des situations off p est injectif, et off A peut 

donc 8tre consid6r~e comme une sous-algSbre de B. La condition A -x 
= p - l ( B - 1 )  signifie alors que A est une sous-algdbre pleine de B, i.e. que tout 
816ment de A inversible dans B est inversible dans A. On exprime encore cette 
propriSt8 en disant que A est une sous-algSbre de B stable par calcul fonctionnel 
holomorphe. En effet, on vSrifie sans peine que cette propri~t6 est 8quivalente 

la suivante: 
Pour tout x dans A et toute fonction holomorphe f sur un voisinage du spectre 

de x dans B, l'dldment f (x), ddfini au moyen du calcul fonctionnel holomorphe 
dans B, appartient gt A. 

Le throrrme 1.3.1 est un rrsultat de base, dont la drmonstration ne fait 
appel qu'/t des proprirtrs 616mentaires des alg~bres de Banach (calcul fonctionnel 
holomorphe g une seule variable). I1 est frrquemment utilis6 lors de l 'rtude 
de la K-throrie des algrbres de Banach et des C*-algrbres (cf par exemple 
[Co l ] )  ou lors de ses applications (cf [Co2]  et [Co3]  pour des applications 
dans le contexte drcrit au drbut  du 1.2). Dans ce travail, nous y ferons appel 
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de nombreuses reprises, tant pour 6tablir que pour apptiquer le th6or~me 
1.1. 

On peut voir le th6orSme 1.3.1 comme un th6or6me de << r6gularisation , ,  
g6n6ralisant le fait que la K-th6orie d'une vari6t6 diff6rentiable compacte X 
peut ~tre d6finie indiff6remment au moyen des classes d'isomorphisme de fibr6s 
vectoriels continus ou des classes d'isomorphisme de fibr6s vectoriels de classe 
Ck(keN*). On retrouve en effet ce r6sultat en appliquant le th6or6me 1.3.1 au 
morphisme d'inclusion cgk ( x )  ~ cg ( X). 

Signalons enfin que la condition A - l = p  - I ( B - I )  sur le morphisme p est 
une condition assez restrictive. Par exemple, si A est une alg6bre de Banach 
involutive, B sa C*-alg6bre enveloppante et p: A---, B le morphisme canonique, 
cette condition exprime que A est une alg6bre symdtrique; elle n'est pas satisfaite 
en g6n6ral par l'alg~bre de convolution L 1 (G) d'un groupe localement compact 
G (elle n'est jamais satisfaite si G est un groupe de Lie semi-simple non compact 
et ne l'est pas non plus pour certains groupes de Lie connexes r6solubles; cf. 
[L-P]). Bien entendu, elle n'est pas non plus satisfaite en g6n6ral par le mor- 
phisme d'inclusion i: C(I)--* B dans le thbor6me 1.1.1; ainsi, dans l'application 
du th6or6me 1.1.1 consid6r6e en 1.1.2, off l'alg6bre B e s t  cg(S1), l'alg6bre C(I) 
s'identifie/t l'alg6bre des fonctions continues sur la couronne C et holomorphes 
sur ~, (9 (I)- 1 est form6 des 616ments de C (I) qui ne s'annulent pas sur C, tandis 
que i -  ~ (B-1) est form6 des 616ments de (9(I) qui ne s'annulent pas sur S t. 

1.3.2. Le thdor~me d'Arens, Eidlin et Novodvorskii et le th~or~me de Grauert 

Arens, Eidlin et Novodvorskii  ont 6tabli le th6orSme suivant (cf. [T2]): 

Th6or~me 1.3.2. Soit A une alg~bre de Banach unifkre commutative et soit X 
son spectre. La transformation de Gelfand 

if: A ~ cd(X) 

dktermine des isomorphismes 

~ , :  Kj(A)--~Kj(~(X))=KJ(X). ( j=O,  1). 

Indiquons comment ce th6or+me est reli6 ~ la th6orie des fonctions holomor- 
phes de plusieurs variables complexes et des vari6t6s de Stein. 

Soit H une partie compacte d'une vari6t6 de Stein t2, holomorphiquement 
convexe, et soit A la sous-alg+bre de Banach de Cg(H) adh6rence de l'alg6bre 
des fonctions sur H admettant un prolongement holomorphe sur un voisinage 
de H dans f2. On d+duit facilement les r6sultats suivants des th6or6mes classiques 
sur les vari6t6s de Stein (th6or6mes A et B; cf [Ho],  chapter VII): 

i) le spectre de l'alg6bre A s'identifie ~ l'espace H par l 'application qui, 
~i un 616ment z de K, associe l'6valuation au point z (cf [Ho],  theorem 7.2.10); 

ii) le groupe Ko(A) est le groupe de K-th6orie d6fini au moyen des classes 
d'isomorphisme de germes de fibr6s vectoriels holomorphes au voisinage de 
H. 
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Le th6or6me 1.3.2 montre alors que ce dernier groupe s'identifie au groupe 
K ~ (F), d6fini au moyen des classes d'isomorphismes de fibr6s vectoriels topologi- 
ques sur H. 

L'identification de ces deux groupes d6coule aussi d'un th6or6me de Grauert  
assurant l'existence et l'unicit6 d'une structure holomorphe sur tout fibr6 vecto- 
riel topologique au-dessus d'une vari~t6 de Stein (~principe d'Oka~; c f  [Gr],  
[Ca2] et [C-G]). En fait, la d6monstration du th6or6me 1.3.2 consiste h d6duire 
ce th6or6me du cas particulier que nous venons de consid6rer, c'est-h-dire h 
le d6duire du th6or6me de Grauert, fi l'aide du calcul fonctionnel holomorphe 
dans A. 

Le th6or6me 1.1 est lui aussi, nous l'avons d6jh mentionn6, un avatar des 
r6sultats classiques sur les vari6t6s de Stein, et plus particuli6rement du th6or6me 
de Grauert. On peut remarquer h ce propos que l'isomorphisme de l'exemple 
1.1.2, que nous avions d6duit du th6or6me 1.1.1, est aussi une cons6quence 
imm6diate du th6or6me 1.3.2 et de la d6termination du spectre de l'alg6bre 
B (d6crit dans l'exemple 1.2.1). Toutefois, notre d6monstration du th6orbme 1.1.1 
ne proc6de pas par r6duction h des 6nonc6s classiques - cela tient h ce que 
l'alg6bre B e s t  en g6n6ral non commutative - mais conduit h g6n6raliser divers 
r6sultats sur les fonctions analytiques aux 616ments des sous-alg6bres (9(I), c'est- 
h-dire aux 616ments de l'alg6bre B analytiques relativement au groupe h u n  
param6tre (~t)t~. 

Nos r6sultats sont d6crits avec plus de d6tails dans la prochaine section 
(w 2). La d6monstration du ~th6or6me principab) (th6or6mes 1.1.1 et 2.2.1) occupe 
les w 3 h 6. Nous pr6sentons ensuite des cons6quences de ce th6or6me concernant 
la K-th6orie des alg6bres obtenues par produit-crois6 (w 7). Nous terminons l'ar- 
ticle par deux applications de ces r6sultats h la ~g6om6trie diff6rentielle non 
commutative)~ (w 8). 

Les r6sultats de cet article ont 6t6 annonc6s, sous une forme moins g6n6rale, 
dans la note [Bo]. 

2. l~nonc6 des r6sultats 

2.1. Notat ions et d~finitions 

2.1.1. Pour toute ll;-alg~bre A, nous noterons A l'alg~bre d6duite de A par 
adjonction d'une unit6. Elle contient A comme id6al bilat6re et, comme espace 
vectoriel, est 6gale ~i la somme directe A ~ I12 la.  Si A est une alg6bre topologique 
(resp. une alg6bre de Banach, resp. une C*-alg6bre), .4 sera munie de la structure 
d'alg6bre topologique (resp. d'alg6bre de Banach, resp. de C*-alg6bre), telle que 
la bijection .4---A x ~ d~termin6e par cette d~composition en somme directe 
soit un hom6omorphisme. 

Nous noterons aussi Idem A rensemble des idempotents de A (c'est-h-dire 
l'ensemble des 616ments x de A tels que x2=x) ,  M , ( A )  l'alg+bre des matrices 
n x n h coefficients dans A e t ,  si A poss6de une unit6, GL,,(A) le groupe des 
616ments inversibles de M,,(A). 
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Pour tout morphisme de ~-alg6bres ~o: A ~ B, nous noterons 

~:  ~ / ~  

son unique prolongement en un morphisme de C-alg6bres unif6res et 

M, (~o): M n ( A ) ~ M , ( B )  

le morphisme entre alg6bres de matrices d6fini par 

Mn (qg) (ai~) 1 ~_ i, j <-. = (tp ( a i j ) )  1 < i, j < n '  

2.1.2. Par action d'un groupe localement compact G sur une alg~bre de Banach 
complexe A, nous entendrons une action fortement continue et isom6trique, 
c'est-~-dire une application 

~: G •  

(g, a ) ~  ~ a 

telle que: 
i) pour tout g~G, ct~ soit un automorphisme de l'alg~bre A, et pour tout a ~ A  

ling all = Ilall ; 

ii) pour tout (gl, g2)~ G2, ~gl o ~2 = ~g~ g2; 
iii) pour tout a e A ,  l'application (g~--~ga) de G vers A soit continue lorsque 
A est munie de la topologie normique. 

2.1.3. Nous dirons qu'un morphisme continu d'alg6bres de Banach complexes 
(ou plus g6n6ralement de bonnes alg6bres topologiques; cf. A.1.2) 

~o: A ~ B  

d~termine un isomorphisme for t  en K-th~orie, lorsque les applications 

M~(q3): Idem M,(~) ~ Idem M,(/~) 

et 

sont des 6quivalcnces d'homotopic pour tout entier n >_ 1. Les applications 

~a,: K ~ ( A ) ~ K ~ ( B )  (i=0, 1) 
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entre groupes de K-th6orie topologique d6termin6es par  tp sont alors des isomor-  
phismes (cf Appendice,  n ~ A.2 4). 

Pour  illustrer cette notion, signalons que les morphismes  p e t  cg des th6or6mes 
1.3.1 et 1.3.2 6tablissent des isomorphismes forts en K-th6orie. 

2.1.4. Rappelons  que l 'on appelle groupe ab61ien 616mentaire un groupe topolo-  
gique de la forme ~ " x  Z P x  (~/~t)Px F, oil F est un groupe ab61ien fini. Si 
G est un tel groupe, nous noterons  6~(G) son espace de Schwartz, et pour  
tout  espace de Fr6chet E, nous noterons  6~(G; E) l 'espace de Fr6chet 6~ t~ E. 
Cet espace s'identifie ~ l 'espace des fonctions f :  G ~ E de classe C oo telles que, 
pour  toute fonction polynomiale  P sur ~ " •  7Zp, consid~r6e de fa~on 6vidente 
comme fonction sur G, et tout  op6rateur  diff6rentiel D sur G invariant par  
translation, l 'application (x~--~P(x)Df(x)) de G vers E prend ses valeurs dans 
une partie born6e de E. La  topologie de 6a(G; E) est d6finie par  les semi-normes 

f~--~ sup II P(x) Df  (x) ll 
x ~ G  

of~ II. II, P e t  D d6crivent respectivement les semi-normes d6finissant la topologie 
de E, les fonctions polynomiales  sur ~-," x 7Zp et les op6rateurs diff6rentiels invari- 
ants par  translation sur G. 

2.2. Les alg~bres (9 (A, ~, F) et le thOorkme principal 

Soient A une alg6bre de Banach complexe et ~ une act ion de R "  sur A. Pour  
route partie compac te  et convexe F de R",  contenant  0 et d'int6rieur non vide, 
nous d6finissons la sous-alg~bre d~(A, ~, F) de A comme l 'ensemble des 616ments 
aeA tels que rappl ica t ion (t~--,cqa) de ~ "  vers A admette  un prolongement  
cont inu sur ~ "  + iF( c ~"), ho lomorphe  sur ~ "  + iF. Ce pro longement  est alors 
unique, et nous noterons  ct~ a sa valeur en z e ~ " +  iF. 

Munie de la norme II. lie d6finie par  

II a IIF = sup II ~z(a) ll, 
z e i F  

l 'alg~bre C(A, ct, F) devient une alg6bre de Banach (cf. n ~ 3.1). De plus, l 'alg~bre 
d~(A, ct, F) est dense dans A (cf. corollaire 3.2.4). 

La  plus grande partie de ce travail est consacr6e ~t la d6monst ra t ion du 
th6or6me suivant, qui g6n6ralise le th6or6me 1.1.1 : 

Th6or6me 2.2.1. Soit A une algbbre de Banach complexe munie d'une action ct 
de ~,~". Pour route partie compacte et convexe F de F,~", contenant 0 et d'int~rieur 
non vide, le morphisme d'inclusion 

i: d) (A,~ ,F)~ A 

d~termine un isomorphisme fort en K-th~orie. 

4 Les r6sultats sur la K-th6orie des alg6bres topologiques utilis6s dans ce travail sont rappel6s en 
appendice. Ces r6sultats sont 616mentaires; par exemple, nous ne raisons jamais appel ~i la p6riodicit6 
de Bott. Toutefois, nous avons souvent ~ consid&er, pour des raisons techniques, la K-th6orie d'alg6- 
bres topologiques qui ne sont pas des alg6bres de Banach et, faute de r6f6rence ad6quate sur ce 
sujet, il nous a paru pr6f6rable de rappeler explicitement divers r6sultats de base. 



270 J.-B. Bost 

La d6finition donn6e plus haut de l'alg6bre t~ (A, a, F) conserve un sens pour 
toute partie compacte F de R" contenant 0, non n6cessairement convexe, telle 
que/~ soit connexe et que F = ft. Toutefois, le gain de g6n6ralit6 que l'on obtient 
ainsi est illusoire. En effet, si F est une partie de JR" satisfaisant aux conditions 
pr6c6dentes et si F est son enveloppe convexe dans ~",  alors les alg6bres 
(9(A, ~, F) et (9(A, ~, t e) coincident (cf n ~ 3.4). Ce r6sultat est un avatar du th~o- 
r6me classique de Bochner affirmant que l'enveloppe d'holomorphie d'un tube 
dans IE ~ est son enveloppe convexe. 

2.3. Applications aux algdbres produits croisds 

Soit (B, II-II) une alg6bre de Banach, munie d'une action fl d'un groupe localement 
compact G. 

Choisissons une mesure de Haar / l  gauche dg sur G. On d6finit une structure 
d'alg6bre norm6e sur l'espace ~c(G; B) des applications continues/l support com- 
pact de G vers B e n  le munissant de la norme II. II 1 et du produit �9 d6finis 
par 

I1~0111 = SIt ~o(g)ll dg 
G 

et 

(q~* O) (g)= I ~o(h). ~. O (h -1 g) d h. 
G 

L'alg6bre de Banach produit croisd de B par G est par d6finition l'alg6bre de 
Banach D (G; B) d6duite par compl&ion de (eKe(G; B), [I. IJ 1)- Ses 616ments s'identi- 
fient/t des classes d'6quivalence (modulo 6galit6 dg - presque partout) d'applica- 
tions bor61iennes de G vers B. 

Pour toute fonction continue 

a: G - * R +  

sous-additive, c'est-~-dire telle que pour tout (gl, g2) ~G2 

a(g~ g2) < a(gl) + a(g2), 

on d6finit un sous-espace Exp,(G; B) de I2(G; B) par la condition de ~d~crois- 
sance exponentielle >> 

q~Exp~(G; B) r e" q~I2(G; B). 

On peut facilement montrer  que c'est une sous-alg~bre dense de D(G;B) et 
que, munie de la norme 11-II. d6finie par 

[Iq~tla= Ile"~o[ll, 

c'est une alg6bre de Banach (cf. n ~ 7.1). 
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En appl iquant  le th6or6me 2.2.1/l D (G; B) et Exp,(G;  B) munies d 'une  act ion 
de IR" convenable,  nous +tablirons au n ~ 7.2 les th6or6mes suivants. 

Th6or~me 2.3.1. Soit B une algObre de Banach munie d'une action d'un groupe 
localement compact G. Pour tout morphisme de groupes continu cb: G ~ N "  et 
toute fonction convexe et positivement homog~ne s H: ~ " ~ R + ,  le morphisme 
d 'inclusion 

EXpHo~(G; B) ~ L 1 (G; B) 

d~termine un isomorphisme fort en K-th~orie. 

Th6or6me 2.3.2. Soit B une alg~bre de Banach munie d'une action d 'un groupe 
localement compact G. Si G est extension par un groupe compact d'un groupe 
abdlien de la forme 7Zp x ]R q 6, alors, pour route fonction sous-additive 

le morphisme d 'inclusion 

a: G ~ R + ,  

Exp,,(G; B) ~ L 1 (G; B) 

ddtermine un isomorphisme fort en K-th~orie. 
Ce dernier th6or6me s 'applique no tamment  lorsque G est un groupe ab61ien 

616mentaire. 
Si Bes t  une C*-alg6bre et si les au tomorphismes  fig (geG) sont  des au tomor -  

phismes d'atg6bre involutive, nous  pouvons  consid6rer la C*-alg6bre produi t  
crois6 B > ~  G, c'est-~-dire la C*-alg6bre enveloppante de l 'alg6bre de Banach 
involutive obtenue en munissant  U(G; B) de l ' involution �9 d6finie, lorsque G 
est unimodulaire,  par  la formule 

f *  (g) = fig I f ( g -  1),3. 

Lorsque de plus G est un groupe ab61ien 616mentaire, le th6or6me 2.3.2 reste 
valable si l 'on y substitute fi L 1 (G; B) l 'alg6bre B>,~a G ou l 'alg6bre <<de Schwartz~r 
5P(G; B~). Nous  mont re rons  en effet au n ~ 7.3: 

Th6or6me 2.3.3. Soit B une algdbre de Banach munie d 'une action fl d 'une groupe 
abdlien dldmentaire G e t  soit B ~~ l'algdbre de Frdchet des dldments de B de classe 
C ~ sous l'action de G (cf. A.2.9.). 

a) L'espace vectoriel 5~(G;B ~) est une sous-algdbre de LI(G;B)  qui, munie 
de sa topologie d'espace de Frdchet, devient une bonne algdbre topologique (cf. 
A.1.2). Le morphisme d 'inclusion 

5a(G; B ~) ' - '  L ~ (G; B) 

est continu et ddtermine un isomorphisme fort en K-thdorie (cf. A.2.1). 

5 Par ~positivement homog~ne~, nous entendons que, pour tout (t, x)~R+ x R", on a H(tx)= tH(x). 
6 i.e. s'il existe une suite exacte de groupes topologiques { 1 } --* K ~ G ~ Z p x R q ~ { 1 } otl K est com- 
pact. 
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b) Lorsque de plus B est une C*-algdbre et que, pour tout g~G, fig est un 
automorphisme d 'alg~bre involutive, le morphisme d'inclusion 

~ ( G ;  B ~~ ~ B>~p G 

est continu et d~termine un isomorphisme fort en K-th~orie. 

Coroilaire 2.3.4. Soit B une C*-alg~bre munie d 'une action f d'un groupe ab~lien 
~l~mentaire G telle que les automorphismes fig (g~ G) de B soient des automorphis- 
mes d 'algbbre involutive. Le morphisme d 'inclusion 

I)(G; B ) ~  B>~p G 

d~termine alors un isomorphisme fort en K-th~orie. 
Les th6or6mes 2.3.1-2.3.3 s 'appliquent ~ l'6tude des <<structures transverses~ 

associ6es h l 'action diff6rentiable d'un groupe de Lie sur une vari6t6 compacte 
orient6e. Nous  montrerons au w 8 qu'ils permettent, par  exemple, d'associer 
toute action de Z N sur une vari6t6 diff6rentiable compacte orient6e V une <~classe 
fondamentale transverse>> d6finie sur K,(~(V)>JZY),  et de construire, pour  tout 
op6rateur D transversalement elliptique sur une vari6t6 diff6rentiable compacte 
V feuillet6e par  une action localement libre de RN, une fl6che d'indice 

IndD: Ko (c~(V)>~R N) ~ Z. 

Signalons que le th6or6me 2.2.1 admet  d'autres applications aux alg~bres 
produits crois6s que celles que nous venons de mentionner, motiv~es par la 
th6orie des repr6sentations des groupes de Lie. I1 permet ainsi de montrer  que, 
pour  tout groupe de Lie moyennable connexe G, le morphisme d'inclusion 
D(G) ~ C*(G) induit un isomorphisme fort en K-th6orie (alors que l'alg~bre 
D(G) n'est pas en g6n6ral sym&rique); cela implique que les repr6sentations 
irr6ductibles de carr6 int6grable de G sont int6grables. 

Les quatre prochaines sections sont consacr6es fi 6tablir le th6or~me 2.2.1. 
Le w 3 contient divers r6sultats pr61iminaires sur les alg~bres (9 (A, a, F). Au w 4, 
nous ramenons le th6or~me 2.2.1 /t un th~or6me d'existence de solutions pour  
une certaine ~6quation aux d6riv6es partielles non lin6aire~ (th6or~me 4.4.1). 
La d~monstration de ce th6or~me d'existence, donn6e aux w 5 et 6, utilise des 
m6thodes inspir6es de celles de la th~orie des fonctions de plusieurs variables 
complexes. Elle est assez technique et nous en d~crivons les grandes lignes au 
n ~ 4.6. 

3. Pr~liminaires sur les alg~bres gO(A, ~, F) 

Dans cette section, A d6signe une alg+bre de Banach complexe, et ~ une action 
de R "  sur A 7. 

7 Le contenu de cette section ne fait pas r6ellement intervenir la structure d'alg6bre de A et reste 
valable,/t des modifications 6videntes pr6s, pour un espace de Banach muni d'une action isom6trique 
fortement continue de R n. 
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3.1. Ddfinitions et gdndralitds 

Soit F une partie convexe et compacte de l l "  contenant 0. I1 est commode 
d'6tendre la d6finition de l'alg6bre de Banach (9(A, e, F) donn6e au n ~ 2.2 de 
la mani6re suivante, qui lui donne un sens marne lorsque F est d'int6rieur vide. 

Soit V le sous-espace vectoriel de l l "  engendr6 par F. Nous d6finissons 
(9(A, e, F) comme la sous-alg6bre de A form6e des 616ments a tels que l'applica- 
tion (t~--~ at a) de V vers A admette un prolongement continu sur V+ iF, holomor- 
phe sur V+ i/~, off b ~ d6signe l'int6rieur de F consid6r6 comme partie de V. 
Ce prolongement est alors unique: lorsque n = 1, cela d6coule du principe du 
prolongement analytique, et du principe de sym6trie de Schwarz si 0r on 
ram6ne le cas g6n6ral au cas n =  1 en consid6rant les actions (eto)t~R de II,  
off vei l" .  

Pour tout ae(9(A, ~, F), nous noterons ez a la valeur en ze  V+ iF du prolonge- 
ment analytique de (t--* e, a). On v6rifie imm6diatement que, si z e V + i F ,  t e l l "  
et ae(9(A, ~, F), alors 

~, ae(9 (A, ~, F) (3.1.1) 

et 

~z at a = a t ~z a 

=O~z+ta si t e e  (3.1.2) 

Nous poserons 

Ilall~=supllc~all= sup II~zall. 
z ~ i F  z E V  + i F  

(3.1.3) 

Munie de la norme II~ liar, l'alg6bre (9(A, ~, F) s'identifie fi une sous-alg6bre ferm6e 
de l'alg6bre de Banach des applications continues born6es de V + i F  vers A, 
holomorphes sur V+ iF, munie de la norme de convergence uniforme, et devient 
donc une alg6bre de Banach. Nous noterons parfois II. IIA,~,F, au lieu de [I. tie, 
la norme sur (9(A, ~, F), lorsque nous voudrons sp6cifier l'alg6bre A et Faction 

I1 est imm6diat que la validit6 du th6or6me 2.2.1 implique celle du th6or6me 
analogue off F n'est plus suppos6 d'int6rieur non vide (remplacer Faction de 
R" par celle de V). 

On a 

(9(A,a,{O})=A et II.llw~--A. 

Si F1 et F2 sont deux ferm6s convexes et compacts de R"  contenant 0 et 
si F1 c F2, alors 

(9 (A, a, F2)c(9 (A, a, F1), 

et, pour tout a dans (9 (A, a, F2), 

Ilajlv, < [lallv~. 
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L'alg6bre de Fr6chet limite projective 

!im (9 (A, e, F) 
F 

off les F sont les ferm6s convexes et compacts de IR" contenant 0, ordonn6s 
par  l'inclusion, s'identifie ~i la sous-alg+bre (9(A, e) de A form6e des a e A  tels 
que l 'application (t~-* et a) de R"  vers A admette un prolongement en une fonction 
enti6re de IE" vers A. 

Plus loin, on fera usage des 6nonc6s suivants, dont les d6monstrations ne 
pr~sentent pas de difficult6s et sont laiss6es au lecteur. 

Proposition 3.1.1. Soit F une partie convexe et compacte de ~ contenant O. Les 
automorphismes (ctt)t~ ~ ddfinissent une action de g l  ~ sur l'algdbre de Banach 
(9 (A, e, F) (cf. n ~ 2.2). 

Nous noterons encore e cette action. 

Proposition 3.1.2. Si F et F' sont deux parties convexes et compactes de ~ "  conte- 
nant O, alors 

(9((9(A, o~, F), oc, F') = (9(A, ~, F + F') 

e t  

II. I1 ,~ ,~ ,  ~),~. ~' = I I - I I~ ,~ ,~+~ , .  

3.2. Approximation par les dldments analytiques 

Nous poserons pour tout e e N *  et tout xs l~"  

( ~o,(x)=(r~e) -"/2 exp _ e - 1  ~ x~ , 
i = l  I 

puis, pour  tout a ~ A  

IV, a =  S q ) ~ ( x ) ~ x a d x l " " d x ,  �9 
lRn 

Cette int6grale est bien d6finie comme 616ment de A, puisque 

x ~ q ) ~ ( x ) ~ x a  

est continue, que 

II ~o,(x)ctx all = q~,(x)Ila[I 
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et que 

q2~(x) d x l . . ,  d x ,  = 1 < oo. 
Rn 

Ces 6galit6s montrent  de plus que, pour tout  a e A  

I] W~all _< tlalt. (3.2.1) 

Proposition 3.2.1. 1) Pour tout e>0 ,  W~ envoie continament A dans (9(A, ot). 
2) Pour tout e > 0  et tout t e ~ "  

otto ~ = W~o ott. (3.2.2) 

D#monstration. L'assertion 2) est imm6diate. D6montrons  1). I1 vient, pour tout  
a e A  et tout  teF-~ ~ 

L'application 

otto W~(a)= S opt(x) ott+~x d x l . . ,  dx,, 
Rn 

= ~ q ~ ( x - t ) ~ t x a d x l . . . d x .  
IRn 

(3.2.3) 

R "  x ~ "  -.', A 

(x, t) -* ~ ( x -  t) otx a 

est continue, et holomorphe en la seconde variable. De plus, pour tout R e R + ,  
tout  x e ~ "  et tout  t dans le compact  K R de C" d6fini par 

on a 

ot~ 

I R e t i l < R  et I l m t i l < R ,  

I] q~,(x- t) otxa ]l = ]q~(x-  t)] rl otxa II <fR(x)  ]] a II (3.2.4) 

r )] fR(X)=(I'[, ,6) -n /2  exp --s -1 y '  x 2 - - 2 R  ~, Ixil-2nR z �9 
L \ i=1  i = I  
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Comme la fonction fR est sommable sur R", pour tout R~IR+,  on en d6duit 
que l'int6grale (3.2.3) d6finit une fonction enti6re de t ~ valeurs dans A, donc 
que ~ a appartient ~ (9(A, a). Enfin, la majoration (3.2.4) montre que 

II W~ a IIK,~ < IIfR IIL,~R:I Ilall, 

et 6tablit donc la continuit6 de W~: A --+ C (A, a). q.e.d. 

Proposition 3.2.2. Soient F u n  fermd convexe et compact de Nn contenant 0 et 
a un ~ldment de (9 (A, a, F). Lorsque e tend vers O, Vr a tend versa dans (9 (A, ~, F). 

Ddmonstration. Rappelons tout d'abord la d6monstration de l'6nonc6 suivant, 
bien connu, qui n'est autre que le cas particulier de la proposition off F = {0}. 

Lemme 3.2.3. Pour tout a e A ,  

lim 11 W~ a -  ail - -  0 .  
8 ~ 0  

Dkmonstration du lemme 3.2.3. I1 vient 

W ~ a - a =  ~ q)8(t)~ztadt-a 
R n  

= I 408 (t) (~ a -  a) d t. 
R n  

Par cons6quent, pour tout 6 > 0 

lim sup I[ W~ a - a l l  <l im sup ~ ~p~(t) [Icq a - a N  dt  
8 - * 0  8-'*0 IR- 

<[ l imsup  ~ q~8(t)dt] sup 
8-->o Ilt l l  ~a  I l t l l =  <~i 

Or 

et 

]l st a-- a [] 

+ r l imsup  ~ qJ,(t)dt] sup I la ta-al l .  
8 ~ o  II/11 >=a l i t  I1 >=,~ 

l imsup ~ ~os( t )d t=l imsup 
~ 0  Iltll_-<~ ~-~o l l t l l - < a / ~  

l imsup ~ tp~(t) dt=O, 
8 ~ 0  Ilt lf _>6 

qh (t) d t  = l, 

sup [la, a -a [ I  ~ 2  Nalt, 
Iltll >_-~ 

et donc, pour tout 6 > 0 

lim sup II W~ a -  a I1 < sup II at a -  a N. 
e">0  Iltll-<,~ 

Or (~t a - a )  est une fonction continue de t nulle en 0; par cons6quent, le membre 
de gauche de cette in6galit6 est nul. q.e.d. 
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Soit a~(g(A, a, F). Comme 

{0~a; z~iV} 

est compact dans A, il d6coule du lemme pr6c6dent et de l'6quicontinuit6 des 
W~ (of (3.2.1)) que II W~ a~ a - ~ z  a II converge uniform6ment vers 0 lorsque e tend 
vers 0 et que z d6crit iF. Or, il vient, pour tout z~iF 

W~ otz a = ~  z We a; 

en effet, cette relation est satisfaite lorsque z~R", d'apr6s (3.2.2), et donc, par 
prolongement analytique, lorsque z~ V+ iF, off V d6signe le sous-espace vectoriel 
de R"  engendr6 par F. Par cons6quent 

II W~ a - a  I1~ = sup II ~z(W~ a -  a)ll 
z E i F  

tend vers 0 avec e. q.e.d. 

Corollaire 3.2.4. Pour toute partie F convexe et compacte de P,d contenant O, 
(9(~, A) est dense dans (9(A, ct, F) et (9(A, ~, F) est dense dans A. 

D~monstration. La premi6re assertion est une cons6quence imm6diate des propo- 
sitions 3.2.1 et 3.2.2. La seconde est une cons6quence imm6diate de la premi6re, 
puisque 

(9(~,A)~(9(A,a,F) et (9(A,~,{O})=A. q.e.d. 

3.3. Les algkbres (_gk(A, 0~, F) 

Soient k~]Nw{oo} et F une partie convexe et compacte de IR" contenant 0. 
Nous d6finissons (gk(A, ~, F) comme la sous-alg6bre de (9(A, a, F) constitu6e des 
616merits a tels que l'application (t~-~ta) de F,: vers (9(A, ~t, F) soit de classe 
C k" 

Si k~N,  (gk(A, ~,F) devient une alg~bre de Banach lorsqu'elle est munie 
de la norme 11. IIr, k d6finie par 

k! 0 I/I F" 
IlallF, k----- ~, i l ! . . . i , ! - ~ c q a l , = o  

i e N  n 

Ilill _-<k 

Munie des (semi-)normes (ll. IIF, k)k~N, (9~176 (A, ~, F) est une alg6bre de Fr6chet. 
On remarquera que, d'apr+s la proposition 3.1.1, les alg6bres de Banach 

(( ;~ ~, F), II. IIF, o) et (C(A, ~, F), II. IIF) coincident. De plus, il d6coule imm6diate- 
ment de la proposition 3.1.2 que, si F 1 et F2 sont deux parties convexes et 
compactes de R"  contenant 0 et que F1 c/~2, alors 

~(A, g, F2) = d~~ (A, 0~, F1). (3.3.1) 
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(En effet, il existe alors un voisinage de 0 dans R", F '  compact et convexe, 
tel que F 1 + F '  c F2.) 

Enfin, on dispose d'un isomorphisme canonique 

(gk(~, Ct, F)"~ (gk(A, o~, F) ~. 

Proposition 3.3.1. Pour tout k ~ N  u {~},  (gk(A, ~, F) est une sous-alg~bre dense 
et pleine de (9 (A, ~, F). 

D~monstration. La densit6 d6coule du corollaire 3.2.4, puisque (gk(A, 0~, F) con- 
tient (9(A, ~), d'apr6s (3.3.1). La pl6nitude est une cons6quence imm6diate de 
la d6finition de (gk(A, ~, F). q.e.d. 

On a de plus, par une d6monstration directe tr6s simple, ou comme cons6- 
quence formelle de la proposit ion pr6c6dente: 

Proposition 3.3.2. Ealg~bre de Fr~chet (9~176 (A, ct, F) est une bonne alg~bre topologi- 
que au sens de A.1, i.e. le groupe des ~lOments inversibles de (9~(A,~ ,F)  ~ est 
ouvert dans cette alg~bre, et l'application (a~-*a -1) est un hom~omorphisme de 
cet ouvert sur lui-mdme. 

Le th6or6me A.2.1 donne alors: 

Proposition 3.3.3. Pour tout k ~ N w { 0o }, l'inclusion 

i: (gk (A, ~, F) ~ (9 (A, c~, F) 

d~termine un isomorphisme for t  en K-th~orie. 
Cette proposit ion compl6te le th6or6me 2.2.1 et montre  que l 'on obtient 

des 6nonc6s 6quivalents ~ ce th6or6me en y substituant (gk(A, ~, F) ~ (9(A, ~, F). 

3.4. L'alg~bre (9 (A, ~, F) lorsque F n'est pas convexe 8 

Soit F une partie compacte de lqt" contenant 0, telle que F soit connexe et 
que F = ~. 

Nous pouvons d6finir (9(A, c~, F) comme la sous-alg6bre de A form6e des 
616ments a tels que l 'application (t~-+~t a) de ~ "  vers A admette un prolongement 
continu born6 sur R " +  iF, holomorphe sur lR"+i/~. Un tel prolongement,  s'il 
existe, est unique. Cela d6coule imm6diatement du lemme suivant et du th6or6me 
de Hahn-Banach.  

Lemme 3.4.1. Soit q~: ~ " +  iF ~ ~ une application continue born~e holomorphe 
sur ~,~" + iI  ~. Si tplR=0, alors q~=0. 

D~monstration (cf  [B]). Choisissons (al . . . . .  a , ) ~ , , " \ F  et posons 

O (z) = zi--  a, q9 (z). 
i= 

s Les r6sultats de cette section ne sont pas utilis6s dans la suite de l'article. 
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Comme ~o est born6e, il existe C e i l +  tel que, pour tout ze l l "+ iF, 

10(z)l ~ C I~I (1 + IRe z,I) -2. 
i = 1  

Par cons6quent, on peut consid6rer la transform6e de Fourier partielle de qJ 
par rapport aux variables r6elles 

g(~,Y)= ~ ~9(x+iy)e-lX'~dxl...dx,, 
Rn 

et l'on d6finit ainsi une fonction continue sur l l "  x F. Comme ff est holomorphe 
sur l l "  + iF, et satisfait donc ~t l'6quation 

(S~j + i ~yj) tp(x + i y)=O 

sur cet ouvert, la distribution sur l l"  • d6finie par g satisfait ~i l'6quation 

(xj+~y) g(~, y)=0. 

Puisque F est connexe, on en d6duit que, pour tout (y, yo)e/~2, on a 

g(r Y)=e-r176 Yo). 

Par continuit6, cette 6galit6 reste vraie pour tout yeF. Elle montre que, si (p I•, = 0 
et donc g ( . ,0 )=0 ,  alors g=0 ,  et donc, par injectivit6 de la transformation de 
Fourier, ~ = 0 et ~o = 0. q.e.d. 

On v6rifie que les relations (3.1.1) et (3.1.2) restent valables (avec V=l l " )  
et l 'on d6finit par les formules (3.1.3) une norme II. IIv sur (9(A, e, F), qui en 
fait une alg6bre de Banach. 

Lorsque F est convexe, ces d6finitions de (9(A, e, F) et II. [Iv sont clairement 
compatibles avec celles donn6es plus haut. 

Proposition 3.4.2. Soit ff l'enveloppe convexe de F dans ll". On a 

C(A,~,F)=(9(A,c(,I~ et II.llp=ll.llF. 

Ddmonstration. La d6monstration de la proposition 3.2.2 reste valable avec notre 
nouvelle d6finition de (0(A, ~, F). Par cons6quent, (9(A, ~) et, afortiori, C(A, ~, r e) 
sont denses dans (9(A, ~, F). Comme ((9(A, ~, re), 11-lip) est complet, il suffit, pour  
6tablir la proposition, de montrer  que, pour tout ae(9(A, ~, F) 

Ilallp = Ilallr. 

Cela est une cons6quence imm6diate du th6or6me de Hahn-Banach et du lemme 
suivant: 
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Lemma 3.4.3. Pour toute fonction continue born~e 

q~: R " + i P ~ r  

holomorphe sur ~ "  + iF et pour tout z ~]R" + iff , on a 

Iq~(z)l__< sup I~o(w)l. 
wEF.n+iF 

J.-B. Bost 

D~monstration. En raisonnant par r6currence sur le nombre de points de F 
comme combinaison convexe desquels Im z peut s'6crire, on se ram6ne fi &ablir 
que, si (a, b ) e F  2 et si z ~ R "  + i[a, hi, alors 

Iq~(z)[ < sup Iq~(w)[. 
wEIR. + i{a, b} 

Cela r6sulte imm6diatement du th6or+me de Phragmen-Lindel6f appliqu6 fi la 
fonction 

F-~ + i[0,  1] ~ r  

2~--- ,~o[Rez+2a+(i--2)b] .  q.e.d. 

4. R6ductions 

Dans ce num6ro, nous commengons par montrer  que le th6or6me 2.2.1, dans 
sa forme g6n6rale, se d6duit du cas particulier d'une action de R (n= 1). Nous 
ramenons ensuite la d6monstration de ce cas particulier du th6or6me ~i la con- 
struction de solutions d'une certaine ~ 6quation diff6rentielle non lin6aire,, por- 
tant sur les applications d'un intervalle r6el vers A. 

4.1. R~duction au cas d'une action de IR 

Reprenons les notations du th6or~me 2.2.1, et supposons n > 2. 
Soit F0 la projection orthogonale de F sur Ft"-  1 • {0) et soient R, R ' ~ R *  * 

tels que 

F c F o +  {0} "-1 x [ - -R,  R]. 

Fo + {0} "-1 x [ - R , R ] c F + { O }  "-1 x [ - R ' , R ' ] .  

On dispose d'isomorphismes canoniques d'alg6bres de Banach (cf Prop. 3.1.2) 

(9(A, a, F +  {0} "-1 x [ - R ' , R ' ] ) ' ~ ( 9 ( ( 9 ( A , a , F ) , ~ ,  {0} "-1 x [ - R ' ,  R']) (4.1.1) 

et 

(9 (A, a, F o + {0}"-1 • [ _  R, n])  ~- (9 ((9 (A, a, Fo), a, {0}"-1 X [ - -  R, R]). (4.1.2) 
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Consid6rons alors le diagramme suivant, dont  les fl6ches sont des injections 
continues d'alg6bres de Banach 

C ( A , a , F + { O } , - l x [ _ R , , R , ] ) r  i, , Cg(A,~,F) 

(9(A,a, F o + { 0 } " - '  x [ - R , R ] )  '- '~ , (9(A,~,Fo) ~- 13 ' A. 

I1 d6coule imm6diatement de la commutativit6 du carr6 et des triangles de ce 
diagramme que, pour  montrer  que j 6tablit un isomorphisme fort en K-th6orie, 
il suffit de montrer  qu'il en va de m~me de i~, i2 et i3. Grace aux isomorphismes 
(4.1.1) et (4.1.2), il suffit pour  cela d'6tablir la variante du th6or+me 2.2.1 o6 
F est 6ventuellement d'int6rieur vide, lorsque l'espace vectoriel engendr6 par  
F est de dimension au plus n - 1 ,  c'est-~t-dire d'&ablir le th6or6me 2.2.1 pour  
des actions de Rk, k = 1 . . . . .  n - 1. 

Une r6currence imm6diate ram+ne alors la d6monstration du th6or6me sous 
sa forme g6n6rale ~i celle du cas particulier off n = 1. 

Nous sommes ainsi conduits ~i 6tablir le r6sultat suivant: 

Th6or~me 4.1.1. Soit A une alg~bre de Banach unif~re munie d'une action ~ de 

Pour tout intervalle compact I de F,. contenant O, les inclusions 

et 

Idem (9 (A, a, I) ~ Idem A 

(9(A,Q:,I)-I~ A -1 

sont des dquivalences d'homotopie, lorsque Idem C(A, ~, I) et (9(A, ~, 1) -1 (resp. 
Idem A et A -1) sont munis de la topologie induite par la topologie d'espace de 
Banach de (9 (A, ct, I) (resp. de A). 

On obtient en effet le th6or6me 2.2.1 avec n =  1 en appliquant cet 6nonc6 
aux alg6bres Mp(.4), p e N * ,  munies de l 'action (Mp(~t))~rt. 

Dans la suite de ce paragraphe et dans les paragraphes 5 et 6, nous conser- 
vons les notations du th6or6me 4.1.1. 

4.2. Les algdbres d ( J ) ,  @(J) et (9o~(j) 

Nous d6crivons dans ce num6ro et le suivant comment  l'alg6bre O~(A,~, I )  
s'identifie /t une sous-alg6bre des applications de I vers A d6finie comme le 
noyau d'un certain << op6rateur diff6rentiel)). 

Soit 6 le g6n6rateur infinit6simal de (~) t~ .  Son domaine, D o m  6, est la 
sous-alg6bre de A constitu6e des 616ments a tels que, lorsque t tend vers 0, 
t - l ( ~ t a - a )  poss6de une limite, qui sera 6a  par d6finition, dans A muni de 
la topologie normique. 

On &ablit tr6s facilement l'6nonc6 suivant: 
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Lemme 4.2.1. Pour tout (x, y)~ A z, les assertions suivantes sont Oquivalentes: 
i) x~Dom (5 et f i x=y;  

d 
ii) (tw-~c~ t x)~Cgl(P.; A) et y = ~ a t x i ~ = o ;  

iii) Vte l t ,  c~tx=x+ i e .  ydu. 
0 

I1 rfsulte immfdiatement de ce lemme que la dfrivation (non bornfe) (5 est 
fermfe et que 

Dom fi = (91(A,  ~, {0}). 

En particulier, Dom fi contient (9 (A, ~) et est donc dense dans A. 
Nous noterons Aoo la sous-algfbre de A constitufe des 616ments de A de 

classe Coo sous l'action du groupe fi un param&re (~t)~R. Cette algfbre n'est 
autre que (9~(A, ~, {0}) et est ainsi une algfbre de Frfchet dense dans A (cf 
Cor. 3.2.4). Elle coincide aussi avec ~ Dom 6", et sa topologie est dffinie par 

les semi-normes (aw-~ 116"all), neN.  " ~  
Soit J un intervalle compact dans ~,, d'intfrieur non vide. Nous poserons 

d ( J )  = c~oo (J; A~~ 

C'est une algfbre, munie d'une structure naturelle d'algfbre de Frfchet dffinie 
par les semi-normes 

x ~--~ sup [1 fiix(J)(~)ll, (i,J) ~N2. 
rEJ 

Un 616ment x de cg(j; A) appartient ~t d ( J )  si et seulement si l'application 

R + i J ~ A  

cr + i z~--~  x(z) (4.2.1) 

est de classe Coo (comme fonction de deux variables rfelles). 
Nous poserons aussi: 

et 

(9 (J)= {x ~ ~ ( J ;  A)[ (4.2.1) est holomorphe sur R + i J} 

o OO (J)  = e (J) n d (J). 

On dfduit  alors des proprift6s 616mentaires des fonctions analytiques d'une 
variable complexe fi valeurs dans un espace de Banach: 

Proposition 4.2.2. (9(J) (resp. C~176 est une sous-algkbre ferm~e de l'algObre de 
Banach cg(j; A) (resp. de l'alg~bre de FrOchet d (J)), et posskde donc une structure 
naturelle d 'alg~bre de Banach (resp. d 'alg~bre de Fr~chet). 
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Si J' est un intervalle compact d'intdrieur non vide dans .], alors l'application 
de restriction c~(j; A ) ~  oK(j,; A) ddtermine une injection continue de (9(J) dans 
(goo(j,). 

La proposition suivante est une cons6quence imm6diate des d6finitions de 
(9 (J) et (9~~ (j).  

Propos i t ion  4.2.3. Si O~J, alors l'alg@bre de Banach (9(d) (resp. l'aIg@bre de Fr~chet 
(9oo(j)) s'identifie fi l'alg~bre de Banach (9(A,~,J) (resp. fi l'alg@bre de Frdchet 
(90o (A, ~, J)) au moyen de l'applieation (x~-+ x(O)). 

Dans la suite, nous effectuerons les identifications d6crites par cette proposi- 
tion, sans y r6f6rer explicitement. 

Enfin, nous poserons 

(9 = !im (9 (J) ~- ~ (9 ~ (J) 
J J 

(les morphismes sont les morphismes de restriction (cf. Prop. 4.2.2)). Cette alg6bre 
s'identifie ~ (9(A, c 0. D'apr6s la proposition 4.2.3, elle s'identifie aussi ~ la sous- 
alg6bre de (~~ (]R; A ~) form6e des x tels que 

soit holomorphe sur ~. 
L'6nonc6 suivant est une cons6quence imm6diate du corollaire 3.2.4 et de 

la proposition 4.2.3, compte tenu de l'invariance de la d6finition de l'alg6bre 
(9 (J) relativement aux translations de l'intervalle J. 

Propos i t ion  4.2.4. L'alg@bre C est dense dans (9(J). 
De m~me, on dispose de la variante suivante des propositions 3.3.1 et 3.3.3: 

Proposition 4.2.5. @o~(j) est une sous-alg@bre dense et pleine de C(J). L'inclusion 
C ~ ( J ) ~  (9(J) dOtermine un isomorphisme fort en K-thdorie. 

4.3. La ddrivation 3- 

Nous d6finissons une d6rivation 

en posant 

g: c~t (i; A) n cd~ Dom 6) ~ oK~ (I; A) 

(3-x) (z) = �89 [6 x (z) + ix' (z)]. 

L'op6rateur g est, en un sens 6vident, un op6rateur local sur les applications 
suffisamment r6guli6res de I vers A. I1 envoie continfiment l'alg6bre de Fr6chet 
d ( I )  dans elle-m~me. 

La proposition suivante montre que 3-est analogue h l'op6rateur diff6rentiel 
@/@2 agissant sur les fonctions C oo sur un domaine de rE. 
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Proposition 4.3.1. L'alg~bre (9(J) est constitute des x e ~ ( J ;  A) tels que 

xlyec~+(J;A+) et $ x j = O ,  

et l'alg~bre (9oo(j) cofncide avec le noyau de 5: d ( J ) ~  d ( J ) .  

D~monstration. La seconde assertion dbcoule imm6diatement de la premi6re. 
Soit alors x e ~ ( J ; A ) .  D'apr6s la proposition 4.2.2, si xs(9(J), alors 
x l j ~ ~ 1 7 6  A| De plus, lorsque x satisfait fi cette derni6re condition, l'applica- 
tion 

X:  J R + i l i A  

a + iz~-+~ x(z) 

est de classe C +, et l'on a 

1 ~ X (a + iz)] = ~ (5x (z)). O X (a + iz)=_~[~_a_a (a + iz)+ i ~ X 

Ainsi, X est holomorphe si et seulement si 5x =0. q.e.d. 

4.4. R~duction d la r~solution d'une e dquation diff krentielle >> non lin~aire 

Consid6rons le diagramme commutatif  suivant: 

(9+(1) r i , d ( I )  ~- j~ ,c~(I;A) 

@ + (A, ~, I) '- J2 , (9 (A, ~, I) ~- , A 

od rx,=x(O). Nous avons montr6 que J2 d6termine un isomorphisme fort en 
K-th6orie (cf. Prop. 3.3.3). I1 en va de m~me de r (<<invariance par homotopie 
de la K-th6orie~>; cf. A.2.1) et de Jl ,  puisque ~r est une sous-alg6bre dense 
et pleine de c~(i; A) (cf. Th. A.2.1; la pl6nitude est 6vidente, et la densit6, une 
cons6quence facile de celle de A +dans  A). Par cons6quent, pour 6tablir le th6o- 
r6me 4.1.1, il suffit de montrer  que les inclusions 

i: Idem (W~ ~, Idem ~r 

et 

i: 0 + (I)- 1 ~ d (I)- 1 

sont des 6quivalences d'homotopie. 
Or cela d6coule du th6or6me suivant, que nous d6montrerons plus loin (aux 

w 5 et 6): 
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Th6or6me 4.4.1. II existe une application continue 

telle que 
i) q~ (0) = 1; 

ii) pour tout w~r 

: ~r (I) ~ d (1) -  ' 

�9 (v ) -  1. ~ ( v )  = v. 

En effet, il vient par  un calcul tr6s simple: 

L e m m e  4.4.2. Si �9 v@rifie les conditions i) et ii) du thOor@me 4.4.1, alors 

~o: I-0, 1] x Idem ~r ~ Idem d ( I )  

(t, e)v-~ ~ ( t  [e, 5el)ecI)(t [e, S e ] ) - '  

et 

~1: [0, 1] • ~r  ~ r  -~ 

(t, u ) ~ - - ~ ( - t S u . u - 1 )  u 
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sont 
Idem (9 ~ (I) et de d ( I ) -  1 sur (9 ~ (I)-  1. 

respectivement des rktractions par d~formation stricte de I d e m ~ r  sur 

4.5. Modules sur (po~ (I) et 3-connexions 9 

Le th6or6me 4.4.1 appliqu6 aux alg6bres M , ( A )  montre ,  grace au  lemme 4.4.2, 
la bijectivit6 des appl icat ions 

~o(Mn(i)): ~Zo(Idem Mn((,9 ~ (I))) ~ ZCo(Idem M , ( d ( I ) ) ) ,  

et done  la bijectivit6 de l 'appl icat ion entre ensembles de classes d ' i somorph i sme  
de modules  projectifs de type fini 1 o: 

i ,:  ~( (9  ~ (I))--, ~ ( d ( O )  

d6finie par  l 'extension des scalaires de (P~ (I) ~ d ( I )  (cf A.1.3). 
Dans  cette section nous pr6sentons une seconde d6mons t ra t ion  de la bijecti- 

vit6 de i . ,  qui repose encore sur le thSor6me 4.4.1, mais  qui fait ressortir  l 'analogie 
entre cette bijectivit6 et les th6or6mes sur l 'existence et l 'unicit6 des structures 
ho lomorphes  sur les fibr6s vectoriels au-dessus des vari6t6s de Stein (cf [Gr ] ,  
[Ca2 ]  et [C-G]) .  

9 Les r6sultats de cette section ne seront pas utilis6s dans la suite de l'article. 
10 Nous notons ~(B) l'ensemble des classes d'isomorphisme de modules projectifs de type fini sur 
un anneau unif6re B. 
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N o u s  allons construire l 'application inverse de i ,  au moyen  de la not ion 
de ~-connexion sur un ~ ( I ) - m o d u l e  (4 droite) g.  N o u s  appellerons ainsi les 
applications (~-lin6aires V: ~ ~ ~ telles que, pour  tout  ~ e g  et tout  a e ~ ( I )  

17(r = 17~.a+~.~a. 

Commen$ons  par  6noncer  quelques propri6t6s des ~--connexions don t  les 
d6monst ra t ions  sont imm6diates. 

Proposition 4.5.1. 1) Les 8-connexions sur un ~( l ) -module  ~ constituent (s'il en 
existe) un espace affine d 'espace vectoriel sous-jacent Endue( o g. 

2) Soit e un ~lOment de Idem M , ( d ( I ) )  et soit ~ =e~r  (c'est un sous-module 
de ~r174 ~'(I)). On d~finit une ~-connexion V sur o ~ en posant 

C v = e ( I d e . |  v. 

Par consequent, tout ~r (I)-module projectif de type fini admet une 8-connexion. 
Le th6or6me suivant mont re  que l 'on d6finit une applicat ion de ~ ( d ( I ) )  

vers ~((9 ~ (I)) inverse de i ,  en associant ~ la classe d 'un  ~ ( I ) - m o d u l e  projectif 
de type fini o ~ la classe du noyau  ker 17 d 'une  B-connexion 17 sur E:  

Th6or/~me 4.5.2. 1) Soit ~ u n  d (I)-module projectif de type fini. 
a) Si 17 est une 5-connexion sur ~, alors ~--- ker Vest un (9 oo (D-module projectif 

de type fini, et l'application 

@ ~ ( I ) ~ E  
~ (~) 

~|  

est un isomorphisme de d (I)-modules. 
b) Si V' est une seconde B-connexion sur ~, il existe un automorphisme ql 

du ~ (I)-module o ~ tel que 

q/17(q/- ' . )  = V', (4.5.1) 

et ql ddfinit un isomorphisme de (9 ~ (I)-modules de ~ =  ker 17 sur ~ '  = ker 17'. 
2) Soit ~ un C~176 projectif de type fini et soit 

e = # | 
~ ( I )  

L' endomorphisme ~-lin~aire de o ~ 

17--Id# (~ ~. 
0oo (I) 

est une B-connexion de noyau ~11. 

11 o~ s'identifie ~ un sous-espaee de 8 = i ,  o ~ par l'application ~--~| 1, puisque o ~ est projectif et 
que iest une injection. 
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Ddmonstration. Dans cette d6monstrat ion,  nous 6crirons pour  simplifier 3- au 
lieu de I d a |  6-ou de Mn(3-). 

Le th6or6me 4.4.1 mont re  que l 'assertion 1) b) est vraie lorsque d ' = d ( I ) .  
En effet, on peut  6crire alors f f = 3 - + a  et f f '=3-+a ' ,  off a e t  a' appar t iennent  
fi ~r et si u et u' sont des 616ments de sr (I)-~ tels que u-1.  3-u = a et u'-1 
3-u'=a', la relat ion (4.5.1) est satisfaite avec ~ = u ' - l u .  En rempla~ant A par  
M,(A), on volt que l 'assertion 1) b) est encore vraie lorsque do est un module  
libre de type fini. 

Comme l 'assertion 1) a) est 6videmment vraie lorsque d o = d ( / ) "  et 17=3, 
on d6duit de ce qui pr6c~de qu'elle est vraie pour  tout  module  libre de type 
fini do et toute 3--connexion 17. On voit alors que l 'assertion 1) a) est vraie en 
g6n~ral en choisissant un ~ ( I ) - m o d u l e  projectif  de type fini do' tel que do �9 do' 
soit libre, puis une 3--connexion 17' sur do', et en consid6rant la 3--connexion 
V �9 V' sur d ~ �9 g' ,  dont  le noyau  est la somme directe ker 17 q) ker 17'. 

D6mont rons  1) b) en gbn6ral. Un  argument  de connexit6 imm6diat mont re  
qu'il suffit d '&ablir  l 'existence de ~// satisfaisant fi (4.5.1) lorsque a =  V ' - V  est 
suffisamment proche de 0 dans E n d ~ u  ) do. D'apr6s 1) a), on peut  supposer o ~ 
= k e r  17 de la forme e(9~176 ", off esIdemM,((9~(I)).  On peut alors identifier 
do fi exit(I)", 17 fi e3-et Endure  do ~i eM,(s~r e. D'apr6s le th6or6me 4.4.1 appliqu6 
fi M,(A), il existe u dans GL~(~r tel que u -1 .  3-u = a. De plus, si a est suffisam- 
ment  proche de 0, u peut  &re choisi assez proche de 1 pour  que eue soit 
inversible dans eM,(d( I ) )e .  Notons  ~//son inverse. Comme 3-e = 0, il vient alors, 
pour  tout  ~ e , ~ ( I ) " :  

q117(dll- 1 ~)=ql e3-((eue) ~) 

=~e3-(u~) 
=qleu(8~ +a~) 

=ql eue(17 ~ + a~) 

=17' ~. 

D6mont rons  2). L 'applicat ion 17 est une 8-connexion sur do car 3-est une 
3--connexion sur sr (I). De plus 

ker V'-" do @ ker ~, 
~ ( I )  

car le (9 ~ ( /)-module o ~ est plat puisque projectif. Par cons6quent 

ker V -  do @ (9 ~ (I) = ~. q.e.d. 
~ ( I )  

4.6. Plan de la d~monstration du thdorkme 4.4.1 

D6crivons les grandes lignes de la d6monstra t ion du th6or6me 4.4.1,/t laquelle 
sont consacr6s les deux prochains  paragraphes.  
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Dans le paragraphe 5, nous 6tablissons diverses propri6t6s de la d6rivation 
3- et des alg6bres (9o~ (j), qui sont des avatars de r6sultats classiques de la th6orie 
des fonctions analytiques: 

i) Nous commen~ons par montrer que l 'op6rateur ~-v6rifie des propri6t6s 
d'ellipticit6 analogues ~t celles satisfaites par l 'op6rateur d/8~ (Proposition 5.3.1). 
Puis nous montrons que, pour  tout intervalle J ~ , .  d'int6rieur non vide, 3-est 
surjectif lorsqu'il op6re de ~r dans lui m~me (Proposition 5.3.5). Cette pro- 
pri6t6 est analogue ~i l 'annulation du groupe de cohomologie Hi(t2; (9) lorsque 
f2 est un ouvert de ~,  compte tenu de l 'isomorphisme de Dolbeault 

H1 (12; (9) ~ coker ( ~  �9 ~ (f2) --* c~~176 (f2)). 

Pour 6tablir ces r6sultats, nous consid6rons des alg6bres d'applications du cercle 
vers A dans lesquelles se plongent les alg6bres ~ ( J )  (cf n ~ 5.1 et n ~ 5.2). 

ii) On d6duit facilement de la surjectivit6 de 3-un analogue du lemme de 
Cousin, c'est-~-dire de la version en cohomologie de Cech de l 'annulation de 
H 1 (f2; 0), ~t savoir: si 11 et 12 sont deux intervalles compacts de R d'int6rieurs 
non disjoints, tout 616ment f de (9(11 c~I2) peut s'6crire f = f l - f 2 ,  off fi est 
la restriction ~ 11 c~ 12 d'un 616ment de (9(Ii) (Proposition 5.3.6). 

iii) Enfin, nous d6montrons un analogue du th6or~me des matrices holomor- 
phes de H. Cartan (cf [Cal ] ) :  si 11 et 12 sont deux intervalles compacts de 

d'int6rieurs non disjoints, tout 616ment w de la composante neutre 
(9~ n 12) 0 1 de (9~~ n 12)-1 peut s'6crire w= w~-1 w2 ' o[1 w i est la restriction 
~1 11 n I 2 d'un 616ment de (9~176 o 1 (Corollaire 5.4.6). Cet 6none6 est une version 
multiplicative du ~demme de Cousin~. En fait, il s'en d6duit au moyen du th6o- 
r6me des fonctions implicites et d'un r6sultat d 'approximation 12 

Ces diverses propri6t6s de l 'op6rateur 3- et des alg6bres (9~(1) sont utilis6es 
au paragraphe 6 pour construire, pour tout v ~ ( 1 ) ,  une solution uE~r -1 
de l'6quation 

u - l . ~ u = v .  (4.6.1) 

Nous effectuons cette construction de la mani6re suivante: 
iv) Tout  d'abord, au moyen des propri6t6s de surjectivit6 et d'ellipticit6 de 

3-montr6es auparavant (cf i)) et du th6or6me des fonctions implicites, nous 
6tablissons l'existence d'une solution u de l'6quation (4.6.1) lorsque v est proche 
de 0 (lemme 6.1.3). Heuristiquement, si l 'on recherche une solution de la forme 
u =  1 +e, avec e ~petit~), l '6quation (4.6.1) s'~crit ~au premier ordre en e~> 

-e=v, 

et admet done une solution, en vertu de la surjectivit6 de 
v) On construit ensuite des solutions locales de l'6quation (4.6.1) lorsque 

r e d ( l )  est arbitraire. Pour cela, on observe que, pour  tout x e l  et tout N e N ,  

12 Les d6monstrations des r6sultats 6voqu6s en ii) et iii) ont 6t6 inspir6es par une d6monstration 
due $ A. Douady du th6or6me des matrices holomorphes de H. Cartan (cf [D], n o 6.2). 
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il existe un po lyn6me  Uo(Z), ~t coefficients dans A %  inversible lorsque z e s t  
voisin de x et tel que, lorsque z tend vers x: 

(Uo 1.3-Uo) ( r ) =  v(z) + o ( ( ~ -  x)X); 

en fait, cette derni6re condi t ion s 'expr ime c o m m e  un syst6me tr iangulaire d '6qua-  
t ions lin6aires sur les coefficients du po lyn6me  Uo. On fabrique alors une applica-  
t ion u ~ valeurs  dans  A '~, d6finie et C ~ sur un voisinage ouver t  de x dans  
I e t  satisfaisant ~t (4.6.1) sur cet ouvert ,  en ~corr igeant~  la solut ion approch~e 
Uo de la mani6re suivante:  consid6rons les germes d 'appl ica t ion au voisinage 
de x ~t valeurs dans  A ~ 

et 

il vient: 

Ux = g/O 1 �9 ~"/~ 0 

= u0 (v - v~) Uo 1 ; 

v ( , )  = O ( ( T -  x) N) (~ ~ x); 

on peut  donc  pro longer  le germe p e n  un ~16ment de ~r (que nous noterons  
encore #) assez ~tpetit~ pou r  qu ' on  puisse lui appl iquer  l '6nonc6 d'existence 
de l '&ape iv) et donc  pour  qu'il  existe u'E~r tel que 

u ' - 1  �9 ~ u '  = , u .  

(cf. l emme 6.2.3; N doit  &re choisi assez grand;  N = 3  suffit en fait); on v6rifie 
alors imm6dia tement  que u = u' uo satisfait gt (4.6.1) au voisinage de x. 

vi) Pour  <~recoller~) les diff6rentes solutions locales de (4.6.1) ainsi obtenues,  
on utilise le <~th6or6me des matr ices  holomorphes) )  6voqu6 en iii) (cf. n ~ 6.3). 
Soient en effet 11 et 12 deux intervalles compac t s  de R tels que 

I1~ I ,  I 2 c i  et  /1 ("~/92 :::l= J~ 

et soient ut et u2 deux solutions de (4.6.1) sur 11 et 12 respectivement.  U n  
calcul imm6dia t  mon t r e  que: 

W :--~- U 1111 n l : "  U21~1 c~ 12 

appar t ien t  ~ (9~176 ~I2) - t .  Si de plus w appar t ien t  C ~ ( I ~ I z ) o  1, d'apr6s le 
~ th6or6me des matr ices  holomorphes)) ,  il existe w 16 (9 ~ (I 1)o i et Wz E (9 ~ (I2)o 1 
tels que 

W ~-- WIIII1c~I2 " W 2 I I l  n I 2 .  

On v6rifie alors tr6s facilement que 

u'~ =wl  "ul~d(I1)  -1 
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et 

U, 2 = W2 " U2 �9 ~ r  ( I 2 ) -  1 

coYncident sur I~ n I 2 et d6finissent un 616ment u' de 
de (4.6.1) sur I1 wI2. 
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s~r (I1:312) -1, solution 

5. ~Ellipticit6>> et surjectivit6 de ~. Applications aux aig~bres (9 ~ (J) 

5.1. Les espaces ~ 

Nous introduisons dans cette section une famille d'espaces d'applications du 
cercle vers A. Ils nous permettront d'~tablir tr6s simplement les propri6t6s ~d'el- 
lipticit6 >> de l'op6rateur g par des calculs de s6ries de Fourier (cf. Prop. 5.3.1). 

Pour tout qe N ,  la sous-alg~bre (gq(A, e,{0}) de A, constitu6e des 616ments 
de A de classe C q sous l'action du groupe / t u n  param&re (et)t~t, coincide 
avec Dom g0. I1 vient, pour tout x e D o m  6q 

q 1 
IFxl/r176 . 1/6ixll" 

Nous noterons d6sormais II. I]q la norme rl. [[to~,q sur Dom 6 q. 
Soit ae lR* .  Si J e s t  le cercle N/a7Z ou un intervalle compact de ~ d'intSrieur 

non vide, nous poserons pour tout f e~P(J;  Dom gq) 

tlfltv,q = ~. supllf(i)(z)l[q 
i=O z~J 

= ~.= . supers ll6~f(i)(z)[l �9 

Munie de la norme [1. tlv.q, ~P(J; Dora 6 q) devient une alg6bre de Banach. 
Par ailleurs, si g appartient/~ ~(N/aZ;  A), nous poserons: 

p,(n)= g(t) e ~ dt (neZ). 
~ 0  

Si de plus g appartient /t c~(ll/aZ; Dom6N), pour un certain entier naturel 
N, alors 

et l 'on peut d6finir 

VneZ,  ~(n)eDom fin 

lllglllN = ~ llnlPlI~(n)Itq= 
p + q = N  F .  p+q<-N 

nea t neZ 

1 
In[ p I[gq~(n)lt ( e~+) .  p,q,. 
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Nous poserons, pour tout  entier naturel N 

~ff = { g ~ ( l R / a Z ;  Dom 6N)I IIIglllN < ~}. 

C'est une sous-alg6bre de ~ ~i(R/a~g; Dora 6i), qui, munie de III.IIIN, devient 
i+j=N 

une alg6bre de Banach. En effet, on obtient par des calculs tr6s simples: 

Lemme 5.1.1.1) Pour tout (f, g ) ~ ( ~ ) 2 ,  

Illf glllN ~ IIIflllN IIIglllN. 

2) Si (p, q)~lN 2 et p + q < N ,  alors 

~ ~ ~"(R/aZ;  Dom 6q). 

De plus, l'injection de ~ff dans c~"(~/aZ; Dom 6 q) est un morphisme continu d 'al- 
gkbres de Banach. 

3) Ualgbbre ~ ~  A ~ est contenue dans ~ .  De plus, il existe une con- 
stante positive C, ne d~pendant que de a et de N, telle que, pour tout 
f ~cg~ (~/a7Z ; A ~) 

IIIflllN~C sup Ilfllp+2,q. (5.1.1) 
p+q<N 

Les assertions 2) et 3) montrent  que la structure d'espace de Fr6chet de 
cg~(P~/aZ; A~), d6finie par les normes II. tlp, q((p, q)6]N2), est encore d6finie par 
les normes III.[llN(NeN)- 

Nous  poserons aussi 

5.2. Prolongement au cercle des fonctions sur un intervalle 

Nous utiliserons fi deux reprises le r6sultat de prolongement que voici (cf. IS]): 

Proposition 5.2.1. Soit J=  [~, fl] un intervalle compact d'int~rieur non vide. Si 
a > f l -~ ,  alors il existe une application lin~aire 

p: c~(j; A) ~ cg(]R/aZ; A) 

telle que 
i) V x e ~( J ;  A), p(x)ls=x; 

ii) pour tout (r,q)e]N 2, p envoie contin~ment c~r(j; D o m 6  a) dans 
c~r(~/a7/; Dom 6q). 

D~monstration. Soient a' et f l 'eF,  tels que a ' <  0t < fl < fl' et f l ' - a ' <  a. Pour 6tablir 
la proposition, il suffit de construire une application 
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telle que 
i)' V e(g([a, fl]; A), p'(x)jt~,p I = x. 

ii)' Pour tout ( r , q ) eN  ~, p' envoie continfiment ~r([ct, fl];Dom6q) dans 
cgr ([a,, fl,] ; D o m  6q). 

En effet, si l 'on choisit alors ~ 0 e ~ ( ] a ' , f l ' [ ; R )  teUe que ~01t,,pl= 1, on peut 
d6finir p v6rifiant i) et ii) en posant:  

p(x)(t)=q~(t +ka) .p ' (x)( t  +ka)  si t +kae]a' , f l ' [ ,ke7Z; 

p(x) (t) = 0 si tr fl'[ (mod Za). 

Pour  construire p', on commence par construire deux suites de r6els (ak)ke N 
et (bk)k~ ~ satisfaisant aux conditions suivantes (cf. [S], lemma): 

�9 V k ~ N ,  bk<O; 

�9 lim bk = -- ~ ; 
k--~ oo 

oYk~N,  E lakl I bkl"< ~ e t  ~ akb~,= 1. 
k = O  k = O  

A cet effet, on peut poser par exemple 

2 ( -  1) k 
a k = ] / ~ ( 2 k + l ) , ( 2 ~ )  2k+1 

bk---- --2 2k+t. 

On v6rifie alors sans difficult6 que, si p e ~  ~ (R) est telle que 

et 

f l - - C t  
p ( t )=0  si t < - ~ - -  

p( t )=  1 si t >  T ,  

l 'on d6finit une application p' v6rifant i)' et ii)' en posant  

p' (x) (t) = x (t) 
+ ~  

p' (x) (t) = ~. a k p (b k ( t -  cO) f (a + b k ( t -  ~)) 
k = O  

+oo 

p'(x) (t) = ~ a k p(bk( f l -  t)) f ( f l  + bk(t-- fl)) 
k = O  

s i t  e [~, fl], 

si te[~ ' ,  ~[, 

si te]fl, if]- q.e.d. 
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5.3. r162 Ellipticit~)~ et surjectivit~ de ~. r162 Lemme de Cousin~) 

Proposition 5.3.1. Soient a ~ *  et N e N .  
1) L'op~rateur 8 envoie contin~ment ~a N + I dans ~ et ~tablit un isomorphisme 

de ~ +' sur ~f f  . 
2) Si N >  I, un ~l~ment f de ~f f  appartient & ~f f+l  si et seulement si f f f  

appartient d ~ .  De plus, il existe une constante C, ne d~pendant que de N 
et a, telle que 

V f ~ f f  *1, IIIflllN+,<=C(lllflllN+llffflllN). 

Nous noterons G~ l'isomorphisme inverse de 

D~monstration. I1 vient, pour tout f6c~1 (~/a7~; A ) n  c~~ Dom 3) 

(5.3.1) 

Par cons6quent, si f (n )  appartient ~t D o m 6  N+I, alors (6 f )^(n)  appartient ~t 
Dom giN; de plus, pour tout q < N  

et donc 

1 7"g 

M ( 8 f )  ^ (n) =-~ 6 q + I f ( n ) -  " n 6~f (n), 
a 

< q + l  n 
11(3-f)"(n)ll~ =--if-IIf(n)ll~+x + a  Inl IIf(n)llq. 

Compte tenu des d6finitions de III.]IIN et Ilt.lllN+l, cela montre que 6 envoie 
continfiment ~ff+l  dans ~ff et ~ff§ dans ~ff. 

Rappelons une propri&6 bien connue du g6n6rateur infinit6simal d'un groupe 
un param6tre d'isom6tries, que l'on d6duit sans peine du lemme 4.2.1. 

Lemme 5.3.2. Pour tout/1~ff~- iN, l'op&ateur 2 -  6: Dom 6 ~ A est inversible. 
Si Re/l > 0, on a 

si Re 2 < 0, on a 

o0 

( /1_6)-1y= S e-~ ta tyd t ;  
0 

0 

(2--fi)-lY = S e-arabY dr" 
- -o9  

Corollaire 5.3.3. Soit q un entier naturel. Pour tout 2 E ~ - i R ,  et tout y ~ D o m  6 ~, 
( 2 - 3 ) -  1 appartient d Dom 6 ~+ 1. De plus 

1l(/1-6)-lyllq~lRe 21-1 Ilylla 
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et  
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< [ 2 +  121 ]llyll~. ll(2-6)-lYllq+x-[ IRe2lJ 

Soient g un 616ment de ~ff, et neT/*. D'apr+s le lemme pr6c6dent, il existe 
un unique f . e A  tel que 

de plus, d'apr6s le corollaire 

et, pour tout q < N 

et 

f .  eDom 6 n+ 1 

IILIla: ~lnl II~(n)lla 

IILIl~+ 1 ~ 3 II~(n)l[~. 

On en d6duit imm6diatement que ~-6tablit un isomorphisme entre les espaces 
de Banach ~ff+l et ~a N. L'assertion 2) d6coule aussi de ces majorations, pourvu 
que l'on remarque que, si 5 f  appartient fi ~ff, alors 6f(O)= 2 (S f )  ^ (0) appartient 
fi Dom 6 Net 

Ilf(0)ltN+m~ IIf(0)14N+ ll(Sf)~(0)llN, q.e.d. 

Proposition 5.3.4. Pour tout intervalle compact J d 'intdrieur non vide, l'application 
lindaire continue ~: d (J) ~ ~ (J) est surjective scind~e. 

Ddmonstration. D'apr6s la proposition 5.2.1, si a est un r6el strictement plus 
grand que la longueur de J, alors il existe une section lin6aire continue p de 
l'application de restriction 

r: cgoo (P.~/a7Z; A o~) ._. c~o~ (j;  A~~ = d (J). 

Nous pouvons m~me construire une telle section de sorte que 

V x e ~ ( J ) ,  p-~x) (0) =0. (5.3.2) 

En effet, si Po v+rifie les conclusions de la proposition 5.2.1, il en va de m~me 
de l'application 

p: X ~  po(x)-q~(o)  -1 ~ppo~x)(0) 

pour toute ~peCg~176 positive, non identiquement nulle et de support 
disjoint de J. De plus, p satisfait/l (5.3.2) par construction. 
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L'application 

roG~op: d ( J ) ~  d ( J )  

est alors une section lin6aire continue de 

3-: d (J ) - -*  d ( J ) .  q.e.d. 

Proposition 5.3.5. Soient J1 et J2 deux intervalles compacts tels que Jl n J2 4:0. 
L'application linOaire continue 

(9(J1) • (9(J2) -+ (9(J, n J2) 

(q~, ~)~+ ~1 s, ~s2-- q~l~, ~,s2 (5.3.3) 

est surjective scind@. 

DOmonstration. Soit p+Cg+ (J1 w Jz) telle que 

s u p p p n J z - J l = O  et s u p p ( 1 - p ) n J 1 - J 2 = O .  

Le support de p ' ( =  d p/dz) est alors ferm6 dans Jl n J2. 
Si ttE(9(J 1 nJ2), alors les fonctions p#, ( l - p ) #  et p'/z, dbfinies a priori sur 

J1 n J2, ont leur support inclus dans, respectivement, J~ n J z, J~ n J2 et J~ n J2; 
aussi, en les prolongeant  par 0 sur le compl6mentaire de ces intervalles dans 
Jz, J~ et J1 u J2 respectivement, on dbfinit des applications: 

(9(JlnJ2)--*c~(J2;A) (9(J, nJz)--*c~(J,;a) 

#~-+p# #~-+(1 - p )  p, 

(9(J1 nJ~) ~ d ( J 1  uJ~)  
#F-+p'#. 

Ces applications sont continues. De plus, il vient, pour tout  pc  (9 (J~ n J2): 

8 ( p p ) = ( ~ p ) # + p S p  

= i/2 p'# (sur J2) 

et 3 [(i - p) #] = - i/2 p '#  (sur J0 

Par cons6quent, si S est une section lin6aire continue de 3-: sC(J~uJ2) 
~r (J1 u J2), l 'application qui/t  # E (9 (J1 n Jz) associe (q~, ~) d6fini par les formules 

q~ = (1 - -  p) IJ + S(i/2 P'#)IJ, 

O = p # - S ( i / 2  p' p)lS~ 

prend ses valeurs dans (9(J 0 x (9(J2)- On v6rifie imm6diatement que cette applica- 
tion est une section lin6aire continue de l 'application (5.3.3). q.e.d. 

Remarque 5.3.6. Au lieu d'6tablir la proposit ion 5.3.5 en plongeant ~r dans 
r (~/aTl; A~), nous aurions pu consid6rer l 'action de 3- sur les espaces cgk(A, e, 
J)"= n cgp(j; Domfq)  munis de la norme [].llk;s = ~ I[.llp, q- Toutefois, les 

p+q=k p+q=k 
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in6galit6s (5.3.1) ne sont pas satisfaites si l'on substitue les normes ]['[]k;J et 
II.ll~+x;J ~t III.IIIN et III.IIIN+~. Elles le deviennent lorsque k > 0  est non entier, 
apr6s que l'on a 6tendu les d6finitions de cgk(A, a, J) fi ces valeurs de k. La 
pr6sentation adopt6e ici 6vite ces d6veloppements quelque peu techniques. 

5.4. Un analogue du th~ordme des matrices holomorphes 

PropositionS.4.1. Soient J1 et J2 deux intervalles tels que J l ~ J 2 # 0 .  
L'application 13 : 

P: (9(J1) o '  x C(Jz)o I ~(9(J 1 c~J2) o '  

d~finie par 
p(f, g) -1 = J~lJl nJE  " g l J ,  r~J2 

est surjective. 

D~monstration. Commen$ons par rappeler un r6sultat d'int6r~t ind6pendant. 

Lemme 5.4.2. Soit ~p : B ~ B' un morphisme continu d 'algdbres de Banach unif~res. 
Si ~p(B) est dense dans B', alors <p(Bo ') est dense dans B'o ~ 

D~monstration du lemme 5.4.2. Tout  616ment b' de B' o '  peut s'6crire comme 
un produit  fini 

eX'~. e X ~ . . . .  �9 eX'~ 

06 les x~ appartiennent ~ B. Si ~p(B) est dense dans B', il existe une suite 
((x~ . . . . .  x~)) ,~  de points de B 'N tels que (cp(x~) . . . . .  ~p(x~)) converge vers 
(x~ . . . . .  xk). La suite des images par ~p des 616ments de Bo 

eXT.... . e x?~ (n ~ N) 

converge alors vers b' dans B' o ' .  q.e.d. 

Nous pouvons appliquer le lemme pr6c6dent au morphisme de restriction 

p: (9(J2)~(9(J, c~J2) 
d6fini par 

p(f).'=f,j, ~ .  

En effet, P(t~(J2)) est dense dans (9(./i c~J2) d'apr6s la proposition 4.2.4. Nous 
obtenons ainsi: 

L~mme 5.4.3. P(~(J2)o ') est dense dans (9(J 1 n .]2)01 . 
Par ailleurs, il vient: 

Lemme 5.4.4. L'application P admet une section analytique Q, ddfinie sur un voisi- 
nage ouvert g2' de 1 dans r c~J2) -1, telle que Q(1)=(1, 1). 

~a Nous  d6signons par Go la composante neutre d 'un  groupe topologique G. 
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DOmonstration du lemme 5.4.4. L'applicat ion P e s t  analytique 14. Aussi, en vertu 
du th6or6me des fonctions implicites, il suffit de mont rer  que la diffSrentielle 
de P e n  (1, 1) est surjective scind6e (cfi [D],  w 1.7). Or  cela d6coule imm6diatement  
du th6or6me 5.3.6, puisque cette diff6rentielle est 1'application 

C(J1) x C(J2) --+ C(J, m J2) 

(go, ~)~--}~lJ, nS2--golJ,~s2 q.e.d. 

DSmont rons  la proposi t ion 5.4.1. Soit donc  h ~ (9 (,/1 n J2)o 1. D'aprSs le lemme 
5.4.3, il existe ~ 0 ( J 2 ) - 1  tel que 

D'apr&s le lemme 5.4.4, il existe f~(~(J1)- ~ et geC(J2) -1  tels que 

- 1  __ - 1  
h~ls,,~s2 -- fls, ~s: gls, ~s~. 

On a alors 

h = P ( f g ~ ) ,  q.e.d. 

Remarque 5.4.5. Nous  avons montr6,  pour  6tablir le lemme 5.4.4, que la diff6ren- 
tielle DP(1, 1) est surjective scind6e. I1 est facile d'en d6duire que DP(f ,g)  est 
surjective scind6e pour  tout  ( f  g)e(9(J1)-x x (g (J2)-1. Ainsi, 1'application analyti- 
que P e s t  une submersion directe surjective. 

Corollaire 5.4.6. Conservons les notations de la propositions 5.4.4. L'application 

P: O~(Jl)o ~ • (9+ (J2)o ~ --}C~~ c~ J2)o ~ (5.4.1) 

est surjective. 

D~monstration. On peut  t rouver  deux intervalles compacts  J1 et .~ tels que 

Yi= ; 
Jl n J: = Jl n J2 ; 

sl\J2cJ1 et S2\JlCJ2. 

D'apr~s la proposi t ion  5.4.4, pour  tout  u~(9(Jl~J2)o 1, il existe u~(9(.~)ol(i 
= 1, 2) tels que 

U - I  
1 l J l  c~J2 " U 2  l J r  r ~-- U.  

Cette relation, jointe /t la proposi t ion 4.2.2, mont re  que, si u appart ient  fi 
(9~176 (J1 n J2), alors u~l s appar t ient  fi (9+ (J~), donc  fi (9 + (J~)o 1 d'apr~s la proposi t ion 
4.2.5. Enfin, par  construct ion 

u=P(u11Jlr~12,u21Jlnj2), q.e.d. 

~4 Pour la d6finition et les propri6t6s 616mentaires des applications analytiques entre ouverts d'espaces 
de Banach, on pourra se reporter ~[D], pp. 7-10. 
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6. R~solution de l'~quation u -  ~- ~u  = v 

6.1. R~solution de l'~quation u -1 .  ~u = v lorsque ves t  proche de 0 

Lemme 6.1.1. Soient a~-~* et go~cg~176 ~), et soit 

~:  ( 9 2 ) - '  x A ~ 9  ~ 

(u, b)~--~ u -  1,5U"~- gob. 

a) 4~ est une application analytique. 
b) Si qb(0)4:0, alors il existe un voisinage ouvert f2 de 0 dans 9 ~ et deux 

applications analytiques 

T:  f2~(gal )  -1 et B: (2--*A 

tels que 

~ o ( T , B ) = I d a ,  T ( 0 ) = I  et B(0)=0.  

D~monstration. L'assertion a) d6coule imm6diatement du fait que 9 ~ et 91 sont 
des alg6bres de Banach, que 9 ~ contient A et go et que ~-est une application 
lin6aire continue de 9~ dans 9 ~ 

D'apr+s le th6or6me des fonctions implicites, il suffit pour 6tablir b) de mon- 
trer que la diff6rentielle 

D~(1,0): 92 x A ~ 9  ~ 

est surjective scind6e (cfi [D], w 1.7). Or il vient imm5diatement: 

DO(1, O) (th fl) = Sq + go fl. 

Par consequent, si r e 9  ~ et si l'on pose (cfi n ~ 5.3) 

fi=~b(0)-l~(0) et q=G~(v-gofl),  

ators 

( r / , f l )~9~xA et Dq~(l,O)(tl, fl)=v. 

L'application v~--.(r/, fl) ainsi d6finie constitue donc une section de DR(I, 0). Sa 
lin6arit8 et sa continuit6 sont 6videntes. q.e.d. 

Lemme 6.1.2. Soient q~, O, ~ et B v~rifant les conclusions du lemme 6.1.1. 
a) Si tel2,  alors sur le compl~mentaire du support de go 

~-/( t)  - 1 .  ~ - ~  ( t )  = t.  (6.1.1) 

b) De plus, pour tout N e N ,  si peCg~176 ~)  et si 

supp p n supp go = O, (6.1.2) 
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alors 

et l'application 

Vtef2, t e ~  ~ p ~ ( t ) e ~ f f  +~, 

p 'e :  ~ n 0 - ~  ~ +~ 

t~--~ pT~ (t) 

est analytique (en tant qu'application d'un ouvert de l'espace de Banach ~ff 
vers l'espace de Banach ~ff+ 1). 

c) Sous les m~mes hypothOses, p ~ envoie contin~ment c(~o (~/a7Z ; A ~) n t2 dans 
cg~ (~,/a~; A oo). 

D~monstration. Soit t~O. Par hypoth+se, 

c'est-/t-dire 

cI)(~ (t), B(t)) = t, 

T ( t ) -  ~ . ~T(t)  + q~B(t) = t; 

l'6galit6 (6.1.1) est donc bien satisfaite en dehors du support de q~. 
Etablissons b) par r6currence sur N: 

�9 si N = 0 ,  b) d6coule de l'hypoth6se sur ~9, suppos6e analytique de (2 vers 
92. 
�9 supposons avoir d6montr6 b) fi l'ordre N. Soient alors t e ~ f f + l n O ,  et 
p ~ ~oo (~ /aZ;  112) v6rifiant (6.1.2). I1 vient 

8[p 7 j (t)] = p ~-~P (t) + 2 p' ~ (t) 

= p ~v(t) [ t -  ~oB(t)] + 2 p' ~P(t) 

= tP( t ) (P t+2P'  ). 

Jointe ~t l'hypoth6se de r6currence, cette formule montre que ~-o(p~) envoie 
analytiquement ~ + l n t 2  vers ~ .  Comme p ~  envoie analytiquement 
@if+ 1 c~ s vers ~ff+ 1 (~ nouveau d'apr6s l'hypoth6se de r6currence), ~d'ellipticit6>> 
de 6 prouve alors que p ~ envoie analytiquement ~ + 1 c~ f2 vers ~ff + 2 (cf Prop. 
5.3.1). Nous avons ainsi 6tabli b)/t l'ordre N + 1. 

Enfin, c) est une cons6quence imm6diate de b) (cf n ~ 5.1). q.e.d. 

Lemme 6.1.3. II existe t />0  et une application continue JV" d~finie sur l'ouvert 
Q, de d (I) d~termind par 

t e O .  r sup(ll t(z)ll + II t'(~)ll + II t"(z)H)<t/ 
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d valeurs dans ~r ~ telle que: 
i) ~ ( 0 ) =  1; 

ii) VteO, ,  X ( t ) -  ~.gJF(t)= t. 

Ddmonstration. Soit a un r6el strictement plus grand que la longueur de I. Don- 
nons-nous tpe<goo(~/a7Z.;IE) de support disjoint de I e t  tel que ~b(0)#0, puis 
construisons f2, ~ et B comme dans le lemme 6.1.1. S ip  v6rifie les conclusions 
de la proposition 5.2.1 avec J = I ,  et si t/ est suffisamment petit, alors d'apr6s 
les in6galit6s (5.1.1) 

On peut alors poser 

JFo: f2~-~ d ( I )  -1 

t~'-'~ tP [p(t)]li .  

Le lemme 6.1.2 montre que Xo est continue. En effet, si pe~oo(iR/aTl; ff~) vaut 
1 sur I et admet un support disjoint de celui de ~p, p ~  envoie continfiment 
~oo(lR/aZ;Aoo)c~t2 dans ~oo(P,/aZ;Aoo) et A/'o(t)=(p~[p(t)])l ~. On a de plus 

V t e ~ ,  JI/'o(t) -1 .gYo( t )=t .  

Nous pouvons maintenant d6finir ~ satisfaisant fi i) et ii) par la formule 

Jff ( t)= Jffo (0)-1- Jffo (t). q.e.d. 

Remarque 6.1.4. L'application Jff construite dans la d6monstration du lemme 
6.1.3 est (~beaucoup plus>> que simplement continue, puisqu'elle est obtenue 
fi partir de rapplication p ~  du lemme 6.1.2, qui d6finit un syst6me projectif 
d'applications analytiques. 

6.2. Rdsolution locale de l'dquation u-  1. gu = v 

Posons, lorsque Vo = Dom (~2, Vl eDom 6 et v2~A,  

P1 (Vo, vl, v2) = --2ivo; 

P2 (Vo, vl, v2) = - - i v1 -2v2  +6Vo; 

Pa(vo, Vl, v2)=�89 + i62vo-iv2) 

+ ~ ( - i v o ' J V o - 2 i J v o ' V o - 2 V o V l - V l  Vo + 2iv~). (6.2.1) 

Lemme 6.2.1. Pour tout germe en 0 d'application Coo de P~ vers Aoo, v, le germe 
en 0 d'application C ~ de P., vers (A~176 -1 ddfini par 

3 
u(T)= 1 + ~ Pj(v(0), if(0), v"(0)) z i 

j=l  

est tel que, lorsque z tend vers 0 

u(z)- 1. gu(z) = v(z) + O (z3). (6.2.2) 
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Ddmonstration. Comme u(z) est de la forme 1+O(7), la condition (6.2.2) est 
6quivalente fi la condition 

3-u (z) = u (7) v (7) + 0 (7 s). (6.2.3) 

3 

Lorsque u(z)= ~ Pjz j e t  que Po=l ,  cette derni6re condition est v6rifi6e si et 

seulement si j= o 

1 J 1 
~ [ i ( j+  1) Pj+, + 6Pj] = k=O ~ - -  Pk v(J-k)(o)' (j-- k)! je{O, 1, 2} 

c'est-fi-dire, si et seulement si 

i [ J 1 ] 
Pj+, = / ~ q - / 6 P j -  2 j +  [ k=OE - - P k V ( J - k ) (  O ) ( j _  k) ! ]' j e  {0, 1, 2}. 

Or un calcul tr6s simple montre que P1, P2 et P3 donn6s par les formules (6.2.1), 
off l'on a fait Vo=V(0), vl=v'(0) et v2=v"(0), sont les (uniques) solutions de 
ces 6quations. q.e.d. 

Donnons-nous maintenant p c ~  ~ (R; ~) tel que 

s u p p p c ] - - l , l [  et p =  l sur [--�89 �89 

et posons, si e > 0  et x ~ :  

L e m m e  6.2.2. Soit J un intervalle compact d 'int&ieur non vide et soit x un point 
de J. Si w ~ ( J ;  A ~) v~rifie 

w (0)  = w '  (0)  = w "  (0)  = 0,  

alors, pour tout ee]O, 1] 

sup(tl(p~, x w)(011 + II(p~,x w)' (7)11 + I[(p,,x w)" (7)11) 
t e J  

< lOesup(Ip(t)l + Ip'(t)l + Ip"(t)l)sup tl w(3)(z)ll. 
~elR ~ e J  

D~monstration. I1 vient: 

i 

(P,,x w) "~ = Z C4 ,,.-i~ wU~ 
j=O 
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Or, d'apr6s la formule de Taylor  avec reste int6gral, on a, si j~{0, 1, 2} et z~J :  

1 
w~J~(~) = ~o 02 - j  (T--X) 3-JW (3) E0(T--,X)] d0;  

par ailleurs 

p~i, xJ'('C)=ej-i p(i-J' ( ~ -  ). 

Par cons6quent, si 0__<j_<i_< 2 et e e]0,  1], alors, pour tout  z e J  

= "-J) t 1 e3_Jsu [1 p~i,: J)(z) WtJ)(z)l[ < eJ-isup[p ( )1 ~ P II Wr 

< e sup [tP (t)l + I P' (t)l + I P" (t)l] sup II w r II. 
telR ~J  

(Remarquer que, puisque rexpression de gauche est nulle si I z - x l  > e, on peut 
supposer pour  la majorer  que IT-xI  <e.) 

La  majorat ion fi &ablir est maintenant  6vidente. q.e.d. 

Posons maintenant ,  si v ~ ( 1 )  et x e I :  

3 

qZx(V ) (z)= 1 + ~ Pj(v(x), v'(x), v " ( x ) ) ( z - x )  j (6.2.4) 
j = l  

e t  

v~(~) = o~(v) (~)- 1. g ~ ( v )  (~). 

(qlx(V) r invcrsible au voisinage dc x, donc vx cst bien d6fini au voisinage 
de x). 

D6finissons aussi, pour tout  R > 0, BR comme la boule 

{w d( l ) I  III viii _-< R} 

oO Ill.Ill d6signe la norme 

i+j<3 re /  

Lemme 6.2.3. Pour tout R > 0, il existe e (R)> 0 tel que, s iv ~ BR et x ~ I, alors 
i) ~x(v) (z) soit inversible lorsque z E Ix - -  e(R), x + e (R)]; 

ii) pour tout e~]0, e(R)], P~,x qlx(v)(v-v~) qlx(v) -1 appartienne au voisinage 
f2~ de 0 dans d ( I )  introduit dans le lemme 6.1.315 

15 D'apr6s i), le produi t  q/~(v)(v-vx) ~x(v)-1 d6finit un 616ment de d(lc~ [x--e(R), x+e(R)]). Comme 
supp p~,x c ] x -  e, x + el, le produi t  pa r  p~. x de cet 616ment, prolong6 par  0 sur  l \ [ x -  e(R), x + e (R)], 
d6finit un 616ment de ~ (I) que nous  notons  Pc, x ~x(v) (v- v~,) ql x (v)- 1. 
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D~monstration. Lorsque  v~BR, il vient, d 'apr6s la d6finition de q/x(v) (cf (6.2.4) 
et (6.2.1)): 

It %(v ) ( ~ ) - 1  II < 2 R I r - x l  +(2R + 2 R  2) I~--x12 + 1/3(4R3 + 12R2 + 3 R ) [ z - x [  3 

__<20(R 3 + 1 ) I ~ - x l  

pourvu que I~ -x l  < 1. 
Par consequent, si J r - x [  < [40(R3 + 1)3-1, alors q/x(v)(3) est inversible et 

[I ~/~(v) (z)- 1j] < 2. (6.2.5) 

Ainsi, i) est r6alis6 pourvu que e(R)< [40(R3 + 1)3- 1. 
De plus, par construction, v--vx est nulle en x ainsi que ses deux premieres 

d6riv6es. I1 en va donc de mSme de 

w~ = %(v ) (v -vx )  ~ ( v ) -  ~. 

La d6finition de f2, et le l emme pr6c6dent mon t ren t  alors qu'il suffit pour  6tablir 
ii) de majorer I[ w~3~(~)ll en fonction de R lorsque r d6crit l'intervalle 

Jx=Ic~ x 4 0 ( R 3 + l ) , x 4  40 (R3+1)  . 

Or, d'apr~s la d~finition de BR, les d6riv~es d'ordre au plus 3 de v, ql~(v) et 
5~/x(v) ont leur norme dans A major6e en fonction de R sur Jx; d'apr~s (6.2.5), 
il en va de marne de celles de ~ De ces majorations d~coule la majoration 
requise sur II w~)~(~)ll, q.e.d. 

Lemme 6.2.4. Conservons les notations des lemmes 6.1.3 et 6.2.3. Si on pose, pour 
~ [0, ~(R)], 

u = x [p~, ~ %(v) ( v -  v~) % ( v ) -  ~] %(v), 

alors, sur l'intervalle [ x -  1/2e(R), x + 1/2e(R)] c~ I, u est inversible et 

N -  1 . ~-U ~____/3. 

Ddmonstration. L'invertibili t6 de u sur l ' intervalle en quest ion d6coule de celle 
de q/~(v) et du fait que X prenne ses valeurs dans d (1 ) -1 .  De plus, en posant 

= p~, ~ ~ ( v )  ( v -  vx) ~ ( v ) -  ' ,  

nous ob tenons  sur ce mr  intervalle, compte  tenu des d6finitions de JV, ~//x 
et vx, et du fait que p~, x = 1 sur I - x -  1/2e(R), x + 1/2~(R)] : 

b~u = ~ ( ~ ) .  %(v) + ~ ( ~ )  3-% (v) 

= ~ ( ~ ) . ~ .  ~ ( v )  + ~ ( ~ )  5 ~ ( v )  

= ~ ( ~ )  [p~. ~ ~ ( v )  ( v -  vx) + 5% (v)] 

= ~ ( ~ )  %(v )  v 

= uv. q.e.d. 
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6.3. REsolut ion globale de l 'Equation u -  1. tYu = v 

Dans  ce num6ro,  nous nous donnons  v ~ d ( I )  et nous construisons une solution 
u e  d ( I ) -  1 de l '6quation 

U - 1  " S U = V  (6.3.1) 

au moyen  du lemme 6.2.4 et du corollaire 5.4.6. 
Reprenons  les nota t ions  des lemmes 6.1.3 et 6.2.3. Le lemme 6.2.4 mont re  

que, si e=e(lllvlll),  alors, pour  tout  x ~ I ,  

ux = Y [p~. ~ ~ex(v) ( v -  v~) % ( v ) -  ~] % ( v )  

appart ient  gt d ( I ) ,  que u~ est inversible sur I x . . = [ x - e / 2 ,  x + e/2] n I e t  que, sur 
cet intervalle 

Ux 1 . ~-Ux ~ / ) .  

De plus, la continuit6 de Jff et la d6finition de q/x mont ren t  que l 'application 
t~--~ut de I vers d ( I )  est continue. 

Soit (Xl, XE)e/2 tel que 

X I ~ X 2 ~ X  1-~8, 

c'est-~t-dire tel que I~1 n Ix2 soit d'int6rieur non  vide. Consid6rons l 'application 

[Xl, x2] ~ s4  (Ixl c~ I ~ )  

t~--~utll~ 1~1~'ux-,~1~ 1 ~ . 

Elle est cont inue et vaut  1 en x l. De plus, elle prend ses valeurs dans 
(9~176 en effet, pour  tout  t ~ [ x l , x 2 ] ,  It contient  I~1c~1~:, de sorte 
que ut est inversible sur I~1 n I ~  et que, sur cet intervalle 

6(u, . u L ~ ) = ~u, . u L ~ - u, . u L 1 .  ~u~l . uL1 

= u,. [u;- ~. ~ u , -  u L 1. ,~ux 1]" uL 1 

~ 0 .  

Par cons6quent  

- 1 (9 o~ (Ix1 c~ lx2)o i (6.3.2) Ux21lxl c~lx2 " UX 1 [Ix1 c~ lx2~ 

Choisissons une subdivision a o < a  1 < . . .  <aN de l 'intervalle I telle que ai+ 1 
- a i < e / 2  ( i = 0  . . . . .  N -  1), et posons  

Ui=Ua, l[a, . . . .  ++1] ( i = I  . . . . .  N - - I ) .  

I1 vient, puisque [a i_ 1, ai+ 1] CIa ,  : 

ui~ s 4  ([ai - 1, ai + 1])- 1 (6.3.3, i) 
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et 

u f  1. ~ui =Vlt . . . . . . . . .  ~ (i = 1 . . . . .  N - -  1). (6.3.4, i) 

De plus, d'aprbs (6.3.2) 

ui+ 1 It-, . . . . .  l'Uiltla . . . . . .  ] ff (9~ ([-al, a~+ 1])o 1. (6.3.5, i) 

Le corollaire 5.4.6 nous permet  de ((recoller)~ les ((solutions loca les ,  u~ de 
l '6quation (6.3.1). Plus prbcis6ment, nous pouvons  &ablir par  r6currence l '6nonc6 
suivant:  

Lemm e  6.3.1. Pour  tout  i t  {i, . . . ,  N -  1}, il ex i s t e  tTiE~zl([a0, a~+ 1])- 1 tel que 

/~/- 1. ~Ui = Vl[ao . . . . .  l (6.3.6, i) 

et que, si i < N - -  1 

ui + liE, . . . . . .  1" t~0taa,, a,+ ,1 ~ (9 ~ ([ai, al + 1])o x. (6.3.7, i) 

Lorsque i = N - - 1 ,  ce lemme assure l 'existence d 'une solution dans ~ ( I )  -1 
de l '6quation (6.3.1). 

D~monstrat ion.  D'apr+s (6.3.3,1), (6.3.4,1) et (6.3.5,1), ~1=Ul appart ient  
~ r  ' a 2 ] ) - 1  et satisfait ~ (6.3.6,1) et (6.3.7,1). 

De plus, si i~{1 . . . . .  N - 2 }  et si ~ i e d ( [ a o , a i + l ] )  -1 satisfait ~ (6.3.6, i) et 
(6.3.7,i), alors, d'apr6s le eorollaire 5.4.6, il existe f ~ ( 9 ~ ( [ a i ,  ai+2])o 1 et 
g ~ ( 9 ~ ( [ a o , a i + l ] ) o  I tels que l'6galit6 suivante soit v6rifi6e sur l 'intervalle 

[ai, a, + 1] : 

f-1 .g=ui+1.[tZ1. 

I1 vient alors, toujours  sur l 'intervalle [a~, ai+ ~] : 

f'Ui+l=g'Ui" 

On d6finit done  un 616ment Ui+l de ~ ( [ a o ,  a~+z])-1 en posant  

~i+l=g'~i s u r  [ao,ai+l] 
et 

~ + l = f . u i + l  sur [ai, ai+2]. 

Cet 616ment satisfait ~ (6.3.6, i +  1), puisque 

f i i - + l l . 5 ~ i + l = ~ i - l . ~ i = v  sur [ao, ai+ 1], 

= u i + l l . 6 u i + l = v  sur [a i ,a i+z] ;  

En effet, 3- f= 0 et 3-g = 0. 
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Enfin, si i +  1 < N - 1 ,  il vient, sur [ai+ ~, ai+ 2]: 

ui+ 2 "~ti-+~ =ui+ 2 " ( f  "ui+ 2)- 1 

= (ui + 2" ui-+11)"f - l 

et donc, d 'apr6s  (6.3.5, i +  1) et la d6finition de f, la condi t ion (6.3.7, i +  1) est 
aussi satisfaite, q.e.d. 

6.4. Fin de la ddmonstration du thdordme 4.4.1 

Au num6ro  pr6c6dent, nous  avons  6tabli la surjectivit6 de l 'appl icat ion 

n: ~r ( I ) -  1 __+ d (I) 

U k"~ U - 1  �9 ~-U. 

Pour  terminer  la d~mons t ra t ion  du th6or6me 4.4.1, il reste ~ &abl i r  que n e s t  
non  seulement  surjective, mais  encore adme t  une section continue. Cela fait 
l 'objet  de ce num6ro.  

L e m m e  6.4.1. Pour tout couple (ul , u2) d 'dl~ments de ~r ( I ) -  1, les assertions suivan- 
tes sont dquivalentes: 

i) //~(Ul) = ~ (U2) ; 
ii) UZe(O~~ 

Ddmonstration. Cela d6coule imm6dia tement  de l ' identit6 

~-(u2. u l  1) = ~-Uz " Ul I -- U2 " Ul 1. ~-Ul " Ul 1 

= u 2 . ( u f  l . f f u z - u ? l . f f u l ) . U l  1 . q.e.d. 

Lemme 6.4.2. Pour tout u e d ( I )  -1,  il existe un voisinage ca de n(u) dans d ( I )  
et une section continue a de n ddfinie sur ca telle que a(n(u))= u. 

Ddmonstration. Le lemme 6.1.3 assure l 'existence d 'une  telle a lorsque u =  1. 
On ram6ne le cas g6n6ral h ce cas particulier,  au  m o y e n  de l 'identit6 

n (v u)  = n (u)  + u - ~ 7: (v) u. 

On v6rifie ainsi imm6dia temen t  que l 'ouver t  

Ca = u -  1. (ca.  + n (u) ) .  u 

et l ' appl ica t ion a d6finie par  

~r(x) = ~ [ u - ( x  - re(u)) �9 u -  q .  u 

satisfont aux condi t ions requises, q.e.d. 
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Joints fi la surjectivit6 de ~, les deux lemmes pr6c6dents montrent que, si 
l 'on munit ~r ~ de l'action par multiplication ~ gauche de (9 ~~ (I)-1, alors 

~: ~r  -~ - - , d ( I )  

devient une (9 o0 (I)-~-fibration principale, localement triviale. Or l'espace topolo- 
gique M (I) est paracompact (puisque m6trisable) et contractile, si bien que toute 
fibration principale localement triviale de base M(I) est triviale. En particulier, 
l 'application ~ admet une section continue #0 d6finie sur tout ~q/(I). L'application 

= ~o (0)- 1. 

satisfait alors aux conclusions du th6or6me 4.4.1. 

7. Applications aux alg~bres produits erois~s 

Cette section est consacr~c fi la d6monstration des r~sultats ~nonc6s au n ~ 2.3. 

7.1. Prkliminaires 

7.1.1. Soit ae~(G; IR+) une fonction sous-additive. 

Proposition 7.1.1. L'espace Expa(G; B) est une sous-algkbre dense de L 1 (G; B) qui, 
munie de la norme II �9 L ,  devient une algObre de Banach. 

D~monstration. On v6rifie imm6diatement que l'application 

Exp(G; B ) ~  LI(G; B) 

est bijective, envoie c~c(G; B) sur ~c(G; B) et est une isom&rie lorsque Expa(G ; B) 
et LI(G; B) sont munies respectivement des normes I1" Ito et I1" II 1. I1 en d6coule 
que Exp~(G;B), muni de la norme I1"11o, est un espace de Banach contenant 
~ (G;B)  comme sous-espace dense, puisqu'il en va ainsi de LI(G;B) muni de 
la norme I1" I11. 

La proposition 7.1.1 est maintenant une cons6quence imm6diate de l'6nonc6 
suivant: 

Lemme 7.1.2. Pour tout couple (tp~, cp2)ec~c(G; B) 2, on a 

II ~01. q,2 Ila< II ~0111a II ~02 Ila. 

D~monstration. I1 vient: 

II (pl.rp2 Ila = ~ ea~g) ll ~ q~l(h).flh ~o2(h-lg)dhlt dg 
G G 

< ~ e~tg)lltpl(h)ll 1[~o2(h-~g)ltdhdg 
GxG 

< ~ eatn'h=)ll~ol(hx)ll 11~02(h2)11 dhldh2 
GxG 

< ~ e ~h~ II ~01 (h011 dhl.  ~ e ~th~ II ~02(h2)11 dh2 
G G 

= I1~ol Ila 11~'2 Ito q.e.d. 



308 J.-B. Bost 

Remarque 7.1.2. On v6rifie imm6diatement que, si a et b sont deux fonctions 
sous-additives de G vers P,+ et s'il existe M G R  tel que, pour tout gGG, a(g) 
< b(g)+ M, alors Expb(G; B) est une sous-alg6bre de Expa(G; B) et le morphisme 
d'inclusion Expb(G; B) - ,  EXpa(G; B) est continu. 

7.1.3. Consid6rons le sous-espace vectoriel ~o(G; B)n  L 1 (G; B) de L 1 (G; B). Muni 
de la norme Ill.Ill d6finie par 

Ilkolll = II ~0 II ~ + II ~o tlx =sup II ~(g)ll + f II ~o(g)ll dg, 
get7 G 

c'est un espace de Banach. On v6rifie ais6ment qu'il contient ~c(G; B) comme 
sous-espace dense. 

Lemme 7.1.3. Soit ((~1, ~~ B). Si (D2 appartient ?t ~o(G; B), alors q91 ,~0 2 
appartient fi C~o(G; B) et 

1I~o1.~o2 Iloo < II~ol II1 IIq~ElE~. (7.1.1) 

D~monstration. I1 suffit d'6tablir l'in6galit6 (7.1.1) lorsque ~o~ et ~o2 appartiennent 
h c~c(G; B). Or, il vient alors, pour tout g~G: 

tl ~ox * ~.o2 (g)ll = II ~ ~x (h) flh (P2( h - x  g) dh II 
G 

< ~ II~o~(h)ll 11~0211o~ dh=ll~oll~ 11~0211~. q.e.d. 
G 

On d6duit imm+diatement de ce qui pr6c6de la proposition suivante: 

Proposition 7.1.4. L'espace C6o(G; B ) n D ( G ;  B) est un ideal ~ gauche (donc une 
sous-algbbre) dense de l'algkbre LI(G; B), qui, munie de la norme I1" II devient une 
alg~bre de Banach. 

Observons que la proposition A.2.8 s'applique ici et montre que le morphisme 
d 'inclusion 

~o(G; B) nL: (G;  B) ~ LI(G; B) 

dOtermine un isomorphisme fort  en K-th~orie. 
Des consid6rations analogues s'appliquent ~ la sous-alg6bre de Expa(G, B) 

form6e des fonctions ~o~c~ o(G;B) telles que e"~o appartienne ~t 
C6o(G; B)n  L 1 (G; B), et permettent de formuler des variantes des th6or6mes 2.3.1 
et 2.3.2 mettant en jeu ces sous-alg6bres. 

7.2. Ddmonstration des th~or~mes 2.3.1 et 2.3.2 

7.2.1. Nous commengons par 6tablir la proposition suivante au moyen du th6o- 
r+me 2.2.1; nous en d6duirons ensuite les th6or6mes 2.3.1 et 2.3.2. 

Proposition 7.2.1. Soit B une alg~bre de Banach munie d'une action fl d 'un groupe 
localement compact G. 
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Pout tout morphisme de groupes continu cb: G ~ ~",  toute fonction convexe, 
positivement homog~ne et lin~aire par morceaux L: ~ " ~ . , +  et toute fonction 
continue sous-additive a: G ~ ~.~+ , le morphisme d 'inclusion 

Exp, + Loa~(G; B) ~ Expa (G; B) 

d~termine un isomorphisme fort  en K-th~orie. 
Rappelons que l'on d6finit une bijection entre l'ensemble des fonctions conve- 

xes et ,positivement homog6nes L: ~-~"~ R+ et l'ensemble des parties K de ~-~", 
compactes, convexes et contenant 0, en posant 

K :  { ~ " 1  Vx~" ,  <~, x> + L(x) > 0}. (7.2.1) 

On a alors, pour tout ~ R " ,  

L(x) = sup - (r x )  
~eK 

et l 'on dit que L e s t  la fonction d'appui de K. La fonction L e s t  lin6aire par 
morceaux si et seulement si le compact K est l'enveloppe convexe d'une pattie 
finie de R". 

D~monstration de la proposition 7.2.1 

Pour tout f ~ D  (G; B) et tout ~ " ,  nous d6finissons un ~16ment ~r f de L ~ (G; B) 
en posant 

~ f (g) = e i < r ,a~s)>f (g). 

On v6rifie imm6diatement que ar est un automorphisme de l'alg6bre U(G;  B) 
et que, pour tout (~, ~')~R ~ x R ", on a 

I1 est clair que Expa(G; B) est stable par ctr et que ~r d~termine un automor- 
phisme isom6trique de l'alg~bre de Banach (Exp,(G; B), II-Ila). De plus, pour 
tout f~Expa(G; B), l 'application ( ~ - ~ r  de ~ "  v_ers Expa(G ; B) est continue, 
d'apr~s le th6or~me de convergence domin6e. Nous disposons ainsi d'une action 

=(~r de 1~" sur Expa(G; B). 
Soit K la partie compacte et convexe de R"  dont L e s t  la fonction d'appui. 

D'apr~s le th6or6me 2.2.1 (ou plut6t sa g6n~ralisation au cas off K est 6ventuelle- 
ment d'int6rieur vide, cf n ~ 3.1), il suffit, pour  ~tablir la proposition 7.2.1, de 
montrer  que les alg~bres Exp~+Lo~(G; B) et (9(Exp,(G; B), a ,K)  coincident et 
que les normes [l" II~+Lo~ et I1" IIK"=I[ " I[~xpa~;m,~,g sur cette alg~bre sont 6quiva- 
lentes. 

D'apr~s la d6finition de K, pour tout ~e lR~+iK et tout g~G, on a 

I ca(g) el(C" ~(g)) I ~ ea (g) + Lot~(g). 
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Par cons6quent, pour tout f~Expa+co~,(G;B), on d6finit un 616ment fr de 
Expa(G; B) en posant 

fr (g) = e i <r r162 (g). 

De plus, il d6coule du th6or6me de convergence domin6e que l'application (4 v-~fr 
de P."+ iK vers Exp~ (G; B) est continue et << prolonge analytiquement,  l'applica- 
tion (~--~0cr f )  de R"  vers Exp.(G; B). Cela montre que EXpa+Lo.(G; B) est inclus 
dans (9(Exp.(G; B), ~, K). 

Soit F une partie finie de R" dont K est l'enveloppe convexe. Comme toute 
fonction continue convexe sur K prend ses valeurs maxima en des points de 
F, il vient, si f~Exp~+Lo~(G; B) 

et 

Ilfll~+Lo~ = j" IIf(g)ll eatg)+c~ 
17 

= ~ Ilf(g)ll supe"~g)-<r 
G ~EF 

IIflIK=SUp ~ IIf(g)ll ea(g)-<~'~tg)>dg 
~eK G 

=sup ~ Jlf(g)ll e~t~)-<r 
r G 

Par cons6quent, on a 

I[fllJz~ Ilf l l~+Lo~(Card F)tlfllK. 

Pour 6tablir que les alg6bres Expa+Lo~(G;B) et (9(Expa(G;K),~,K) cdin- 
cident, il suffit maintenant de prouver que la premi6re d'entre elles est dense 
dans la seconde. Cela d6coule du fait que les fonctions de LI(G;B) ~ support 
compact appartiennent ~ Exp~ + Lo~ (G; B) et sont denses dans 
O(Expa(G; K), a, K), comme le montre ais6ment un raisonnement par tronca- 
ture. q.e.d. 

7.2.2. Ddmonstration du thdordme 2.3.1 

Choisissons une fonction convexe, positivement homog6ne et lin6aire par mor- 
ceaux L: P- ,n~R+ telle que H<L:  par exemple si R ~ R +  est suffisamment 
grand, la fonction d6finie par 

L(x)= R ~ Ix, I 
i=1  
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convient. Consid6rons alors le diagramme suivant, dont les fl6ches sont des 
injections continues d'alg6bres de Banach (cf Remarque 7.1.2): 

Expno~+Loe(G; B) '- , ExpL~(G; B) 

EXp~o~(G;B) ~- , L ~(G;B). 

Le carr6 et les triangles de ce diagramme sont commutatifs; de plus, les fl6ches 
verticales d6terminent des isomorphismes forts en K-th6orie, d'apr6s la proposi- 
tion 7.2.1. Cela entralne que les fl6ches horizontales d6terminent des isomorphis- 
mes forts en K-th6orie. q.e.d. 

7.2.3. D~monstration du thOorkme 2.3.2 

I1 existe, par hypoth6se, une suite exacte de groupes topologiques 

{ 1 } ~ K ~ G  ~, 7ZY •  {1} 

off K est un groupe compact. Notons q~ le morphisme de G vers R p+q obtenu 
par composition de n e t  du morphisme d'inclusion •P• R q ~ R  p+q et posons, 
si R ~ +  

HR: •P+q--* lR+ 
p+q 

(xl)l~i<=p+.~R ~ Ixil. 
i=1 

On v6rifie facilement que, si l 'on choisit 

R = sup a [@- 1([ _ 1, liP+q)], 

alors il existe M ~ R +  tel que, pour tout groG 

a(g) < HR o @(g) + m.  

On peut alors consid6rer le diagramme suivant, dont les fl6ches sont des injec- 
tions continues d'alg+bres de Banach (cf Remarque 7.1.2): 

EXpa+HRo~,(G; B) ~" , Expn~o~(G; B) 

F J  f 
E x p . ( G ; B )  .- , L ~ ( ~ ; B / .  
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Le carr6 et les triangles de ce diagramme sont commutatifs; de plus les fl+ches 
verticales d6terminent des isomorphismes forts en K-th6orie, d'apr6s la proposi- 
tion 7.2.1. Cela entralne que les fl6ches horizontales d6terminent des isomorphis- 
rues forts en K-th6orie. 

7.3. D~monstration du th~or~me 2.3.3 

7.3.1. D~monstration de a). Pour tout g~G, on d6finit un multiplicateur Ug de 
L 1 (G; B) en posant 

(~p �9 Ug) (h) -- ~0 (h - g) 

(Ug * q~) (h) = fig [q~ (h - g)], 

quel que soit ~oeL ~ (G; B). 
Soit G le groupe dual de G. On v6rifie imm6diatement que l'on d6finit une 

action f l -  appel6e action d u a l e -  de G sur l'alg6bre de Banach LI(G;B) en 
posant 

(fix tp) (g) = Z (g) tp (g). 

Observons que, comme G, G est un groupe ab~lien 616mentaire. 
Notons A l'alg~bre de Banach L 1 (G; B) et, pour tout aEA, posons 

~a: G x G x G - * A  

(z, g,, g2)  P (vg, , a ,  ug2). 

Lemme 7.3.1. L'ensemble des dldments a de A tels que l'application ~a soit C ~ 
est une sous-algdbre pleine 16 ~ de A. Munie de la topologie la moins fine rendant 
continue l'application 

~Y- ,  c~~176 x G x G; A)~C~~176 x G x G)(~ A 

a~--~a, (7.3.1) 

l'algkbre d devient une bonne algkbre de Fr~chet. 

D~monstration. L'application (7.3.1) identifie d au sous-espace vectoriel ferm6 
de c~o (d • G • G; A) form6 des applications �9 telles que 

a~(Z, g~, g2) = p~ (re,, �9 a~(0, 0, 0)* V~). 

Comme cr (t7 x G x G; A) est un espace de Fr6chet, cela montre que la topologie 
initiale sur ~qr d6finie par (7.3.1) est une topologie d'espace de Fr6chet. 

L'identit~ 

~ b  (Z, g~, g2 ) :  t/'~ (Z, g~, 0) .  ~b(Z, 0, g2) 

~6 Rappelons que cela signifie que tout 616ment de ~ inversible dans .4 est inversible dans ~. 
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entra~ne que ~1 est une sous-alg6bre de A e t  que la structure d'alg6bre ainsi 
d6finie sur ~ '  est compatible avec sa topologie. 

Soit a ~ r  tel que 1 + a  soit inversible dans ~. Si l'on pose (1 + a ) - 1 =  1 +b,  
il vient, par un calcul facile: 

~b (X, g,,  g2) = -- ~Sa (X, g l, g2) + ~ (Z, g l, 0) * (1 + fix a ) - i .  ~,, (Z, O, g2), 

tandis que/~x a =  r 0, 0). Ces identit6s montrent que d est une sous-alg~bre 
pleine de A e t  une bonne alg6bre topologique, q.e.d. 

Notons Ao l'alg6bre de Banach U (G; B) n cf o (G; B) (cf. 7.1.3). 
La proposition suivante g6n6ralise la caract6risation de l'espace de Schwartz 

6P(~,.) comme espace des vecteurs C ~ de la repr6sentation de Schr6dinger du 
groupe de Heisenberg. 

Proposition 7.3.2. Soit a~A. Les assertions suivantes sont ~quivalentes: 
i) a appartient fi ~r ; 

ii) ~,  appartient fi cg~(d • G • G; Ao); 
iii) a appartient fi 6e(G; B~). 
La preuve de cette proposition fait l'objet du prochain num6ro. 

Corollaire 7.3.3. En tant qu'algdbre topologique, d cofncide avec 6r B~). 

D~monstration. Cela d6coule de l'6quivalence des assertions i) et iii) de la proposi- 
tion 7.3.2 et du th6or6me du graphe ferm6 (remarquer que d et 6~(G;B ~ 
s'injectent continfiment dans A). q.e.d. 

Observons que 6e(G;B ~) est un sous-espace dense de L~(G;B). En effet, 
on peut identifier 6e(G; B ~ fi ~a(G)Q B ~ et LI(G; B) ~ IJ(G)~)B, tandis que 

6e(G) est dense dans U (G) et que B ~ est dense dans B. En joignant cette remar- 
que au lemme 7.3.1 et au corollaire 7.3.3, on obtient: 

Proposition 7.3.4. L'espace vectoriel 6e(G; B ~) est une sous-algdbre dense et pleine 
de L 1 (G; B) qui, munie de sa topologie d 'espace de Fr~chet, est une bonne alg~bre 
topologique. 

Les assertions du th6or6me 2.3.3, a) d6coulent de cette proposition et du 
th6or~me A.2.1. 

7.3.2. D~monstration de la proposition 7.3.2 

i )~ii) .  Cette implication d6coule de la conjonction des deux lemmes suivants. 

Lemme 7.3.5. Soit N un entier naturel. Pour tout a ~  et tout tpEcg~(G), l'applica- 
tion ~a,~, appartient it cgN(d x G x G; Ao). 

D~monstration du lemme 7.3.5. I1 vient, pour tout (X, gl,  gE)~d x G x G 

$,,#,(X, gl,  g2)= $,(•, g l ,  0)*flx(~k * Us, ). 
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Or l'application r appartient fi cgoO(dxGxG;A) et l'application 
((z, gl)~---~/~z(~k*Ug,)) appartient h cgn((~• G;Ao). Le lemme d6coule donc du 
lemme 7.1.3. q.e.d. 

Lemme 7.3.6. Soit as~ / .  Pour tout N~N,  il existe a~, az dans sJ et  ~r ~/2 
dans cgff ( G) tels que 

a=a l  *~la +a2*t~2. 

D~monstration du lemme 7.3.6. Soit D un op6rateur diff6rentiel invariant par 
translation sur Ge t  soit p son ordre. Si a E A et si l'application (g ~ Ug* a) (resp. 
(g~-*a* U~)) de G vers A est de classe C p, nous poserons: 

D , a = D , ( a ,  U~)lg=o(~A ) (7.3.2) 

a* D = D s (U s �9 a)lg = o (7.3.3) 

On v6rifie ais6ment que, si @ appartient/l cgP(G), alors 

(a ,  D) ,~b=a ,  D@ (7.3.4) 

qJ,(D*a)=Da,~k (7.3.5) 

De plus, si ~'1 et ~2 appartiennent/l cg~(G) et satisfont/t l'6galit6 de distributions 

D~k~ + ~/2 = t~O, (7.3.6) 

alors 

( a , D ) , $ l  +a*~b2=a (7.3.7) 

~k i *(D *a) + ~b2 , a=a. (7.3.8) 

En effet, il d6coule de (7.3.4) que, pour toute $~cgf(G), l'identit6 d6duite de 
(7.3.7) par multiplication (fi droite) de ses deux membres par ~k est satisfaite. 
On 6tablit de m~me (7.3.8). 

Si a appartient/t  d ,  alors D ,  a et a* D sont bien d6finis. De plus, on a 

�9 o .o(z ,  g , ,  gg=O  o 

= Dh t~a (Z, g 1, g2 + h)l h = o 
et 

~n.a(Z, gl,  g2):Dh ~a(X, gl +h,  g2)lh=0" 

Ainsi, ~o,o et ~n.a  appartiennent fi cg| G• G;A) et donc a*D et D*a 
appartiennent/t ~r 

Soient N u n  entier naturel et a un 616ment de d .  I1 existe un op6ra- 
teur diff6rentiel D invariant par translation sur G et des fonctions qJ~ et ~2 
dans cr telles que l'identit6 (7.3.6) soit satisfaite: il suffit de le montrer 
lorsque G = R " ;  dans ce cas, on peut prendre, par exemple, pour D l'op6rateur 

i=10x~] ' off p>�89  et pour ~k 1 le produit d'une fonction de ~f~ (N") 
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valant 1 au voisinage de 0 et de la transform6e de Fourier inverse de la fonction 

1 + ~ sur ~".  I1 vient alors, d'apr~s (7.3.7) 
i= l  

a=a1*Ol +a2*02 

off a~ =a*D et a2 = a  appartiennent/L d .  q.e.d. 

ii)~iii). Rappelons que pour tout op6rateur diff6rentiel invariant D sur G, il 
existe une fonction polynomiale PD sur (~ telle que 

Dx z(g)= Po(g) z(g) (7.3.9) 

et que l'application D~--~Po 6tablit une bijection entre op6rateurs diff6rentiels 
invariants sur G e t  fonctions polynomiales sur G. Nous noterons X0 le caract6re 
trivial de G. 

Supposons que ~a appartienne ~ ~~ G x G;Ao). Pour tout op6rateur 
diff6rentiel D invariant par translation sur (~, l'application 

G x G--+ C~o(G; B) 

(gl, gz)~--~ [Oz ~,(X, ga, gl +gz)]x=xo 

est alors de classe C% Or on a 

[-Oz Ca (X, g l, g l + g2)]X = Xo (g)= eo(g) fig, [a (g2 + g)]. 

Par cons6quent, pour tout op6rateur diff6rentiel D' invariant par translation 
sur G, l'application (g ~ Pn (g)" D' a (g)) appartient ~ cg 0 (G; B ~). Cela montre que 
a appartient ~ 5P(G; BOO). 

iii)=~i). I1 vient, pour  tout aeA 

~,(Z, gl ,  g/) (g)= ~(g) fig, [a(g2 - g~ + g)]. 

Lorsque a appartient ~ Se(G; B~ cette derni6re expression est de classe C ~ 
en X, g~ et gz et ses d6riv6es d'ordre donn6 par rapport  aux variables Z, gx 
et g2 ont leur norme dans B uniform6ment born6e par une fonction de g dans 
D(G). Par cons6quent, ~ ,  d6finit une fonction de classe C~de G • G x G vers 
D(G;B)=A. q.e.d. 

7.3.3. Ddmonstration de b) 

Supposons maintenant que B soit une C*-alg+bre et que les automorphismes 
fig soient des automorphismes d'alg6bre involutive. Rappelons quelques propri6- 
t6s de la C*-alg6bre produit trois6 B>~o G (el [P]): 

i) Pour tout geG,  le multiplicateur Ug de D (G; B) se prolonge par continuit6 
en un multiplicateur de B>~p G, que nous noterons encore Ug. 
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ii) Pour tout ; ted,  l 'automorphisme fix est un automorphisme de l'alg6bre 
de Banach involutive LI(G;B) et se prolonge donc en un automorphisme de 
la C*-alg6bre B>,~a G. On d6finit ainsi une action fl de d sur B>~a G. 

iii) Soient ~o~ et q~2 des 616ments de L2(G). L'application 

L I ( G ; B ) ~ o ( G ; B )  

se prolonge par continuit6 h B>~a G. Plus pr6cis6ment, on dispose de l'in6galit6 
suivante (cons6quence de [P], 7.7.5 et 7.7.7) pour tout f feL ~ (G; B): 

11~1"~*~21to~ II~llc* lt~IlIL~ 11~2 IIL~, (7.3.10) 

off [l" IIo d6signe la norme de C*-alg6bre de B>~a G. 
Nous allons montrer que si A d6signe l'alg6bre B>~p G, le lemme 7.3.1, la 

proposition 7.3.2 et le corollaire 7.3.3 restent vrais, l'alg6bre d 6tant maintenant 
d6finie comme l'ensemble des 616ments a de B>,~a G tels que ~a appartienne 

~ ( d  x G x G; B>~g G). Comme 6P(G; B ~) est un sous-espace dense de B>~a G, 
puisque c'est un sous-espace dense de LI(G, B), lui m~me dense dans B>~p G, 
il en d6coulera que la proposition 7.3.4 est eUe-aussi encore vraie si l'on y 
substitue B>~p G h L ~ (G, B). Grace au th6or6me A.2.1, cela d6montrera le th6o- 
r6me 2.3.3, b). 

Avec cette nouvelle d6finition de d ,  les d6monstrations du lemme 7.3.1 
et du corollaire 7.3.3 restent valables sans aucune modification, de m~me 6videm- 
ment que la d6monstration de l'implication ii)=r dans la proposition 7.3.2. 
L'implication iii)=~ i) d6coule de la m~me implication dans le cas off A = L 1 (G; B), 
puisque L 1 (G; B) s'injecte continfiment dans B>~p G. L'implication i)=r d6coule 
de la conjonction des deux lemmes suivants: 

Lemme 7.3.7. Soient N e N,  a e B>,~p G et tp, tp'ec~(G). Si l'application 

d ~ B~a  G 

est de classe C N+d+ l, o~ d ddsigne la dimension du groupe de Lie G, alors ~b~.~.~, 
appartient gt cN(d x G x G; Ao). 

Lemme 7.3.8. Soit ae~r Pour tout N e N ,  il existe des ~l~ments a~e~ et qh, 
tp~e<K~(G), 1 <i<4,  tels que 

4 

a= ~, (Pi*ai*q)i. 
i=1 

La d6monstration du lemme 7.3.7 repose sur le r6sultat suivant: 

Lemme 7.3.9. Soient qg, q~' ecgc(G) et aeB>,~g G. Si l'application 

d -~ B>~ G 
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est de classe C a+l, alors (p ,a , t p '  appartient f A o. De plus, pour toute base 
(X~ . . . .  , Xd) de l'algkbre de Lie de ~ (considkr#e comme espace d 'op#rateurs diff#- 
rentiels sur ~) et pour toute partie compacte K de G, il existe C e ~ *  tel que, 
si 

s u p p q ~ c K  et supp~o '=K,  

alors 17 

IIl~o,a,~o'lll_-<Cll~ll,~211~o'llL2 Ilallc,+ ~ IlXf+'(z~l~a)l~=o[Ic,. (7.3.11) 
i = 1  

D#monstration du lemme 7.3.9. Observons que l'alg6bre des 616ments de U (G; B) 
de classe C d + ~ sous l 'action fl est dense dans l'alg6bre de Banach des 616ments 
de B><p G de classe C a+t sous l 'action fl: on 6tablit cela en approchant  un 
616ment de ce dernier  espace par  un 616ment de L ~ (G; B), puis en <<r6gularisant 
celui-ci par  convolution)),  comme au n ~ 3.2. Par  cons6quent,  il sumt d'6tablir 
l'in6galit6 (7.3.11) lorsque (Z~-*flza) appar t ient  & cga+t(~;D(G;B)) .  Dans ce 
cas ts, c'est une cons6quence immediate  de l'in6galit6 (7.3.10) et du fait que 
si b appar t i en t / t  (go(G; B) et si (Z~-~flz b) appar t ient  & cga+ 1(~; ego(G; B)), alors 
b appart ient  fi L a (G; B) et 

,~ t (Z~Bz b)ll~o] I[bllt~M ]lbl]~o+ ~ IlXf + 
i = t  

off M d6signe une constante positive ind6pendante  de b. Cette derni6re 6galit6 
d6coule & son tour  du fait que, avec la nota t ion (7.3.9), la fonction 

[1 + i ~ t  ] -1  [Pxf+,l appartient/L LI(G). q.e.d. 

D#monstration du lemme 7.3.7. Le lemme 7.3.7 d6coule du lemme 7.3.9 et de 
l'identit6 suivante: 

~r g l ,  gz)--l~x(Ug, * cP)* fix(a)* flx(cP'* Us2). 

En effet, les applications 

(z, gt)F-~,flz(Ugl*q~) et (z, g2)~--~flx(qf*Ug2) 

appar t iennent  fi cgn(~ x G; L2(G)); les supports  de flz(Ugl *q~) et flx(qf* Ug2) sont 
indus  dans un compact  fixe de G lorsque gt et g2 d6crivent un compact ;  enfin, 
l 'application 

appar t ient  f i cr cga+ x (~;  B><~ G)). q.e.d. 

17 Rappelons que [[[.lll d6signe la norme tl" IIo~ + [[" Ill sur Ao. 
is La r6duction /tce cas particulier n'aurait pas 6t6 n6cessaire si l'on avait pr6c6demment 6tabli 
que B><~ G s'identifie & un sous-espace d'un espace de distributions /t valeurs vectorielles sur G 
contenant cr B). 
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Ddmonstration du lemme 7.3.8. Nous suivons une m&hode analogue ~t celle utili- 
s6e pour &ablir le lemme 7.3.4. 

On v6rifie ais6ment que, avec notre nouvelle d6finition de ~' ,  les formules 
(7.3.2) et (7.3.3) d6finissent des 616ments a*D et D , a  de ~r pour tout 616ment 
a de ~d et tout op6rateur diff~rentiel D invariant par translation sur G, et que 
l'6galit6 (7.3.6) entraine encore les 6galit6s (7.3.7) et (7.3.8). 

Choisissons donc un op6rateur diff6rentiel D invariant par translation et 
~k~, ~2 dans c~ff(G) tels que 

D ~ + ~ 2 = 6 o .  

D'apr6s ce qui pr6c6de, on dispose alors de l'identit6 suivante, qui 6tablit le 
lemme: 

a = ~ l  �9 [O , (a ,O)]  ,~b 1 + ~b2, (a ,  D),  ~b 1 

+ ~ l  *(D*a),~kz +~kz*a*~k2. q.e.d. 

8. Applications ~1 la g6om6trie diff6rentielle non commutative 

Darts cette section, nous pr6sentons deux applications du th6or6me 2.2.1 ~ la 
g6om&rie diff6rentielle non commutative au sens de Connes (cf [Co2], [Co 3]), 
afin d'illustrer l'usage des crit6res de comparaison en K-th6orie, discut6 dans 
l'introduction. Ces applications ne sont discut6es ici que bri6vement, quoiqu'elles 
soient susceptibles de nombreux d6veloppements, sur lesquels nous comptons 
revenir plus tard. 

8.1. La classe fondamentale transverse associOe f une action de Z ~ sur une varikt~ 
(cf. [Co3]) 

Dans ce num6ro, nous utilisons les notions de n-cocycle cyclique et de n-trace 
d6finies par Connes dans [Co2] et [Co 3]. En particulier, nous faisons appel 
aux faits qu'un cocycle cyclique peut &re d6fini au moyen d'un morphisme 
vers une alg6bre diff6rentielle gradu6e munie d'une trace gradu6e ferm6e et qu'un 
n-cocycle sur une alg6bre A (resp. une n-trace sur une alg6bre de Banach A) 
d6termine un morphisme de Kn(A) vers (E, si ~ d6signe la classe de n modulo 
2. 

Soit V une vari6t6 diff6rentiable compacte orient6e de dimension n e t  soit 
F u n  groupe discret agissant sur V par diff6omorphismes pr6servant l'orientation. 
Rappelons une construction due h Connes ([Co 3]). 

L'action de F sur V d6termine naturellement une action de F sur ~ ( V )  
et sur c~(V). On peut donc consid6rer les alg6bres produits crois6s ~c(F; c~(V)) 
(-cgc(Vx F)), P(F; rg(V)) et cr162 d F. L'alg~bre ego(F; cg(V)) contient cg~(V 
x F) comme sous-alg~bre dense; nous la noterons aussi cg| car elle 

s'identifie au produit crois6 ~ alg6brique ~ de ~r par F, form6 des applications 
de support fini de F dans ff~176 Soit Oi(V) l'espace des formes diff&entielles 
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C~176 de degr6 i sur E L 'ac t ion  naturelle de F sur l 'alg6bre gradu6e f2*(V) c o m m u t e  
avec la diff6rentiation ext6rieure d et laisse invar iante  la ~ classe fondamentale))  

o . ( v ) - ~ r  
(.0 k-'~ S (D. 

v 

Par  cons6quent,  l 'alg6bre gradu6e produi t  crois6 f2* (V)>~ I F devient une alg6bre 
diff6rentielle gradu6e si on la muni t  de la d6rivat ion d d6finie par  

(dco) (-, ~)= d(~o(., y)) (y~r), 

et l 'appl icat ion 

cow-~ ~ co(', e) 
V 

est une trace gradu6e ferm6e sur cette alg6bre diff6rentielle gradu6e. Nous  note-  
rons  z le n-cocycle cyclique sur c ~  (V)>~I F d6finie par  (O*(V)>~ I F, ~). Explicite- 

ff , f  . . . .  ,f")~(cS~(V)>~ I r) n+ 1 a on a ment ,  pou r  tout  o 1 

o d 1 z ( / ~  1 . . . . .  f , ) = ~ f  f . . .d f"  

= ~ ~ f~176  
YO ..... ~n~F V 

yO.. .~n=e 

A . . .  A ( y o Y l . . . y n _ l ) - l * d f n ( ' , y n ) .  

Munissons  V d 'une  m&rique  r iemannienne I[" II et posons  pou r  tout  7E F 

ao (7) = log sup { 1[ 7 -  ~* ~ It; ~ ~ T* V, II r II = 1 }. 

On v6rifie ais6ment que ao est une fonct ion sous-addi t ive de F vers R +  et 
que, pou r  tout  (b 1 . . . .  ,b") dans  (cr176 il existe C ~ R +  tel que, pour  
tou t  (x 1 . . . . .  x")~(~~ F)", on ait 

?1 
i~xl .dbl .x2.db2. . .x , , .db, ,]<C I-I i Ilx ]l(~-i§ 1)ao, 

i=1 

off II" lib.-i§ X)ao d6signe la n o r m e  sur l 'alg6bre de Banach  Exp~._i+ 1)ao(F;  (~(V)) .  
En particulier,  pou r  toute  fonct ion sous-addi t ive a: F ~ R +  telle que a>nao, 
le n-cocycle cyclique z sur cg~ (V)>~y F d6finit une n-trace sur l 'alg6bre de Banach  
Expa(F;  cg(V)) et donc  un m o r p h i s m e  de groupes  

Kn(Exp . ( r ;cg(V))~C (fi--=n m o d  2). 

Lorsque  l ' injection 

E x p a ( F  ; 6~ ( V ) ) ~  6~(V)><lred F 
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d6termine un isomorphisme en K-th6orie, par exemple lorsque F est un groupe 
ab61ien de type fini (th6or6me 2.3.2 et corollaire 2.3.4), nous obtenons par compo- 
sition un morphisme de groupes 

Ktr(c6~(V)>~red F)  ~ r  

Ce morphisme joue le r61e d'une classe fondamentale pour ((l'espace non commu- 
tatif V/F~ (comparer fi [Co3J, w 5 et 6). 

8.2. L'indice d'un op6rateur pseudo-diff6rentiel d'ordre nul transversalement ellip- 
tique relativement/t une action de ]R" 

8.2.1. L'application ~ indice)) associde 5 un prd-module de Fredholm sur une algdbre 
produit croisd. 

a) Soit B une alg6bre de Banach, munie d'une action fl (fortement continue 
et isom6trique) d 'un groupe ab61ien localement compact G. Soient de plus 
~ut~ = ~ + G ~ - un espace de Hilbert ;E2-gradu6 et ~0 (~r = ~ (iF +) @ ~ (5r -) 
la C*-alg6bre des endomorphismes born6s de degr6 0 de Jet ~, et soient 

go: B ~ ~ o ( ~ )  

un morphisme d'alg6bres de Banach et 

re: G ~ ~cf0 (~ff) 

une repr6sentation fortement continue (non n6cessairement unitaire) de G dans 

Supposons que fl, q et n soient compatibles, c'est-fi-dire que, pour  tout 
(g, b)~ G • B, on ait 

rr (g) o go (b) = go (fl, b) o rr (g). 

Pour  toute fonction sous-additive a6Cd(G; ~-~+) telle que 

pour tout g6G, e"(*)>- - 11Tc(g)]], (8.2.1) 

on dispose alors d'un morphisme continu d'alg6bres de Banach 

~: Exp,,(G; B) ~ ~L~ao(,Z~) 

f~---~ J" go[f (g)] ~(g) dg. 
G 

Observons qu'il existe effectivement des fonctions sous-additives a ~ cg (G; R +) 
satisfaisant fi (8.2.1). Cela d6coule des deux remarques suivantes: 

(i) D'apr6s la continuit6 forte de rc et le th6or6me de Banach-Steinhaus, 
la fonction II ~ ll: g ~  II rc(g)ll est localement born6e sur G. De plus, II rc I1 est semi- 
continue inf6rieurement et, pour  tout (gl, g2) ~G2, on a 

I1~11 (gl g2)= < 117r II (g0" 1tTr II (g2). 
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Ainsi, log II n [I et donc max(0, log II n It) sont des fonctions sous-additives bor61ien- 
nes. 

(ii) Pour toute fonction sous-additive bor61ienne a0: G ~ R + ,  il existe une 
fonction a e ~ ( G ; R + )  telle que a>ao. En fait, on peut mame trouver une telle 
a telle que de plus a - a o  soit born6e; comme on le v6rifie ais6ment, il suffit 
de poser pour cela 

a=~O*ao+ S O(h)ao(h)dh 
G 

off ~, est un 616ment de cKc(G;R+) tel que 

S O(g) ag = 1. 
G 

b) Supposons de plus qu'il existe un op6rateur F E 5~~162 et une sous-alg6bre 
dense cg dans ego(G; B) tels que, lorsque W e s t  muni de l'action de cg d6finie 
par la restriction ~ cg de q~, le couple ( ~ ,  F) soit un pr6-module de Fredholm 
(pair) sur cg, au sens de [-Co2], p. 305, c'est-/t-dire que 

1) F soit un op6rateur sur H de degr6 f impair, i.e. s'6crivent 

F 0 

off F+ r 5e(Yg+, if_) et F_ ~s  ~u 
2) pour tout a~Cg, qb(a)(F 2 -  1) et [F, ~(a)] soient des op6rateurs de ~ ( H )  

compacts. 
I1 d6coule imm6diatement du fait que les op6rateurs compacts de ~ forment 

un sous-espace ferm6 de ~(oeg) que, pour toute fonction sous-additive 
a~CC(G;R+) telle que a >log I J n II, le couple ( ~ ,  F) est un pr6-module de Fred- 
holm sur Expa(G; B). Pour toute a de ce type, on peut donc d6finir (cf [Co 3], 
Proposition 5, p. 307) un morphisme de groupes 

Ind(ae, F): K0 (Exp, (G; B)-) ~ Z, (8.2.2) 

en associant fi la classe d'un idempotent e de M.(Exp,(G; B) ~) l'indice de l'op6ra- 
teur de Fredholm 

off 

[M,(~) (e)] .(F+ | Id~.)~ s E_) 

E• = I-M.(~) (e)] ( ~  • @ I13"). 

On observera que la construction pr6c6dente ne fait pas r6ellement intervenir 
le choix d'un produit scalaire hilbertien sp6cifique sur o~f, mais seulement la 
structure d'espace vectoriel topologique (hilbertisable) de out ~ 

Par ailleurs, l'invariance par homotopie de l'indice d'un op6rateur de Fred- 
holm montre que, si pour tout te[0, 1], Ft est un op6rateur dans ~(o~)  tel 
que ( ~ , F  0 soit un pr6-module de Fredholm sur cg et si l'application (t~--~Ft) 
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de [0, 1] vers ~(~r ~) est continue lorsque ~a (~ut~) est muni de la topologie normi- 
que, alors le morphisme Ind~je. F,) est ind6pendant de t. 

c) Lorsque de plus G est un groupe ab61ien 616mentaire, que Bes t  une C*- 
alg6bre et que, pour tout g~G, fig est un automorphisme de C*-alg6bre, on 
peut composer le morphisme ~dndice>> (8.2.2) avec les isomorphismes inverses 
des isomorphismes 

Ko(Expa(G ; B)) ~, Ko(L 1 (G; B)) 

et 

Ko(L 1 (G; B)) ~, Ko(B>~t~ G) 

&ablis dans le th6or6me 2.3.2 et dans le corollaire 2.3.4, et l 'on d6finit ainsi 
un morphisme .indice>> 

Ind~je, v): Ko (B>~I~ G) ~ 71. 

Les constructions qui pr6c6dent s'6tendent, mutatis mutandis, aux modules 
de Fredholm impairs, et permettent d'associer/l  un pr6-module de Fredholm 
impair sur cg un morphisme ~indice>>/t valeurs dans 71 d6fini sur K1 (Expa(G; B)) 
ou K1 (B>~t~ G). 

8.2.2. L'indice d'un opOrateur transversalement elliptique. 
a) Soit V une vari6t6 diff&entiable compacte munie d'une action de classe 

C ~ d'un groupe de Lie G, et soient E + et E -  deux fibr6s vectoriels de classe 
C ~ G-6quivariants, sur V. 

L'action de G sur V, E § et E -  d&ermine naturellement une action de G 
sur B=cg(V) et des repr6sentations de G dans les espaces hilbertisables LZ(E § 
et L2(E -) des sections de classe L 2 de E § et E - ,  compatibles avec l'action 
par multiplication de oK(V) sur LZ(E +) et LZ(E-). 

En posant B=cg(V) et J4 ~• =L2(E• nous sommes donc dans la situation 
de 8.2.1.a). 

b) Soit de plus D un op6rateur pseudo-diff&entiel d'ordre 0, op6rant de 
L2(E +) vers L2(E-). Supposons que l'action de G soit localement libre et que 
D soit transversalement elliptique relativement au feuilletage de V d6fini par 
l'action de G, c'est-gt-dire que le symbole transverse de D, d6fini comme la restric- 
tion du symbole principal a(D) de D au fibr6 conormal ~ ce feuilletage, soit 
invariant par l'action de G e t  inversible hors d'un compact. Soit Q un op6rateur 
pseudo-diff6rentiel de degr6 nul, op6rant de L2(E -) vers L2(E § et poss6dant 
tr(D)- 1 comme symbole transverse en dehors d'un compact et soit 

I1 d6coule de [Co 2], lemma 3, p. 294, que (W, F) est un pr6-module de Fredholm 
sur la sous-alg6bre cg~ (G; r176 (V)) ( ~  cg~ (G • V)) de c~c(G; B). 
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Nous  sommes ainsi dans la situation de 8.2.2.b), et nous pouvons  donc  con- 
struire une applicat ion 

Ind(~e,F): Ko(Expa(G; ~(V))) ~ Z  

pour  toute fonct ion aErg(G;~,.+) sous-additive suffisamment grande. D'apr6s  
la remarque ~ la fin de 8.2.2.b), cette application ne d6pend que de la classe 
d 'homotop ie  du symbole principal transverse de D. 

c) Lorsque,  en outre, G est un groupe ab61ien 616mentaire, nous sommes 
dans la situation du 8.2.3.b), et nous disposons done  d 'un  morphisme ~d' indice 
transverse ~ 

IndD:=Ind~ae.v): Ko(C~(V)>,aG) --* Z 

ne d6pendant,  lui aussi, que de la classe d 'homotop ie  du symbole principal 
tranverse de D. 

Rappelons  que, pour  un tel G, le groupe Ko(CK(V)>,~G) se calcule en termes 
des groupes K*(V) et de l 'action de G sur ces groupes (Pimsner-Voiculescu, 
Connes). Par  exemple, si G = R " ,  il existe d 'apr6s [-Co 1] un isomorphisme canoni-  
que 

~J-: Kn(V) --2-* Ko (cg(V)>~G), 

off 1i d6signe la classe modulo  2 de n. Dans  ce cas, il est possible de donner  
une expression purement  topologique du morphisme compos6 Ind o o J - .  No tons  
N* le fibr6 sur V conormal  ~t l 'action de G, rc l 'application canonique de N* 
sur V e t  [D]  l'616ment de K~ *) d6fini par  (a(D)IN., rc*E +, 7 t 'E- ) .  On  peut  
alors 6tablir la formule de l 'indice suivante: 

Pour tout F~Kn(V), on a 

Ind o o J - (F )  = (rt* td(N* ~ ~) .  ch I'D]. re* ch F, I-N*])  

off td e t ch  d~signent respectivement la classe de Todd et le caract~re de Chern, 
et [N*]  la classe fondamentale de N* (convenablement  orient6). 

Nous  pr6senterons ailleurs la d6monst ra t ion de cette formule, ainsi que la 
g6n6ralisation des construct ions pr6c6dentes aux complexes d 'op6rateurs  
pseudo-diff6rentiels (d 'ordre non n6cessairement nul) t ransversalement ellipti- 
ques. 

Remerciements. Je remercie Alain Connes pour ses questions et ses remarques sur ce travail, et 
St6phane Hoguet pour de nombreuses discussions sur la th6orie des fonctions de plusieurs variables 
complexes. 

Appendice 

A.1. Bonnes algtbres topologiques et K-th~orie 

A.I.1. Soit A un anneau ~. Notons ~(A) l'ensemble des classes d'isomorphisme de A-modules projectifs 
de type fini. Muni de l'op6ration de somme directe, c'est un monoide commutatif. Le groupe Ko(A) 
est, par d6finition, le groupe ab61ien sym6tris6 de ce monoide. 

1 Nous utilisons la terminologie classique, suivant laquelle un anneau poss6de n6cessairement une 
unit6, et les morphismes d'anneaux pr6servent les unit6s. 
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Un morphisme d 'anneaux ~o: A- - ,B  d6termine par extension des scalaires un morphisme de 
mono'ides ~o.: ~ ( A ) ~ ( B )  et donc un morphisme de groupes (p.: Ko(A)~Ko(B ). On construit 
ainsi un foncteur Ko de la cat6gorie des anneaux vers celle des groupes ab61iens. 

Soit A une algSbre (sur ~). Rappelons (cf. n ~ 2.1) que l 'on note .4 l'algSbre d6duite de A par 
adjonction d 'une unitS. L'alg6bre quotient A/A s'identifie canoniquement ~t ~ .  On dispose ainsi d 'une 
suite exacte 

0 ~ A ~ , 4  ~A , ~ 0 ,  

qui est scind6e: le morphisme d ' a l#b res  ea admet comme r6traction rA: ~ ~ .4, d6finie par ra (2) = ~. la .  
Lorsque A poss6de une unitS, A s'identifie ~t l'algSbre A ~ ~ et eA ~t la seconde projection A G 

~,  et donc Ko(A) s'identifie au noyau de ea.:Ko(.4)--* K0(I~)=Z. On Stend la d6finition de Ko 
aux a l#b res  (sur 112) sans unit6 en posant,  pour toute a l #b re  A, K0 (A)= ker CA.. 

Si ~o: A ~ B  est un morphisme d'algSbres (sur ~), non n6cessairement unifSres, alors ~: g ~ / 3  
est un morphisme d 'anneaux et eBo0=e  A (cf. n ~ 2.1), de sorte que la restriction ~t Ko(A) de ~ .  
d6finit un morphisme de groupes ab61iens ~0,: Ko(A)~Ko(B). On construit  ainsi un foncteur de 
la cat6gorie des algSbres (sur ~ ,  non n6cessairement unifSres, vers la cat6gorie des groupes ab~liens. 

A.1.2. Nous  dirons qu'une algSbre topologique unifSre A est une bonne alg~bre topologique si A -1 
est ouvert darts A e t  si l 'application (a~-,a -1) de A -1 vers A est continue. Nous dirons qu'une 
algSbre topologique sans unit6 A est une bonne algSbre topologique si .4 est une bonne algSbre 
topologique. Nous appellerons bonne alg~bre de Fr~chet toute bonne algSbre topologique qui, en 
tant  qu'espace vectoriel topologique, est un espace de FrSchet. 

Toute algSbre de Banach est une bonne a l #b re  topologique. I1 n'en va pas de m~me des algSbres 
de Fr6chet. Par example, l'algSbre A = d~(/~(0; 1)) des fonctions holomorphes sur le disque /)(0; 1) 
devient une a l # b r e  de Fr6chet si on la munit  de la topologie de la convergence uniforme sur les 
compacts de D(0; 1). Toutefois, A - '  n'est pas ouvert: la fonction (z~-*z-1) est un Sl6ment inversible 
de A, et est limite dans A de la suite ((z ~ z - 1 + 1/n))n~N. d'61Sments non inversibles. 

En dbcomposant les matrices proches de l'identitS en produit  de facteurs 616mentaires et d 'une 
matrice diagonale (cf. [Sw], corollary 1.2), on Stablit la proposition suivante: 

Proposition A.I.1. Si A est une bonne alg~bre topologique, alors pour tout neN*, Mn(A) est une bonne 
alg~bre topologique. 

A.1.3. Soit A une bonne algSbre topologique avec unitS, et soit heN* .  A tout idempotent e de 
Mn(A) est associ6 un Sl6ment de ~(A),  fi savoir la classe du A-module eA ~. Deux 61Sments e et 
e' de la m~me composante connexe de Idem Mn(A) dSterminent le m~me 61Sment de #(A).  En effet, 
s i e '  est suffisamment proche de e, alors u =e ' e  + ( 1 -  e ' ) ( 1 -  e) appartient fi un voisinage connexe 
I2 de 1 dans A - 1, donc e' =ueu-  1 appartient ~ une partie connexe de Idem M,(A) contenant e. 

On d6finit ainsi des applications 

no(Idem M,(A)) ~ ~(A), 

compatibles avec les applications 

no(Idem Mn(A)) ~ ~o (Idem M,  + 1 (A)). 

d6termin6es par  les morphismes 

L'application 

no (Idem M~ (A)) ~ ~ (A) 
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qui s'en d6duit est une bijection. Elle est en effet surjective, puisque tout A-module projectif de 
type fini est, par d6finition, facteur direct d 'un module isomorphe ~ A", donc isomorphe it un module 
de la forme eA", ofa ee ldem M,(A). Prouvons qu'elle est injective. 

Soient donc e et e' deux idempotents de M.(A) et soit go: eA'---,e'A" un isomorphisme de A- 
modules. En regardant cA" et e'A" comme des facteurs directs de A", on voit qu'il existe pee'M.(A)e 
et qeeM.(A)e' tels que pq=e', qp=e et que, pour tout ~ e A  ~ et gee'A", q~(~)=p( et r 

Posons alors 

( l - e )  
u = P (eM2.(A)). 

1--e  q 

Un  calcul imm6diat montre que u est inversible, d'inverse 

et que 

L'6galit6 dans M4.(A) 

u _ l =  ( q 1--e 
\ l - - e '  p ) '  

.(; 0, 
0j. 

0 u 0 e . ) (0  u~ -1 

(.o) 
prouve que e' et e d6finissent les m~mes 616ments de ---.lim no(Idem M.(A)). En effet, 0 u-  1 appartient 

la composante neutre de GL4.(A), comme le montre la d6composition 

( ;  uOx)=(~ i ) ( u _ l l  10)(~ l l ) (~  1--u-'~[ l 

Si A e t  B sont deux bonnes alg6bres topologiques, tout morphisme d'alg6bres continu go: A ~ B 
d6termine des applications 

no (M.(0)): no(IdemM.(A))--*rCo(IdemM.(B)), 

donc, par passage aux limites inductives, une application ~ ( . 4 ) ~ ( / ~ ) .  Cette application coincide 
avec celle d+finie par l'extension des scalaires de .4 ~/~ d~termin6e par ~. 

A.1.4. Soit A une bonne alg~bre topologique avec unit& Posons 

j,,: GL. (A) ~ GL. + ~ (A) 

a (o o) 
Le groupe de K-th6orie topologique K1 (A) est d6fini comme la limite inductive du syst6me de groupes 

no(j.): no(GL.(A))"*no(GL.+1(A)), hEN*. 

C'est un groupe ab61ien (cf. IT 1], p. 147). 
Le groupe K1(,4) s'identifie canoniquement it KI(A), et l 'on &end la d6finition de K1 en posant 

KI(70=Kx(A) si A est une bonne alg+bre topologique sans unitS. 
Si A e t  B sont deux bonnes alg6bres topologiques, tout morphisme d'alg~bres continu go: A ~ B 

d&ermine des morphismes de groupes continus 

Mn(O): G L . ( ~ )  ~ GL.(/~), 
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compatibles au plongement de GL. dans GL.+ 1, donc, par passage aux limites inductives, un mor- 
phisme de groupes 

go.: Kx(A)~  KI(B). 

On construit ainsi un foncteur K1 de la cat~gorie des bonnes alg6bres topologiques, non n+cessaire- 
ment unif6res, avec comme morphismes les morphismes d'alg6bres continus, vers la cat6gorie des 
groupes ab61iens. 

A.1.5. Les bonnes alg6bres topologiques s6par~es localement convexes et compl6tes forment une 
cat6gorie d'alg6bres naturelle sur laquelle d6finir des foncteurs de K-th6orie <<topologique>> K0 et 
KI.  Par exemple, la d~monstration classique de l'isomorphisme de p6riodicit6 de Bott pour les alg~bres 
de Banach (el par  exemple [T 1], w 9 ou [Ka], w III.1) s'&end imm6diatement aux bonnes alg6bres 
topotogiques s6par6es, localement convexes et compl6tes. Cela tient au fait que l'on dispose d'un 
calcul fonctionnel holomorphe dans une telle alg6bre. 

Indiquons les grandes lignes de la construction de ce calcul fonctionnel, qui suit en fait la construc- 
tion classique du calcul fonetionnel holomorphe dans une alg~bre de Banach. 

Soit a un 616ment d'une bonne alg~bre topologique A, s6par~e, localement convexe et compl6te, 
et soit Sp a son spectre dans ,~. C'est une partie compacte de ~.  Notons C(Sp a) ralg~bre des germes 
de fonetions holomorphes au voisinage de Spa.  Pour tout feO(Sp a), on peut trouver un voisinage 
ouvert q/ relativement compact de Sp a, fi, bord C | et une fonction F d6finie et holomorpbe sur 
un voisinage ouvert de qT, dont f soit le germe. I1 d~coule du th6or6me de Cauchy que l'616ment 
de A 

1 
2hi o~ F(z)(z--a)- l dz 

ne d6pend que de f eta. On le note f(a). I1 vient 

f(a)~A r f (0 )=0 .  

De plus, le calcul fonetionnel holomorphe satisfait aux propri6t6s suivantes: 
i) L'application 

C(Sp a)-- ,~ 

fw-}f(a) 

est un morphisme d'alg6bres unif~res. 
ii) Soit f2 un ouvert de IE et soit f une fonction holomorphe sur f2. L'ensemble 

est ouvert darts A e t  l'application 2 

est continue. 

V={a~AlSpa=O} 

v-~ 

a~--~f(a) 

A.2. Isomorphismes forts en K-th6orie 

A.2.1. Soient A e t  B deux bonnes alg~bres et q~: A---} B u n  morphisme d'alg~bres continu. Nous 
dirons que q~ d&ermine un isomorphisme fort en K-th~orie si, pour tout  n~N*, les applications 

M.(~): Idem M.(~) ~ Idem M.(~) (A.2.1) 

et 

M.(t~): GL.(f~)-~ GL.(B) (A.2.2) 

2 Nous notons abusivement par  f le germe dans r a) d6fini par f 
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sont des 6quivalences d'homotopie. L'application 

r #(~)--,.~(B) 

est alors bijective et les applications 

tp,: K,(A)~Ki(B) ( i=0,  1) 

sont des isomorphismes. 
On v6rifie ais6ment que si (A.2.1) est une 6quivalence d'homotopie, alors il en va de m~me 

de 

M.(q~): Idem M,(A) ~ Idem M.(B). (A,2.3) 

R6ciproquement, lorsque A e t  B poss6dent une unit6 et que ~(1a)=  1~, l 'application (A.2.1) est une 
6quivalence d 'homotopie si (A.2.3) enes t  une. De plus, toujours lorsque q~ est un morphisme d'alg~bres 
unif6res, l 'application (A.2.2) est une 6quivalence d 'homotopie si et seulement si 

M.(q~): GL.(A)--* GL.(B) 
en est une. 

Illustrons par  deux exemples la notion d'isomorphisme fort en K-th6orie. 
Soit A une bonne  alg~bre topologique. 
L'alg6bre ~([0 ,  1];A), munie de la topologie de la convergence uniforme, est une bonne alg6bre 

topologique. On v6rifie sans peine que, pour tout t ~ [0, 1], le morphisme d'alg6bres 

r,: cg([0, 1];A)---,A 

a~-~a(t) 

d6termine un isomorphisme fort en K-th6orie, et qu'il en va de m~me du morphisme 

i: A --*~([0, 1]; A) 

a~--~(t~-*a). 

En fait, les applications 

M.(~,): Idem M,(cg([0, 1]; A) ~) --* M. (~ )  

et 

m,(/'): Idem M.(.A) ~ Idem M,(Cg([0, 1] ; A) ~) 

d'une part, et 

M,(~0: GL,(CK([0, 13; A) ~)--* GL.(~)  

et 

M,(/'): GL,(~)~ GL.(~([0, 1]; A)~) 

d'autre part, sont des 6quivalences d 'homotopie inverses l'une de l 'autre (~dnvariance par homotopie 
de la K-th6orie))). 

Soit j: A --* M2 (A) le morphisme d'alg~bres d6fini par  

Les applications j ,  : KI(A) ~ K~(M2(A)) (i = 0,1) d6termin6es par j  s'ont des isomorphismes (tdnvariance 
par 6quivalence de Morita de la K-th6orie)); cela d6coule ais6ment des d6finitions des foncteurs 
Ki donn6es plus haut). Toutefois, en g6n6ral, j ne d&ermine pas un  isomorphisme fort en K-th6orie. 

Par exemple, si A =(E, n0(Idem .~) a 4 616ments tandis que 7t0(ldem M2(A)f'~ en a 6, de sorte que 

j , :  no(Idem/])-+ no(Idem M 2 ~  



328 J.-B. Bost 

ne peut ~tre bijective; en fait l'application 

j , :  ~ (,4) --* ~o~ (M~ '~ )  

elle-m~me n'est pas surjective. 

A.2.2. Cette section est consacr6e fl la d6monstration du r6sultat suivant (comparer avec [Sw], 2.2 
et 3.1, [Ka], p. 109, [ C o l ]  VI.3): 

Th6or6me A.2.1. Soit r A--*B un morphisme continu de bonnes algdbres de Fr~chet. Si ~p(A) est 
dense dans B e t  si ~ -  ~ (B -  ~)= .4-1, alors ~p ddtermine un isomorphisme fort  en K-thdorie. 

Nous dirnns qu'un morphisme continu d'alg6bres topologiques unif6res ~p: A ~ B  satisfait it 
la condition (~r lorsque 

0r r est dense clans B; 
(cg2) A-  ~ =r ~(B- ~). 

Proposition A.2.2. Soit q~: A ~ B un morphisme continu d'algdbres topologiques unifdres. Si B est une 
bonne algdbre topologique et si q~ satisfait d la condition (cg), alors, pour tout neN*,  le morphisme 

M,(q)): M , ( A ) ~  M,(B)  

satisfait fi la condition (~). 

D~monstration (el [Sw], lemma 2.1), I1 est 6vident que M,(q~) satisfait it (cg 1). Montrons qu'il satisfait 
a (~r 

Soit A' l'alg6bre topologique d6finie comme l'alg6bre A munie de la topologie la moins fine 
faisant de ~ une application continue. Comme B e s t  une bonne alg6bre et que r satisfait ~. (~2), 
A' est une bonne alg6bre topologique. La proposition A.I.1 montre alors que M,(A' )  est une bonne 
alg6bre topologique. En particulier, M,(A ' ) -1  est ouvert dans M,(A'),  i.e. GL~(A) est l'image inverse 
par M,(~0) d'un ouvert de M,(B). Que M,(O) satisfasse it (~2) d6coule maintenant du lemme suivant 
appliqu6 it M,(tp): 

Lemme A.2.3. Soit ~: C ~ D u n  morphisme continu d "algdbres topologiques unifdres. Si O(C) est dense 
dans D et s 'il existe un ouvert non vide U de B tel que ~ - 1 ( U) ~ C -  ~, alors ~ - ~ ( D - ~ ) = C -  ~ . 

D4monstration. Soit x ~ C tel que ~, (x)e D - L  Comme 6 (C) est dense dans D, il existe x 'e  C tel que: 

O(x')eO(x)-  ~ u c~ U O(x)-  ~. 

Comme q(xx ' )  et q(x 'x )  appartiennent it ~ ,  xx '  et x ' x  sont inversibles dans A, et done x est inver- 
sine. q.e.d. 

Nous dirons qu'une alg6bre topologique A satisfait it la condition (~(q./)), o6 ~/ d6signe un 
voisinage ouvert de 0 dans A, s'il existe une application continue r: q / ~  A telle que 

(.~1) r(0)=0; 
(.~2) V x ~ ,  r (x )2 - - r (x )=x;  
(~3) Vxz~' ,  VyeA, [x,y] = O ~ [ r ( x ) , y ]  =0. 

Toute alg6bre de Banach satisfait it la condition (.~(~)) avec 

I1 suffit en effet de poser 

~' = {x  e A I II x II < 1/4}.  

1)" (2n -2 ) !  x. 
r(x) =,=~1 ( -  n (n- - l )  

Plus g6n6ralement, on a: 

Lemme A.2.4. Toute bonne alg~bre topologique sdpar~e loealement convexe eomplbte A satisfait fi (~(q/)), 
avec 

~ =  {x~A[Sp x c/3(0; 1/4)}. 
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D6monstration. On construit r au moyen du calcul fonctionnel holomorphe (cf A.I.5) en posant 

r(x)=f(x), off f est la fonction holomorphe sur/)(0;  1/4) d6finie par f ( z ) = ( 1 -  1 ] / i ~ ) / 2  (on choisit 

<da d~termination de ] / ,  valant 1 en 1). q.e.d. 

Lemme A.2.5. Soit A une bonne alg~bre topologique localement convexe. Supposons qu'il existe un 
voisinage convexe ~ de 0 dans A tel que A satisfasse ?t (~(a/r Si f2 est un voisinage ouvert convexe 
de 0 dans A tel que, pour tout x~f2, 1 - 4 x  soit inversible (darts A) et que x ( 1 - 4 x ) - ~  appartienne 
d ~#, alors Idem A est un r~tract par d~formation stricte de 

"r {a~Ala-a2~O}  

et l'inclusion i: Idem A ~, r est afortiori  une 6quivalence d "homotopie. 

D6monstration. Soit r: q / ~ A  une application continue satisfaisant ~t (~1), (~2) et (~3). Si q /e~ , ,  
alors (1 -2u )  2= 1 - 4 ( u - u  2) est inversible et ( u - u  2) ( 1 -2u )  -z  appartient ~t ~/. Ainsi, on peut poser, 
pour tout (t, u)e[0, 1] • ~ :  

F(t, u ) = u + ( 1 - 2 u )  r [ t ( u - u  2) ( 1 -2u )  z]. 

I1 vient, par un calcul tr~s simple: 

F(t, u)-- F (t, u) 2 = (1 -- t) (u -- u2). (A.2.4) 

Par cons6quent, F( t ,u ) -F( t ,u )  2 appartient /t f2 et F est une application continue de [0, 1] x ~ 
dans ~ .  L'identit6 (A.2.4) montre aussi que F(1,.) envoie ~r dans Idem A, et l'on v6rifie imm6diate- 
ment que, pour tout tE[0, 1], F(t,.)oi=Idld~mA tandis que F(0, .)=Id,- .  q.e.d. 

Proposition A.2.6. Soient E et F deux espaces vectoriels topologiques Iocalement co,vexes m6trisables, 
i :  E ~ F une application lin~aire continue et V un ouvert de F. Si if(E) est dense dans F, alors 

~: r v 

est une 6quivalence d "homotopie. 

D6monstration. I1 suffit de montrer que c'est une 6quivalence d'homotopie faible, puisque ~b-l(V) 
et V ont m~mes types d'homotopie que les CW-complexes, d'apr6s [Mill. 

L'application n0(~b): n0(~b-l(V))~n0(V) est surjective, puisque toute composante connexe de 
Vest  ouverte, donc rencontre if(E). Montrons qu'elle est injective. Soient x et y dans i f -I(V) tels 
que ~(x) et ~b(y) appartiennent ~t la m~me composante de V. I1 existe une suite (t~)o~i<=N de points 
de V telle que to=if(x), q=~b(y) et que les segments [ti-l , t i] ( I < i < N )  soient dans V. Comme 
V est ouvert, il existe des voisinages 12, des t~ tels que, si u~t2i_ 1 et v~t2~, alors le segment [u, v] 
est inclus dans V.. Comme if (E)=F,  on peut trouver w x . . . . .  wN-1 dans i f - l (V)  tels que ff(wl)~f2~. 
Les segments [x, wl], [wl, Wz] . . . . .  [w~-l, wi] . . . . .  [wN-t,  Y] sont alors tous darts ~k-I(V), et donc 
x et y sont dans la m~me composante de i f -  I(V). 

Montrons que, pour tout a ~ r  et tout k E N*, l'application 

rck(@): Irk(if - '(V); a) ~ nk(V; @(a)) (A.2.5) 

est bijective. Soit s u n  <(point de base ,  sur la sph+re S k. Posons 

et 

Ek = {p ~ Y(S*; E) I p(s)=0}, 

= {p~Y(S*; F) Ip(s)=O}, 
@~ : Ek-- ,F~ 

p ~@op 

v, = {pE F, IV x~S  ~, p(x)e V-r 
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Si E k et Fk sont  munis  de la topologie de la convergence uniforme sur S k, alors Eg, Fk, @k et Vk 
satisfont aux m~mes conditions que E, F, ~ et E Ainsi, d'apr6s la premi6re partie de la d6monstration, 
l 'application 

0~,: ~o(0;  ~ (V~))-' ~o(V~) 

est bijective. Or V~ s'identifie fi 

{C~E~(Sk; V)la(s)=~P(a)} 

par l'application (p ~ p + ~ (a)), et donc % (Vk) s'identifie ~t 

[ ( S  k, s), ( V, ~ (a))] = rt k ( V; Ip (a)). 

De m~me, %(~k~-l(Vk)) s'identifie ~ nk(~b-l(v); a), tandis que no(~Ok) devient l 'application (A.2.5) apr6s 
ces identifications. La bijectivit6 de (A.2.5) d6coule alors de la premi+re partie de la d6monstra- 
tion. q.e.d. 

Lemme A.2.7. Soit ~o : A ~ Bun  morphisme continu de bonnes algdbres topologiques loealement convexes 
mdtrisables unif~res satisfaisant gt (c~). S'il existe un voisinage ql de 0 dans B eel que B v~rifie (~(q/)) 
el A vdrifie (~(~o- a(q/))), alors l'application 

~p: Idem A --* Idem B 

est une ~quivalence d 'homotopie. 

Ddmonstration. Soient q/o un voisinage convexe de 0 dans q/ et O un voisinage ouvert convexe 
de 0 darts B tels que, pour  tout xEl2, 1 - 4 x E / 3 - ~  et x ( 1 - 4 x ) -  ~ ~q/o. L'ensemble ~o- ~(q/o) est alors 
un voisinage convexe de 0 dans ~o-l(q/) et ~p-~(12) est un voisinage ouvert convexe de 0 dans A. 
De plus, comme ~ satisfait ~t (c#), il vient, pour  tout x ~ o -  a (f2), 

1 - 4 x E . ~  -1 et x ( 1 - 4 x ) - l ~ t p - l ( q l 0 ) .  

Le lemme A.2.5 montre alors que les inclusions de Idem A e t  Idem B dans 

C , - q m =  { a ~ A [ a - a 2 ~ o -  l(O)}, 

et 
Ca= {b~BIb-b2eg2}, 

respectivement, sont des ~quivalences d'homotopie. 
Par aiUeurs, ~ - ,  (~) = ~o - ~ (Ca), si bien que 

est une +quivalence d 'homotopie d'aprbs la proposition A.2.6. 
Le lemme d6coule maintenant  de la commutativit6 du diagramme 

IdemA * ~ IdemB  

q.e.d. 
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D~monstration du thdor~me A.2.1. Pour 6tablir que les applications 

M.(O): Idem M.(,4) ~ Idem M,(/~) 

sont des 6quivalences d'homotopie, il suffit de v6rifier que les applications 

M.(t~): M . ( ~ ) ~  M.(/]) 

satisfont aux hypothdses du lemme A.2.7. Or M,(.~) et M.(/~) sont de bonnes alg~bres topologiques 
localement convexes m6trisables et M,(~b) satisfait gt (cg), d'apr+s les propositions A.I.1 et A.2.2. 
De plus, si l 'on pose 

ql= {xeM,(t~)[Sp x ~ l~(O; 1/4)} 

alors l'alg6bre M.(/~) satisfait h (~(q/)) d'apr6s le lemme A.2.4, car c'est une bonne alg6bre topologique 
localement convexe compl6te. De m~me, M.(.4) satisfait ~i (~t(~7- l(ql))), puisque 

en effet, 

- l (q/)= {x 6 M, (,4) 1Sp x c b (0; 1/4)}; 

i f -  1 (M. (B)- 1) = M.  (,~)- 1. 

Grace ~ la proposition A.2.6, cette derni6re 6galit6 et la densit6 de ff(M.(,4)) dans M,(B) montrent  
aussi que 

~: ~L.(~)-- ,  CL.(B) 

est une 6quivalence d'homotopie, q.e.d. 

A.2.3. Pr6sentons maintenant quelques applications du th6or6me A.2.1. 

Proposition A.2.8. Soit A une bonne alg~bre de Fr~chet et soit J une sous-algbbre de A, munie d'une 
topologie plus fine que la topologie de A, qui fasse de June  alg~bre de Fr~chet. 

1) S'il existe un entier n > 0  tel que J"Ad"cJ ,  alors J est bonne alg~bre topologique et une sous- 
algbbre pleine de A. 

2) Si, de plus, Jes t  dense dans A, alors le morphisme d 'inclusion i: J '--, A d~termine un isomorphisme 
fort en K-th~orie. 

Observons que la condition dans 1) est satisfaite lorsque J e s t  un id6al de A. 

D~monstration. D6montrons 1). D'apr~s le th6or6me du graphe ferm6, rapplication 

P: J " x A x J " ~ J  
n n 

(al . . . . .  a.,b, cl . . . . .  c.)~---~ l- I a,.b. VI e, 
i = 1  i = I  

s6par6ment continue comme application h valeurs darts A, est s6par6ment continue. Comme P e s t  
une application multilin6aire sur un produit d'espaces de Fr6chet, cela implique que Pes t  continue. 

La <<pl6nitude>> de J darts A d6coule de l'identit6 suivante, valable pour tout (x, ~,)eA x cr tel 
que x + 2 e ~  -1 

( x + 2 ) - '  = [ i ~ ;  ( -  l )k 2 -k -  ' x'] + 2-  2" x"(x + 2)- ' X". 

En effet, si x~J,  alors 
2 n - I  

( -  l )k ,~-k- 'x%Y 
k = 0  
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et 
x"(x  q- 2)-  1 x ~ ~ j~  ~j,~ = j~ A j ~  + j2n ~ j .  

Cette identit6, jointe ~ la continuit6 de P, montre aussi la continuit6 de l'application (a~-~a-~) de 
y-  1 vers Y. 

L'assertion 2) est une cons6quence imm6diate du th6or6me A.2.1. q.e.d. 

Proposition A.2.9. Soient A une alg~bre de Banach, G u n  groupe de Lie  et (c~)g~ une action de G 
sur I'alg~bre A, for tement  continue et isom~trique. 

1) L'ensemble A ~ des ~l~ments de A de classe C ~ sous Faction de G forme une sous-alg~bre 
dense et pleine de A. 

2) On d~finit des semi-normes sur A ~ associ~es aux  ~l~ments P de l'alg~bre enveloppante U(Lie G) 
en posant 

Ita [[ e = II [P (g ~ % (a))] (e) II. 

Munie  de ces semi-normes, A ~176 est une bonne algdbre de Fr~chet. 
3) Le morphisme d "inclusion i: A ~ ~ A d~termine un isomorphisme for t  en K-th~orie. 
Les assertions 1) et 2) d6coulent des propri6t6s classiques des 61~ments C ~~ d'un espace de Banach 

muni de raction d'un groupe de Lie. L'assertion 3) est une consequence des assertions 1) et 2) 
et du th6or6me A.2.1. 
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