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R+sum~. Nous  6tudions les diff6omorphismes d 'Anosov topologiquement  transi- 
tifs sur une vari6t6 compacte  dont  les feuilletages stable et instable sont de classe 
C ~. Nous mon t rons  que si un tel diff6omorphisme pr6serve une structure symplec- 
tique ou une connexion,  il est alors C ~ conjugu6 ~ un inf rani lautomorphisme 
hyperbolique. 

Introduction 

0.1 Soit V une vari6t6 C ~ compacte  que l 'on muni t  d 'une m6trique r iemannienne 
auxiliaire. Rappelons  la 

DEfinition [An] Un diff6omorphisme C ~ ~o : V ~ Vest  dit d'Anosov si il existe une 
d6composi t ion invariante par  q~, du fibr6 tangent  : T V  = E + G E -  et des r6els a, b 
strictement positifs tel que 

VZ+ e E  + V n > 0  o n a  IlT~o "(Z+)II < a l l Z + H e  -b" 

V Z - ~ E -  V n > 0  o n a l l T & ( Z - ) l i < a l l Z - I l e  -b". 

Les distr ibutions E + (et E - )  sont appel6es les distr ibutions instables (et stables) 
de ~o. Elles sont au tomat iquement  continues et int6grables. Les vari6t6s int6grales, 
appel6es feuilles instables (et stables), sont de classe C ~. En  g6n6ral, ces distribu- 
tions sont t ransversalement  peu diff6rentiables. 

0.2 L'exemple des au tomorph i smes  hyperbol iques  d 'une infranitvari6t6 - ou in- 
f rani lautomorphismes  hyperbol iques - est bien connu. Rappelons  en la construc-  
tion. 

Soient N u n  groupe de Lie (r6el) nilpotent connexe et simplement connexe, 
n son alg6bre de Lie, Aut(N)  = Aut(n) le groupe des au tomorph i smes  de N ou, ce 
qui est 6quivalent, de n, Aft(N) le groupe produi t  semi-direct A u t ( N ) ~ N  qui agit 
naturel lement  sur N : l 'action de N sur lui-m~me est la t ranslat ion ~i gauche. 
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Soit F u n  sous-groupe discret de Aft(N) qui agit sans point fixe sur N tel que 

- - l e  quotient F/F n N est fini 
- - l a  vari6t6 Vo := F / N  est compacte; 
la vari6t6 Vo est appel6e une infranilvariktO. 

Soit q~0 un automorphisme de rt (ou N) tel que 

- - ~ o F ~ o  1 = F 
- - l e s  valeurs propres de ~o ont  un module  diff6rent de l; 
le diff~omorphisme ~Oo de Vo, dOduit de ~o, est d 'Anosov et ses distributions 

stables et instables sont CO~ ce diffOomorphisme est appel6 un infi'anilauromor- 
phisme hyperbolique de V 0. 

Remarques. 1) Si N e s t  ab61ien et si F est inclus dans N, V 0 est un tore T"  = ]P,."/2Z n 
et ~0o un automorphisme linOaire hyperbolique de ce tore. 

2) Remarquons  qu'il existe toujours une connexion affine C ~ sur Vo invariante 
par Cpo (cf. 4.3.2.) et que la mesure sur Vo, localement Ogale ~i la mesure de Haa r  de 
Nes t  invariante par q9 o (car detH (~o) = + 1). En particulier ~o est topologiquement  
transitif. 

0.3 Une  vieille conjecture attribu6e ~ Franks affirme que tout diff6omorphisme 
d 'Anosov  sur une vari0tO compacte  est C o conjuguO ~ un infranilautomorphisme 
hyperbolique. Une extension naturelle et classique de cette conjecture est la 
suivante 

Conjecture Sur une varidtO compacte, tout diff~omorphisme d'Anosov, dont les feuil- 
letages stable et instable sont de classe C ~ est C ~ conjuguk d u n  infranilautomor- 
phisme hyperbolique. 

Etienne Ghys  nous a un jour  expliqu6 une d6monstrat ion de cette conjecture 
dans le cas du tore T 2, reposant sur le th6or~me d 'Herman  sur la conjugaison des 
diff6omorphismes du cercle. 

0.4 Nous  donnons  une r6ponse affirmative fi cette conjecture lorsque ~o pr6serve 
une connexion affine C ~ sur V. 

Th~or6me Soit V une vari~t~ C ~~ munie d'une connexion affine C ~ Soit q~ un 
diff~omorphisme d'Anosov topologiquement transitif qui prbserve cette connexion et 
tel que E + et E -  soient C ~ Alors r est C ~ conjuguk ~t un infranilautomorphisme 
hyperbolique. 

Nous  en d6duisons le 

Corollaire Soient V une vari~tO symplectique C ~ et ~p un diffOomorphisme d'Anosov 
symplectique tel que E + et E -  sont C ~. Alors ~p est C ~ conjugu~ d u n  in- 
franilautomorphisme hyperbolique. 

Voici quelques remarques: 

1) La conjugaison C ~ transforme la connexion (resp. la 2-forme symplectique) 
en une connexion (resp. une 2-forme) sur l'infranilvari6t6 Vo = F \ N ,  dont  le relev6 
~i N est invariant par translation ~i gauche: ceci rbsultera de la d6monstrat ion (voir 
aussi th6or6me 1). 
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2) Le poin t  de d6par t  est le th6ordme 3 de [ B - F - L ]  qui affirme que, sous ces 
hypoth6ses,  Vo est un espace localement  homogdne complet;  ici nous  pr6cisons les 
groupes  susceptibles d ' appa ra t t r e  (et appara i s san t  effectivement, cf_ 4.3.5.). 

3) Lorsque V = T 2, le r6sultat est dfi A Avez [Av],  lorque V = T 4 il est dfi 
fi F lamin io  et K a t o k  [F1-Ka] .  Lorsque  V e s t  de d imension 4, il a 6t6 annonc6 
ind6pendamment  pa r  Flaminio .  

4) Pour  un r6sultat  ana logue  pour  les flots d 'Anosov  contact  voir [B-F-L] .  

0.5 Signalons enfin que dans le cours  de la ddmonst ra t ion ,  nous  sommes amen6s 
fi nous intdresser aux sous-groupes  Zariski  denses des groupes  rdductifs. En 
particutier ,  grfice fi des r6sultats de Guivarc 'h  Raugi et Gol 'dshe id  Margulis ,  
nous pr6cisons un r6sultat classique de Tits (Corol la i re  A.6). 

Nous  tenons fi remercier  Pa t r ick  F o u l o n  et Yves Guivarc 'h  pour  de fructueuses 
conversat ions.  
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1 La structure de la d6monstration 

La d6mons t ra t ion  se fait en trois 6tapes. Tout  d ' abord ,  nous mon t rons  que sur 1~, le 
revatement  universel de V, le g roupe  des diff6omorphismes G de Vqui  pr6servent la 
connexion  et les d is t r ibut ions  s table et instable  est un groupe  de Lie qui  agit  
t ransi t ivement.  Ceci avai t  6t6 essentiel lement d6montrb  dans [ B - F - L ]  et no t re  sect. 
2 consiste en des rappels  de cet article. 

Ensuite,  nous  mon t rons  dans  la sect. 3, qu 'un  sous-groupe  ni lpotent  simple~ 
ment  connexe et distingu6 U de G agit  t ransi t ivement  sur V. Cet te  d6mons t ra t ion  
fait un m o m e n t  appel  au th6or6me A.1. 

Dans  la sect. 4, nous  concluons  en m o n t r a n t  le th6or6me suivant.  

Th~or6me 1 Soit (V, [7) une variOt~ compacte munie d'une connexion, r un 
diffkomorphisme d'Anosov topologiquement transitif de V qui pr4serve Vet dont les 
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distributions stables et instables sont C ~. I1 existe alors un sous-groupe nilpotent 
simplement eonnexe N du 9roupe des diff~omorphismes de [7 tel que 

(i) N preserve I7 ainsi que les distributions stable et instable de ~o. 
(ii) N agit transitivement et librement sur [7. 
(iii) N est normalis~ par le groupe fondamental F de V ainsi que par un relevO 

de ~o. 
(iv) N n F est d'indice fini dans F et cocompact dans N. 

En corollaire, nous obtenons bien stir le r6sultat cit6 dans l'introduction. 
En conclusion, nous rappelons pourquoi nous obtenons ainsi tous les  in- 

franilautomorphismes hyperboliques. 
En appendice, nous montrons le th6or6me A.1 et pr6cisons, avec son aide, un 

r~sultat de Tits sur les sous-groupes discrets des groupes de Lie. 
Une notation importante: dans toute la suite 

Si F est un groupe de Lie, on note ~ son aIg~bre de Lie et ( F )~ la composante connexe 
de l'identit~ de F. L'expression "groupe algdbrique" signifiera "points rdels d'un 
groupe algObrique ddfini sur R'. 

2 Presentation du probl~me 

Le but essentiel de cette section est de montrer la proposition 2.1.2 qui d6crit 
[7 comme un espace homog6ne. Nous pr6cisons alors nos notations et nous nous 
int6ressons tout particuli6rement aux stabilisateurs d'un point et d'une feuille. La 
proposition 2.2.3 et les remarques qui suivent seront utilis6es tr6s souvent dans la 
suite. L'un des objets fondamentaux est, comme dans [B-F-L], le logarithme de la 
partie hyperbolique d'une "application premier retour". 

Enfin en 2.3, nous pr6cisons en quoi nous pouvons consid6rer le groupe des 
transformations affines de V qui pr6servent les distributions stable et instable 
comme un groupe alg6brique. 

2.1 La  vari~tk [7 comme espace homogdne 

2.1.1 Soit (V, 17) une vari6t6 compacte munie d'une connexion et ~p un 
diff6omorphisme d'Anosov affine topologiquement transitif de V dont les distribu- 
tions stable E -  et instable E + sont de classe C ~. 

Soit Vo un point p6riodique de r de p6riode k, un tel point existe toujours [An, 
th6or6me 3]. 

Soit t7 le rev6tement universel de II, Vo un point de V relevant Vo, ~ un 
diff6omorphisme de [7 relevant ~0. 

On notera Vet/~•  les relev6s de Vet E • 

2.1.2 Notre point de d6part est la proposition. 

Proposition Le 9roupe G des diff~omorphismes affines de [7 qui pr~servent IE • est un 
groupe de Lie qui agit transitivement sur V. 

Cette proposition est une g6n6ralisation facile du th6or6me 3 de [B-F-L]. Nous 
n'en reproduisons pas la d6monstration. Voici la principale modification: 
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Rappelons que le th6or6me 3 de [B-F-L] est 6nonc6 pour un diff6omorphisme 
symplectique au lieu de affine: cette situation est plus restrictive car le 
diff6omorphisme est alors automatiquement affine par la connexion de Kanai 
[B-F-L, 3.4.4]. 

Dans notre nouvelle situation, on montre facilement, en utilisant q~, que les 
feuilles instables F + sont totalement g6od6siques (i.e. I7E + E + ~ E + ). 

Ceci permet de reprendre le m6me raisonnement bien que l'on ne sache pas si 
les feuilles F + sont plates. 

La ddmonstration du th6or6me 3 de [B-F-L] utilise un th6or6me de Gromov 
[Gr] sur les structures rigides. Elle s'appuie sur quelques lemmes pr61iminaires 
que nous rappelons dans le paragraphe suivant car nous en ferons un usage 
constant. 

2.2 Le stabilisateur d'un point et d'une feuille 

2.2.1 On notera H l e  stabilisateur de ~o dans G: 

H -- {g~G/gF; o = Vo}. 

Par construction, ce groups contient 0k, le relev6 de r ayant Vo comme point 
fixe. D'aprds 2.1.2, la varibt~ V s'identifie ~i G/H. 

Par ailleurs, une transformation affine 6tant fix6e par son 1-jet, l'application de 
H dans GL(T~o 17), donn6e par 

h~--~ T~oh , 

est injective. Nous identifierons ainsi souvent par la suite H ~i son image dans 
GL(T~ o V). Enfin le morphisme de H dans GL(.q/D) obtenu/l Faide du prbc6dent et 
de l'identification de g/b avec T~ o ]70 est celui obtenu ~ l'aide de la restriction de la 
repr6sentation adjointe de G ~i H. 

2.2.2 Notons f~, la feuille instable passant par ~ dans /7 et P + le stabilisateur de la 
feuille ff~+o. De m6me, P - ,  ff~. 

P+- = { g ~ G , g  ~o = ~o}' 

Puisque G preserve les distributions/~ • le groupe H est inclus dans P +-, et p § 
s'identifie ~/~+ 

~o  " 

2.2.3 La proposition suivante, issue de [B-F-L, 3.4] r6sume les propri6t6s import- 
antes de ces diff6rents groupes et de leurs alg6bres de Lie. 

Proposition (a) Le groupe H vu comme sous-groupe de GL(T~o I7) est un sous-groupe 
alg~brique. 

(b) Soit Lo le logarithme de la partie hyperbolique de la d~composition de Jordan 
de T~oOk dans GL(T~o I7). Alors Lo appartient fi 1. 

(c) Les valeurs propres de Lo dans ~o resp. E ~o) sont strictement positives (resp. 
n~gatives). 

(d) On a l'~galit~ b = p + c~ p -  et en particulier, le centralisateur dans g de Lo est 
inclus dans D. 

(e) Le centre de .q est nul, et donc le centre Z de G est discret. 
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2.2.4 Nous utiliserons tr6s souvent un corollaire de (a) et de 2.2.1. 

Coroilaire Soit Ad la reprksentation adjointe de G darts End(g). Sa restriction 
d H est injective, et Ad(H) est un sous-groupe alg~brique de End(g). 

DOmonstration. Dans [B-F-L, 2.4.1].on a vu queg s'identifie en tant que H-module 
fi un sous espace vectoriel que T~ o Vx End(T~o V). On en d6duit le corollaire. [] 

2.2.5 Enfin G/H 6rant simplement connexe H et G ont le m6me nombre (fini, cf. 
2.2.4.) de composantes et on a donc He = Ge c~ H. Pour des raisons analogues 
pe ~ = G e ~ P • 

2.2.6 Soit F = nl (V) le groupe fondamental de V que nous voyons agir sur l?. Bien 
stir, F est inclus dans G e t  

v = r \ G / H .  

Nous consid6rerons 6galement A = (~,  F ) ,  le groupe engendr6 par ~ et F, 
gbom6triquement c'est le groupe fondamental de la vari6t6 obtenue par suspension 
de q~ sur V. 

2.3 Des groupes alb6briques 

2.3.1 Nous voulons d6montrer dans cette section que te groupe Ad(Ge), l'image de 
Ge par la representation adjointe dans GL(g)  est une composante connexe d'un 
groupe alg4brique. 

2.3.2 Ce paragraphe est constitu4 par des rappels de [Ch, w 14]. 

Soient W un espace vectoriel de dimension finie et f ~ End(W)  une sous- 
alg6bre de Lie. 

Proposition, d6finition La sous-alg~bre fes t  dire alg~brique si rune des deux affirma- 
tions suivantes Oquivalentes est satisfaite. 

(i) Il existe un sous-groupe algdbrique K de GL ( W )  dont f est l'algObre de Lie. 
(ii) Il existe une base (X1, �9 �9 �9 , X , )  de f telle que pour i = 1 . . . . .  n, soit X ies t  

nilpotent soit X~ est semi-simple et les valeurs propres de Xi  engendrent un ~-espace 
vectoriel de dimension un. 

2.3.3 On en d6duit alors la 

Proposition La sous-algObre ad (g) est algdbrique. 

Ddmonstration. En effet nous pouvons 6crire 

g ---= @ g i  
i 

off 

g, = { X , 9 / [ L o ,  X3  = i x } .  

Si ies t  diffhrent de 0, ad(X/) est nilpotent: en effet ad(Xi)gi c 9j+~. 
Par  ailleurs, 9o = I) (cf. (d) de 2.2.3.). 
On a donc 

ad(g) = ad(b) + Z ad(g,). 
i:t:0 
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D'apr6s la proposition pr6c6dente, on en d6duit donc qu'il suffit de montrer que 
ad(b) est alg6brique. Ce qui provient de 2.2.4. D 

2.3.4 I1 sera par contre difficile de faire comme si G lui-m6me 6tait alg6brique: la 
pr6sence 6ventuelle d'un centre infini compliquant s6rieusement les choses. 

3 Existence d'unc structure produit 

Le but de ce chapitre est de montrer la proposition 

Proposition 3 II existe un souss distingu~ nilpotent simplement connexe U de 
G qui agit transitivement sur V 

Le groupe va apparaitre comme (l'image inverse) du radical unipotent de 
Ad(Ge). Nous commencerons donc par pr6senter la d6composition de Levi 
r6ductive du groupe Ad (Ge) (cf. 3.1.) et l'on montre que la propostion 3 se ram6ne 
fi prouver qu'un "petit" espace des feuilles, sur lequel fibre le v6ritable espace des 
feuilles, est rdduit fi un point (3.1.6). 

L'esprit de la d6monstration est alors tr6s proche de celui de [B-F-L]: les points 
fixes d'un 616ment de A sur 17 se projettent maintenant en des points fixes tous 
attracteurs (ou tous r6pulseurs) de cet espace des feuilles (3.2.1). Le but est alors de 
construire un 616ment de 6 qui va avoir trop de points fixes sur le petit espace des 
feuilles si celui-ci n'est pas r6duit fi un point. La construction d'un tel 616ment, d'un 
"bon" 616ment selon 3.4.1, est d61icate et repose sur une application du th6or6me 
A.1. Signalons fi ce stade que l'utitisation du th6or+me A.I, que nous ignorions 
~i l'6poque, permet d'alldger consid6rablement la d6monstration de [B-F-L]. 

Dans toute cette d6monstration apparait de fa~on cruciale la caract6risation du 
petit espace des feuilles comme une vari6t6 de drapeaux. 

La proposition 3 entraine l'existence d'une structure produit sur I 7 ce qui 
explique le titre mais n'intervient pas dans la d6monstrat ion. . .  

3.1 La dkcomposition de Levi et le petit espace des feuilles 

3.1.1 Nous utiliserons fi partir de maintenant la d6composition de Levi-r6ductive 
du groupe Ad(Ge), c'est-fi-dire la d6composition en produit semi-direct: 

Ad(Ge) = R~<Uo 

off Uo est le radical unipotent du groupe (presque) alg6brique Ad (Ge) et R sa partie 
r6ductive. Nous choisissons cette d6composition de fa~on fi ce que ad(Lo), qui est 
un 616ment hyperbolique, appartienne fir. Nous noterons enfin ~ la projection de 
Ad(Ge) sur R = Ad(Ge)/Uo, et par abus de langage rc 6galement la projection de 
g dans r qui s'en d6duit. 

3.1.2 En anticipant sur la suite r6v61ons que dans la proposition 3, U sera 6gal 
(Ad- 1 (Uo))e . 

3.1.3 Consid6rons maintenant les sous-alg6bres q-+ = lr(p +) de r. Comme dans 
[B-F-L], un point clef est alors le 
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L e m m e  (a) les sous-alg~bres de Lie q • sont paraboIiques. 
(b) Nous avons l'~galit~ 

~ ( b )  = q + n q -  

Dbmonstration. Identifions g e t  ad(g)  et considbrons r l 'alg6bre de Lie de R qui 
contient  Lo. 

No tons  main tenant  pour  toute sous-alg6bre f 

f i =  { X 6 t , [ L 0 ,  X ]  = i X } .  

Nous  avons donc  

gi ~ P + si i ~ 0 

~i F~r ~ r i. 

Ceci nous permet d'affirmer que la sous-alg6bre q + = n(p+) contient la sous- 
alg~bre parabolique r + = ~i_< o r~. Elle est donc ~galement parabolique [Bo, Chap. 
VIII, w n ~ 4]. 

C o m m e  b est inclus dans p+ ~ p -  on en d6duit que ~(b) est inclus dans 
n(p + ) c~ n(p - ). R6ciproquement ,  nous savons que n(p + ) n n(p - ) = f contient Lo. 

Mon t rons  que f = [o c b. 
Consid6rons donc  fi tel q u e f l  + {0}. La sous-alg6bre n - l [ i  est stable par  

l 'act ion adjointe de Lo. C o m m e  n l(f)i c~p+ + {0}, on en d6duit i =< 0, de m6me 
i => 0 et donc i = 0. [] 

3.1.4 On est ainsi amen6 fi consid6rer les normal isa teurs  Q+ de q+ dans R c'est- 
~-dire 

Q• = {g~R,  Ad(g)q  • = q• }. 

Les sous-alg6bres q• 6tant paraboliques,  elles sont 6gales fi leurs normalisa-  
teurs et donc  Q• est d'alg6bre de Lie q• Le groupe n o A d ( P  +)  est alors la 
composan te  connexe de l'identit6 de Q+. 

3.1.5 Le lemme 3.1.3 entraTne donc que l 'espace R/Q + est une variOt6 de drapeaux  
que nous appellerons petit espace des feuilles, petit  car le vOritable espace des 
feuilles G/P +, qui d 'apr6s 2.2.6 s'identifie ~ Ge/P + , f b r e  au dessus de R/Q + d'aprOs 
3 .1 .4 . . .  

Pa r  abus  de notat ions,  nous noterons  n la project ion de 17 = G/H dans R/Q +. 
Elle est par  construct ion G-Oquivariante. 

3.1.6 Nous voulons donc main tenant  mont re r  que les petits espaces des feuilles 
sont r~duits ~_ un point.  En effet, ceci entra~ne la proposi t ion 3 d 'apr6s la 

Proposit ion Si les petits espaces des feuilles R/Q + et R /Q-  sont r~duits dun  point 
alors le sous-groupe nilpotent simplement connexe et distingu~ U = (Ad- l (Uo) )e ,  
agit transitivement sur P'. 

Dbmonstration. En effet les hypoth6ses entra~nent que r = q+ = q - .  D 'apr6s  3.1(b) 
on a n ( b ) =  r et donc  9 = I ) +  u. Ceci entra~ne le r6sultat en r emarquan t  que 
puisque le centre Z de G est discrete, le morph i sme  Ad de U dans U0 est un 
revfitement et donc une bijection. [] 
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3.2 Points f ixes d'un Ol~ment de A 

3.2.1 Rappelons, que A est le sous-groupe de G engendr6 par F et O. Notons par 
abus de langage n la projection de V sur le petit espace des feuilles R/Q+. 

Nous voulons d6montrer la 

Proposition Soit 6 un Ol~ment de A relevant une puissance positive de r et vun  point 
f ixe  de 6 dans V. La projection ~(v) de v sur R/Q + est un point f ixe  attracteur de 

dont le bassin d'attraction est un ouvert dense. 

D~monstration. Mettons rorigine de ~7 en v. Pour n suffisamment grand b ~ est une 
application contractante de _F~- dans elle-m6me. En particulier, comme la projec- 
tion de F~- dans R/Q + est ouverte, nous en d6duisons que ~(v) est un point fixe 
attracteur pour 6 et que son bassin d'attraction contient n(Ft7 ) et en particulier 
l'orbite de n(v) sous Q-.  Ce dernier groupe &ant parabolique, nous en d6duisons 
que le bassin d'attraction est dense d'apr& le lemme de Bruhat. [] 

3.2.2 Nous avons le 

Corollaire Soit 6 un ~lkment de A\{1} et F I'ensemble des points f ixes de ~ dans V. 
L'ensemble ~(F) a alors z~ro ou un ~lkment. 

D6monstration. En effet, un diffhomorphisme ne peut avoir plus d'un point fixe 
attracteur dont le bassin est dense. [] 

3.3 L'adhOrence de Zariski de n o Ad (A) 

3.3.1 Soit R1 = n o Ad(A)e, la composante connexe de l'adh6rence de Zariski de 
o Ad(A) dans R. Nous avons donc alors comme dans [B-F-L], la proposition 

Proposition Le groupe R1 est un groupe r~ductif qui agit transitivement sur R/Q +. 

D6monstration. En effet, de la densit6 des feuilles instables pour un diff6omorphis- 
me d'Anosov topologiquement transitif, on en d6duit que chaque orbite de 

o Ad(A) sur R/Q + est dense. Dds lors comme darts [B-F-L], ceci montre que 

7r o Ad (A) agit transitivement et est donc r6ductif. Ce qui entraine le r6sultat pour 
R1. [] 

3.3.2 Soit alors Q~- = R~ c~ Q+, on en d6duit le 

Corollaire Les deux vari6tks R1/Q-~ et R/Q + sont isomorphes. En particulier q~ est 
une sous-algObre parabolique de rl. 

3.3.3 Remarquons que ra contient n6cessairement Lo et que le groupe G1 = 
R~,<U est la composante connexe d'un groupe alg6brique et contient un sous- 
groupe d'indice fini de Ad(A). 

3.3.4 Rappelons que nous voulons montrer que R 1 / Q [  = R/Q + est r6duit a un 
point (cf. 3.1.6). Nous supposerons dans la suite que R1 n'est pas commutatif, 
puisque dans ce cas le r6sultat est trivial. 
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3.4 A la recherche de bons Ol~ments de A 

3.4.1 Soit rl l 'alg6bre de Lie de R1 que nous voyons comme une sous-alg6bre de 
Lie de 9 identifi6e ~i ad (g). 

Soit r une sous-alg6bre de Car tan  de rl contenant  L0 et la plus d6ploy6e 
(c'est-fi-dire contenant  un sous-espace de Cartan) et consid6rons J le centralisateur 
de r dans G: 

J = { x e G / V Y e c ,  A d ( x ) Y =  Y}. 

Nous  posons alors la 

D/~finition Un 616ment de G est dit bon s i i l  est conjugu6 fi un 616ment de Je et 
diffarent de l'identit6. 

Remarquons  que puisque j c D, on a toujours Je c H et dds lors, un bon 
616ment a toujours un point fixe dans 17. Le but de cette section est de montrer  la 

Proposition. II existe un bon Olkment dans A. 

3.4.2 Posons nous tout  d 'abord  un probl6me analogue dans G1. Soit I le centrali- 
sateur de c dans G~: 

I = { x e G 1 / V Y e c .  A d ( x ) Y =  Y}. 

Par  ailleurs, pour  tout  x de G1, notons  G~ son centralisateur et posons 

d = inf dim g~. 
xeR1 

Consid6rons alors 

R] eg = { x e R x / d i m  g~ = d}. 

Remarquons  que si R1 n'est pas commuta t i f  (ce que nous supposerons, cf. 3.3.4), 
R] e* ne contient pas l'identit~. 

Not re  but est de montrer  le lemme suivant dont  la d~monstrat ion n'utilise que 
la Zariski densit~ de x o Ad (A). 

Lemme II existe un ~l~ment 6 de A tel que Ad (6) soit conjugu~ d u n  ~l~ment g de Ie 
v~rifiant de plus go c [. 

3.4.3 Nous  avons besoin du lemme pr6paratoire: 

Lemme Soit g un ~l~ment de G1 tel que n ( 9 ) e I  c~ R] eg, alors 9 est conjugu~ i~ un 
~l~ment gl de I tel que g~ c i. 

D~monstration. Remarquons  tout  d ' abord  que si h e I c~ R] eg, alors gh = i. Ceci suit 
d 'un  raisonnement 616mentaire. En effet consid6rons C = I c~ R1, c'est un groupe 
commuta t i f  (car R1 est lin6aire) d'alg6bre de Lie c et dont  tousles 616ments agissent 
de fa~on semi-simple sur g~ par la repr6sentation adjointe. 

Pour  tout  caract~re ~ de C on peut 6crire 

(gl)~: = { X e ( g i ) r  Ad(c)X = c~(c)X} 

et consid6rer l 'ensemble des poids 

P = {a caract4res non triviaux de C/(gl)~: 4: {0}}. 
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On a alors 

(g,t~ = i~ @ @ ( m t ~ .  

L'ensemble R~ eg 6tant un ouvert de Zariski (et donc un ouvert dense pour  la 
topologie usuelle) invariant par conjugaison, on en d6duit que I ~ R~ eg, est non vide 
(l'ensemble des 616ments conjugu6s fi I contenant  un ouvert) et que I c~ R~ ~ est 6gal 
au compl6mentaire de la r6union du noyau des poids: 

I ~ R ~  *g = {xeC/Vcc~P, c~(x) 4: 1}. 

Ce qui prouve notre assertion. Soit maintenant g u n  616ment de G, vu comme 
sous-groupe de GL(9  ). Ecrivons sa d6composition de Jordan  

g = g,g,, 

off g~ est semi-simple et g" = exp(X) off ad(X)  est nilpotent. 
C o m m e  GI est la composante  connexe d 'un  groupe algSbrique, on  en d6duit 

que gS et g" appart iennent  tous deux fi Gz. 
On  peut maintenant  conjuguer g par un 61~ment de U de fa~on fi obtenir un 

~l~ment gl de d&composition de Jordan  

gl = g~ exp(X1) 

tel que g~ appartienne ~ R~. Remarquons  que n(g) = n(gl). 
Par  ailleurs, nous savons que ad (g l ) (X i )  = X1 c'est-~i-dire que X1 a.q~'. De 

mSme nous savons que g~' c g~. 
En projetant, nous obtenons done que Dn(Xz) appartient fi .q~(g')n ri. 
Si maintenant  n(g) ( =  n(gl)) appartient a I c~ R~ ~g, notre remarque initiale 

entraine que D~(X1) appartient fi i c~ rz = c. Or  r ne contient que des 51~ments 
semi-simples, ce qui entraine D~(X1) -- 0. 

En particulier, g~ = n(gl) appartient ~i I n R~ ~g et donc g~ c g~ = i. Enfin 
X~eg~ c i et donc g l = exp(X1)g]  appartient fi I. [] 

3.4.4 D~monstration du lemme 3.4.2. Gr~.ce au lemme pr~c6dent c'est une applica- 
tion du thSorSme A.1. En effet par construction R~ = n o Ad (A)~, il existe donc un 
sons-groupe D1 d'indice fini dans no Ad(A) tel que 

(i) Di c R1 

(ii) R1 = (D1)e. 

Soit p le hombre  de composantes  connexes de I. D'apr~s A-l,  l 'ensemble des 
51~ments h-rSguliers de D~ (qui sont automat iquement  conjuguSs ~ C = I c~ R1) est 
Zariski dense. Par  ailleurs, R~ Cg est un ouvert de Zariski. II existe done  un ~l~ment 
x de Di conjugu6 fi un ~l~ment de I tel que x ~ (et done aussi x) appartient ~, R~ ~g. 

Soit 6' tel que ~ ( 5 ' ) -  x, alors d'apr6s le lemme prSc~dent (appliqu~ fi of' et 5 '~) 
~ = ~  on en d6duit que ~ appartient f i le  et venfie g~ c t. [] 

3.4.5 I1 nous faut maintenant  montrer  que le lemme 3.4.2 entraine la proposi t ion 
3.4.1. A cause de la prSsence 5ventuelle d 'un centre infini dans G, cela ne suit pas 
d 'une d6marche directe. Soit ($1 un 615ment produit  par le lemme 3.4.2. Nous  allons 
eonstruire un bon 515ment de ~i2 en cherehant un ~lement commutan t  avec bx et 
ayant  un point fixe. 
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C o m m e  G/Z s'identifie/t Ad (G) on en d6duit qu'il existe un 616ment z du centre 
de G tel que z61 soit conjugu6 ~i un 616ment de Je. c'est-/t-dire 

Z61E XJe x -  1 

et donc  

z 61 ~ xH~x- 1 

Le diff6omorphisme z6z de t 7 a donc  vl = xOo c o m m e  point fixe. Puisque z6l 
normal ise  z l (F) ,  il donne naissance fi un diff6omorphisme tp de V. Soit vl la 
project ion de ~1, mon t rons  alors le 

L e m m e  Le point vl est p6riodique pour q). 

Dbmonstration. Remarquons  tout  d ' abord  que si 9 a comme  point  fixe Xfo dans 17. 
les valeurs propres  de la diff6rentielle de 9 en xfo sont celles de Ad (9) sur g/Ad (x)b 
(cf. 2.2.1). 

En particulier, les valeurs propres  de la diff6rentielle de 9 en X~o et en zPx~o sont 
identiques (zPxf)o 6tant bien 6videmment  un point  fixe de 9). 

Pa r  ailleurs, comme  g=~' c x i x - 1  ~ x b x - 1  on en d6duit que les valeurs pro- 
pres de z61 en Xgo sont  toutes diff6rentes de 1. 

En conclusion, les valeurs propres  de O en Vl sont identiques fi celle de 0 en z~vi 
et sont toutes diff6rentes de 1. 

Le point  v~ est donc  p6riodique pour  Faction de z (sur V) et donc  pour  ~0. Dans  
le cas contraire, soit v2 = lim zP~vl, off z~vl + v2 pour  tout  i. Le point/)2 est alors 

i--* oo 
un point  fixe par  ~, et, par  continuit6, les valeurs propres  de DO en/)2 sont toutes 
diff4rentes de 1, on obtient  ainsi que v2 est un point  fixe isol6 et la contradic-  
tion. [] 

3.4.6 Remarquons  main tenant  que puisque/)1 est p4riodique par  (o, il existe donc 
62 appar t enan t  fi A, relevant une puissance non nulle de q~ tel que ~291 = ~51. 

Nous  avons alors la 

Proposition Les ~I~mems 61 et 6z commutent. 

Dbmonstration. En effet, consid6rons 61626i-1~52~. Tout  d ' abord  c'est un 616ment 
de F, puisque d = ( ~ ,  F )  off c} normalise F. Ensuite, /)1 est un point  fixe de 
61626[1621.  On en d6duit donc que 61626i-i621 = Id. [] 

3.4.7 Nous  sommes  en mesure enfin de mont re r  le corollaire suivant qui ach6ve la 
d6monst ra t ion  de 3.4.1. 

Corollaire II existe n > 0 tel que 6"2 soit un bon 616ment. 

D~monstration Changeons  de point  base pour  simplifier de faqon fi ce que Vl = Vo. 
L'616ment 62 appar t ient  ~i H. Consid6rons c o m m e  toujours  le morph i sme  Ad de 
G dans  End(g)  et A d ( H )  l ' image de H. 

Puisque 61 et t~ 2 commutent ,  Ad(~2)  appar t ient  ~ GAd('h)t~ A d ( H ) - -  G 2. Ce 
groupe est un sous-groupe alg6brique de End(g)  (cf. 2.2.4 et 2.3.5) qui a donc  un 
n o m b r e  fini de composantes  connexes. 

Nous  en d6duisons donc qu'il existe r > 0 tel que Ad(fi~) appar t ienne fi (G2) e. 
Par  ailleurs g2 (E2 gAd(~l) C2 J (cf. 3.4.2). 
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Ceci entraine que Ad(6~) appart ient  fi (I n Ad(H))~. La restriction de Ad 
fi H est injective (cf. 2.2.4), On  en d6duit donc que 6~ appar t ient  fi ( J  n H)~ ~ J~. 
Enfin 6~ relevant une puissance non nulle de ~0 est diff6rent de l'identit6. [] 

3.5 Conclusion 

3.5.1 Nous  savons depuis 3.1.6 qu'il nous faut mont re r  que R/Q + (et R/Q-) sont 
r6duits fi un point  pour  obtenir  la proposi t ion 3. C o m m e  R1/Q~ = R/Q + (cf. 3.3.2), 
nous allons mont re r  en exhibant  t rop  de points fixes d 'un bon 616ment la 

Proposition Les vari~t~s R1/Q~ et R1/Q~ sont r~duites hun point. 

D~monstration. Nous  allons faire le ra isonnement  sur Ra/Q~, le cas de R1/Q; s'en 
d6duisant par  sym6trie. 

Soit donc  ~ un bon 616ment dans  A (cf. 3.4.1) et soit x tel que x b x - l s J e .  
C o m m e  Je~H, ~ fixe le point  gt = xOo. 

Soit ensuite N le normal isa teur  de r dans G. 

U = {g~G/Ad(g)r = c} 

le sous groupe J 6tant le central isateur de c, N normalise J e t  donc  J~. 
Autrement  dit, pour  tout n dans N, 6 fixe le point  n. gl. ConsidOrons donc  7r la 

projection d e / 7  sur R1/Q ~. Nous en dOduisons (cf. 3.2.1) que l 'orbite de 7r(~) sous 
o Ad (N) est rOduite/t un point. 

Or  ~r o Ad(N)  n R~ contient le groupe W dOfini par  

W= {weR1/Ad(w)c = c}. 

Main tenant  le lemme de Bruhat  (cf. [Wa,  proposi t ion 1.2.1.10]) entraine que 
W / W n  Q~- a au moins  deux 616ments si Q~ + R1. 

D6s lors l 'orbite de l r (~)  sous W a au moins  deux 616ments ce qui a m i n e  la 
contradiction.  [] 

4 Le groupe fondamental est virtuellement nilpotent 

Nous allons dans cette section achever la d6monst ra t ion  du th6or6me 1. Pour  cela 
il nous faut essentiellement mont re r  que F est virtuellement nilpotent.  Remarquons  
que le probl6me se pose d6jfi, lorsque Ves t  une vari6t6 affine plate compacte  et 
compl6te. Conjecturalement ,  une telle vari~t6 a un groupe fondamental  virtuelle- 
ment  polycyclique [Mi, To] .  Dans  notre cas, nous allons exploiter rhypoth6se  
donn6e par  l 'existence d 'un diff6omorphisme d 'Anosov.  

En 4.1, nous pr6cisons quelques faits concernant  les espaces homog6nes,  et tout  
particuli6rement aux homog6nes  sous un groupe  nilpotent U. 

En particulier, nous mont rons  qu 'un  spectre est associ6 ~i tout diff6omorphisme 
d 'un tel espace normal isant  l 'action de U. L'existence d 'un  point fixe se manifeste 
alors au niveau de ce spectre. 

En 4.2, nous exploitons rexistence d'un diff6omorphisme d 'Anosov  (en fait un 
diff6omorphisme affine ayant  un n o m b r e  fini non  nul de points fixes suffirait) sous 
la forme d 'une alternative (4.2.2). 

Grfice fi cette alternative, nous concluons finalement en 4.3. 



298 Y. Benoist et F. Labourie 

4.1 Le cadre du probl~me 

4.1.1 Commen~ons par quelques faits 616mentaires concernant les espaces homo- 
gdnes. Soit I7 une vari6t6 sur laquelle agittransitivement et fiddlement un groupe U. 
Modulo le choix d'un point base m0, 17 s'identifie donc ~t U/U' off U' est le 
stabilisateur de mo. 

Soit Aft(U; 17)-ou Aft(U, U') - le groupe des diff6omorphismes de 17 qui 
normalisent l'action de U. Le groupe U lui-m6me en est un sous-groupe distingu6 
et Aft(U, ~')/U s'identifie au groupe Aut(U, U')/In(U') off Aut(U, U') d6signe le 
groupe des automorphismes de U laissant invariant U' et off In(U') le sous-groupe 
distingu6 de Aut(U, U') provenant des automorphismes int6rieurs dus ~t U'. 

4.1.2 Sp6cialisons nous maintenant au cas off le groupe U est nilpotent simplement 
connexe. C'est notre casd'aprds la proposition 3, et de plus G, et donc A, est un 
sous-groupe de Aft(U, V). Par ailleurs Aut(U, U'), s'identifie alors au groupe 
Aut(u, u') des automorphismes de n qui pr6servent u'. En particulier Aut(U, U') 
s'envoie sur un sous-groupe alg6brique de GL (u/u') tel que l'image de In (U') en 
soit un sous-groupe unipotent distingu& 

4.1.3 Ceci va nous permettre de d6finir le spectre d'un 616ment de Aft(U; 17). 
D6finissons tout d'abord le spectre d'un 616ment de Aut (U, U') comme celui de son 
image dans GL(n/u').  Comme In (U') est unipotent distingu6 dans Aut (U, U'), le 
spectre d'un 616ment ne d6pend que de sa projection dans Aut (U, U')/In (U'). Par 
d6finition, le spectre d'un 616ment de Aft(U; V) est celui de sa projection dans 
Aut(U, U')/In(U') = Aft(U; ff')/U. 

4.1.4 On v6rifie que cette d6finition est ind6pendante du choix d'un point base 
dans V. De plus le spectre d'un 616ment est invariant par conjugaison. 

En particulier, si un 616ment 9 de Aft(U; 17) a u n  point fixe v, le spectre de 9 est 
celui de Tvg, la diff6rentielle de 9 en v. 

4.1.5 Comme dans le cas off /7 est l'espace affine de dimension ne t  U est R" nous 
avons le lemme. 

Lemme Tout blbment de Aft(U;/?) dont le spectre ne contient pas 1 a un point fixe. 

D~monstration. Repr6sentons un tel ~l~ment par un ~16ment g = (a,u) de 
Aut(U, U')~<U tel que le spectre de a sur u/u' ne contienne pas 1. 

Nous allons le d6montrer par r6currence. 
Soit Ci(u) la suite centrale descendante de u : C ~  et C i (u )=  

[ u , C - l ( u ) ] .  Soit Ci(U) le sous-groupe connexe d'algdbre de Lie C~(u) et 
U~ = U'Ci(U): c'est le sous-groupe connexe de U d'alg6bre de Lie ui := u' + Ci(u). 
On a, pour i > io, Ui = U'. 

Remarquons que g est aussi un 616ment de Aft(U, U~). Montrons, par 
r6currence sur i, que g a un  point fixe dans U/U~: c'est vrai pour i = 0; supposons le 
r6sultat vrai pour i - 1  et montrons le pour i. 

Soit v dans U tel que vUi_ ~ est un point fixe de g dans U/Ui. Quitte ~i remplacer 
g par v - lgveAf f (U ,  U'), qui a mame spectre, on peut supposer que v = 1. 

Ecrivons g = exp (X) . a  avecXeu~_a et aeAut (U ,  U') et cherchons Y dans 
C~-t(u) tel que le point exp(Y)Ui de U/Ui est fix6 par g, c'est-fi-dire tel que 
w:= e x p ( - Y )  exp(X) exp(o(Y)) est dans Ui. 



Diff6omorphismes d'Anosov affines 299 

Or, on peut  6crire 

w = exp(a (Y)  - Y + X + Z) avec Z ~ Ci(U). 

L'hypoth6se sur les valeurs propres  de 9 permet  de t rouver  Y dans C i-  I (U) tel 
que a(Y )  - Y = - X  modulo  CZ(u) + u'c~ C~-a(u). Pour  un tel II, wes t  dans U~. 
C'est ce que l 'on voulait. 

4.2 L'alternative 

4.2.1 Soit q)" une puissance de q) ayant  un point  fixe sur V, et soit {Vo . . . . .  v,} 
l 'ensemble (fini) de ces points fixes. Pour  chaque i, soit Oi un relev6 de vi dans I?et 6i 
un relev~ de q~" tel que 6i~ = ~. 

4.2.2 Le but de cette section est la d6monstra t ion (triviale) de l 'alternative suivante. 

L e m m e  Soit 7 un dldment de F, on a alors l'alternative 

(i) le spectre de 6o7 contient 1. 
(ii) 6o7 est conjuguO fi run des 6i. 

Dbmonstration. Nous  avons l 'alternative suivante 

(a) soit 6o7 n 'a  pas de point  fixe. 
(b) soit 6o7 a un point fixe. 

Pour  la d6monstrat ion,  nous r envoyons / t  I-C]. 
D'apr6s  4.1.5, (a) entra~ne (i). Ensuite si 6o7 a un point  fixe, celui-ci est de la 

forme 7o~i pour  70 appa r t enan t / t  F. D~s lors 7o 16o7 7o i a ~ comme  point  fixe et 
relave ~0. On a donc  7o16o7 7o = 6g, c'est-~-dire (b) entraine (ii). 

Enfin, 1 n 'appar t ient  pas au spectre des 6~ puisque 6i est affine et que ses points 
fixes sont isol6s (car ceux de ~0 le sont). L 'al ternat ive est doric exclusive. [] 

4.3 Conclusion 

4.3.1 Nous  allons conclure la dbmonst ra t ion  du th~or6me en mon t r an t  la 

Proposition. 11 existe un sous-groupe N de G agissant transitivement et librement sur 
V tel que 

(i) A normalise N, 
(ii) N c~ F est un sous-groupe d'indice fini de F, et cocompact dans N. 

4.3.2 Le groupe N va appara~tre comme  une adh6rence de Zariski. Le groupe 
U 6tant s implement  connexe, il admet  une repr6sentat ion unipotente.  Le groupe 
Aft(U, U ' ) =  (Aut(U, U') / In (U' ) )~<U peut alors 6tre muni  d 'une structure al- 
g6brique. Pour  cette structure, l 'ensemble des 616ments dont  le spectre contient un 
r~el donn~ est une sous-vari~t6 alg6brique. 

La proposi t ion  4.3.1 va alors atre une cons6quence de la 

Proposition Le 9roupe N = (F)e, composante connexe de l'identitk de l'adh~rence de 
Zariski  de F dans Aft(U, U') est un 9roupe nilpotent. 
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4.3.3 D6montrons tout d 'abord cette derni6re affirmation. Soit tout d 'abord Zo la 
sousvari6t6 alg6brique de Aft(U, U') compos6 des 616ments ayant 1 dans leur 
spectre. Soit ensuite (9 l'adh6rence de Zariski de la r6union des classes de conjugai- 
son des 61 sous U" 

(9 = U g N}. 
i 

Les 616ments de (9 ont comme spectre celui de l'un des @i- Comme ces derniers 
ne contiennent pas 1, on en d6duit 

( g n Z o  = qk 

Par ailleurs, d'aprOs l'alternative 4.2.2 

6oN c (9 w Zo. 

Et donc par connexit6, 6oN est inclus soit dans C9 soit dans Zo. Par ailleurs, 
6oN c~ (9 est non vide (il contient 60). 

On en d6duit donc 

6oN c (9 

la proposition 4.3.2 va donc 6tre une cons6quence du 

Lemme Soit G un groupe alg@brique, 6o un @l~ment de G, G1 un sous-groupe 
distingu~ tel que G soit radh&enee de Zariski du 9roupe engendr@ par G ~ et 6o. 

Supposons de plus qu'il existe des ~l@ments 6~ . . . . .  6p de G tel que 

6oG 1 c U {g6,g-', Vg~G1} 
i 

ou ce dernier ensemble d@signe l'adh@rence de Zariski de la r@union des orbites des 6~ 
sous la conjuoaison de G1. 

Alors (G1)e est unipotent. 

D@monstration. Soit tout d 'abord R le radical r6soluble de G e t  7~ la projection de 
G sur G/R. Comme G/R est semi simple et G/G1 commutatif, on en d6duit que 
~z(G) = ~z(Gt). L'hypoth6se entraine alors que ~r(G) est l'adhOrence de Zariski de la 
r6union d'un hombre fini de classes de conjugaison, ce qui est impossible si G # R. 

Le groupe G est donc r6soluble, soit U son radical unipotent. G/U est commu- 
tatif et l 'hypoth6se entraine que G1/U est discret, et donc que (G1)e est inclus 
dans U. [] 

4.3.4 I1 nous reste fi montrer  que la proposition 4.3.2 entra~ne la proposition 4.3.1. 

C'est-fi-dire que 
(i) N c~ F est d'indice fini dans F et cocompact dans N 
(ii) N agit transitivement et librement sur 17. 
(iii) N e s t  inclus dans G. 

I1 est clair par ailleurs que A normalise N. 
Tout  d 'abord, par  construction N n F est d'indice fini dans F (un groupe 

alg6brique n'a qu'un nombre fini de composantes connexes). Comme N c~ F = N, 
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on en d6duit que N n F est cocompact :  un sous-groupe discret Zariski dense d 'un 
unipotent est cocompact.  Nous  avons donc montr6 (i). 

Comme F c~ N e s t  cocompact  dans N e t  qu'il agit proprement  dans U/U' on en 
d6duit que N agit librement sur U/U'. 

Ensuite, en remplagant 6ventuellement U par le groupe unipotent NU, on peut 
supposer que N e s t  inclus dans U. Comme Y\U/U'  est compact  on en d6duit que 
N\U/U '  est compact.  Comme nous sommes en pr6sence de trois groupes unipo- 
tents on en d6duit que N\U/U'  est r6duit ~i un point et donc que N agit transitive- 
ment sur U/U'. On a montr6 (ii). 

Enfin N n G  contient N n F  qui est Zariski dense dans N et N c ~ G  est 
alg6brique dans Aft (U, U'), on en d6duit N r~ G = N, c 'es t / t  dire (iii). 

4.3.5 Rernarquefinale. Le lemme suivant est bien connu, il montre que le th6ordme 
0.4 permet d 'obtenir  tous les  infranilautomorphismes hyperboliques, avec en plus 
une connexion plate. 

Lemme Soit Oo un infranilautomorphisme hyperbolique d'une infranilvari~t~ Vo. 
Alors il existe une connexion V (plate, sans torsion et complete} sur Vo preservOe 
par (Oo. 

Dbmonstration. Reprenons les notat ions de 0.2. Identifions t~ 5_ l'alg~bre de Lie des 
champs de vecteurs sur N invariants ~i gauche. Soit D le logarithme de la partie 
hyperbolique de 4~o; c'est une d6rivation inversible de n qui commute  fi q)o. 

La formule de Scheuneman, pour  X, Y dans rt: 

Vx Y =  D-I([X,  D Y]) 

d6finit une connexion plate, sans torsion et compl6te sur N invariante par transla- 
tion fi gauche [Sc]. Cette connexion est pr6serv6e par q~o et par F (remarquons que 
l ' image de F dans Aut(N)  est un groupe fini normalis6 par 4~o, il commute  donc  
fi D). Elle induit donc une connexion plate sans torsion, compl6te et invariante par 
q~o sur Vo. [] 

Appendice: sur les sous-groupes Zariski denses des groupes r~duetifs 

Le but de cette appendice est de d6montrer  une propri6t6 de ces sous-groupes qui 
est utilis6 en 3.4 et dont  la d6monstra t ion est bas6e sur des r6sultats profonds de 
th6orie ergodique: [ G o - M a ]  et [Gu-Ra] .  

Cet appendice doit beaucoup fi une discussion avec Y. Guivarc 'h.  

A.1 Les ~lOments h-rOguliers 

Soient G u n  groupe alg6brique r6el r6ductif et g son algdbre de Lie. 

A.I.1 Introduisons la 

D+finition Un 616ment hyperbolique de G est dit h-rdgulier ou loxodromique si son 
centralisateur est de dimension minimale (parmi les 616ments hyperboliques). Un  
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616ment g de G est dit h-r6gulier ou loxodromique (relativement fi G) si sa partie 
hyperbolique (dans sa d6composition de Jordan) l'est. 

Voici quelques exemples: 

(i) Si G = GL(n, R) les 616ments h-r6guliers sont les 616ments fi valeurs propres 
r6elles distinctes. 

(ii) Si G = SO(n, 1) (ou si G est de rang r6el 1) les 616ments h-r6guliers sont les 
616ments semi-simples non elliptiques. 

(iii) Si [G, G] est compact, tout 616ment de G est h-r6gulier. 

Le th6or6me suivant est une cons6quence de [-Gu-Ra] ou de [Go-Ma] (cf. [-To, 
lemme 4.1] pour le cas off G est d6ploy6). 

Th6or~me Soient G u n  groupe alg~brique r6el r4ductif et F u n  sous-groupe Zariski 
dense. Alors l'ensemble des ~l~ments h-rbguliers de F est encore Zariski dense. 

Faute de r6f6rence 6crite pour ce th6or6me, d6taillons les principales ~tapes de 
la d6monstration. 

L'id6e de d6part est d'6tudier les exposants de Liapounov d'une marche 
al6atoire sur F (A.3) et d'en d6duire que cette marche al6atoire passe presque 
sfirement par des 616ments h-r6guliers (A.4). 

Une fois qu'on dispose d'un ~16ment h-r6gulier dans F, il n'est pas difficile d'en 
avoir "beaucoup" (A.5). 

Dans la derni6re partie (A.6), on am61iore ce th6or6me en montrant que, si 
G n'est pas commutatif, on peut construire un sous-groupe libre fi 2 g6n6rateurs de 
F qui est encore Zariski dense et dont tous les  616ments (sauf l'identit6) sont 
h-r6guliers. Ce qui prouve que ce th6or6me est, en quelque sorte, optimal. 

A.2 Action des 414ments h-rkguliers sur G/P 

Introduisons quelques notations classiques: soient a un sous-espace de Cartan de g, 
A = exp(a), 0 une involution de Cartan de G telle que O(a) = a - ' ,  pour tout a dans A. 

Soient 6galement 

K := {g G/0(g) = g}, 

L = Z a ( a ) : = { g e G / V X e a ,  Ado(X ) = X }  

et M = K c~ L. On a l'6galit6 L = M x A. 
Pour tout caractOre )~ de A (ou a), on note 

gz:= { X e g / V a e A  Ada(X) = ;g(a)X} 

l'espace de poids correspondant. Soient 

- - Z  := {Z caractbre de A/Z ~ 1 et gZ # {0} } l'ensemble des racines restreintes, 
- -27 + un choix de racines positives, 
- - n  la base de 2 +, A + := { a e A / V x e n ,  x(a) > 1}, 
- - L  + := M A  +, 
- - a  + := Log (A +) la chambre de Weyl (ouverte) positive, 
--H + : ~eZ+~ x-+I, 
- - N  + le sous-groupe connexe d'alg~bre de Lie n +, 
- - P  = M A N  + le sous-groupe parabolique minimal de G associ6 fi 27 +. 
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Par  d6finition, un 616ment g de G est h-r6gulier s'il est conjugu6 i un 616ment de 
L +, autrement dit c'est un 616ment semi-simple dont  la partie hyperbolique est 
conjugu6 i un 616ment de A +. L'ensemble de ces 616ments est un ouvert pour  la 
topologie usuelle mais pas pour  la topologie de Zariski. 

On  mumit  l 'espace homog6ne G/P  d'une m6trique riemannienne K-invariante. 

Crit6re On a l'Oquivalence, pour g dans G. 
(i) g est h-rOgulier. 
(ii) g a un point  f i x e  a t t racteur  x dans G/P  ( i .e .g .  x = x et il ex is te  un voisinage V~ 

de x tel que l i m , ~  g'(Vx) = {x}). 
(iii) g a un point  f i x e  a t t racteur  hyperbolique x dans G /P  ( i . e .g .  x = x et  il ex is te  

n > 0 tel que rapplication tangente  en x gt g" est  s t r ic tement  contractante:  
[I T~,9" ][ < 1). 

D~monstration.  (i)=~(iii) On peut supposer que g est dans L +. Le point base 
Xo = P de G/P  est un point fixe de 9 et l 'application tangente en ce point, qui 
s'identifie fi Ad g in- ,  a toutes ses valeurs propres en module strictement inf6rieurs 
i l l .  

(iii) ~ (i) On  peut supposer que x = Xo. La d6composit ion de Jordan de g per- 
met d'6crire g = 9eghg, O~ ge, gh, g,  sont des 616ments de P qui commutent  deux 
i deux tels que ge est elliptique, gh est hyperbolique et g, est unipotent. Quitte 
fi conjuguer g par  un 616ment de P, on peut supposer que gh est dans A. Par  
hypoth6se Ad(gh) ln -  est une application lin6aire dont  les valeurs propres sont 
strictement inf6rieures i 1. Donc  gh est dans A +. On en d6duit que 9, = 1 et que ge 
est dans M. Ceci prouve bien que g est un 616ment de L +. 

L'6quivalence (i) r (ii) ne nous sera pas utile : elle est laiss6e au lecteur. [] 

A.3  Mult ipl ic i t~ des exposants  de Liapounov 

Le but de ce paragraphe et du suivant est de montrer  que F contient au moins un 
616ment h-r6gulier. Quitte fi remplacer F par  son adh6rence pour  la topologie 
usuelle et G par son quotient par son centre, on peut se restreindre au cas ot~ G est 
semi-simple et F est ferm6 pour  la topologie usuelle. 

On  suppose donc dans ce paragraphe et le suivant que G est semi-simple et que 
F est ferm6 pour  la topologie usuelle. 

Soit/~ une mesure de probabilit6 sur G telle que F est le plus petit sous-groupe 
ferm6 contenant  le support  de/~ et telle que on a la condition d'int6grabilit6: 

j ' log(sup(ll  g H, llg - ~  H)) < oo. 
G 

On consid6re l'espace probabilis6 (~2 = G z, B, P) off B e s t  la tribu produit  et 
P la mesure produit  #| La suite (Y,),Ez donn6e par la n '6me coordonn6e est une 
suite de variables al6atoires ind6pendantes sur ~ de loi #. Soit 0 le shift de ~2: on 
a ]I, + 1 = ]1, ~ 0. Soient 

Sn = Yo ' ' "  Y n - 1  et S_ ,  = y-l_, . . .  y , I  pour  n => 0. 

On  a l'6galit6, pour  tout  n, m dans a, S,+m = S, (S , ,  o 0"). 
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Le th6ordme d'Osseledets d6crit le comportement asymptotique de S,. La 
proposition suivante pr6cise que les multiplicit6s des exposants de Liapounov sont 
aussi petites que possible. C'est l~i le point clef de la d6monstration du th6ordme. 

Proposition [Go-Mal, Th~ordme 3; Gu-Ra2, p. 171] l l  existe un ~l~ment 2 dans a + 
(appelb le Liapounov de la marche aleatoire), des variables albatoires cb ~ valeurs dans 
G, ( M , ) ~ z  ~ valeurs dans M et A ,  fi valeurs dans A telles que, pour presque tout co, 

1 
(i) l im,_~+~-Log(A,) -- 2 

n 

1 
(ii) l im,~+~-log[Iq~ +1o0"]1--0 

n 

(iii) pour tout n dans Z,  S.  = ~ .  M , A , ( ~ - l o  0~). 

Heuristiquement, cela signifie qu'une marche al6atoire sur F se comporte 
asymptotiquement comme les puissances d'un 616ment (exp (2)) qui est hyperboli- 
que et h-r6gulier. 

A.4 Existence d'~l~ments h-r~guliers 

Le lemme suivant est une consdquence de l'ergodicit6 de 0 et du lemme de 
r6currence de Poincar& 

Lemme [Gu, lemme 2 p. 487]. Pour presque tout co dans f2, il existe une suite rig(CO) 
strictement croissante telle que 

lim cb-l(co)4~(0"~(co))= e. 
k~oo 

On a alors, pour presque tout co, 

lim (q~- 1((0)Snk(~o) ~(CO))- 1 m,~(o)(co)A,k(o~)(co) = e. 

Le lemme suivant prouve alors que, pour k suffisamment grand, S,~(co) est 
h-r6gulier. 

Lemme Soit f ,  = m .a ,  une suite d'~lkments de L = M A  telle que, t our  tout Z dans n, 
on a lim,-~o z(a , )  = + oe. 

Soit 9. une suite d'kldments de G telle que l i m , ~  g,- 1 {, = e. Alors, il existe no tel 
que, t our  tout n > no, g. est h-rkgulier. 

Dkmonstration. S o i t  e .  = E ~ - l g  . O n  a l i m . ~  e .  = e. S o i t  

C = s u p ( s u p  [[Txe.,[) < oe. 
nEN \ x~G/P 

Par hypothdse, il existe no > 0 et e > 0 tels que 

1 
gn > no V x ~ B ( x o ,  e) I ITJ .  tl < - -  

2C 
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off Xo d6signe le point base de G/P et B(xo, e) est la boule de centre Xo et de rayon e. 
On peut choisir no de sorte que 

Vn > no Vx ~ G/P d(e,(x), x) < e/2. 

Alors, pour  tout  n > no et tout x dans B(xo, ~/2), e,(x) est dans B(xo, e), donc 
g,(x) est dans B(xo, e/2) et {] T~g, [I < 1/2. 

Donc  g, est une contract ion de la boule B(xo, e/2) et g, Y a un point fixe 
attracteur hyperbolique. []  

A.5 Zariski densitO des dldments h-rdguliers 

Nous  revenons au cas g6n6ral: G est un groupe r6ductif et F u n  sous-groupe Zariski 
dense. 

Nous  disposons maintenant  d 'un  616ment 7 de F qui a un point  fixe at tracteur 
hyperbolique dans G/P. Mont rons  maintenant  que l 'ensemble de ces 616ments est 
Zariski dense. On proc6de, pour  cela, comme dans [Ti, proposi t ion 3.11]. 

Notons  xv le point fixe attracteur de 7 dans G/P et B~ le bassin d 'at traction de 
x~: c'est un ouvert  de Zariski de G/P. Soit U :=  {u ~ G/u.x~ ~ B~}, c'est un ouvert de 
Zariski dense de G. Soient u dans U c~ F et C -- supx~G/p 11TxU H la constante de 
Lipschitz de u. 

Consid6rons l'616ment de F h, :=  7"u. Choisissons e > 0 suffisamment petit de 
sorte que le compact  V:=  u(B(x~, e)) soit inclus dans B~. I1 existe alors no tel que, 
pour  n > no, 7"(V) est inclus dans B(x~, e) et 7"Iv est 1/2C-Lipschitzienne. On  en 
dbduit que h, envoie la boule B(x~, e) sur elle-m6me et y est 1/2-Lipschitzienne. Elle 
y a donc un point fixe attracteur hyperbolique. 

Soit F '  l 'ensemble des 616ments h-r6guliers de F et f "  son adh6rence de Zariski. 
On  a vu que, pour  tout  u dans U c~ F, il existe no tel que, pour  n > no, 7"u est dans 
F' .  On  en d6duit que, pour  tout n dans Z, 7"u est dans F' .  En particulier u est darts 

'. Donc  U c~ F est inclus dans F '  et F '  = G. 
Ceci termine la d6monstrat ion du th6ordme. 

A.6 Sous-groupes libres des groupes r~ductifs 

Bien que cela ne soit pas directement utile pour  notre 6tude des diff6omorphismes 
d 'Anosov,  mont rons  comment  le th~or~me A.I permet de pr~ciser le th6or~me de 
Tits [Ti, th6or6me 3] sur les sous-groupes libres des groupes lin6aires. 

CoroUaire Soit Gun  groupe alg~brique rOel r~ductif non commutatif et F u n  sous- 
groupe Zariski dense. Alors, il existe un sous-groupe libre 1"1 de F engendrO par deux 
g~nbrateurs 91 et g2, qui est Zariski dense et dont tousles klkments diffkrents de 
l'identit~ sont h-rkguliers (dkfinition A.1). 

Remarques. l) L ' informat ion suppl6mentaire, par rapport  ~ [Ti], est le fait que les 
616ments de FI\{1} sont h-r6guliers. 

2) La dbmonstrat ion d6coule du th6or6me A.1 et des m6thodes d6velopp6es 
dans [Ti]. 

3) On  peut en d6duire qu'il existe un sous-ensemble infini libre F de F tel que 
tous les  couples (g,,  g2) d'616ments distincts de F v6rifient la conclusion de notre 
corollaire. Cela est laiss6 en exercice (cf. [Ti, p. 268]). 
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4) Soient G ~ l 'ensemble des 616ments semi-simples r6guliers de G, G] l 'en- 
semble des 616ments de G ~ dont  le centralisateur contient un sous espace de Car tan  
et G~ le compl6mentai re  de G~" l'6galit6 G ~ = G] w G~ est une part i t ion de G' en 
deux ouverts  disjoints. 

Le th6ordme A.1 mont re  que F c~ G] est Zariski  dense, et le corollaire mont re  que 
F ~ G~ peut-atre vide! Le th6ordme A.1 est donc  optimal.  

D~monstration 

ler cas: Le 9roupe [G, G] est compact 

Dans  ce cas, tout  616ment de G est h-rOgulier et notre  corollaire est un cas 
particulier du thOordme 3 de [-Ti] (ce thOordme est 6nonc6 pour  G semi-simple; la 
d6monst ra t ion  s'Otend sans changement  au cas off G est rOductif). Remarquons  que 
cette part ie de la d6monst ra t ion  utilise de fagon cruciale les corps p-adiques. 

2dine cas: Le groupe I-G, G] n'est pas compact 

Dans  ce cas la vari6t6 G/P n'est pas r6duite ~i un point. 

L e m m e  (a) I1 existe un ouvert de Zariski non vide (9 de G • G tel que tout couple 
(gl, g2) d'bldments h-rkguliers qui est dans (9 vkrife (avec les notations A.5) 

et 
xg~ ~ Bg~ cn Bg;~ 

(H) 
xg~ ~Bg~ cn Bg~ J 

(b) Pour tout couple (9z, g2) d'~lkments h-r6gutiers v~rifiant (H), il existe n > 0 
tel que le groupe engendrk par g] et g"2 est libre et tel que tous les 6lkments non 
triviaux de ce groupe sont h-r6guliers. 

Dkmonstration du lemme. (a) Soient G~ l 'ensemble des 616ments semi-simples 
r6guliers de Ge, B u n  Borel de Ge et Br :=  Bcn G~-. L'espace homogdne Ge/B 
s'identifie ~i l 'ensemble des sous-algdbres de Borel de gr 

Soient Y = {(91, b l )  ~ G~r x (Gr gl(bl)  = bl }, c'est une vari6t6 alg6bri- 
que irr6ductible i somorphe  ~i Ge x B r. La premibre projection p~ " Y--, G~r est un 
rev6tement fini galoisien de groupe de Galois W. Soient 

O1 = {((gl, bl) , (92,  b2))~ Y• Y/b1 + bz =- g} 

Q2 ----- {(Yl, Y2) e Y x  Y/Vwe  W(y l ,  wyz)e(21} 

et (9 = (Pl X Pl)(~r~2) ~ (G x G). C'est un ouvert  de Zariski non  vide. 

Mont rons  que l 'ouvert  (9 convient.  Soient gl ,  g2 deux 616ments h-r6guliers de 
G tels que (gl ,  g2) est dans (9 et mont rons  pa r  exemple que xg2~Bol. On peut  
supposer  que glest  dans L +. Soient p • = m (9 a �9 rt • L 'espace homogdne G/P 
s'identifie /t rensemble  des sous-algdbres parabol iques  minimales de g et on 
a l'6galit6 Bg, = {qEG/P / q + p -  = 9}- C o m m e  (gl ,  g 2 )  est dans  (9, on en d6duit 
que xo2 est dans Bo~. 

(b) Quit te  ~ remplacer  gi par  g~', on peut  t rouver  des voisinages compac ts  
disjoints K + de xg~, tels que, en posan t  L + = K ~  u K~-_i t-)K3-1 (pour  i = 1 ou 
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2), on a g+ (L{)  ~ K + et tels que la cons tante  de Lipschitz de |a restr ict ion de 
g+ 1 fi L + est inf6rieure fi 1/2. Soit  m = gi~ �9 �9 �9 g~ un mot  (r6duit) en g l ,  g2, g l  1 et 
gs ~ de longueur  ( > 1. M o n t r o n s  que m est h-regulier (et donc  que m + e). Qui t te  
fi conjuguer  ce mot  par  g~', on peut  supposer  que g~ :~ g~ On a alors  m(K~')  ~ K~ ~ 

�9 J. ? ~. x "  g ! 

et la constante  de L~psch~tz de la restr ict ion de m ~i K,'~ est inf6rieure fi 2 -~. Donc  
m est h-r6gulier. 

Terminons  la d6mons t ra t ion  du corollaire.  Soit C91 la pro jec t ion  de (~ sur G. 
D"apr6s  le th6or6me A.1, on peut  t rouver  un 616ment g~ h-r6gulier dans  F c~ (-91. 
Qui t te  fi remplacer  gl  pa r  une puissance g~, on peut  supposer  que l 'adh6rence de 
Zar iski  Zo, du groupe  engendr6 par  gl  est Zar iski  connexe. 

Remarquons  que, comme gl est semi-simple et r6gulier, la r6union des sous- 
groupes  propres  alg6briques et Zar isk i -connexe  de G qui cont iennent  Zg~ est 
incluse dans  un ferm6 de Zar iski  propre  Fo, de G [Ti, p ropos i t ion  4.4]. 

D 'au t re  part ,  il existe un entier  postif  m tel que, pour  tout  g dans G, le groupe  
Zgm est Zar i sk i -connexe  ( [Ti ]  lemme 4.2). 

Choisissons donc,  grfice au th6or6me A.1, un 616ment g~ h-r~gulier de F tel que 
g'2 m (~ Fol et (g l ,  g~") ~ C9, et posons  g2 = g'2 m. 

Pour  tout  entier postif  n, l 'adh6rence de Zar iski  du  groupe  engendr~ par  g] et 
g~ est Zar i sk i -connexe  et cont ient  Z~:, elle est donc  6gale a G. D ' a u t r e  par t  le lemme 
ci-dessus prouve  que l 'on peut,  quit te fi remplacer  gl et g2 par  des puissances g] et 
g~, supposer  que le g roupe  F1 engendr6 par  g~ et g2 est l ibre et que tous ses ~l~ments 
non tr iviaux sont  h-r6guliers. C'est  ce que l 'on voulait .  
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