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Résumé. Nous étudions les diffeomorphismes d’Anosov topologiquement transi-
tifs sur une variété compacte dont les feuilletages stable et instable sont de classe
C>. Nous montrons que si un tel difftomorphisme préserve une structure symplec-
tique ou une connexion, il est alors C*® conjugué 4 un infranilautomorphisme
hyperbolique.

Introduction

0.1 Soit V une variété C* compacte que I'on munit d’'une métrique riemannienne
auxiliaire. Rappelons la

Définition [An] Un difféfomorphisme C* ¢ : V — Vest dit d’Anosov si il existe une
décomposition invariante par ¢, du fibré tangent: TV = E* @ E~ et des réels a, b
strictement positifs tel que

YZ*eEY Yn>0 onal|Te "(Z")| <al|Z e ™
VZ"eE~ Yn>0 onal|Te(Z )| LallZ je ™

Les distributions E* (et E ™) sont appelées les distributions instables (et stables)
de ¢. Elles sont automatiquement continues et intégrables. Les variétés intégrales,
appelées feuilles instables (et stables), sont de classe C*. En général, ces distribu-
tions sont transversalement peu différentiables.

0.2 L’exemple des automorphismes hyperboliques d’une infranilvariété — ou in-
franilautomorphismes hyperboliques — est bien connu. Rappelons en la construc-
tion.

Soient N un groupe de Lie (réel) nilpotent connexe et simplement connexe,
n son algébre de Lie, Aut(N) = Aut(n) le groupe des automorphismes de N ou, ce
qui est équivalent, de n, Aff(N) le groupe produit semi-direct Aut(N)><N qui agit
naturellement sur N :l'action de N sur lui-méme est la translation a gauche.
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Soit I' un sous-groupe discret de Aff(N) qui agit sans point fixe sur N tel que

—1le quotient I'/I" ~ N est fini
—Ila variété V,:= I'/N est compacte;
la variété V, est appelée une infranilvariété.

Soit @, un automorphisme de n (ou N) tel que

— @ byt =T

—les valeurs propres de @, ont un module différent de 1;

le diffeomorphisme ¢, de F,, déduit de &,, est d’Anosov et ses distributions
stables et instables sont C*; ce diffeomorphisme est appelé un infranilautomor-
phisme hyperbolique de V.

Remarques. 1) Si N est abélien et si I est inclus dans N, V, est un tore T" = R"Y/Z"
et o un automorphisme linéaire hyperbolique de ce tore.

2) Remarquons qu’il existe toujours une connexion affine C* sur ¥, invariante
par ¢, (cf. 4.3.2) et que la mesure sur Vj,, localement égale a la mesure de Haar de
N est invariante par ¢@q (car det,(®¢) = +1). En particulier ¢4 est topologiquement
transitif.

0.3 Une vieille conjecture attribuée & Franks affirme que tout difffomorphisme
d’Anosov sur une variété compacte est C° conjugué a un infranilautomorphisme
hyperbolique. Une extension naturelle et classique de cette conjecture est la
suivante

Conjecture Sur une variété compacte, tout difféomorphisme d’ Anosov, dont les feuil-
letages stable et instable sont de classe C*, est C* conjugué a un infranilautomor-
phisme hyperbolique.

Etienne Ghys nous a un jour expliqué une démonstration de cette conjecture
dans le cas du tore T2, reposant sur le théoréme d’Herman sur la conjugaison des
difftomorphismes du cercle.

0.4 Nous donnons une réponse affirmative a cette conjecture lorsque ¢ préserve
une connexion affine C* sur V.

Théoréme Soit V une variété C* munie d'une connexion affine C®. Soit ¢ un
difféomorphisme d’ Anosov topologiquement transitif qui préserve cette connexion et
tel que E* et E~ soient C*. Alors ¢ est C® conjugué a un infranilautomorphisme
hyperbolique.

Nous en déduisons le

Corollaire Soient V une variété symplectique C* et ¢ un difféomorphisme d’ Anosov
symplectique tel que E* et E~ sont C*. Alors ¢ est C* conjugué a un in-
Sranilautomorphisme hyperbolique.

Voici quelques remarques:

1) La conjugaison C® transforme ia connexion (resp. la 2-forme symplectique)
en une connexion (resp. une 2-forme) sur l'infranilvariété V, = I'\N, dont le relevé
a N est invariant par translation a gauche: ceci résultera de la démonstration (voir
aussi théoréme 1).
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2) Le point de départ est le théoréme 3 de [B-F-L] qui affirme que, sous ces
hypothéses, ¥, est un espace localement homogéne complet; ici nous précisons les
groupes susceptibles d’apparaitre (et apparaissant effectivement, cf. 4.3.5.).

3) Lorsque V = T2, le résultat est dii & Avez [Av], lorque V = T* il est di
a Flaminio et Katok [FI-Ka]. Lorsque V est de dimension 4, il a été annoncé
indépendamment par Flaminio.

4) Pour un résultat analogue pour les flots d’Anosov contact voir [B-F-L].

0.5 Signalons enfin que dans le cours de la démonstration, nous sommes amenés
a nous intéresser aux sous-groupes Zariski denses des groupes réductifs. En
particulier, grice a des résultats de Guivarc’h — Raugi et Gol'dsheid — Margulis,
nous précisons un résultat classique de Tits (Corollaire A.6).

Nous tenons a remercier Patrick Foulon et Yves Guivarc’h pour de fructueuses
conversations.
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1 La structure de la démonstration

La démonstration se fait en trois étapes. Tout d’abord, nous montrons que sur 17, le
revétement universel de ¥, le groupe des difféomorphismes G de V' qui préservent la
connexion et les distributions stable et instable est un groupe de Lie qui agit
transitivement. Ceci avait été essentiellement démontré dans [B-F-L] et notre sect.
2 consiste en des rappels de cet article.

Ensuite, nous montrons dans la sect. 3, qu’un sous-groupe nilpotent simple-
ment connexe et distingué U de G agit transitivement sur V. Cette démonstration
fait un moment appel au théoréme A.1.

Dans la sect. 4, nous concluons en montrant le théoréme suivant.

Théoréme 1 Soit (V, V) une variété compacte munie d’une connexion, ¢ un
difféomorphisme d’ Anosov topologiquement transitif de V' qui préserve V et dont les
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distributions stables et instables sont C*. Il existe alors un sous-groupe nilpotent
simplement connexe N du groupe des difféomorphismes de V tel que

(1) N préserve V ainsi que les distributions stable et instable de ¢.

(1) N agit transitivement et librement sur V.

(i) N est normalisé par le groupe fondamental I de V ainsi que par un relevé
de o.

(iv) N T est d’indice fini dans I' et cocompact dans N

En corollaire, nous obtenons bien sir le résultat cité dans I'introduction.

En conclusion, nous rappelons pourquoi nous obtenons ainsi tous les in-
franilautomorphismes hyperboliques.

En appendice, nous montrons le théoréme A.1 et précisons, avec son aide, un
résultat de Tits sur les sous-groupes discrets des groupes de Lie.

Une notation importante: dans toute la suite

Si F est un groupe de Lie, on note | son algebre de Lie et (F), la composante connexe
de lidentité de F. L'expression “groupe algébrique” signifiera “points réels d'un
groupe algébrique défini sur R”.

2 Presentation du probléme

Le but essentiel de cette section est de montrer la proposition 2.1.2 qui décrit
¥ comme un espace homogéne. Nous précisons alors nos notations et nous nous
intéressons tout particuliérement aux stabilisateurs d'un point et d’une feuille. La
proposition 2.2.3 et les remarques qui suivent seront utilisées trés souvent dans la
suite. L’un des objets fondamentaux est, comme dans [B-F-L], le logarithme de la
partie hyperbolique d’une “application premier retour”.

Enfin en 2.3, nous précisons en quoi nous pouvons considérer le groupe des
transformations affines de ¥ qui préservent les distributions stable et instable
comme un groupe algébrique.

2.1 La variété V comme espace homogéne

2.1.1 Soit (V, V) une variét¢é compacte munie d’une connexion et ¢ un
difffomorphisme d’Anosov affine topologiquement transitif de V" dont les distribu-
tions stable E~ et instable E* sont de classe C*.

Soit vy un point périodique de ¢ de période k, un tel point existe toujours [An,
théoréme 3]

Soit ¥ le revétement universel de V, ¥, un point de V relevant v,, & un
difffomorphisme de V relevant ¢.

On notera Vet E* les relevés de Vet E*.

2.1.2 Notre point de départ est la proposition.

Proposition Le groupe G des difféomorphismes affines de V qui préservent E* est un
groupe de Lie qui agit transitivement sur V.

Cette proposition est une généralisation facile du théoréme 3 de [B-F-L]. Nous
n’en reproduisons pas la démonstration. Voici la principale modification:
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Rappelons que le théoréme 3 de [B-F-L] est énoncé pour un diffeomorphisme
symplectique au lieu de affine: cette situation est plus restrictive car le
difffomorphisme est alors automatiquement affine par la connexion de Kanai
[B-F-L, 3.44].

Dans notre nouvelle situation, on montre facilement, en utilisant ¢, que les
feuilles instables F, sont totalement géodésiques (ie. Vz+ E* < E™).

Ceci permet de reprendre le méme raisonnement bien que 'on ne sache pas si
les feuilles F sont plates.

La démonstration du théoréme 3 de [B-F-L] utilise un théoréme de Gromov
[Gr] sur les structures rigides. Elle s’appuie sur quelques lemmes préliminaires
que nous rappelons dans le paragraphe suivant car nous en ferons un usage
constant.

2.2 Le stabilisateur d'un point et d’une feuille

2.2.1 On notera H le stabilisateur de ¢, dans G
H = {geG/giy = .

Par construction, ce groupe contient q)k, le relevé de ¢* ayant #, comme point
fixe. D’aprés 2.1.2, la variété ¥ s'identifie 4 G/H.

Par ailleurs, une transformation affine étant fixée par son 1-jet, I'application de
H dans GL(T; V'), donnée par

h— Tgoh,

est injective. Nous identifierons ainsi souvent par la suite H a son image dans
GL(T3, /7). Enfin le morphisme de H dans GL(g/}) obtenu 4 I'aide du précédent et
de Pidentification de g/b avec T, ¥, est celui obtenu a P'aide de la restriction de la
représentation adjointe de G a H.

2.2.2 Notons F;, la feuille instable passant par & dans Vet P* le stabilisateur de la
feuille F . De méme, P, F7

* ={geG,gF5‘; :Fi}

Puisque G préserve les distributions E *, le groupe H est inclus dans P*, et p*/}
s'identifie a £, .

2.2.3 La proposition suivante, issue de [B-F-L, 3.4] résume les propriétés import-
antes de ces différents groupes et de leurs algebres de Lie.

Proposition (a) Le groupe H vu comme sous-groupe de GL(T5, V) est un sous-groupe
algébrique.

(b) Soit Lo le logarithme de la partie hyperbolique de la décomposition de Jordan
de T; @, dans GL(T, V). Alors Ly appament a b

(c) Les valeurs propres de Lo dans E; &, resp. E; , ) sont strictement positives (resp.
négatives).

(d) Onalégalitéh = p* np~ et en particulier, le centralisateur dans g de L est
inclus dans 1.

(e} Le centre de g est nul, et donc le centre Z de G est discret.
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2.2.4 Nous utiliserons trés souvent un corollaire de (a) et de 2.2.1.

Corollaire Soit Ad la représentation adjointe de G dans End(q). Sa restriction
a H est injective, et Ad(H) est un sous-groupe algébrique de End(g).

Démonstration. Dans [B-F-L, 2.4.1], on a vu que g s’identifie en tant que H-module
a un sous espace vectoriel que T; V' x End(T3, V). On en déduit le coroliaire. [J

2.2.5 Enfin G/H étant simplement connexe H et G ont le méme nombre (fini, cf.
2.2.4)) de composantes et on a donc H, = G, » H. Pour des raisons analogues
Pf=G,nP=

2.2.6 Soit I' = 7, (V) le groupe fondamental de ¥ que nous voyons agir sur . Bien
sir, I est inclus dans G et

V = I'\G/H.

Nous considérerons également A = {, I' }, le groupe engendré par @ et I,
géométriquement c’est le groupe fondamental de la variété obtenue par suspension
de ¢ sur V.

2.3 Des groupes albébriques

2.3.1 Nous voulons démontrer dans cette section que le groupe Ad(G,), I'image de
G, par la représentation adjointe dans GL(g) est une composante connexe d’un
groupe algébrique.

2.3.2 Ce paragraphe est constitué par des rappels de [Ch, §14].

Soient W un espace vectoriel de dimension finie et ¥ — End( W) une sous-
algébre de Lie.

Proposition, définition La sous-algebre T est dite algébrique si l'une des deux affirma-
tions suivantes équivalentes est satisfaite.

(i) 1l existe un sous-groupe algébrique K de GL(W) dont T est I'algébre de Lie.

(i) Il existe une base (X, ..., X,) de f telle que pour i =1,...,n, soit X; est
nilpotent soit X; est semi-simple et les valeurs propres de X ; engendrent un Q-espace
vectoriel de dimension un.

2.3.3 On en déduit alors la
Proposition La sous-algébre ad (g) est algébrique.
Démonstration. En effet nous pouvons écrire
q= @ g
ou
g = {Xeg/[Lo, X]=iX}.
Si i est différent de 0, ad (X ;) est nilpotent: en effet ad (X;)g; <= g;+;.

Par ailleurs, g, = b (cf. (d) de 2.2.3)).
On a donc

ad(g) =ad(h) + } ad(g).

i+0
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D’apres la proposition précédente, on en déduit donc qu’il suffit de montrer que
ad (b) est algebrique. Ce qui provient de 2.2.4. [

2.3.4 1l sera par contre difficile de faire comme si G lui-méme était algébrique: la
présence éventuelle d’'un centre infini compliquant sérieusement les choses.

3 Existence d’une structure produit

Le but de ce chapitre est de montrer la proposition

Proposition 3 1] existe un sous-groupe distingué nilpotent simplement connexe U de
G qui agit transitivement sur V

Le groupe va apparaitre comme (I'image inverse) du radical unipotent de
Ad(G,.). Nous commencerons donc par présenter la décomposition de Levi
réductive du groupe Ad (G,) (cf. 3.1.) et Pon montre que la propostion 3 se raméne
a prouver qu’un “petit” espace des feuilles, sur lequel fibre le véritable espace des
feuilles, est réduit & un point (3.1.6).

L’esprit de 1a démonstration est alors treés proche de celui de [B-F-L]: les points
fixes d’un élément de 4 sur V se projettent maintenant en des points fixes tous
attracteurs (ou tous répulseurs) de cet espace des feuilles (3.2.1). Le but est alors de
construire un élément de d qui va avoir trop de points fixes sur le petit espace des
feuilles si celui-ci n’est pas réduit & un point. La construction d’un tel élément, d’un
“bon” €lément selon 3.4.1, est délicate et repose sur une application du théoréme
A.1. Signalons a ce stade que Putilisation du théoréme A.1, que nous ignorions
a I’époque, permet d’alléger considérablement la démonstration de [B-F-L].

Dans toute cette démonstration apparait de fagon cruciale la caractérisation du
petit espace des feuilles comme une variété de drapeaux. _

La proposition 3 entraine 'existence d’une structure produit sur V ce qui
explique le titre mais n’intervient pas dans la démonstration. . .

3.1 La décomposition de Levi et le petit espace des feuilles

3.1.1 Nous utiliserons a partir de maintenant la décomposition de Levi-réductive
du groupe Ad(G,), cest-a-dire la décomposition en produit semi-direct:

Ad(G,) = Re<U,

ou U, est le radical unipotent du groupe (presque) algébrique Ad (G, ) et R sa partie
réductive. Nous choisissons cette décomposition de fagon a ce que ad(L,), qui est
un élément hyperbolique, appartienne a r. Nous noterons enfin 7 la projection de
Ad(G,) sur R = Ad(G,)/U,, et par abus de langage = également la projection de
g dans r qui s’en déduit.

3.1.2 En anticipant sur la suite révélons que dans la proposition 3, U sera égal
a (Ad™H(Uo))e-

3.1.3 Considérons maintenant les sous-algébres q* = n(p*) de r. Comme dans
[B-F-L], un point clef est alors le
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Lemme (a) les sous-algébres de Lie q* sont paraboliques.
(b) Nous avons légalité

nh)=q"na".

Demonstration. Identifions g et ad(g) et considérons r ’algébre de Lie de R qui
contient L.
Notons maintenant pour toute sous-algebre I

E=1{Xel[Ly, X]=iX}.
Nous avons donc
gcocptsiigo
g N =r.

Ceci nous permet d’affirmer que la sous-algébre q* = n(p™) contient la sous-
algébre parabolique r* =), 1;. Elle est donc également parabolique [Bo, Chap.
VI, §3 n° 4]. -

Comme b est inclus dans p™ np~ on en déduit que n(h) est inclus dans
n{(p*)nr(p 7). Réciproquement, nous savons que n(p*) nn(p~) = f contient L.

Montrons que f =1, < b.

Considérons donc f; tel que f; + {0}. La sous-algébre n~'I; est stable par
l'action adjointe de L,. Comme n ' (f); np* + {0}, on en déduit i <0, de méme
i=z0etdonci=0 0O

3.1.4 On est ainsi amené a considérer les normalisateurs Q% de g™ dans R cest-
a-dire

0* ={geR Ad(g9)q* =q*}.

Les sous-algébres q~ étant paraboliques, elles sont égales a leurs normalisa-
teurs et donc Q7 est d’algébre de Lie q*. Le groupe moAd(P.) est alors la
composante connexe de I'identité de Q.

3.1.5 Le lemme 3.1.3 entraine donc que 'espace R/Q™ est une variété de drapeaux
que nous appellerons petit espace des feuilles, petit car le véritable espace des
feuilles G/P ™, qui d’apreés 2.2.6 s’identifie a G,/P_, fibre au dessus de R/Q* d’aprés
3.14. ..

Par abus de notations, nous noterons = la projection de V¥ = G/H dans R/Q*.
Elle est par construction G-équivariante.

3.1.6 Nous voulons donc maintenant montrer que les petits espaces des feuilles
sont réduits & un point. En effet, ceci entraine la proposition 3 d’aprés la

Proposition Si les petits espaces des feuilles R/Q* et R/Q™ sont réduits a un point
alors le sous-groupe nilpotent simplement connexe et distingué U = (Ad™*(Uy))e,
agit transitivement sur V.

Démonstration. En effet les hypothéses entrainent que t = q* = q~. D’aprés 3.1(b)
on a n(h) =1 et donc g =h + u. Ceci entraine le résultat en remarquant que
puisque le centre Z de G est discrete, le morphisme Ad de U dans U, est un
revétement et donc une bijection. [J
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3.2 Points fixes d'un élément de A

3.2.1 Rappelons, que 4 est le sous-groupe de G engendré par I' et . Notons par
abus de langage = la projection de ¥ sur le petit espace des feuilles R/Q™.
Nous voulons démontrer la

Proposition Soit 6 un élément de A relevant une puissance positive de ¢ et v un point
fixe de 6 dans V. La projection w(v) de v sur R/Q" est un point fixe attracteur de
0 dont le bassin d’attraction est un ouvert dense.

Démonstration. Mettons l'origine de ¥ en v. Pour # suffisamment grand 6" est une
application contractante de F; dans elle-méme. En particulier, comme la projec-
tion de F, dans R/Q* est ouverte, nous en déduisons que 7(v) est un point fixe
attracteur pour é et que son bassin d’attraction contient n(F; ) et en particulier
I'orbite de 7(v) sous Q. Ce dernier groupe étant parabolique, nous en déduisons
que le bassin d’attraction est dense d’aprés le lemme de Bruhat. [

3.2.2 Nous avons le

Corollaire Soit & un élément de A\{1} et F lensemble des points fixes de 6 dans V.
L’ensemble n(F) a alors zéro ou un élément.

Démonstration. En effet, un difffomorphisme ne peut avoir plus d’'un point fixe
attracteur dont le bassin est dense. [

3.3 L’adhérence de Zariski de 1o Ad(A)

3.3.1 Soit Ry = n<Ad(4),, la composante connexe de 'adhérence de Zariski de
noAd(4) dans R. Nous avons donc alors comme dans [B-F-L], la proposition

Proposition Le groupe R, est un groupe réductif qui agit transitivement sur R/Q*.

Démonstration. En effet, de la densité des feuilles instables pour un difffomorphis-
me d’Anosov topologiquement transitif, on en déduit que chaque orbite de
noAd(4) sur R/Q™ est dense. Dés lors comme dans [B-F-L], ceci montre que
7o Ad(4) agit transitivement et est donc réductif. Ce qui entraine le résultat pour
R,. O

3.3.2 Soit alors 07 = R; nQ", on en déduit le

Corollaire Les deux variétés R, /Q{ et R/Q™ sont isomorphes. En particulier q; est
une sous-algébre parabolique de t;.

3.3.3 Remarquons que r; contient nécessairement L, et que le groupe G; =
R <U est la composante connexe d’un groupe algébrique et contient un sous-
groupe d’indice fini de Ad(4).

3.3.4 Rappelons que nous voulons montrer que R;/Q; = R/Q" est réduit a un
point (cf. 3.1.6). Nous supposerons dans la suite que R; n’est pas commutatif,
puisque dans ce cas le résultat est trivial.
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3.4 A la recherche de bons éléments de A
3.4.1 Soit ry l'algébre de Lie de R, que nous voyons comme une sous-algebre de
Lie de g identifiée a ad (g).

Soit ¢ une sous-algébre de Cartan de r; contenant L, et la plus déployée
(c’est-a-dire contenant un sous-espace de Cartan) et considérons J le centralisateur
de ¢ dans G:

J={xeG/VYec, Ad(x)Y = Y}.
Nous posons alors la

Définition Un élément de G est dit bon si il est conjugué a un élément de J, et
difféerent de I'identite.

Remarquons que puisque j < b, on a toujours J, < H et dés lors, un bon
¢lément a toujours un point fixe dans V. Le but de cette section est de montrer la

Proposition. 1! existe un bon élément dans A.

3.4.2 Posons nous tout d’abord un probléme analogue dans G,. Soit [ le centrali-
sateur de ¢ dans G;:

I={xeG/VYec. Ad(x}Y =T}
Par ailleurs, pour tout x de G,, notons G7 son centralisateur et posons

d = inf dimg7.

xeRy

Considérons alors
RT® = {xeR,/dim g7 = d}.

Remarquons que si R n’est pas commutatif (ce que nous supposerons, cf. 3.3.4),
R%*® ne contient pas I'identité.

Notre but est de montrer le lemme suivant dont la démonstration n’utilise que
la Zariski densité de 7o Ad(4).

Lemme [! existe un élément 6 de A tel que Ad (d) soit conjugué a un élément g de 1,
verifiant de plus gf < i.

3.4.3 Nous avons besoin du lemme préparatoire:

Lemme Soit g un élément de G, tel que n(g)el m RTE, alors g est conjugue a un
élément g, de I tel que gf' = 1.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que si he I A R'%, alors g} = 1. Ceci suit
d’un raisonnement élémentaire. En effet considérons C = I n Ry, c’est un groupe
commutatif (car R, est linéaire) d’algébre de Lie ¢ et dont tous les €éléments agissent
de fagon semi-simple sur g, par la représentation adjointe.

Pour tout caractére o de C on peut écrire
(81)c = {X€(g1)c/Vce C; Ad(c)X = alc)X'}
et considérer I'ensemble des poids

P = {o caractéres non triviaux de C/(g;)¢ + {0} }.
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On a alors

(81)c = ic @@(91)}-

acP

L’ensemble R7® étant un ouvert de Zariski (et donc un ouvert dense pour la
topologie usuelle) invariant par conjugalson on en déduit que I N R, est non vide
(Pensemble des €léments conjugués a I contenant un ouvert) et que I N R est égal
au complémentaire de la réunion du noyau des poids:

INnRY® = {xeC/NaeP, a(x) + 1}.

Ce qui prouve notre assertion. Soit maintenant g un élément de G, vu comme
sous-groupe de GL(g). Ecrivons sa décomposition de Jordan

g9=99"
ol g est semi-simple et g* = exp(X) ou ad(X) est nilpotent.
Comme G, est la composante connexe d’un groupe algébrique, on en déduit
que g° et g* appartiennent tous deux a G,.
On peut maintenant conjuguer g par un €lément de U de fagon & obtenir un
¢lément g, de décomposition de Jordan

g1 = g1 exp(X,)

tel que g} appartienne & R,. Remarquons que n(g) = n(g;).

Par ailleurs, nous savons que ad(g)(X,) = X, cest-d-dire que X,eq?". De
méme nous savons que gi' < g¥

En projetant, nous obtenons donc que D1r(X ) appartient a g7 N ;.

Si maintenant 7n(g) (= n(g,)) appartient a I » R{8, notre remarque initiale
entraine que Drn(X,) appartient a4 inr; = ¢. Or ¢ ne contient que des ¢léments
semi-simples, ce qui entraine Dn(X ;) = 0

En particulier, g} = n(g,) appartient a I n R et donc gf < g4 =1 Enfin
X, egd cietdoncg, =exp(X,)g] appartient & [. J

n(g1)

3.4.4 Demonstration du lemme 3.4.2. Gréce au lemme précédent c’est une applica-
tion du théoréme A.1. En effet par construction R; = o Ad{4),, il existe donc un
sous-groupe D; d’indice fini dans 7o Ad(4) tel que

(i) Dy =Ry
(i) Ry = (D).

Soit p le nombre de composantes connexes de I. D’aprés A-1, Pensemble des
éléments h-réguliers de D, (qui sont automatiquement conjuguésa C = I n R, ) est
Zariski dense. Par ailleurs, RT®® est un ouvert de Zariski. Il existe donc un élément
x de D; conjugué a un élément de I tel que x” (et donc aussi x) appartient a RYE.

Soit &' tel que (') = x, alors d’ apres le lemme precedent (appliqueé a &' et ')
on en déduit que § = 8’7 appartient a I, et vérifie ¢} —i. [

3.4.5 1l nous faut maintenant montrer que le lemme 3.4.2 entraine la proposition
3.4.1. A cause de la présence éventuelle d’un centre infini dans G, cela ne suit pas
d’une démarche directe. Soit §, un élément produit par le lemme 3.4.2. Nous allons
construire un bon élément de J, en cherchant un ¢lement commutant avec o, et
ayant un point fixe.
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Comme G/Z s’identifie 4 Ad (G) on en déduit qu’il existe un élément z du centre
de G tel que zd, soit conjugué & un élément de J,. c’est-a-dire
z6,ext,x!

et donc

z8,exH,x~ L.
Le difféomorphisme zd, de ¥ a donc #;, = x5, comme point fixe. Puisque 24,
normalise 7,(I"), il donne naissance a un difféeomorphisme ¢ de V. Soit v, la
projection de #;, montrons alors le

Lemme Le point vy est périodique pour ¢.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que si g a comme point fixe x5, dans ¥,
les valeurs propres de la différentielle de g en x¥; sont celles de Ad (g) sur g/Ad(x)}
(cf. 2.2.1).

En particulier, les valeurs propres de la différentielle de g en x&, et en zPx#, sont
identiques (zPxf, étant bien évidemment un point fixe de g).

Par ailleurs, comme g*' < xjx~! < xhx ™! on en déduit que les valeurs pro-
pres de zé, en x#, sont toutes différentes de 1.

En conclusion, les valeurs propres de i en v, sont identiques a celle de  en z7v;
et sont toutes différentes de 1.

Le point v, est donc périodique pour I'action de z (sur V) et donc pour ¢. Dans
le cas contraire, soit v, = lim z”v;, ou z*v, #+ v, pour tout i. Le point v, est alors

i—»>w
un point fixe par ¥ et, par continuité, les valeurs propres de Dy en v, sont toutes
différentes de 1, on obtient ainsi que v, est un point fixe isolé et la contradic-

tion. O

3.4.6 Remarquons maintenant que puisque v, est périodique par ¢, il existe donc
J, appartenant a 4, relevant une puissance non nulle de ¢ tel que 9,#; = ;.

Nous avons alors la
Proposition Les éléments 6, et 5, commutent.

Démonstration. En effet, considérons §,5,6; 15, 1. Tout d’abord cest un élément
de I', puisque 4 =<{p,I"> ou § normalise I". Ensuite, v; est un point fixe de
810,07 165 L. On en déduit donc que §,6,6; 16, =1d. O

3.4.7 Nous sommes en mesure enfin de montrer le corollaire suivant qui achéve la
démonstration de 3.4.1.

Corollaire 1l existe n > 0 tel que 6% soit un bon élément.

Démonstration Changeons de point base pour simplifier de fagon a ce que &; = .
L’élément &, appartient & H. Considérons comme toujours le morphisme Ad de
G dans End(g) et Ad(H) 'image de H.

Puisque &, et 8, commutent, Ad(d,) appartient 4 G4~ Ad(H) = G,. Ce
groupe est un sous-groupe algébrique de End(g) (cf. 2.2.4 et 2.3.5) qui a donc un
nombre fini de composantes connexes.

Nous en déduisons donc qu’il existe r > 0 tel que Ad(6%) appartienne a (G,),.
Par ailleurs g, < g24¢0 < J (cf. 3.4.2).
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Ceci entraine que Ad(d%) appartient a (I n Ad(H)).. La restriction de Ad
a H est injective (cf. 2.2.4), On en déduit donc que &% appartient a (J n H), = J..
Enfin 65 relevant une puissance non nulle de ¢ est différent de I'identité. O

3.5 Conclusion

3.5.1 Nous savons depuis 3.1.6 qu’il nous faut montrer que R/Q* (et R/Q ) sont
réduits 4 un point pour obtenir la proposition 3. Comme R, /@ = R/Q" (cf. 3.3.2),
nous allons montrer en exhibant trop de points fixes d’un bon élément la

Proposition Les variétés R,/Q et R,/Q7 sont réduites d un point.

Démonstration. Nous allons faire le raisonnement sur R, /Q{, le cas de R, /Q; s’en
déduisant par symétrie.

Soit donc & un bon élément dans 4 (cf. 3.4.1) et soit x tel que xdx~ telJ,.
Comme J, e H, 6 fixe le point 7, = xd,.
Soit ensuite N le normalisateur de ¢ dans G.

N = {geG/Ad(g)c = c}

le sous groupe J étant le centralisateur de ¢, N normalise J et donc J,.
Autrement dit, pour tout n dans N, 4 fixe le point n- #,. Considérons donc = la
projection de V' sur R, /Q . Nous en déduisons (cf. 3.2.1) que l'orbite de n(#,) sous
7o Ad(N) est réduite 4 un point.
Or no Ad(N) R, contient le groupe W défini par

W = {weRy/Adw)¢ = ¢}.

Maintenant le lemme de Bruhat (cf. [Wa, proposition 1.2.1.10]) entraine que
W/W n Q7 a au moins deux éléments si Q] =+ R,.

Dés lors l'orbite de n(f;) sous W a au moins deux éléments ce qui améne la
contradiction. [

4 Le groupe fondamental est virtuellement nilpotent

Nous allons dans cette section achever la démonstration du théoréme 1. Pour cela
il nous faut essentiellement montrer que I’ est virtuellement nilpotent. Remarquons
que le probléme se pose déja, lorsque ¥ est une variété affine plate compacte et
compléte. Conjecturalement, une telle variété a un groupe fondamental virtuelle-
ment polycyclique [Mi, To]. Dans notre cas, nous allons exploiter Phypothése
donnée par l'existence d’un difféomorphisme d’Anosov.

En 4.1, nous précisons quelques faits concernant les espaces homogénes, et tout
particuliérement aux homogeénes sous un groupe nilpotent U.

En particulier, nous montrons qu’un spectre est associé a tout difféomorphisme
d’un tel espace normalisant I'action de U. L’existence d’un point fixe se manifeste
alors au niveau de ce spectre.

En 4.2, nous exploitons I'existence d'un diffeomorphisme d’Anosov (en fait un
difffomorphisme affine ayant un nombre fini non nul de points fixes suffirait) sous
la forme d’une alternative (4.2.2).

Grice a cette alternative, nous concluons finalement en 4.3
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4.1 Le cadre du probléme

4.1.1 Commengons par quelques faits €lémentaires concernant les espaces homo-
génes. Soit ¥ une variété sur laquelle agittransitivement et fidélement un groupe U.
Modulo le choix d’un point base mq, ¥ s'identifie donc a U/U’ ou U’ est le
stabilisateur de my.

Soit Aff(U; V)—ou Aff(U, U’) — le groupe des diffeomorphismes de ¥ qui
normalisent I'action de U. Le groupe U lui-méme en est un sous-groupe distingué
et Aff(U, V)/U s’identifie au groupe Aut(U, U')/In(U’) ot Aut(U, U’) désigne le
groupe des automorphismes de U laissant invariant U’ et ou In(U’) le sous-groupe
distingué de Aut (U, U’) provenant des automorphismes intérieurs dus a U".

4.1.2 Spécialisons nous maintenant au cas ou le groupe U est nilpotent simplement
connexe. C’est notre cas d’apres la proposition 3, et de plus G, et donc 4, est un
sous-groupe de Aff(U, ¥). Par ailleurs Aut(U, U’), s'identifie alors au groupe
Aut(u, u') des automorphismes de u qui préservent u'. En particulier Aut(U, U")
s’envoie sur un sous-groupe algébrique de GL (u/u’) tel que I'image de In(U’) en
$0it un sous-groupe unipotent distingué.

4.1.3 Ceci va nous permettre de définir le spectre d'un élément de Aff{U; 7).
Définissons tout d’abord le spectre d’un élément de Aut (U, U’) comme celui de son
image dans GL (u/u'). Comme In(U’) est unipotent distingué dans Aut(U, U’), le
spectre d’un élément ne dépend que de sa projection dans Aut(U, U’)/In(U"). Par
définition, le spectre d’un élément de Aff(U; V) est celui de sa projection dans
Aut(U, U")/In(U’) = ARR(U; P)/U.

4.1.4 On vérifie que cette définition est indépendante du choix d’un point base
dans V. De plus le spectre d’un élément est invariant par conjugaison.

En particulier, si un élément g de Aff(U; ¥) a un point fixe v, le spectre de g est
celui de T, g, la différentielle de g en v.

4.1.5 Comme dans le cas ol ¥ est 'espace affine de dimension n et U est R" nous
avons le lemme.

Lemme Tout élément de Aff(U; V') dont le spectre ne contient pas 1 a un point fixe.

Démonstration. Représentons un tel élément par un élément g = (a,u) de
Aut (U, U')e=<U tel que le spectre de a sur u/u’ ne contienne pas 1.

Nous allons le démontrer par récurrence.

Soit Ci(u) la suite centrale descendante de w:C°(u)j=u et Ci{u)=
[u, C'"*(u)]. Soit C'(U) le sous-groupe connexe d’algébre de Lie C'(u) et
U; = U'C{U): cest le sous-groupe connexe de U d’algébre de Lie u;:= u’ + C'(u).
On a, pour i > iy, U; =U".

Remarquons que g est aussi un élément de Aff(U, U;). Montrons, par
récurrence sur i, que g a un point fixe dans U/U;: c’est vrai pour i = 0; supposons le
résultat vrai pour i —1 et montrons le pour i.

Soit v dans U tel que vU; - ; est un point fixe de g dans U/U;. Quitte a remplacer
g par v~ 'goe Aff(U, U’), qui a méme spectre, on peut supposer que v = 1.

Ecrivons g = exp(X)-a avec Xeu;_ et ac Aut(U, U’) et cherchons Y dans
C'~'(u) tel que le point exp(Y)U; de U/U; est fixé par g, c’est-a-dire tel que
w:=exp(—Y) exp(X) exp(a(Y)) est dans U,.



Diffeomorphismes d’Anosov affines 299

Or, on peut écrire
w=exp@a(Y)-Y+ X + Z)avecZeC(U).

L’hypothése sur les valeurs propres de g permet de trouver Y dans C'~1(U) tel
que a(Y) — Y = — X modulo Ci(u) + 1’ n C*~!(u). Pour un tel ¥, w est dans U;.
C’est ce que I'on voulait.

4.2 L’alternative

4.2.1 Soit ¢" une puissance de ¢ ayant un point fixe sur V, et soit {vg,. .., v,}
I'ensemble (fini) de ces points fixes. Pour chaque i, soit &; un relevé de v; dans Vet §;
un relevé de ¢”" tel que 6,;; = ;.

4.2.2 Le but de cette section est la demonstration (triviale) de 'alternative suivante.
Lemme Soit y un élément de I', on a alors lalterrative

(1) le spectre de dyy contient 1.
(il) oy est conjugué a lun des 0;.

Démonstration. Nous avons alternative suivante

(a) soit 04y n’a pas de point fixe.
(b) soit 44y a un point fixe.

Pour la démonstration, nous renvoyons a [C].

Draprés 4.1.5, (a) entraine (i). Ensuite si doy a un point fixe, celui-ci est de la
forme y48; pour y, appartenant & I'. Dés lors yg '8¢y 75 ' a #; comme point fixe et
reléve @. On a donc 75 '3,y yo = §;, Cest-a-dire (b) entraine (ii).

Enfin, 1 n’appartient pas au spectre des d; puisque §; est affine et que ses points
fixes sont isolés (car ceux de ¢ le sont). L’alternative est donc exclusive. [

4.3 Conclusion

4.3.1 Nous allons conclure la démonstration du théoréme en montrant la

Proposition. I existe un sous-groupe N de G agissant transitivement et librement sur
V tel que

(1) A4 normalise N,
(1)) NI est un sous-groupe d’indice fini de I', et cocompact dans N,

4.3.2 Le groupe N va apparaitre comme une adhérence de Zariski. Le groupe
U étant simplement connexe, il admet une représentation unipotente. Le groupe
Aff(U, U’y = (Aut (U, U")/In(U’"))<U peut alors étre muni d’une structure al-
gébrique. Pour cette structure, 'ensemble des éléments dont le spectre contient un
réel donné est une sous-variété algébrique.

La proposition 4.3.1 va alors étre une conséquence de la

Proposition Le groupe N = (I),, composante connexe de l'identité de Padhérence de
Zariski de I' dans Aff(U, U’) est un groupe nilpotent.
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4.3.3 Démontrons tout d’abord cette derniére affirmation. Soit tout d’abord Z, la
sousvariété algébrique de Aff(U, U’) composé des €léments ayant 1 dans leur
spectre. Soit ensuite ¢ Padhérence de Zariski de la réunion des classes de conjugai-
son des §; sous U”

0=1){gdg ", geN}.
Les éléments de @ ont comme spectre celui de 'un des §;. Comme ces derniers
ne contiennent pas 1, on en déduit
ONZy=¢.
Par ailleurs, d’aprés 'alternative 4.2.2
SN OuZ,.

Et donc par connexité, o N est inclus soit dans @ soit dans Z,. Par ailleurs,
doN N O est non vide (il contient dy).
On en déduit donc

50N =l (/
la proposition 4.3.2 va donc é&tre une conséquence du

Lemme Soit G un groupe algébrique, 3y un élément de G, G, un sous-groupe
distingué¢ tel que G soit adhérence de Zariski du groupe engendré par G et .
Supposons de plus qu'il existe des éléments 8y, . .., 6, de G tel que

300G, U{Q(Sig_l,ngGl}

ou ce dernier ensemble désigne ladhérence de Zariski de la réunion des orbites des d;
sous la conjugaison de G;.
Alors (Gy), est unipotent.

Démonstration. Soit tout d’abord R le radical résoluble de G et = la projection de
G sur G/R. Comme G/R est semi simple et G/G; commutatif, on en déduit que
n(G) = n(G,). L’hypothése entraine alors que 7(G) est 'adhérence de Zariski de la
réunion d’un nombre fini de classes de conjugaison, ce qui est impossible si G # R.

Le groupe G est donc résoluble, soit U son radical unipotent. G/U est commu-
tatif et I'hypothése entraine que G,/U est discret, et donc que (G,), est inclus
dans U. O

4.3.4 11 nous reste 4 montrer que la proposition 4.3.2 entraine la proposition 4.3.1.

Cest-a-dire que

(i) N T est d’indice fini dans I" et cocompact dans N
(i) N agit transitivement et librement sur V.

(iii) N est inclus dans G.

Il est clair par ailleurs que 4 normalise N.
Tout d’abord, par construction N n [ est d’indice fini dans I' (un groupe

algébrique n’a qu'un nombre fini de composantes connexes). Comme NI = N,
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on en déduit que N n I" est cocompact: un sous-groupe discret Zariski dense d’un
unipotent est cocompact. Nous avons donc montré (i).

Comme I n N est cocompact dans N et qu’il agit proprement dans U/U’ on en
déduit que N agit librement sur U/U".

Ensuite, en remplagant éventuellement U par le groupe unipotent NU, on peut
supposer que N est inclus dans U. Comme ['\U/U’ est compact on en déduit que
N\U/U’ est compact. Comme nous sommes en présence de trois groupes unipo-
tents on en déduit que N\U/U’ est réduit a un point et donc que N agit transitive-
ment sur U/U’. On a montré (ii).

Enfin NG contient NI qui est Zariski dense dans N et NG est
algébrique dans Aff (U, U’), on en déduit N n G = N, C’est 4 dire (iii).

4.3.5 Remarque finale. Le lemme suivant est bien connu, il montre que le théoréme
0.4 permet d’obtenir tous les infranilautomorphismes hyperboliques, avec en plus
une connexion plate.

Lemme Soit ¢y un infranilautomorphisme hyperbolique d’une infranilvariété V.
Alors il existe une connexion V (plate, sans torsion et compléte) sur V, preservée

par ¢q.

Démonstration. Reprenons les notations de 0.2. Identifions n & I'algebre de Lie des
champs de vecteurs sur N invariants a gauche. Soit D le logarithme de la partie
hyperbolique de @,; c’est une dérivation inversible de n qui commute a @,.

La formule de Scheuneman, pour X, Y dans n:
VY =D }([X,DY])

définit une connexion plate, sans torsion et compléte sur N invariante par transla-
tion a gauche [Sc]. Cette connexion est préservée par @, et par I’ (remarquons que
I'image de I dans Aut(N) est un groupe fini normalisé par @,, il commute donc
a D). Elle induit donc une connexion plate sans torsion, compléte et invariante par
¢o sur V. O

Appendice: sur les sous-groupes Zariski denses des groupes reductifs

Le but de cette appendice est de démontrer une propriété de ces sous-groupes qui
est utilisé en 3.4 et dont la démonstration est basée sur des résultats profonds de
théorie ergodique: [Go-Ma] et [Gu-Ra].

Cet appendice doit beaucoup a une discussion avec Y. Guivarc’h.

A.1 Les éléments h-réguliers
Soient G un groupe algébrique réel réductif et g son algébre de Lie.

A.1.1 Introduisons la

Définition Un élément hyperbolique de G est dit h-régulier ou loxodromique si son
centralisateur est de dimension minimale (parmi les éléments hyperboliques). Un
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élément g de G est dit h-régulier ou loxodromique (relativement a G) si sa partie
hyperbolique (dans sa décomposition de Jordan) I’est.

Voici quelques exemples:

(i) Si G = GL(n, R) les éléments h-réguliers sont les éléments a valeurs propres
réelles distinctes.

(i) Si G =8S0(n, 1) (ousi G est de rang réel 1) les éléments h-réguliers sont les
¢léments semi-simples non elliptiques.

(ii) Si [G, G] est compact, tout élément de G est h-régulier.

Le théoréme suivant est une conséquence de [Gu-Ra] ou de [Go-Ma] (cf. [To,
lemme 4.1] pour le cas ou G est déployé).

Théoréme Soient G un groupe algébrique réel réductif et I' un sous-groupe Zariski
dense. Alors I'ensemble des éléments h-reguliers de I est encore Zariski dense.

Faute de référence écrite pour ce théoréme, détaillons les principales étapes de
la démonstration.

L’idée de départ est d’étudier les exposants de Liapounov d’une marche
aléatoire sur I' (A.3) et d’en déduire que cette marche aléatoire passe presque
sirement par des éléments h-réguliers (A.4).

Une fois qu'on dispose d’un élément h-régulier dans I', il n’est pas difficile d’en
avoir “beaucoup” (A.5).

Dans la derniére partie (A.6), on améliore ce théoréme en montrant que, si
G n’est pas commutatif, on peut construire un sous-groupe libre a 2 générateurs de
I' qui est encore Zariski dense et dont tous les éléments (sauf I'identité) sont
h-réguliers. Ce qui prouve que ce théoréme est, en quelque sorte, optimal.

A.2 Action des éléments h-réguliers sur G/P

Introduisons quelques notations classiques: soient a un sous-espace de Cartan de g,
A = exp(a), 8 une involution de Cartan de G telle que (a) = a ™, pour tout a dans A.
Soient également

K:={geG/0(g) = g},
L=Zg(a):={geG/VXea, Ad,(X)=X)
et M =KnL Onaleégalit¢e L =M xA.
Pour tout caractére y de A (ou a), on note
gt:={Xeg/VNac A Ada(X) = y(a) X}
I'espace de poids correspondant. Soient
— 2:= {y caractere de A/y £ 1 et g* & {0} } I'ensemble des racines restreintes,
— X% un choix de racines positives,
—mnlabasede 2%, A" := {ae A/Vyenr, x(a) > 1},
—LT:=MA",
—a* = Log(4™) la chambre de Weyl (ouverte) positive,

———ni = @ s+ glil,
— N* le sous-groupe connexe d’algébre de Lie n™,
— P = MAN" le sous-groupe parabolique minimal de G associ¢ a 2 *.
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Par définition, un élément g de G est h-régulier s’il est conjugué a un élément de
L*, autrement dit C’est un élément semi-simple dont la partie hyperbolique est
conjugué a un élément de A*. L’ensemble de ces éiéments est un ouvert pour la
topologie usuelle mais pas pour la topologie de Zariski.

On mumit 'espace homogéne G/P d’'une métrique riemannienne K-invariante.

Critére On a I'équivalence, pour g dans G.

(1) g est h-régulier.

(i1) g a un point fixe attracteur x dans G/P (i.e. g - x = x et il existe un voisinage V,
de x tel que lim,_, . g"(V,) = {x}).

(i) g a un point fixe attracteur hyperbolique x dans G/P (i.e. g-x = x et il existe
n> 0 tel que lapplication tangente en x a g" est strictement contractante:
IT:9" 1l < 1).

Démonstration. (i) = (iij) On peut supposer que g est dans L. Le point base
Xo = P de G/P est un point fixe de g et I'application tangente en ce point, qui
s’identific a Ad g|n", a toutes ses valeurs propres en module strictement inférieurs
al

(iif) = (i) On peut supposer que x = x,. La décomposition de Jordan de g per-
met d’écrire g = g.g;, 4. OO ge, i, g, SONt des éléments de P qui commutent deux
a deux tels que g, est elliptique, g, est hyperbolique et g, est unipotent. Quitte
a conjuguer g par un élément de P, on peut supposer que g, est dans 4. Par
hypothése Ad(g,){n~ est une application linéaire dont les valeurs propres sont
strictement inférieures 4 1. Donc g, est dans A*. On en déduit que g, = 1 et que g,
est dans M. Ceci prouve bien que g est un élément de L*.

L’équivalence (i) <> (ii) ne nous sera pas utile : elle est laissée au lecteur. [

A.3 Multiplicité des exposants de Liapounov

Le but de ce paragraphe et du suivant est de montrer que I” contient au moins un
¢lément h-régulier. Quitte a remplacer I' par son adhérence pour la topologie
usuelle et G par son quotient par son centre, on peut se restreindre au cas ou G est
semi-simple et I" est fermé pour la topologie usuelle.

On suppose donc dans ce paragraphe et le suivant que G est semi-simple et que
I' est fermé pour la topologie usuelle.

Soit u une mesure de probabilité sur G telle que I est le plus petit sous-groupe
fermé contenant le support de p et telle que on a la condition d’intégrabilité:

flog(sup(ligl, llg™*II)) < co.
G

On considére P’espace probabilisé (2 = G% B, P) ou B est la tribu produit et
P 1a mesure produit u®Z. La suite (¥,),.z donnée par la n*™ coordonnée est une
suite de variables aléatoires indépendantes sur € de loi p. Soit 6 le shift de Q: on
aY,,,=Y,00. Soient

S,=Yy, - Y,_;etS_,=Y_l--- Y-l pournz0.

On a Iégalité, pour tout n, m dans a, S+, = S,(Sy, © 0").
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Le théoréme d’Osseledets décrit le comportement asymptotique de S,. La
proposition suivante précise que les multiplicités des exposants de Liapounov sont
aussi petites que possible. C'est la le point clef de la démonstration du théoréme.

Proposition [Go-Mal, Théoréme 3; Gu-Ra2, p. 171] Il existe un élément A dans a™
(appele le Liapounov de la marche aleatoire), des variables aléatoires ® a valeurs dans
G, (M,),.z @ valeurs dans M et A, d valeurs dans A telles que, pour presque tout w,

1
() lim, - +.—Log(4,) = 2

e 1 1
(ii) llmn@iwzlog [@tlel| =0
(iii) pour tout n dans Z, S, = &+ M, A, (D "1 6").

Heuristiquement, cela signifie qu’une marche aléatoire sur I’ se comporte
asymptotiquement comme les puissances d’un €lément (exp(4)) qui est hyperboli-
que et h-régulier.

A.4 Existence d’éléments h-réguliers

Le lemme suivant est une conséquence de l'ergodicité de 0 et du lemme de
récurrence de Poincaré.

Lemme [Gu, lemme 2 p. 487]. Pour presque tout o dans Q, il existe une suite n(w)
strictement croissante telle que

lim &~ Y(w) P (0™(w)) = e.

k— o0
On a alors, pour presque tout @,

hm ((D_ l(w) Snk(w) @((1)))_ ! Mnk(w)(a)) Ank(w) ((1)) =e.

k=

Le lemme suivant prouve alors que, pour k suffisamment grand, S, (®) est
h-régulier.

Lemme Soit £, = m,a, une suite d’éléments de L = M A telle que, pour tout y dans =,
on alim,, , y(a,) = + 0.

Soit g, une suite d’éléments de G telle que lim, ., , g, ' ¢, = e. Alors, il existe nq tel
que, pour tout n = ny, g, est h-régulier.

Démonstration. Soit e, = £, 'g . On a lim,_ , e, = e. Soit
C= sup( sup || Txe,,||> < 0.
neN \ xeG/P

Par hypothése, il existe no = 0 et ¢ > 0 tels que

1
Vn = VxeB T.0,| <—
n2ny YxeB(xg,8) || T4, | 2C
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ol xg désigne le point base de G/P et B(x,, £) est la boule de centre x, et de rayon .
On peut choisir n, de sorte que

Vn 2 ny VxeG/P d(e,(x), x) < ¢/2.

Alors, pour tout n = n, et tout x dans B(xqg, £/2), e,(x) est dans B(x,, €), donc
dn(x) est dans B(xq, £/2) et || Tog. || < 1/2.

Donc g, est une contraction de la boule B(x, ¢/2) et g, ¥y a un point fixe
attracteur hyperbolique. [

A.5 Zariski densité des éléments h-réguliers

Nous revenons au cas général: G est un groupe réductif et I' un sous-groupe Zariski
dense.

Nous disposons maintenant d’un élément y de I' qui a un point fixe attracteur
hyperbolique dans G/P. Montrons maintenant que 'ensemble de ces éléments est
Zariski dense. On procéde, pour cela, comme dans [Ti, proposition 3.11].

Notons x, le point fixe attracteur de y dans G/P et B, le bassin d’attraction de
x,: c’est un ouvert de Zariski de G/P. Soit U := {ue G/u.x, € B, }, c’est un ouvert de
Zariski dense de G. Soient u dans U 1T et C = sup,.gp || Txu| la constante de
Lipschitz de u.

Considérons '¢lément de I' h,:= y"u. Choisissons ¢ > 0 suffisamment petit de
sorte que le compact V:= u(B(x,, ¢)) soit inclus dans B, . Il existe alors n, tel que,
pour n 2 ng, y"(V) est inclus dans B(x,, €) et ¥"|, est 1/2C-Lipschitzienne. On en
déduit que h, envoie la boule B(x,, ¢) sur elle-méme et y est 1/2-Lipschitzienne. Elle
y a donc un point fixe attracteur hyperbolique.

Soit I'" 'ensemble des éléments h-réguliers de I et I'” son adhérence de Zariski.
On a vu que, pour tout u dans U ~ I, il existe ng tel que, pour n = ne, y"u est dans
I'". On en déduit que, pour tout n dans Z, y"u est dans I'". En particulier u est dans
I'". Donc U T estinclus dans I et I'' = G.

Ceci termine la démonstration du théoréme.

A.6 Sous-groupes libres des groupes réductifs

Bien que cela ne soit pas directement utile pour notre étude des difféomorphismes
d’Anosov, montrons comment le théoréme A.1 permet de préciser le théoréme de
Tits [Ti, théoréme 3] sur les sous-groupes libres des groupes linéaires.

Corollaire Soit G un groupe algébrique réel réductif non commutatif et I' un sous-
groupe Zariski dense. Alors, il existe un sous-groupe libre I'y de I engendré par deux
générateurs g, et g,, qui est Zariski dense et dont tous les éléments différents de
Pidentité sont h-réguliers (définition A.1).

Remarques. 1) L'information supplémentaire, par rapport a [Ti], est le fait que les
¢léments de I7\{1} sont h-réguliers.

2) La démonstration découle du théoréme A.l et des méthodes développées
dans [Ti].

3) On peut en déduire qu’il existe un sous-ensemble infini libre F de I' tel que
tous les couples (g, g,) d’éléments distincts de F vérifient la conclusion de notre
corollaire. Cela est laissé en exercice (cf. [Ti, p. 268]).
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4) Soient G" I'ensemble des éléments semi-simples réguliers de G, G} len-
semble des éléments de G" dont le centralisateur contient un sous espace de Cartan
et G le complémentaire de G : ’égalité G" = G U G% est une partition de G" en
deux ouverts disjoints.

Le théoréme A.l montre que I’ n G est Zariski densg, et le corollaire montre que
I ~ G% peut-étre vide! Le théoréme A.1 est donc optimal.

Démonstration
ler cas: Le groupe [G, G] est compact

Dans ce cas, tout élément de G est h-régulier et notre corollaire est un cas
particulier du théoréme 3 de [Ti] (ce théoréme est énoncé pour G semi-simple; la
démonstration s’é¢tend sans changement au cas ou G est réductif). Remarquons que
cette partie de la démonstration utilise de fagon cruciale les corps p-adiques.

2éme cas: Le groupe [G, G] nest pas compact
Dans ce cas la variété G/P n’est pas réduite a un point.

Lemme (a) Il existe un ouvert de Zariski non vide O de G x G tel que tout couple
(g1, g2) d'éléments h-réguliers qui est dans O vérife (avec les notations A.5)

nglEBgszgfl }(H)

et
Xg31 € ng m Bgf‘

(b} Pour tout couple (g, g,) d'éléments h-réguliers vérifiant (H), il existe n > 0
tel que le groupe engendré par gt et g% est libre et tel que tous les éléments non
triviaux de ce groupe sont h-réguliers.

Démonstration du lemme. (a) Soient G¢ l'ensemble des éléments semi-simples
réguliers de G¢, B un Borel de G¢ et B':= B Gg. L'espace homogéne G /B
s'identifie a 'ensemble des sous-algebres de Borel de g¢.

Soient Y = {(g;,b,)€G¢ x(G¢/B)/Ad g, (by) = b, }, C’est une variéte algébri-
que irréductible isomorphe 4 G¢ x B'. La premiére projection p; : ¥ — G¢ est un
revétement fini galoisien de groupe de Galois W. Soient

Q; = {((91, 1), (92,b2))e Y x Y/b; + b, = g}
Q= {(y, y2)eYxY/Vwe W(y, wyz)€Qy}
et O = (p; xp1)(22) " (G x G). C’est un ouvert de Zariski non vide.

Montrons que 'ouvert @ convient. Soient g,, g, deux éléments h-réguliers de
G tels que (g4, g,) est dans @ et montrons par exemple que x,,€ B, . On peut
supposer que g est dans L*. Soient p* = m@® a @ n*. L’espace homogéne G/P
s'identifie 4 Pensemble des sous-algébres paraboliques minimales de g et on
a I'égalité B,, = {qeG/P /| q+ p~ = g}. Comme (g,, g;) est dans O, on en déduit
que x,, est dans B,,.

(b) Quitte a remplacer g; par gf, on peut trouver des voisinages compacts
disjoints K de x,:: tels que, en posant L = KF UK3_;UK;3_; (pouri=1ou
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2), on a g (L¥) = K et tels que la constante de Lipschitz de la restriction de
gt a LT est inférieure & 1/2. Soit m = gi’ - - - gi' un mot (réduit) en g,, g5, g7 * et
g5 ! de longueur £ = 1. Montrons que m est h-regulier (et donc que m = e). Quitte
4 conjuguer ce mot par g;', on peut supposer que g;’ + g;'. On a alorsm(K{/) = K/
et la constante de Lipschitz de la restriction de m & K,/ est inférieure 4 2~". Donc
m est h-régulier.

Terminons la démonstration du corollaire. Soit ¢, la projection de ¢ sur G.
D™aprés le théoréme A.1, on peut trouver un élément g, h-régulier dans I' N (.
Quitte 4 remplacer g, par une puissance g7, on peut supposer que 'adhérence de
Zariski Z,,, du groupe engendré par g, est Zariski connexe.

Remarquons que, comme g, est semi-simple et régulier, la réunion des sous-
groupes propres algébriques et Zariski-connexe de G qui contiennent Z,, est
incluse dans un fermé de Zariski propre F,, de G [Ti, proposition 4.4].

D’autre part, il existe un entier postif m tel que, pour tout g dans G, le groupe
Z 4 est Zariski-connexe ([ Ti] lemme 4.2).

Choisissons donc, griace au théoréme A.1, un élément g5 h-régulier de I' tel que
g2 ¢ Fy, et (g1, 97") €0, et posons g, = g5™

Pour tout entier postif n, 'adhérence de Zariski du groupe engendré par g1 et
g’ est Zariski-connexe et contient Z,,, elle est donc égale a G. D’autre part le lemme
ci-dessus prouve que I'on peut, quitte a remplacer g, et g, par des puissances g7 et
g%, supposer que le groupe I'y engendré par g, et g, est libre et que tous ses éléments
non triviaux sont h-réguliers. C’est ce que 'on voulait.
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