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Uber die Automorphismengruppe eines algebraischen
Funktionenkorpers von Primzahlcharakteristik

Teil I: Eine Abschitzung der Ordnung der Automorphismengruppe

Von

HEeENNING STICHTENOTH

Einleitung. 7 sei ein algebraischer Funktionenkérper einer Variablen tber einem
algebraisch abgeschlossenen Koérper K als Konstantenkorper. F habe die Charak-
teristik » = 0 und das Geschlecht g = 2. Dann ist die Automorphismengruppe G
von F|K endlich.

Fiirr p = 0 wurde die Endlichkeit von G von Hurwitz [4] gezeigt. In dieser Arbeit
gab Hurwitz auch eine Abschitzung fir die Ordnung von ¢ an:

(0.1) |G| <84(g—1) (bei p=0).

Diese Abschitzung ist scharf; es gibt Funktionenkérper der Charakteristik 0 von
beliebigc hohem Geschlecht, deren Automorphismengruppe die Ordnung 84(g—1)
besitzt (Macbeath [7]).

H. L. Schmid [11] bewies die Endlichkeit von G im Fall p > 0, andere Beweise
stammen von Iwasawa und Tamagawa [5] sowie von Rosenlicht [10]. Schmid gab
fir p = 2 Beispiele an, welche zeigen, daB die Abschitzung (0.1) bei Primzahl-
charakteristik nicht allgemein giiltig ist.

Nach Roquette [9] bleibt die Hurwitzsche Abschitzung (0.1) jedoch auch bei
p > 0 unter der zusidtzlichen Voraussetzung g << p — 1 richtig, abgesehen von
einer Ausnahme. Diese Ausnahme tritt bei dem durch

(0.2) yP—y==a*

definjerten Funktionenkérper F = K (z,y) fir p = 5 auf. F hat das Geschlecht
g = %(p — 1), seine Automorphismengruppe ist von der Ordnung 8¢g(g+1) (29 +1).
Mit denselben Mittein wie bei Roquette 148t sich zeigen, daB die Abschitzung (0.1)
auch noch fir g = p — 1 gilt. Auch hier tritt jedoch bei p = 5 wieder ein Aus-
nahmefall auf, némlich der Koérper K (z, y) mit der definierenden Gleichung

(0.3) yP —y =28,

Seine Automorphismengruppe hat im Falle = 1 (mod 3) die Ordnung 3g(g + 1),
im Fall p = —1 (mod 3) die Ordnung 3g(g + 1) (g + 2) (vgl. Stichtenoth [13],
Satz 5 und 7).
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In der vorliegenden Arbeit gebe ich eine Abschitzung fiir die Ordnung der Auto-
morphismengruppe & eines algebraischen Funktionenkérpers einer Variablen vom
Geschlecht g = 2, dessen Konstantenkorper K algebraisch abgeschlossen ist und die
Charakteristik p > 0 besitzt. Als wichtigstes Resultat beweise ich den

Hauptsatz. Bis auf die unten angegebenen Ausnahmefille lifpt sich G abschéitzen durch
|G| < 16-¢4.
Die Ausnahmen sind folgende: F = K (x, y) mit der definierenden Relation?)
(0.4) Yy =", pr =23,

Hier gilt g = 3 pn(p® — 1) und |G| = p3n(p3* + 1) (p2* — 1), d.h. |G| ist etwas
gréfer als 16 - g4.

Die Idee zum Beweis des Hauptsatzes ist dieselbe wie bei Hurwitz [4] und bei
Roquette [9]: Man betrachtet die Korpererweiterung F/Fg, wobei Fg der Fixkérper
von G ist. Diese Erweiterung ist endlich und galoissch. Hat F¢ das Geschlecht g¢,
so besagt die Riemann-Hurwitzsche Geschlechtsformel (im folgenden zitiert als ,,Ge-
schlechtsformel®)

(0.6) 29 —2=1|G¢|(2g9¢—2)+ 2.

d bedeutet dabei den Grad der Differente von F/Fg. Er hingt eng mit dem Ver-
zweigungsverhalten der Stellen von F¢ in F zusammen.

Wenn Fg nicht rational ist oder genugend viele Stellen in F/Fg verzweigen,
liefert die Geschlechtsformel sehr schnell eine Abschatzung von |G|. Schwierigkeiten
treten auf, wenn Fg rational ist und hochstens drei Stellen von Fg in F verzweigen.
Es ist dann erforderlich, die Verzweigungsordnung e einer einzelnen Stelle p von F
in F/Fg abzuschitzen. e 138t sich deuten als Ordnung der Verzweigungsgruppe
G(p) = {6€G|op = p}. Diese enthilt als normale p-Sylowgruppe die erste Ver-
zweigungsgruppe G1(p).

In Satz 1 gebe ich eine Schranke fir die Ordnung ¢; von G1(p) an, némlich

4p
(0.7) e < ——=g2 (falls g =2 p).
(p—1)?
1) LeoroLDT [6] untersuchte die Automorphismengruppe des Fermatschen Funktionenkdrpers
K (u, v), der definiert ist durch

(0.5) ok 41=0, k=4.

Die Ordnung seiner Automorphismengruppe @ liegt im aligemeinen in der GréBenordnung 12 - ¢.
Ausnahmen treten genau dann auf, wenn der Exponent k& von der Form p* -+ 1 ist. Dann ist
die Ordnung von G gréBer als 16 - ¢4, d.h. es muB der im Hauptsatz genannte Ausnahmefall
vorliegen. Sind u, v Erzeugende des Fermatkérpers mit der Relation (0.5) und & = p® + 1,
so erhilt man Erzeugende z, y welche (0.4) erfillen, durch

b

r = — =Ur—4a.
v—bu’ Y

Dabei sind a, b Elemente aus K mit der Eigenschaft

at”+ag=—1, bpril=—1.



Vol. XXIV, 1973  Automorphismen algebraischer Funktionenkgrper I 529

Der Beweis dieser Abschéitzung wird zurfickgefiihrt auf die Bestimmung von Gy ()
im Spezialfall ¥ = K (z, y) mit der definierenden Gleichung

(0.8) y? —y = B(z),
B(x)eK[x], gradB=2, (p,gradB)=1.

p bedeutet hier den Pol von z.
In Satz 2 wird die Ordnung ¢’ von G(p)/G1(p) durch

(0.9) e <49+2

abgeschitzt. Der Beweis des Hauptsatzes stittzt sich dann im wesentlichen auf die
Abschétzungen (0.7) und (0.9) sowie auf eine ausfiihrliche Diskussion der Geschlechts-
formel (0.6). AuBerdem werden einzelne Tatsachen aus [13] benutzt.

In der demnichst erscheinenden Arbeit [13] werde ich eine Klasse von Funk-
tionenkérpern untersuchen, die als Spezialfille u.a. die Fille (0.2), (0.3), (0.4) und
(0.8) enthilt. Dort werden insbesondere die Automorphismengruppen dieser Funk-
tionenkéorper explizit bestimmt.

Fir die Anregung zu dieser Arbeit und viele wertvolle Hinweise bei ihrer Ent-
stebung danke ich Herrn Prof Dr. P. Roquette sehr herzlich.

Bemerkung. Inzwischen wurde mir eine Arbeit von Singh 2) bekannt, die sich mit
demselben Thema befaBt. Singh gibt die Abschitzung

4p92( 29 )( 4pg? )
Gl = 1) —L— 1+ 1).
| l_p—l p—1+ (:n—l)2Jr

Fir p < g < § p? ist diese Schranke etwas besser als die von mir gegebene, wihrend
sie fiir groBes ¢ schlechter wird, da sie das Geschlecht g in der 5. Potenz enthilt.

1. Geschlechts- und Differentenformel. Grundlegend fiir die Abschnitte 2 und 3 sind
die Riemann-Hurwitzsche Geschlechtsformel sowie der Zusammenhang zwischen der
Differente einer Korpererweiterung und den héheren Verzweigungsgruppen der in
dieser Erweiterung verzweigten Stellen. Diese Tatsachen sollen hier kurz zusammen-
gestellt werden.

F*|K sei ein algebraischer Funktionenkorper einer Variablen, K algebraisch ab-
geschlossen von der Charakteristik p > 0. Ist F/F* eine endliche Kérpererweiterung,
s0 besteht zwischen den Geschlechtern g von F bzw. g* von F* die Bezichung

(1.1) 29 — 2 =[F:F*]- (2g* — 2) + d.

Dabei ist d der Grad der Differente von F/F* (vgl. Chevalley [1] S. 106, Kor. 2).
d ist die Summe der Exponenten d(p), mit denen die in F/F* verzweigten Stellen p
von ¥ in der Differente dieser Erweiterung aufgehen. Die Formel (1.1) heiBt Ge-
schlechtsformel.

2) BaLwant SiweH, On the group of automorphisms of a function field of genus at least two.
Die Arbeit wurde der Mathematischen Zeitschrift eingereicht.
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Ab jetzt wird vorausgesetzt, daB F/F* galoissch ist; U sei die zugehérige Galois-
gruppe. a1, ..., qr seien simtliche Stellen von F'*, welche in F/F* verzweigen; p;
sei eine beliebige Fortsetzung von g; auf F (1 <j =< r), e(q;) die Verzweigungs-
ordnung von p; tiber q; und d(g;) der Exponent von p; in der Differente von F[F*.
Weil F[F* galoissch ist, hingen e{q;) bzw. d(g;) nur von g;, nicht aber von der will-
kiirlich gewéhlten Fortsetzung p; ab. Wegen der algebraischen Abgeschlossenheit des
Konstantenkorpers treten keine Restklassengrade auf, und daher gibt es genau
|U|/e(q;) verschiedene Fortsetzungen von g; auf F. Folglich 148t sich d ausdriicken
durch

]

1.2 S d S
(1.2) =2 ey 4@ ; q,)

Ich will nun den Exponenten d(p), mit dem eine Stelle p von F in der Differente
von F[F* aufgeht, genauer bestimmen. Dazu betrachte ich die Reihe der Ver-
zweigungsgruppen U;(p) von p in F[F*. Diese sind folgendermaBen definiert:
Uo(p) ={oeUlop =y},
Ui(p) = {oeU|on = m(mod pi+l)} fir i=>1.

7 ist dabei ein beliebiges Primelement far p (Serre [12] 8. 691.). Es gilt
Uo(p)2U1(9) 2 Ua(9) 2.,

und fiir geniigend groBes n ist U, (p) = 1. Die Ordnung von Up(p) ist gerade e(p),
die Verzweigungsordnung von p in F[F*. Fir ¢ = 1 sind die U;{p) alle normal in
Up(p) und in U,(p). Die erste Verzweigungsgruppe U;(p) ist eine p-Gruppe, und
Up(p) ist semidirektes Produkt von Ui(p) mit einer zyklischen Gruppe H, deren
Ordnung zu p teilerfremd ist (Serre [12] S. 75, Kor. 4). Insbesondere ist Uq (p)/U1 (D)
zyklisch von zu p teilerfremder Ordnung. p heit regulir verzweigt in F/F*, falls
Ui(p) = 1, andernfalls spricht man von irregulirer Verzweigung.

Der Exponent d(p) driickt sich mit Hilfe der Verzweigungsgruppen so aus (Serre
[12] S. 72, Prop. 4):

19 am=3(0w| - 1.

Diese Formel wird im folgenden als ,, Differentenformel‘ zitiert. Speziell bei reguldrer
Verzweigung besagt sie d{p) =e(p) — 1.

2. Die Gruppe G(p). In diesem Abschnitt ist #/K ein Funktionenkérper vom Ge-
schlecht ¢ = 1. Hier werden elliptische Funktionenkorper also noch nicht aus-
geschlossen. p ist eine fest gewahlte Stelle von F und G(p) die Gruppe aller Auto-
morphismen von FK, welche p festlassen. Nach H. L. Schmid {11] und Iwasawa-
Tamagawa [5] ist G (p) endlich. Ziel dieses Paragraphen ist es, die Ordnung e = ¢(p)
von G(p) abzuschitzen.

Fy sei der Fixkorper von G (p). Die Reihe der Verzweigungsgruppen von p in F/Fy
bezeichne ich mit G(p) = Go(p) 2 G1(p) 2 ..., die zugehorigen Fixkorper mit Fy,
Fi,..., die Ordnung von Gy(p) mit e;. Nach Abschnitt 1 ist e; die héchste Potenz
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von p, welche in e aufgeht. Der Quotient efe; werde mit ¢’ bezeichnet. ¢; bzw. ¢’
werden einzeln in Satz 1 bzw. Satz 2 abgeschitzt. Die hier gegebenen Schranken ver-
bessern die schon von Iwasawa-Tamagawa gegebenen ([5] Theorem 1) und lassen
sich nicht mehr verschérfen (siche die Beispiele im AnschluB an Satz 1 und 2).

Satz 1. (a) Ist Fy nicht rational, so ist €1 < g.
(b) Ist F1 rational und sind in F|F1 aufer p nock weitere Stellen verzweigt, gilt

p
<< _
€1 = lg.

(¢) Ist Fy rational und ist in F[F1 nur p verzweigt, so st auch Fs rational. In diesem
4deg 4p
2

. < < 2,
Fall gilt &1 = T——50" < 75 ¥

Beweis. Ich betrachte die Erweiterung F/F; vom Grade e;. Hat F; das Geschlecht g3, so
besagt die Geschlechtsformel (1.1):

(@.1) 29— 2=e(2g1 —2) L d.

Dabei bezeichnet d den Grad der Differente von F/F;. Die Stelle p ist in F/F; voll verzweigt,
und da e; eine p-Potenz ist, haben die nullte und erste Verzweigungsgruppe von p in F/F; die
Ordnung e;. Nach der Differentenformel (1.3) 148t sich demnach der Beitrag von p zum Dif-
ferentengrad abschitzen durch

(2.2) d{p) = 2e — 2.
Im Fall (a) ist g1 positiv. (2.1) und (2.2) ergeben sofort die Abschitzung
29—2=d=d(p)=2e1 —2, also e Zg.
Von jetzt an sei g3 = 0. Dann vereinfacht sich (2.1) zu
(2.3) 20— 2=—2¢ +d.

Im Fall (b) ist auBer p noch mindestens eine weitere Stelle g von Fy in F verzweigt. e(q) sei
die Verzweigungsordnung von g, d(g) der Exponent einer Fortsetzung von q in der Differente
von F/F;. Weil e{q) eine Potenz von p ist, folgt wieder aus der Differentenformel (1.3)

d(q) = 2e(q) — 2.
(2.3) ergibt nun unter Beachtung von (1.2) und (2.2)

d —1
29—2=2—-2e-+dp)+ea e((g)) =—2e+ 2 —242¢ e(z)(q—) ,

e(q) — 1 p—1
e = e1.
e( = p

Dies ist gerade die Behauptung von Satz 1 (b).

Ich betrachte nun die Situation (¢), in der F; rational und nur p in F/Fy verzweigt ist. Zu-
nichst beweise ich, da auch Fga, der Fixpunktkérper von Ga(p), rational ist.

Der Differentengrad von F/F sei d1, der von F/F3 sei d> und der von Fo/Fy sei d*. Wegen
der Transitivitdtseigenschaft der Differente (Serre [12], S. 60, Prop. 8) gilt

(2.4) di1 =da + [F: Fold* = ds + ead*.

Weil in F/F; nur p verzweigt, sind die Grade di, d2, d* genau die Exponenten von p in den
einzelnen Differenten. Folglich ist wegen der Differentenformel (1.3)

g=

(2.5) dy=2(e1 — 1) +_§(e; —1),  de=2e-—1) +,°§°2(1Hil - 1.

i=2

4
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Hg, Hi, ... ist hier die Reihe der Verzweigungsgruppen von p in F/Fs. Da aber Fo der Fix-
korper von Gz (p) ist, stimmen far ¢ = 2 die Gruppen H, und G;(p) iiberein, d.h. die in (2.5) auf-
tretenden Summen sind gleich:

di—2(ey— 1) =do — 2(e2 — 1).

Der Vergleich mit (2.4) ergibt
=2t 9.
€2

Die Geschlechtsformel fiir Fo/F; zeigt dann, daB Fa vom Geschlecht 0, also rational ist.

k sei die kleinste naturliche Zahl mit £ = 3 und Gy {p)==G2(p). Ebenso wie G2(p) ist auch
G (p) normal in G4 (p). Nach der Theorie der p-Gruppen existiert ein Normalteiler ¢’ von G1(p),
welcher zwischen Gz (p) und Gi(p) liegt und in G2(p) den Index p hat (Huppert [3], S. 301, Satz
7.2.d). F’ sei der Fixkorper von G'. Ich will das Geschlecht ¢° von F’ berechnen. _

ds sei wieder der Differentengrad von F/Fz, der von F/F’ sei d’ und der von F’/Fs sei d. Ahn-
lich wie in (2.4) und (2.5) gelten hier die folgenden Beziehungen:

e -
2.6) do=d+ 23,
P
de=lkez— 1)+ > {e; — 1),
=k
d'=k(.e_2__ 1)+ Sles—1).
P i=%

Die d.}'itte Gleichung ergibt sich daraus, daf G’ zwischen G2 (p) und G (p) liegt. Aus (2.6) berechnet
sich d zu

d=kip—1).
Die Geschlechtsformel fiir 7//Fs liefert nun
2.7) g=3E—2)(p—-1).

Wegen & = 3 ist F’ nicht rational. F’/F; ist galoissch, weil @’ normal in Gy (p) ist. p” sei die von
p in F” induzierte Stelle, G1(p’) die p-Sylowgruppe derjenigen Gruppe von Automorphismen von
F'|K, welche p” festlassen. Dann 1aBt sich G1(p)/G” als Untergruppe von Gy (p’) auffassen.
F’[Fs ist wegen [Gz(p) : G'] = p zyklisch vom Grad p mit nur einer Verzweigungsstelle, nim-
lich p’. Ich wihle eine Erzeugende = von Fo/K, welche p’ als Pol hat. Nach Hasse [2] existiert
eine Artin-Schreiersche Erzeugende y von F’/F3, deren irreduzible Gleichung tber Fs = K (z)
die Gestalt
(2.8) y? —y = B(z)
hat. B(x) ist dabei ein Polynom in z, dessen Grad zu p teilerfremd ist.
Funktionenkérper F'= K (z, y) mit der definierenden Gleichung (2.8) werden in [13] genauer
untersucht. Insbesondere wird dort die Gruppe Gi(p’) durch

2.9 1G] < —F o
(2.9) 1D)_(p_1)29

abgeschitzt ([13], Satz 4). Nun ist G1(p)/G’ eine Untergruppe von Gh(p’), also

4p o 4eo 2
p—1p? T p—1p?

(2.10) 161(0)] < |6 = ek — 2)2

unter Benutzung von (2.7).
Aus der Geschlechtsformel fiix F/F2 folgt
20—2=—2esk(ea— 1)
und daher

2
E—2<—9 .
e — 1
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Setzt man dies in (2.10) ein, ergibt sich schlieBlich
4eo

= 1) 9.

Der Beweis von Satz 1 ist damit beendet.
Bemerkungen. 1. Fir F = K (z, y) mit der definierenden Gleichung

Yo" Ly = gP* 1

ist die Gruppe G (p) des Pols p von z (z besitzt nur einen Pol) von der Ordnung
4eo
o — 127"

Das wird in [13], Satz 5 bewiesen. In diesem Sinne 188t sich die Abschidtzung von Satz 1 (c)
nicht verbessern.

. Im Beweis von Satz 1 habe ich die Endlichkeit von G1(p) schon vorausgesetzt. Durch gering-
fucxge Anderungen kann aber mit den gleichen Mitteln die Endlichkeit bewiesen werden. Der
entscheidende Schntt beim Beweis der Endlichkeit ist ndmlich der Nachweis, daB jede endliche
Untergruppe von G1(p) von beschrinkter Ordnung ist (vgl. Iwasawa und Tamagawa [5]), und
das wird in Satz 1 bewiesen.

Satz 2. Die Ordnung e’ von G(p)/G1(p) wird abgeschéitzt durch
e=4dg+2.

Beweis. G(p) ist semidirektes Produkt von G1(p) mit einer zyklischen Gruppe H. Beim Rest-
klassenhomomorphismus G (p) — G(p)/G1{p) wird H also isomorph abgebildet und besitzt die
Ordnung ¢’. Der Fixkorper Fy von H habe das Geschlecht gz. Die von p verschiedenen Ver-
zweigungsstellen von Fg in F/Fy seien gy, ..., gr, die Verzweigungsordnung von q; in F/Fy
sei e(q;). Die Geschlechtsformel fiir F/Fg besagt

29 ~2=¢(2gy—2)+d.

Der Grad d der Differente von F/Fy 148t sich hier leicht angeben, denn wegen (¢/, p) = 1 sind
alle Stellen p, g1, ..., gr regulir verzweigt. Das bedeutet nach (1.2)

r 7 d—1
d=d)+¢ 3 e(gf;—e'_1+e'_zl~——e(‘l’()qj) .
2 ;2

Einsetzen in die Geschlechtsformel gibt
T oe(g) — 1
(2.11) 29—1=e¢QRgg—1)+¢ 3 -Lqe%f——.
j=1 q?)
Ist gz positiv, folgt sofort ¢’ = 29 — 1. Im folgenden kann ich also gy = 0 annehmen. (2.11)
lautet dann
I oefa)—1
2.12 2 —1=e’( —_——1}.
@12 g ATy
Kein Summand ist dabei kleiner als . Fiir r == 3 folgt daher aus (2.12) die Abschitzung ¢’ <
£ 2(2g — 1). Dieselbe Abschitzung bleibt fir r = 2 giiltig, falls
elm)—1  el@)—1_3
e{qu) efaz)” — 27

Der Fall r = 1 oder r = 0 kann nicht vorkommen, denn die linke Seite von (2.12) ist positiv.
Ordnet man e(g;) und e(q2) der GréBe nach, so bleiben nur noch die folgenden Fille zu diskutieren:

(2.13) e(a) =3, e(ge)=25;
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e(qr) =3, e(g2)=4;

e{q1) =3, e(ge) =3;

e(a)=2, e(q)=3;
€(q1) = e(qz) = 2 kann nicht auftreten, weil sonst aus (2.12) der Widerspruch 29 — 1 =0
folgte.

n sei das kleinste gemeinsame Vielfache von ¢(q1) und e(qz). Da H zyklisch ist, gibt es genau
eine Untergruppe H, von H mit der Ordnung n. Wire H, eine echte Untergruppe von H, so
wire in der Erweiterung F,/Fy, wo F, der Fixkérper von H, ist, nur p verzweigt. Eine galois-
sche Erweiterung des rationalen Funktionenkérpers Fy, deren Grad zu p teilerfremd ist, besitzt
aber nach der Geschlechtsformel mindestens zwei verschiedene Verzweigungsstellen. Folglich ist
Hyp = H und ¢’ das kleinste gemeinsame Vielfache von e(g;) und e(ge). In den verschiedenen
Fillen von (2.13) ergibt sich nun zusammen mit (2.12):

3,5: ¢ =13, g=4,
34 e'=12, g=3,
3,3: = 3, g=1,
2,2k: =2k, g=kK?2,
22k+1: &€=4k+2, g=k.

In jedem Falle gilt also ¢/ < 491 2.

Beispiel. Der hyperelliptische Korper K (2, y) sei durch
yz = 20+l . |
definiert (p sei kein Teiler von 4¢ + 2). Er hat das Geschlecht g. Durch
y—>4y, z—>ozx, otl=1

sind 4g 4 2 verschiedene Automorphismen gegeben. welche den Pol von z festlassen. Die in
Satz 2 angegebene Schranke wird hier also angenommen.

3. Die volle Automorphismengruppe. Jetzt sei F/K ein Funktionenkérper vom
Geschlecht ¢ = 2. Da K als algebraisch abgeschlossen vorausgesetzt wurde, ist die
Automorphismengruppe ¢ von F/K endlich. Den Fixkérper von G bezeichne ich
mit F(;.

Satz 3. Fiir die Ordnung von @ gilt die Hurwitzsche Abschitzung
|6} <84(g—1);

Ausnahmen hiervon konnen hochstens in folgenden Féllen auftreten:

(1) Fo ist rational, und es sind genau drei Stellen von Fg in F|Fg verzweigt. Zwei
davon sind regulir verzweigt mit der Verzweigungsordnung 2, eine verzweigt irreguldr
(¢nsbesondere ist also p + 2).

(2) Fg ist rational. Genau zwei Stellen von Fg sind in F|Fg verzweigt, und zwar beide
1rrequldr.

\3) Fe ist rational. Genau eine Stelle von Fg ist in F|Fg verzweigt, und zwar irregulir.

(4) Fg ist rational. Genau zwei Stellen von Fg sind in F|Fg verzweigt, und zwar eine
regulir, die andere irregulir.

Beweis. Der Beweis ist eine Kopie des Hurwitzschen Beweises in Charakteristik 0. Das Ge-
schlecht von Fg sei gg. Dann besagt die Geschlechtsformel

29— 2=|G@|(2ge—2)+d.
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Der Grad d der Differente von F/F¢ 1aBt sich folgendermaBen ausdriicken: g3, ..., qr seien die
simtlichen Stellen von F¢, welche in F verzweigt sind; e(q;) sei die Verzweigungsordnung von
g; und d(q;) der Exponent einer Fortsetzung von q; in der Differente von F/Fe. Ich setze

d{a; r
j = ﬁ)—, 0=20
C(Qj) j=1
und erhalte nach (1.2) aus der Geschlechtsformel
3.1) 2g—~2=|G|(29c6—2)+ |G| 0=|G|2gc—2+ ).

Ist nun gg = 2, so folgt wegen & = 0 sofort |G| < g — 1. Fiir g¢ = 1 ist wegen ¢ = 2 minde-
stens eine Stelle verzweigt. In diesem Fall ist § = 4, da d(a;) = e(q;) — 1 gilt (nach (1.3)). Aus
(3.1) folgt jetzt |G| < 4(g — 1). Im folgenden sei also gg = 0. Das bedeutet

(3.2) 29—2=|C|(6—~2).

Insbesondere ist 6 > 2. Es sind einige Fille zu unterscheiden:

(@) r=5: Dann ist § =3, d.h. |G| <4(g—1).

(b) r =4: Jetzt ist wenigstens ein J; > }, also mindestens 4. Daher gilt 6 —2 = { und
6] <12(g —1).

() r=38,6,<8:< 63 Fiir 6; = % ist 3 = . Es folgt |G| < 24(9 — 1). Ist 6 =} und
82 = %, ergibt sich [G| =< 40(g — 1). Bei 61 = } und & = % folgt ds = ; und damit |G| <
<84(9 — 1). Fiir 63 = do = } mub 83 > 1 sein. Dann ist also g3 irregulir verzweigt, und es
liegt die in Satz 3 (1) beschriebene Situation vor. Analog sieht man, wenn nur eine oder zwei
Stellen verzweigt sind, daB dann wenigstens eine Stelle irreguldr verzweigen muB. Dies sind die
in (2), (3) und (4) aufgefithrten Moglichkeiten.

Der folgende Hauptsatz gibt auch in den durch Satz 3 nicht erfaBten Fillen eine
Abschitzung fir die Ordnung von G.

Hauptsatz. F sei ein algebraischer Funktionenkorper einer Variablen iiber dem al-
gebraisch abgeschlossenen Kérper K. Das Geschlecht von F sei g = 2, die Charakleristik
sei p > 0. Dann lapt sich die Ordnung der Automorphismengruppe G von F|K ab-
schiitzen durch

|G| <169,

abgesehen von einer Serie von Ausnahmefillen. In diesen Ausnahmefillen gibt es Ele-
mente x, y in F, so daf F = K (z, y) und die irreduzible Gleichung zwischen x und y
von der Form

Y ty=2"t (nz=1, p»=3)

ist. Dabei ist g = § p*(p* — 1) und |G| = p32(p37 + 1) (p2* — 1), d.h. |G| ist etwas
grofer als 16 g4.
In den Féllen (1) bis (8) von Satz 3 gelten sogar schirfere Abschitzungen:

(1) |G| <24-¢2,
2) |G| <16-¢2,
3) |G| <16-¢8.

Beweis. Es sind nur noch die Fille (1) bis (4) von Satz 3 zu untersuchen. Die Bezeichnungen
aus dem Beweis von Satz 3 behalte ich bei.

Fall (1). Hier ist d1 = d2 = §, 83 = d(qgs)/e(q3). Damit wird

d(as) — e(gs)

3.3 — 2=
3-3) 0 e(as)
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Ich setze e(n3) = e = e1¢’, wobei ¢; die héchste in e aufgehende p-Potenz ist. Da q3 irregulir
verzweigt, gilt e1 = p. Der Exponent d(q3) 148% sich nach (1.3) wie folgt abschitzen:

dlgs)=e—1+e1— 1.
Einsetzen in (3.3) ergibt

—1 —1-— 1 2 2

wegen p = 3. Nach (3.2) und Satz 2 folgt
(G| =3e¢(29—2) <3(4g+2)(29 — 2) < 2442,

Fall (2). Jetzt sind genau zwei Stellen von Fe in F verzweigt, und zwar beide irregular. Bei
p = 3 ergibt sich wie in (3.4):
d(q1) —elq1) | d{gz) — e(qs) 1 1 2
6 —2= = ’ 7 ;
@) T el =3¢ T 3¢(aa = 3@g +2)

und damit |G| £3(2g9+ 1) (29 — 2) < 1242
Fir p = 2 sei ¢;(q;) die Ordnung der i-ten Verzweigungsgruppe einer Fortsetzung von q;
(G=1,2; i=1,2,3,...). Dann ist
d(g) —e(m)  dlq2) —e{a2)
3.5 —2=
¢ ela) @

2 1 oo
=2 W) ("1““)'“ 3 (es(ap) ~1>)~

i=2
Es werden einige Fallunterscheidungen getroffen:

(a) e1(q1) = 4 (analog fir e;(q2) = 4). Aus (3.5) folgt
alg)—2 _ 1 ( 2 )2 1

e(q1) €(a1) et(q) /= 2¢(a1)
wegen ¢;(q1) = 4. Satz 2 und Formel (3.2) liefern

|G| £2(4g + 2) (29 — 2) < 16¢2.
(b) e1(a1) = e1(q2) = 2, ez{q1) = e2(q2) = 1. Dieser Fall ist nicht moglich, weil dann nach

(3.5) der Widerspruch 6 — 2 = 0 folgte.
(c) e1(a1) = e1(q2) = 2, ea(q1) = 2 (oder e2(q2) = 2). Nun besagt (3.5)

9> 1 1
Telq)  2¢(aq)
und damit |G| £ 2e¢(q1) (29— 2) =2(4g + 2) (29 — 2) < 1642
Fall (8). Nur eine Stelle q von F¢ ist in F/F¢ verzweigt. p sei eine Fortsetzung von q auf F.
Es gibt zwei Moglichkeiten:
(a) p ist invariant unter &, d.h. G = G(p). Ich setze |G| = ¢ = e1¢’ mit e; = |G1(p)|. Ist
Fy, der Fixkérper von Gy(p), nicht rational, so folgt aus Satz 1 (a) und Satz 2
|Gl =ee =g4g+2).
Ist Fq rational, so ist G = G1(p). Andernfalls wire nimlich F; eine galoissche Erweiterung des
rationalen Funktionenkdrpers F¢ von zu 7 teilerfremdem Grad. Eine solche Erweiterung miiSte
aber mindestens an zwei Stellen verzweigen, wie die Geschlechtsformel zeigt. Es war jedoch an-
genommen worden, daB nur p in F/F¢ verzweigt. Demnach gilt nach Satz 1
|G| =e1 =8g2.
(b) p ist nicht invariant unter G. Bezeichnet e die Verzweigungsordnung von 9 und d den
Exponenten von p in der Differente von F/¥g, so besagt (3.2):
2(g—1)e’ey
d—2e¢

i—22

§—

(3.6) |G| = =2(9—1)(4g+2)eaa <8g%e1.
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Falls F; nicht rational ist, ergibt Satz 1 (a) die Abschitzung |G| < 8g3. Ist Fy rational, aber
p nicht die einzige Verzweigungsstelle von F/F;, dann liefert Satz 1 (b) zusammen mit (3.6) die
Schranke |G| < 16¢3.

SchlieBlich sei F; rational und p die einzige Verzweigungsstelle von F/Fi. Wegen G(p)==G
gibt es eine weitere Stelle p’ von F, welche iber Fg verzweigt und unter G zu p konjugiert ist.
Diese Stelle mu8 in Fg g/ Fg (hier ist Fg(p) der Fixkdrpervon G (p)) mindestens von der Ordnung eg
verzweigen. Aus (3.6) folgt nun

16] _2¢-1)

elé[FG(p):FG]z 816' d—2¢

=2(g-1)

und damit |G| < 8g2e1 < 1645,

Fall (4). Mit den gleichen Mitteln wie in den Fillen (1) bis (3) kommt man auch hier zu einer
Abschitzung von |G|, und zwar in der GréBenordnung g5 Zum Beweis der im Hauptsatz auf-
gestellten Behauptungen sind jedoch weitere Fallunterscheidungen erforderlich.

Genau zwei Stellen von Fg verzweigen in F/Fg. Eine davon, etwa g, ist irregunlér, die andere
Stelle § ist regulir verzweigt. Die Verzweigungsordnung von q sei ¢, die von ¢ sei e. Ich wihle
eine Fortsetzung p von q fest aus; G (p) sei die erste Verzweigungsgruppe von p. Dannist e=ey¢’,
wobei ¢; die Ordnung von G1(p) und ¢’ zu p teilerfremd ist. Fy sei der Fixkérper von G (p) und
Fy der Fixkoérper von Gq(p). Ich unterscheide die Fille A.—E.:

A. Fy ist nicht rational.

. Fy ist rational. In F/F; ist noch mindestens eine Stelle p’s=p verzweigt, welche in F1/Fp

nicht verzweigt (d.h. die Einschrinkung von p’ auf Fy ist in F1/Fg unverzweigt).

. Fy ist rational, und in F/F; ist noch mindestens eine Stelle p'==p verzweigt. p” verzweigt
auch in Fy/Fe.

. F ist rational. In F/F; ist nur p verzweigt. Es gibt ein p’, welches unter G zu p konjugiert
ist, aber in F/F¢ nicht verzweigt.

. F; ist rational. In F/F; ist nur p verzweigt. Alle unter G zu p konjugierten Stellen sind in
F|{Fq verzweigt.

Bevor ich die einzelnen Fille diskutiere, leite ich noch einen geschlossenen Ausdruck fir die

Ordnung von G her. Ist nimlich d der Exponent von p in der Differente von #/F¢ und

B
C
D
E

N=dé—eé—ae,
dann ergibt (3.2) unmittelbar
2{g — 1) eeer
N
A. F; ist nicht rational, hat also das Geschlecht g3 = 1. Da p in F/F; voll verzweigt, besagt
die Geschlechtsformel fiir F/Fy
29 —2=e1(2g91 —2) + 2{e1 — 1).

(Man beachte, daB der Exponent von p in der Differente von F/F; nach (1.3) mindestens den
Wert 2(e; — 1) hat, weil p voll verzweigt und [F : F1] eine p-Potenz ist.) Damit folgt e; < g/g1.
Die Faktorgruppe G(p)/G1(p) 148t sich als Automorphismengruppe von F1/K auffassen, und
dann folgt aus Satz 2 die Abschitzung ¢ < 4g1 + 2. Durch Einsetzen in (3.7) erhalte ich

(3.7) 6] =

g 2
(3-8) G| =2(g—1)(49+2) 4 +2) n <8g(g—1(g+1) (4 + H) =16-3g3.
Fiir g = 3 folgt hieraus |G| < 16g4. Fiir g = 2 gilt aber wegen e; < gf/g1 und e; = p sogar
e1 = 2 und g¢; = 1. Einsetzen in die erste Ungleichung von (3.8) liefert
[G]=£2-1-10-6-2 =240 < 256 = 16g%.
B. F1 ist rational. In F/F; ist noch mindestens eine Stelle p’==p verzweigt, welche aber in

F3/Fy nieht verzweigt. Dann verzweigen sogar mindestens ¢’ von p verschiedene Stellen von
Fy in F/F;1, und zwar mit derselben Verzweigungsordnung p* wie p’. Die Geschlechtsformel fiir
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F/Fy gibt e
2g—2=—2¢ +2(e;—1) + ;;(211‘—2)-6,

1 1
g ; 816'(1 ot F) 2 -;:;ele’..
Aus (3.7) folgt jetzt
6] S2(— 1) (49 + 2)- 29 < 167
Zur Untersuchung der Fille C. und E. benétige ich ein einfaches Lemma.

Lemma. L und M seien rationale Funktionenkérper iiber K und L eine zyklische Erweiterung von
M vom Grad n > 1. Ist n nickt durch die Charakierisitk p teilbar, dann sind genau zwei Stellen
von M in L|M verzweigt, und zwar beide voll.

Beweis. q1, ..., gr seien die Stellen von M, welche in L/ verzweigen, ¢(q;) die Verzweigungs-
ordnung von gj. Da die Verzweigung regular ist, hat der Exponent einer Fortsetzung von g; in
der Differente von L/M den Wert e(q;) — 1. Ich setze d; = [e(q;) — 1]/e(q;) und erhalte nach
(1.2) aus der Geschlechtsformel

2 r
(3.9) 2— —= 3.

no oy
Wegen 1 <2 — (2/n) <2 und § £ §; < 1 folgt sofort 7 = 2 oder r = 3. Insbesondere gilt auch
fiir jede Zwischenerweiterung Z/M, daB mindestens zwei Stellen von M in Z/M verzweigen.

Ist r = 2, so ergibt (3.9) weiter §; = d2 = (n — 1)/n und damit die Behauptung des Lemmas.

Den Fall » =3 will ich zum Widerspruch fithren. Es sei d; < 62 < d3. Wegen d;+ 62+ 93 <2
gibt es nur folgende Mdglichkeiten:

a) o61=4, =%, E=d&=;,
(b) d1=272=1%, O3 beliebig.

Im Fall (a) untersuche ich nur den Fall 3 == } (die beiden Fille 3 = 3 bzw. § lassen sich
ebenso behandeln). (3.9) ergibt fiir » den Wert n = 60. Z sei der Zwischenkérper zwischen L
und M mit [L: Z] = 30 (Z ist eindeutig bestimmt, weil L/M zyklisch ist). In Z/M ist dann keine
Stelle verzweigt, denn die Verzweigungskérper der drei Verzweigungsstellen haben in L den
Index 2, 3 bzw. 5 und sind daher Oberkérper von Z. Andererseits existieren aber in jeder Zwischen-
erweiterung Z/M mindestens zwei Verzweigungsstellen. Das ist ein Widerspruch.

Im Fall (b) wihle ich Z als den Zwischenkorper vom Index 2 in L. Ist Z echt groBer als M,
dann ist in Z/M nur die Stelle q3 von M verzweigt. Ist aber Z = M, dann folgt » = 2, und aus
(3.9) ergibt sich der Widerspruch 1 = §. Das Lemma ist damit bewiesen.

C. Fy ist rational. In F/F; ist noch eine Stelle p'==p verzweigt, und p’ verzweigt auch in
F1/Fo. Weil F1/Fy eine zyklische Erweiterung rationaler Funktionenkérper vom Grad ¢’ ist,
verzweigt p’ nach dem Lemma voll in Fy/Fp. Daher existiert eine zyklische Untergruppe H in
G(p) N G(p’) von der Ordnung e’. Der zugehdrige Fixkorper Fy ist nicht rational. Sind namlich ¢
bzw. t’ die von p bzw. p’ in Fg induzierten Stellen, so verzweigen alle Fortsetzungen von 1t und 1’
in Fy/Fp irregular (in F/Fy findet nur regulire Verzweigung statt). Daher ist der Grad der
Differente von Fy/Fo mindestens 2e; = 2[Fy : Fo). Die Geschlechtsformel fiir Fy/Fo zeigt,
daB Fy positives Geschlecht hat. Die Geschlechtsformel far F/Fy ergibt 29 — 2 = 2¢'— 2,
weil hier mindestens zwei Stellen voll verzweigen, und damit ¢” =< ¢g. Durch Einsetzen in (3.7)
folgt nun unter Beachtung von Satz 1 (b)

Il =20—1)(g+2)9-

. 4 g4
5 —1 g < 16g%.

D. Fy ist rational, und nur p ist in F/F; verzweigt. Es gibt eine unter & zu p konjugierte
Stelle p’, welche in F/Fy nicht verzweigt. Unter diesen Voraussetzungen folgt, daf p” in Fo/Fg¢
seine volle Verzweigungsordnung e erhilt. Das bedeutet nach (3.7)

(3.10) eé[Fo:Fc;}:—lgl—é?é(g-l)-
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Der in (3.7) auftretende Nenner N 138t sich wie folgt abschitzen:
(3.11) N=di—eé—e=de—ee—2é(g—1)=¢e(d—e—2(y—1)).
Die Geschlechtsformel fir F/F1 besagt:
20— 1)=—2a+d—e(—1)=d—e—e, d—e—2{g—1)=es.
Einsetzen in (3.11) ergibt N = e¢;&. Damit erhalte ich aus (3.7):

2(g — 1)ée’ey

l6) < =2¢/(g—1) S8(g + 1) (g — 1) < 16¢%.

€1€

E. Fy ist rational. In F/F ist nur p verzweigt. Alle unter G zu p konjugierten Stellen sind in
F[Fy verzweigt.

Ich kann ¢’ = 2 annehmen, weil sonst G = G(p) = G1(p) folgt. In diesem Fall ist die Ab-
schitzung 164 ohnehin richtig. Nach dem Lemma sind in ¥3/F¢ genau zwei Stellen, und zwar
beide voll, verzweigt. Eine davon ist p, die andere muB die Einschrénkung einer zu p unter G
konjugierten Stelle p” auf Fg sein. Weil alle diese Stellen Gber Fy, aber nicht iber F; verzweigen,
induzieren sie alle dieselbe Stelle auf Fy. Es folgt, daB alle unter G zu p konjugierten Stellen
p’==p untereinander in G1(p) konjugiert sind. Insbesondere gibt es genau e; solche Stellen. Die
volle Gruppenordnung ist demnach gegeben durch

(3.12) |G = |G(p)| (s + 1) =ere(er + 1).

Mit Fs bezeichne ich den Fixpunktkorper von Gs(p). Nach Satz 1 (c) ist Fa rational. Mit g =
= [F: Fq] ¢ilt die Abschitzung von Satz 1 (c):

(3.13) e <_.4_q_ 2
' TSV

Nun wihle ich eine Stelle p’=p, welche unter G zu p konjugiert ist. Sie verzweigt in F/Fy mit
dem Exponenten e¢’. Daber ist H = G(p) N G(p’) zyklisch von der Ordnung ¢’. Da p und p’
konjugiert sind, existiert ein Automorphismus o’ €@ mit »’p’ = p. Wegen w’p==p gibt es ein
Ze@i(p) mit Aw’p = p’. Ich setze w = Aw’ und erhalte

wp=yp, op=p.
Es folgt wee H und w-'Hw = H. Weil H zyklisch ist, gibt es eine ganze Zahl s, so daB fur
jedes ce H gilt

wlow = os.
Zur Bestimmung von s betrachte ich den Verzweigungscharakter y: G(p) — K*, wobei K*

die multiplikative Gruppe von K ist. y ist folgendermaBen definiert (Serre [12], S. 74 {.): Fir
ein p-Primelement = und ein o € G(p) ist

(o2 4
- = z(c) (mod p).

Allgemeiner gilt fiir beliebiges ze F'*
oz
(3.14) = 2(6)?p@) (mod p) .

Dabei bedeutet vy die zu p gehérige normierte additive Bewertung von F. Der Kern von y ist
gerade G;(p). Die Einschrinkung von y auf H ist wegen H M G1(p) =1 ein treuer Charakter
von H.

Ich wdhle eine Erzeugende x des rationalen Funktionenkorpers Fg, welche p’ als Nullstelle
und p als Pol besitzt. Der Divisor von z hat dann die Form

P p1 v
p— pq -
Die Nullstellen von z sind alle einfach, weil iiber Fg nur p verzweigt. Da F3 als Fixkérper von

(3.15) z
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Ga(p) galoissch Gber Fg ist und H die Stellen p und p’ festliBt, folgt 6z = ax fiir 0 € H. Dabei
ist @ ein Element von K*. Vergleich mit (3.14) ergibt

cx=y(o)2-z (ceH).

Folglich liegt z¢’ in Fz, dem Fixkérper von H. Wegen der Teilerfremdheit von ¢ == [F : K (z)]
und ¢ = [F: Fg] ist z eine Kummersche Erzeugende von F/Fgy (d.h. F = Fy(z), und die
irreduzible Gleichung fir = iiber Fy lautet 2 = we Fy). Da Fp invariant unter o ist
(w1 H o = H), bleibt auch wz eine Kummersche Erzeugende von F/Fy. Die Stellen p und p’
werden unter o vertauscht; wax ist also nach (3.15) ein p-Primelement, und es gilt fir c€ H

glwa)=y(c)-wz, owlcwr=y(s)-=z.

Vergleicht man das mit o low = ¢5 und 65z = y(67%2) - z und beachtet, daB y auf H ein
treuer Charakter ist, so folgt

(3.16) —sg =1(mode).
2 liegt in der abelschen Gruppe H, also
c=oNolow)w =wlotw = o5,
Das bedeutet s2 = 1(mod ¢’). Zusammen mit (3.16) heit das s = — g(mod ¢’), also
(3.17) wlow =012
fir jedes o € H, und weiter
(3.18) g% = 1(mod ¢’).

Mit (3.12), (3.13) und (3.18) sind die wesentlichen Hilfsmittel zur Abschitzung der Ordnung
von G bereitgestellt.
Die Zahl r = (g% — 1)/¢’ ist nach (3.18) ganz. Damit besagt (3.12):

L 49(? —1)g% [ 4q4° )
(3.19) |G| =ed(a+1)< PP <(q__1)2 1],
16 [ ¢ )2.q+1. 49 gt1

6] = — (q—-l, p— 9+ —1

Ich behandle zuerst den Fall r = 2.

Fiir ¢ = p ist F eine zyklische Erweiterung von K (z) vom Grad p, in welcher nur der Pol
von z verzweigt. Dann existiert ein Element y, so daBl F = K (=z, y) ist und die irreduzible Glei-
chung von y iiber K(z) die Gestalt

y? —y = B(x)

hat, wo B(x) ein Polynom in z ist (Hasse [2]). Die Automorphismengruppe eines solchen Funk-
tionenkérpers untersuche ich genauer in [13]. Wegen G==G(p) und ¢’ < p2 — 1 lassen sich =
und y dann so normieren, daB ihre irreduzible Gleichung von der Form

(3.20) yPLy=2am, m=2, p=-—1lmodm), m<p

ist ([13], Satz 7 und 5). Die Ordnung von G ist in dem Fall kleiner als 16¢# ([13], Satz 7).
Im folgenden kann ich ¢ = p? annehmen (weiterhin ist r = 2). Fir p = 3 gilt ¢ = 9, also
besagt (3.19)

321 G<8.92.5.4 5. «n2
(38.21) |G = (g)z-g—}- = g%.

Der Faktor bei g4 ist kleiner als 13, und aus der Geschlechtsformel fiir F/F; folgt
29—2=—-29+3(¢—1),

weil Fo der Fixkorper von Ga(p) ist. Das bedeutet 9 < ¢ < 29 + 1, mithin 5 < g+ 1 und
g/2 =< g -+ 1. Nun ergibt (3.21)

|Gl £13 g% + (g + 1)2-g2 < 16- g%,

v
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Fiir p = 2 ist 7 als Teiler von ¢2 — 1 ungerade. Ist r =3 und ¢ = 8 oder r =5 und ¢ =4,
dann folgt genauso die Abschitzung |G| < 16g%. Es bleibt daher auBer dem Fall r =1 (d.h.
¢ = ¢% — 1) nur noch die Moglichkeit p = 2, g =4, ¢ = }(g2 — 1) = 5 zu diskutieren. Ich
werde zeigen, daB dieser letzte Fall gar nicht auftritt und daBl im Falle ¢’ =¢2 — 1 der im
Hauptsatz genannte Ausnahmefall ¥ = K (z, y) mit der irreduziblen Gleichung y7 - y = z¢+1
vorliegt (dabei wird = eventuell um einen Faktor aus K abgeindert).

Zunichst sei ¢’= g2 — 1. Ich betrachte die Erweiterung F/K (2¢’). Hier sind genau der Pol p
und die Nullstellen p’, p1, ..., Pg—1 von z verzweigt, und zwar voll bzw. mit der Verzweigungs-
ordnung e = g2 — 1. Das liegt daran, daB in K (x)/K (z¢') genau die Nullstelle und der Pol von
« verzweigen, wihrend iiber F2 = K () nur noch p verzweigt ist. K (x¢) ist in Fp enthalten,
weil = eine Kummersche Erzeugende von F iiber Fy ist. Wegen g = [Fy: K (2¢')] < ¢’ mussen
also die Stellen pi1, ..., pg—1 auch noch iber Fy verzweigen. Zusammen mit p und p’ sind das
dann alle Verzweigungsstelien von F/Fy.

Der Automorphismus @ 148t Fg invariant und permutiert daher die Verzweigungsstellen von
F[Fg. Weil dabei p und p’ vertauscht werden, werden die Stellen py, ..., pg-1 untereinander
permutiert. Ich bilde

3.22 ud

(3.22) y=

Nach (3.15) hat y den Divisor
p’q+1

(3.23) v

weil sich die Stellen pi, ..., Pp—1 gegen wpi, ..., wps-1 wegkirzen. Folglich ist [F: K (y)] =
=q - 1, und wegen [F: K (z)] = q folgt F = K(z, y).

H ist zyklisch von der Ordnung ¢2 — 1. Demnach existiert eine Untergruppe der Ordnung ¢+ 1,
nimlich die Menge aller 0 € H mit ¢2t1 = 1. Von diesen Automorphismen wird y festgelassen:

ox x(c— Nz

Y= Gar T woin 8- GAT)
_xle e gy —
= e = Ty =y

K (y) liegt daher im Fixpunktkorper dieser Gruppe der Ordnung g -1, d.h. K(y) ist der genaue
Fixkorper. Das folgende Diagramm verdeutlicht die Lage der einzelnen Kérper zueinander;
auflerdem sind die jeweiligen Korpergrade angegeben.

F
a/ g+1
Fo = K(2)
K(y)
¢ lq—l
Fg
q
K (x¢")

p; sei eine der Stellen pi, ..., pg-1. In Fg/K(z¢') verzweigt p; hochstens von der Ordnung
g — 1, weil p; und p” Fortsetzungen derselben Stelle von K (z¢') sind und p” iber Fg voll ver-
zweigt. In K (y)/F g ist p; unverzweigt, denn hier verzweigen p und p’ voll und X (y) ist rational.
Diese beiden Stellen sind daher die einzigen Verzweigungsstellen in K(y)/Fg, wie die Geschlechts-
formel zeigt. In F/K (z¢') hat p, die Verzweigungsordnung ¢2 — 1. Daher ist p; dber K (y) voll
verzweigt, d.h. in F/K (y) sind genau die ¢+ 1 Stellen p, p’, p1, ..., Pg-1 verzweigt, und zwar
alle voll.
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Die Geschlechtsformel fiir F/K (y) ergibt nun
2g—2=—-20+1)+(g+1)g.
Folglich hat F das Geschlecht

g(g—1)
—

=

Ich will das irreduzible Polynom zwischen z und y aufstellen. z¢+1 liegt in K (y), da x eine Kum-
mersche Erzeugende von F/Fy ist. 2¢t! hat nur p als Pol, ebenso y. Das bedeutet

(3.24) 241 = A (y),

wo A (y) ein Polynom aus K [y] vom Grad g ist. Es wird sich herausstellen, daB 4 (y) die Gestalt
Ay) = ay? + by mit a, b==0 hat.
Fiir eine ganze Zahl ¢ sei L(p*) die Menge aller Elemente von F, welche nur p als Pol haben,
und zwar héchstens von der Polordnung ¢. Der Vektorraum L (pt) hat endliche Dimension iiber K.
Ich betrachte insbesondere den Raum L{p2¢-1). Die Elemente

(3.25) iyl mit , =20, (+j<qg—2
liegen alle in L(p%9-1). Nach (3.15) hat nimlich z den Nenner p¢, wihrend y den Nenner pa+l
hat (3.23). Demnach besitzt 2y den Nenner pie+i¢+l), Diese Polordnung l48t sich wie folgt
abschitzen:
g+l +1)=(0+9)@+1)=@—2)¢+1 nach (3.25
<qlg—1)—1=2g9—1.

Durch (3.25) sind genau [g(g — 1)]/2 = g verschiedene Elemente definiert. Weil ihre Polordnun-
gen paarweise verschieden sind und L (p29-1) nach dem Riemann-Rochschen Satz die Dimension ¢
hat (Chevalley [1], S. 32, Kor. zu Theorem 6), bilden sie eine Basis dieses Raumes. Der Unter-
raum L(p?*l) wird dann offenbar von 1, z, y aufgespannt.

T sei ein Automorphismus aus Gz(p), der Gruppe von F/K (x). Dieser Automorphismus laB8t p
fest und bildet daher L(p?+1) in sich ab. Insbesondere gilt

Ty =cy + P:(2).

Dabei ist P,(x) ein Polynom in z vom Grad 0 oder 1. Der Koeffizient ¢ verschwindet nicht,
weil auch 7y die Polordnung ¢ + 1 hat. Aus 79 =1 folgt ¢ = 1 und damit ¢ = 1. Wegen

Prp(a) = P (x) + Po(x)
bilden die Polynome P:(r) eine additive Gruppe. Daher wird durch

(3.26) A*@y) = [] g+ P:(a)
T€@2(p)
ein additives Polynom in y iiber X (z) definiert. A*(y) hat den Grad ¢ und ist unter allen Auto-
morphismen von F/K (z) invariant, liegt also in K (x). Weil das irreduzible Polynom zwischen «
und y bis auf einen konstanten Faktor eindeutig bestimmt ist, folgt durch Vergleich von (3.24)
und (3.26)
Ay =d-4*@y) +d’

mit d==0. Der Summand d’ verschwindet, weil 4 (y) und 4*(y} die gemeinsame Nullstelle p’
haben. Mithin ist auch A4 (y) ein additives Polynom.
Ich setze ¢ = p* und erhalte aus (3.24)

(3.27) T = anyP” + Gy + o a4+ a0y

Auf der rechten Seite steht gerade 4 (y). Die Koeffizienten a, und ap verschwinden nicht, weil
F/K (z) den Grad p» hat und separabel ist.
Als nachstes zeige ich, daB die Koeffizienten ay—-1, ..., a1 in (3.27) verschwinden. Dazu be-
trachte ich die Wirkung des Automorphismus w auf (3.27).
. o bildet Fy in sich ab, und weil K (y) der einzige Oberkérper von Fy vom Grad g— 1 iiber



Vol. XXIV,1975  Automorphismen algebraischer Funktionenkérper I 543

Fpy ist, bleibt auch K (y) invariant unter w. Die Stellen p und p” werden von w vertauscht, d.h.

wy=fly
mit f==0. Zusammen mit wz = a/y (vgl. (3.22)) ergibt (3.27)
(3.28) 2t =yt fOty P 4 Py ) =

=apfyP" + o 4 ap P yPm TP L e g [Py
Der Koeffizientenvergleich von (3.27) und (3.28) zeigt a =0 fir 1 £k <n — 1, d.h.

2 =apy? + apy, an,00=0.

Weil K algebraisch abgeschlossen ist, gibt es Elemente a, b in K mit %71 = a7’a,, b4l = aj’a.
Ich setze y* =ay und z* = bz und erhalte

y* +y*=ala? iyt +y) = a7l alany? + aoy) = betladtl = gratl,
Es gilt also F = K (2*, y*) mit
(3.29) Y*e 4 y* = x¥e+l,
Den durch (3.29) definierten Funktionenkérper untersuche ich in [13] genauer. Er hat das Ge-
schlecht g =4 ¢(g — 1), also g = 2 fiir ¢ = 3 ([13], Satz 1). Seine Automorphismengruppe hat
die Ordnung

[¢] =3¢+ 1) (¢ — 1) > g*(g — 1)* = 16¢*
([13], Satz 7).

Der Beweis des Hauptsatzes ist damit auBler fir den Fall p = 2, ¢ = 4, ¢’ = 5, der vorhin
ausgelassen wurde, gefiihrt. Dieser Fall 1Bt sich ganz dhnlich wie der Fall ¢’ = ¢2 — 1 be-
handeln:

Jetzt ist H = G(p) N G(p’) von der Ordnung 5 und [Fy : K (25)] = 4. In F/K (z°) verzweigen
auber p genau die Stellen p’, p1, p2, ps, und zwar mit der Verzweigungsordnung 5. In F/Fy
verzweigt eine Stelle entweder gar nicht oder voll, weil diese Erweiterung galoissch von Primzahl-
grad ist. Es folgt, daB in F/Fg genau die Stellen p, v’, p1, p2, b3 verzweigen. und zwar alle voll.
Wie im Fall ¢’ = ¢2 — 1 folgt, daBl der Auntomorphismus w die Stellen p;. pz, pz permutiert.
Daher hat y = 2/wz den Divisor
p’s
pd
y liegt im Fixkérper von H, denn far ¢ € H gilt

Y=

Folglich ist Fgr = K ().
Nun 148t sich der Beweis wie bei ¢’ = g2 — 1 weiterfihren. Nach eventueller Normierung
von z und y kommt man zu F = K (z, y) mit der definierenden Gleichung
vty =2
Fiir diesen Korper gilt jedoch ¢" = 15==5 ([13], Satz 5); also tritt der Fall p = 2, ¢ =4, ¢’ =5
gar nicht auf. Damit ist der Beweis des Hauptsatzes beendet.

Bemerkung. Bei (3.20) habe ich die erst in [13] bewiesene Tatsache benutzt, daB im Fall
e’ < p2 — 1 der durch
y?—y= B=)

definierte Funktionenkérper K (z, y) eine Automorphismengruppe der Ordnung |G| < 16g4 hat.
Far p = 11 bekommt man diese Abschitzung direkt aus (3.19) (vgl. (3.21)).
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