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Uber die Automorphismengruppe eines algebraischen 
FunktionenkSrpers yon Primzahlcharakteristik 

Teil I: Eine Absch~itzung der 0rdnung der Automorphismengruppe 

Von 

~-~ENNING STICBffrENOTH 

EinleRung. F sei ein algebraischer FunkCionenkSrper einer Variablen fiber einem 
algebraisch abgeschlossenen KSrper K als KonstantenkSrper. F habe die Charak- 
teristik p > 0 und das Geschlecht g > 2. Dann ist die AutomorphismengTuppe G 
yon F / K  endlich. 

Ffir p --= 0 wurde die Endliehkeit yon G yon Hurwitz [4] gezeigt. In dieser Arbeit 
gab Hurwitz aueh eine Abseh~tzung ffir die Ordnung yon G an: 

(0.1) [Gt ~ 84(g--  1) (bei p = 0). 

Diese Absch/itzung ist seharf; es gibt ]Sunktionenk6rper der Charakteristik 0 yon 
beliebig hohem Gesehlecht, deren AutomorphismengTuppe die Ordnung 84(g--1) 
besitzt (Maebeath [7]). 

H. L. Sehmid [11] bewies die Endlichkeit yon G im Fall T > 0, andere Beweise 
stammen yon Iwasawa und Tamagawa [5] sowie yon Rosenlicht [10]. Schmid gab 
ffir T----2 Beispiele an, welehe zeigen, dab die Absch/~tzung (0.1) bei Primzahl- 
charakteristik nicht allgemein gfiltig ist. 

Naeh Roquette [9] bleibt die Hurwitzsche Absch/itzung (0.1) jedoch aueh bei 
p > 0 unter tier zus/itzliehen Voraussetzung g < p -  1 riehtig, abgesehen yon 
einer Ausnahme. Diese Ausnahme tr i t t  bei dem dutch 

(0.2) y V  - -  y : x 2 

definierten FunktionenkSrper F ~ K ( x ,  y) ffir p > 5 auf. F hat das Gesehlecht 
g --~ �89 --  1), seine Automorphismengruppe ist yon der Ordnung 8 g ( g - - 4 - 1 )  (2g~-1). 

Mit denselben Mitteln wie bei Roquette l/iBt sich zeigen, dab die Absch~tzung (0.1) 
auch noeh ffir g ----- p -- 1 gilt. Aueh bier tr i t t  jedoeh bei p > 5 wieder ein Aus- 
nahmefall auf, n~mlieh der K6rper K(x,  y) mit der definierenden Gleiehung 

(0.3) y P  - -  y . ~  x 3 . 

Seine Automorphismengruppe hat fin Falle p = 1 (rood 3) die Ordnung 3 g ( g  --? 1), 
im Fall p - --1 (rood 3) die Ordnung 3g(g -4- 1) (g -~ 2) (vgl. Stichtenoth [13], 
Satz 5 und 7). 
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In  der vorliegenden Arbeit  gebe ich eme Absch~tzung ffir die Ordnung der Auto-  
morphismengruppe G eines algebraischen Funkt ionenkSrpers  einer Variablen vom 
Geschlecht g ~ 2, dessen Kons tan tenk6rper  K algebraisch abgeschlossen ist und die 
Charakterist ik p > 0 besitzt. Als wichtigstes Resul ta t  beweise ich den 

Hauptsatz.  Bis au/ die unten angegebenen A usnahme]Slle l~]3t sich G abschiitzen durch 

LGE < 16.g4 

Die Ausnahmen sind /olgende: F = K (x, y) mit  der de/inierenden t~elationl) 

(0.4) yp" _~ y _~ xpn+l, pn > 3. 

Hier gilt g = �89 p n ( p ,  __ 1) und [G I =pan(pan  -4- 1)(p~.n _ 1), d.h. IG] ist etwas 
grSfler als 16.g4. 

Die Idee zum Beweis des t Iauptsa tzes  ist dieselbe wie bei Hurwitz  [4] und  bei 
Roquet te  [9] : Man bet rachte t  die KSrpererweiterung zv/•a, wobei FG der FixkSrper 
yon G ist. Diese Erweiterung ist endlich und  galoissch. H a t  zv~ das Geschlecht g~, 
so besagt die Riemann-Hurwitzsche Geschlechtsformel (ira folgenden zitiert als ,,Ge- 
schlechtsformel") 

(0.6) 2 g - - 2 - - - - i G l ( 2 g g - - 2 ) - ? d .  

d bedeutet  dabei den Grad der Differente yon .F/Fa. Er  h~ngt  eng mit  dem Ver- 
zweigungsverhalten der Stellen y o n / 7 ~  in F zusammen.  

Wenn  zva nicht  rational ist oder genfigend viele SteUen in F / F a  verzweigen, 
liefert die Geschlechtsformel sehr schnell eine Absch/itzung yon  I G I" Schwierigkeiten 
treten auf, wenn E~ rational ist und  hSchstens drei Stellen y o n / ~ a  in F verzweigen. 
Es ist dann  erforderlich, die Verzweigungsordnung e einer einzetnen Stelle p yon  F 
in F /Fr  abzusch~tzen, e l~13t sich deuten als Orchaung der Verzweigxmgsgruppe 
G(O) = {a~  G I a p  = p}. Diese enth~ilt als normale p-Sylowgruppe die erste Ver- 

zweigungsgruppe G1 (O)- 
I n  Satz 1 gebe ich eine Schranke far  die Ordnung el yon  G1 (~) an, ngmlich 

4 p  
(0.7) e x <  - - g 2  (falls g>--p) .  

= ( ~  _ 1)2 

1) LEOPOLDT [6] untersuchte die Automorphismengruppe des Fermatschen Funktionenk6rpers 
K(u, v), der definiert ist durch 
(0.5) u k + v  ~ + 1 = 0 ,  k > 4 .  

Die Ordnung seiner Automorphismengruppe G liegt im allgemeinen in der Gr6$enordnung 12 �9 g. 
Ausnahmen treten genau dann auf, werm der Exponent k yon tier Form pn § 1 ist. Dana ist 
die Ordnung yon G grSl3er als 16 �9 9 4, d.h. es mu$ der im I-Iauptsatz genannte Ausnahmefall 
vorliegen. Sind u, v Erzeugende des Fermatk6rpers mit der Relation (0.5) und k = pn + 1, 
so erhiilt man Erzeugende x, y welche (0.4) effiillen, durch 

b 
X = v _ b u  , y = u x - - a .  

Dabei sind a, b Elemente aus K mit der Eigenschaft 

aP ~-~ a = -- 1, bP~+ 1 = -- 1. 
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Der Beweis dieser Abseh~tzung wird zurfiekgeffihrt auf die Bestimmung yon G1 (p) 
ira Spezialfall F ~- K (x, y) mit der definicrenden Gleichtmg 

(0.8) yV -- y __ B(x), 

B (x) e K [x], grad B ~ 2, (p, grad B) ---- 1. 

p bedeutet hier den Pol yon x. 
In Satz 2 wird die Ordnung e" yon G (p)/G1 (p) durch 

(0.9) e' =< 4 g + 2 

abgesch/itzt. Der Beweis des Hauptsatzes stfitzt sieh dann im wesentliehen auf die 
Absch/itzungen (0.7) und (0.9) sowie auf eine ausffihrliehe Diskussion der Gesehlechts- 
formel (0.6). Aul3erdem werden einzelne Tatsachen aus [13] benutzt. 

In der demnKehst erscheinenden Arbeit [13] werde ich eine Klasse yon Fnnl~- 
tionenkSrpern untcrsuehen, die als Speziaff/flle u.a. die F~lle (0.2), (0.3), (0.4) trod 
(0.8) enth~lt. Dort werden insbesondere die AutomorphismengTuppen dieser Funlc- 
tionenkSrper explizit bestimmt. 

FOr die Anreg~ng zu dieser Arbeit und viele wertvolle Hinweise bei ihrer Ent- 
stehung danke ieh t terrn Prof Dr. P. Roquette sehr herzlich. 

Bemerkung. Inzwischen wurde mir eine Arbeit yon Singh 2) bekannt, die sich mit 
demselben Thema befaBt. Singh gibt die Absch~tztmg 

= p - 1 \ p  - 1 + 1 ( p  _ 1)-----7 + 1 . 

Ffir i~ =--- g =< �89 p2 ist diese Sehranke etwas besser als die yon mir gegebene, w/~hrend 
sie for groBes g sehleehter wird, da sie das Gesehleeht g in der 5. P o ~  enths 

1. Geschlechts- und Differentenformel. Grundlegend fOr die Abschnitte 2 und 3 sind 
die Riemann-Hur~tzsche Geschlechtsformel sowie der Zusammenhang zwischen der 
Differente einer KSrpererweiterung und den hSheren Verzweig~ngsgTuppen der in 
dieser Erweiterung verzwei~en Stellen. Diese Tatsaehen sollen hier kurz zusammen- 
gestellt werden. 

F*/K sei ein algebraischer FunktionenkSrper einer Variablen, K algebraiseh ab- 
gesehlossen yon der Charakteristik p > 0. Is t  .F/F* eine endliehe KSrpererweiterung, 
so besteht zwischen den Gesehlechtern g yon .F bzw. g* yon 2'* die Beziehung 

(1.1) 2 g - - 2 = [ . F : . F * ] . ( 2 g * - - 2 ) ~ d .  

Dabei is$ d der Grad der Differente yon .F/F* (vgl. Chevalley [1] S. 106, Kor. 2). 
d ist die Summe der Exponenten d(o), mit denen die in .F/F* verzweig~en Stellen p 
yon F in der Differente dieser Erweiterung aufgehen. Die Formel (1.1) heist Ge- 
sehleehtsformel. 

2) BALWANT Sr~GH, On the  group of automorphisms of a function field of genus a t  least two. 
Die Arbei t  ~ a r d e  der  Mathemat ischen Zeitschrift  eingereicht. 
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Ab jetzt wird vorausgesetzt, da$ F/F* galoissch ist; U sei die zugehSrige Galois- 
gTuppe, ql . . . . .  qr seien sgmtliehe Stellen yon F*,  welche in F/F* verzweigen; P1 
sei eine beliebige Fortsetzung yon q1 auf F (1 ~ ] __< r), e(qj) die Verzweigungs- 
ordnung yon pj fiber qj und d(qj) der Exponent  yon pj in der Differente yon F /F* .  
Weft .F/F* galoissch ist, hgngen e (@ bzw. d(qj) nur yon qj, nicht aber yon der ~ffll- 
kiirlich gew/~hlten Fortsetzung pj ab. Wegen der algebraisehen Abgesehlossenheit des 
Konstantenk6rpers treten keine Restklassengrade auf, und daher gibt es genau 
I U I/e (@ versehiedene Fortsetzungen yon q~ auf F. Folglieh l~St sich d ausdrticken 
dutch 

(1.2) d = ~% I v l  .~ e(q~) d(qj) = lVl ~ d(qj) 
j=~  e(qj) 

Ich will nun den Exponenten d(~), mit dem eine Stelle p yon -F in der Differente 
yon .F/F* aufgeht, genauer bestimmen. Dazu betraehte ich die Reihe der Ver- 
zweigungsgTuppen U~(P) yon p in .F/F*. Diese sind folgendermaSen definiert: 

UoCp) = {~e v l ~ p  = p}, 

U~(~p) = {(;eUlazt-=~(modp~+l)} fiir i > 1. 

~t ist dabei ein beliebiges Primelement fiir p (Serre [12] S. 69f.). Es gilt 

Uo(V) ~ u l ( p ) ~  ry~(p) ~= .. . .  

und fiir geniigend groSes n ist U~(p) = 1. Die Ordnung von U0(p) ist gerade e(p), 
die Verzweigungsordmung yon p in F /F* .  Fiir i _>_ 1 sind die U~(~) alle normal in 
U0(p) und in UI(V). Die erste Verzweigungsgruppe UI(p) ist eine p-Gruppe, und 
Uo(~) ist semidirektes Produkt  yon UI(p) mit einer zyklischen Gruppe H, deren 
0rdnung zu p teihrfremd ist (Serre [12] S. 75, Kor. 4). Insbesondere ist Uo (o)/U1 (p) 
zykliseh yon zu p teilerfremder 0rdnung. p heist  regulgr verzweigt in F/F*, falls 
Ui (p) = 1, andernfalls spricht man yon irregul~rer Verzweigung. 

Der Exponent  d (p) driiekt sieh mit Hilfe der Verzweigungsgruppen so aus (Serre 
[12] S. 72, Prop. 4): 

(,.3) d(p) = Y(IU, (o ) I  - 1). 
i = 0  

Diese Formel wird im folgenden als ,,Differentenformel" zitiert. SpezieU bei regxd/irer 
Verzweig~ng besagt sie d ( p ) =  e ( p ) -  1. 

2. Die Gruppe G(I~ ). In diesem Absehnitt ist -F/K ein FunktionenkSrper yore Ge- 
sohleeht g > 1. Hier werden elliptische FunktionenkSrper also noch nieht aus- 
geschlossen, p ist eine fest gewghlte Stelle yon -Fund  G (p) die Gruppe aller Auto- 
morphismen yon F/K, welche p festlassen. Naeh 1~. L. Sehmid [11] und Iwasawa- 
Tamagawa [5] ist G (p) endlich. Ziel dieses ParagTaphen ist es, die Ordnung e ---- e (p) 
yon G (p) abzuschgtzen. 

-Fo sei der Fixk6rper yon G (p). Die Reihe der VerzweigungsgTuppen yon ~ in F/-Fo 
bezeiehne ioh mit G(p) = G0(p) D G~(p) D . . . .  die zugehSrigen Fixk6rper mit -F0, 
F1 . . . . .  die Ordnung yon G~ (p) ]nit e~. Nach Abschnitt 1 ist q die h6chste Potenz 
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y o n  p, we lche  in  e au fgeh t .  D e r  Q u o t i e n t  e/r werde  m i t  e' beze ichne t ,  ei  bzw.  r 

w e r d e n  e inze ln  in  Sa tz  1 bzw.  Sa tz  2 a b g e s c h ~ t z t .  D ie  h ier  g e g e b e n e n  S e h r a n k e n  ver -  

bessern  die sehon  y o n  I w a s a w a - T a m a g a w a  g e g e b e n e n  ([5] T h e o r e m  1) u n d  lassen 
sieh n i e h t  m e h r  ve r seh~r fen  (siehe die  Beisp ie le  i m  Ansch lu~  an  Sa tz  1 u n d  2). 

Satz 1. (a) Ist F i  nicht rational, so ist ei ~ g. 

(b) Ist Fi rational und Bind i~ F/Fi antler p noch weitere Stellen verzweigt, gilt 

P 
p _ l  g 

(c) Ist F i  rational und ist in F / F i  nur O verzweigt, so ist auch F2 rational. In  diesem 
4e~, 4p  

Fall gilt ei ~ (e2 -- 1~ g~ < g2 
- = (p  _ 1)2 

Beweis .  Ich betraehte die Erweiterung F/Fi yore Grade el. Hat  F i  das Geschleeht gi,  so 
besagt die Gesehlechtsformel (1.1): 

(2.1) 2g --  2 ~ ei(2gi  - -  2) ~- d. 

Dabei bezeichnet d den Grad der Differente yon F/Fi. Die Stelle ~ ist in F/iVi roll  verzweigt, 
und da ei eine p-Potenz ist, haben die nullte und erste Verzweigungsgruppe yon p in F/Fi die 
Ordnung ei. Nach der Differentenformel (1.3) l~iBt sich demnaeh der Beitrag yon )p zum Dif- 
ferentengrad absch~itzen dureh 

(2.2) d(p) ~ 2ei  -- 2. 

Im Fall (a) ist gi positiv. (2.1) und (2.2) ergeben sofort die Absch~tzung 

2 g - - 2 ~ d ~ d ( o ) ~ 2 e l - - 2 ,  also e i ~ g .  

Von jetzt  an sei gi ---- 0. Dann vereinfacht sich (2.1) zu 

(2.3) 2 g - -  2 = -- 2ei + d. 

Im Fall (b) ist aul~er p noch mindestens eine weitere Stelle q yon F i  in Y verzweigt, e(q) sei 
die Verzweigungsordnung yon q, d(q) der Exponent  einer Fortsetzung yon q in der Differente 
yon F/Fi. Weil e(q) eine Potcnz yon p ist, folgt wieder aus der Differentenformel (1.3) 

d(q) ~ 2e(q) --  2.  

(2.3) ergibt nun unter Beaehtung yon (1.2) und (2.2) 

d(q)  e(~)  - -  1 
2 g - - 2 ~ - - 2 e l + d ( ~ ) ~ e l  ~ --  2el  -~ 2ei --  2 -{- 2 e i ~ ,  

e (q) e (r 
e(q) --  1 p -  1 

g _--> - -  ei ~ ei. 
eCq) p 

Dies ist gerade die Behauptung yon Satz 1 (b). 

Ich betrachte nun die Situation (e), in der F i  rational und nur ~ in F/F1 verzweigt ist. Zu- 
nichst  beweise ieh, dal] auch F2, der FixpunktkSrper yon G2 (~), rational ist. 

Der Different~n~ad yon F/Fi sei di ,  der yon F/F2 sei d2 und der yon F2/FI sei d*..Wegen 
der Transitivit~tseigenschaft der Differente (Serre [12], S. 60, Prop. 8) gilt 

(2.4) dl = d2 ~ IF : F2] d* ~ d2 -~ e2 d*.  

Weil in F/Fi nur ~p verzweigt, sind die Grade di ,  d2, d* genau die Exponenten yon ~ in den 
einzelnen Differenten. Folglich ist wegen der Differentenforme] (1.3) 

r 1 6 2  r  

(2.5) di = 2(ei --  1) + ~. (e4 --  1), 42 = 2(e2 --  1) -{- 5 (]H~] --  1). 
i=2  i = 2  

34* 
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Ho, Hz . . . .  ist hier die Reihe der Verzweigungsgruppen yon p in _~/F 2. Da aber 2'2 der Fix- 
kSrper yon G3(0) ist, stimmen ffir i > 2 die Gruppen H~ und G~(p) fiberein, d.h. die in (2.5) auf- 
tretenden Svmmen shad gleich: 

dl --  2(ez - -  1) = d2 - -  2(e2 --  i ) .  

Der Vergleieh mit (2.4) ergibt 

d * = 2  el - - 2 .  
s  

Die Gesehleehtsformel ftir Fo/F1 zeigt dann, dal3 F2 yore Gesehlecht 0, also rational ist. 
k sei die ldeinste naturliche Zahl mit k > 3 mad Gk(p):4:.Gs(O). Ebenso wie Go(0) ist anch 

G~ (0) normal in G1 (10). Naeh der Theorie der p-Gruppen existiert ein ~Iormalteiler G' yon G1 (0), 
weleher zwisehen G0(0) trod G~(O) liegt und in Go(O) den Index p hat  (Huppert [3], S. 301, Satz 
7.2.d). F" sei der Fixk6rper yon G'. Ieh will das Gesehlecht g' yon _F' bereclmen. 

do sei wieder der Differentengrad yon F/F0,  der yon .F/F' sei d'  mad der yon F'/F2 sei d. _~dan- 
lieh wie in (2.4) mad (2.5) gelten bier die folgenden Beziehungen: 

e0 
(2.6) d3 = d" + T 2,, 

oo 

d3 = k(e3 - -  1) + ~ (e~ - -  i ) ,  
i=k 

Die d r i t~  Gleiehtmg ergibt sieh daraus, dab G" zwisehen Gz (0) mad G~ (1~) liegt. Aus (2.6) bereel~et 

sieh d zu 
J= k ( p -  1). 

Die Gesehleehtsformel ftir ~v'/Fo liefert nun 

(2.7) g ' =  �89 - 2)(p - 1). 

Wegen k > 3 ist T" nieht rational. E ' /F1 ist galoissch, weil G" normal in Gl(p) ist. p '  sei die yon 
ha _~" haduzierte Stelle, GI (~') die p-Sylowgruppe derjenigen Gruppe yon Automorphismen yon 

.F'/K, welche p'  festlassen. Dann l~$t sich G10p)/G" als Untergruppe yon G1 (0") auffassen. 
E'/-~2 ist wegen [Go (~) : G'] = p zykliseh yore Grad p mit nut  einer Verzwei~mmgsstelle, n~m- 

lieh p'. Ieh wi~hle eine Erzeugende x yon Fs/K,  welehe P" als Pol hat. Naeh Hasse [2] existiert 
eine Artin-Schreiersche Erzeugende y yon F ' /F3 ,  deren irreduzible Gleiehmag t ibe r / ' 3  = K(x) 
die Gestalt 

(2.8) vp - y = Z ( z )  

hat. B(x) ist dabei ein Polynom in x, dessen Grad zu p teilerfremd ist. 
FunktionenkSrper E ' =  K(x ,  y) mit der definierenden Gleiehung (2.8) werden in [13] genauer 

untersucht. Insbesondere wird dort die Gruppe G1 (p') dutch 

4p  
(2.9) [ G1 (p') I g - -  g,3 

- ( p -  1)3 

abgeseh~itzt ([13], Satz 4). Nun ist G1 (O)/G" eine Untergruppe yon GI(O'), also 

(2.x0) IGx(0)I ~_ [G, l _ ~  g,z - -  (/94e~ 1) 2 g,2 ----- eo(k -- 2) 2 

unter Benutzung yon (2.7). 
Aus der Gesehlechtsformel ftir ~/lv0 folgt 

2 g - -  2 > -- 2eo q- k(eo --  1) 
mad daher 

2g 
k - 2 < - -  

eo --  1 
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Setzt man dies in (2.10) ein, ergibt sich schlieBlieh 

4e2 
e l ~ - -  2 

- -  ( e 2 -  1) 2g  " 

Der Beweis yon Satz 1 ist damit beendet. 

Bemerkungen. 1. Fiir F = K (x, y) mit  der definierenden Gleichung 

y ~  ~ Y = xpk~+l 

ist die Gruppe G1 (p) des Pols ~0 yon x (x besitzt nur einen Pol) yon der Ordnung 

4e2 

(e2 -- 1) ~ g~" 

])as wird in [13], Satz 5 bewiesen. In diesem Sinne ls sieh die Abseh~itzung yon Satz 1 (e) 
nicht verbessern. 

2. Im Beweis yon Satz i habe ieh die Endliehkeit yon G1 (O) sehon vorausgesetzt. I)ureh gering- 
ffigige _~mderungen karm aber mit  den gleiehen Mittein die Endliehkeit bewiesen werden. Der 
entscheidende Schritt beim Beweis der Endliehkei~ ist n~mlich der l~achweis, dab jede endliehe 
UntergTuppe Yon G1 (~) yon beschr~nkter Ordnung ist (vgl. Iwasawa und Tamagawa [5]), mad 
das wird in Satz 1 bewiesen. 

S a t z  2.  7Die Ordnung e' yon G ( p ) ] G I ( p )  wird abgescMitzt dutch 

e ' < _ _ 4 g + 2 .  

Bewei s .  G(O) ist semidirektes Produl~ yon G1 (p) mit  einer zyklisehen Gruppe H. Beim Rest- 
klassenhomomorphismus G(O)--> G(10)/GI(p) wird H also isomorph abgebildet trod besitzt die 
Ordnung e'. Der FixkSrper FH yon H habe das Gesehleeht g~/. Die yon p versehiedenen Ver- 
zweigungsstellen yon F~/ in .F/FH seien ql,  . . . ,  qr, die Verzweigungsord.uung yon qj in F/.FH 
sei e (qi). Die Gesehlechtsformel ffir F /FH besagt 

2 g  - -  2 = e'(2g_H - -  2) ~ d. 

I)er Grad d der Differente yon F[FH l~Bt sich bier leieht angeben, denn wegen (e', p) = 1 sind 
alle Stellen 0, ql . . . . .  qr regul[ir verzweig% Das bedeutet nach (1.2) 

~ d(q,) e ' - - l - } - e ' ~  e ( q , ) - - I  d = d(p)  + e = _~ ~(QJ) j=~ ~ ~  

Einsetzen in die Geschleehtsformel gibt 

e (q~) -- 1 
(2 .11)  2 g -  1 = ~'(2 g .  - 1) + ~'=~ e(~j) 

Is t  gH positiv, folgt sofort e" ~ 2g - -  1. Im folgenden kann ieh also gH ---- 0 annehmen. (2.11} 
lautet dama 

(2 .12)  2 g - l = e '  ~ I . 
~j= 1 e (q~) 

Kein Summand ist dabei kleiner als �89 l~iir r _>_ 3 folgt daher aus (2.12) die Absch~itzung e' _~ 
2 ( 2 9 -  1). Dieselbe Abseh~tzung bleibt fiir r = 2 gffltig, falls 

e ( ~ )  - ~ e(q~) - 1 ~ 

eCq~-~)-- + e(q2) - -  2 " 

Der Fall r = 1 oder r ----- 0 kaxm nioht vorkommen, denn die linke Seite yon (2.12) ist positiv. 
Ordnet man e (q~) und e (q2) der GrSBe naeh, so bleiben nur noeh die folgenden F~lle zu diskutieren: 

(2.13) e(q~) = 3 ,  e(q~) = 5; 
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e(qz) = 3, e(qo) = 4; 

e(ql) = 3, e(q2) = 3; 

e(ql) = 2, e(q2) ~ 3; 

e(ql) = e (q2)=  2 kann nicht auftreten, weil sonst aus (2.12) der Widerspruch 2 9 --1 = 0 
folgte. 

sei das kleinste gemeinsame Vielfaehe yon e(ql) mad e(q~). Da H zyldisch ist, gibt es genau 
eine Untergruppe Hn yon H mit  der Ordnung n. W~ire Hn eine eehte Untergruppe yon H, so 
wiire in der Erweiterung Fn/FH, wo Fn der FixkSrper yon Hn ist, nur p verzweigt. Eine galois- 
sche ]~rweiterung des rationalen FunktionenkSrpers F~ ,  deren Grad zu p teilerfremd ist, besitzt 
aber nach der Geschleehtsformel mindestens zwei verschiedene Verzweigungsstellen. ~olglich ist 
Ha  = H mad e' das kleinste gemeinsame Vielfaehe yon e(qz) und e(qe). In  den versehiedenen 
Fi~llma yon (2.13) e r~bt  sich nun zusammen mit  (2.12): 

3,5: e ' =  15, g = 4, 

3,4: e'~ 12, 9 = 3, 

3,3: e ' =  3, 9 = 1 ,  

2,2k: e" ~ 2k ,  9 "--- }/2, 

2,2k-{- 1: e ' - - - - 4 k ~ 2 ,  9----/c. 

In  jedem l~alle gilt also e ' ~  4g ~-2. 

tleispiel. Der hyperelliptische KSrper K(~, y) sei durch 

y2 ---_ ~2g+l _ 1 

definiert (T sei kein Teiler yon 4 9 ~ 2). Er  hat  das Geschlecht 9- I)urch 

y->q-y ,  x--+~x, ~g+l = 1 

sind 4g -}- 2 versehiedene Automorphismen gegeben, welche den Pol von x festlassen. Die in 
Satz 2 angegebene Sehranke wird hier also angenommen. 

3. Die voi le  A u t o m o r p h i s m e n g r u p p e .  J e t z t  sei F / K  ein F u n k ~ i o n e n k S r p e r  v o m  

Gesch l ech t  g -->_ 2. D a  K als  a lgeb r s i s ch  abgesch lossen  v o r a u s g e s e t z t  wurde ,  i s t  die 

A u t o m o r p h i s m e n g r u p p e  G y o n  F / K  endl ich .  D e n  FLxkSrper  yon  G beze ichne  ich  
mit Fa. 

Satz 3. Fiir die Ordnung von G gilt die Hurwitzsche AbschStzu~ 

la I __< s4(g- i); 
Ausnahmen hiervon kSnnen h6chsten, in ]olgenden Fallen au/treten: 

(1) F a  ist rational, und es sind genau drei Stellen yon FG in F/Fa verzweigt. Zwei 
davon sind reguldr verzweigt mit der Verzweigungsordnung 2, eine verzweigt irregul6r 
(inabesondere ist also p :~ 2). 

(2) F~ ist rational. Genau zwei Stellen yon Fq sind in F/F~ verzweigt, und zwar beide 
i~regulSr. 

~3) Fq ist rational. Genau eine Stelle yon FG ist in F/FG verzweigt, und zwar irregular. 
(4) Fq ist rational. Genau zwei Stellen yon F~ sind in F/Fa verzweigt, und zwar eine 

regular, die andere irregular. 

Beweis .  Der Beweis ist eine Kopie des Hurwitzschen Beweises in Charakteristik 0. Das Gr 
schlecht yon F a  sei ga. ]:)ann besagt die Geschlechtsformel 

2 g - -  2 = 1G1(29~-- 2) + d. 
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Der Grad d der Differente yon F/F~ IEBt sieh folgendermaBen ausdrficken: ql . . . .  , qr seien die 
s~,mtliehen Stellen yon Fg ,  welche in F verzweigt sind; e(~) sei die Verzweigungsordnung yon 
q~ mad d(qj) der Exponent einer Fortsetzung yon qf in der Differente yon F/Fg. Ich setze 

a s -  e(qj) ' i=~ 

und erhalte naeh (1.2) aus der Gesehleehtsformel 

(3A) 2 g - -  2 = l a l  ( 2 e ~ -  2) + [G] �9 6 = I G I ( 2 g G -  2 4- 6)- 

Ist  nun go >= 2, so folgt wegen 6 ~ 0 sofort ]G] =< g -- 1. Fiir gG = 1 ist wegen g _>-- 2 minde- 
stens eine Stelle verzweigt. In  diesem Fall ist 6 > �89 da d(qi) ~ e(q i) --  I gilt (nach (1.3)). Aus 
(3.1) folgt jetzt  [G] --_< 4(g -- 1). Im folgenden sei also ga = 0. Das bedeutet 

(3.2) 2 g  - 2 = ]G I (6 - 2 ) .  

Insbesondere ist 6 :> 2. Es sind einige F~ille zu unterscheiden: 
(a) r~5 :_  Dama ist 3 >  ~ :  ~, d.h. ]G] = < 4 ( g - - i ) .  
(b) r = 4: Je tz t  ist wenigstens ein 6j > �89 also mindestens ~. Daher gilt 6 --  2 ~ { and 

IGI _-< 12(g - i ) .  
(e) r = 3, 61 =< 62 =< 6.3. Fiir 61 ~ "~- ist 5.3 _>-- ]. Es folgt [G[ _~ 24(g - -  1). Ist  61 = { mad 

62 _~ ~, ergibt sieh [G[ =< 40(g --  1). Bei 6x = �89 mad 62 = w folgt 6.3 :> 76 und damit [G[ _~ 
__< 84(g --  1). Fiir 61 = 62 = �89 muB 63 > 1 sein. Dann ist also q3 irregulgr verzwei~,  mad es 
liegt die in Satz 3 (1) beschriebene Situation vor. Analog sieht man, wenn nut eine oder zwei 
Stellen verzweigt sind, dab darm wenigstens eine Stelle irregul~ir verzweigen muB. Dies sind die 
in (2), (3) und (4) aufgefiihrten MSgliehkeiten. 

D e r  fo lgende  H a u p t s a t z  g i b t  aueh  in  den  d u r e h  Sa tz  3 n i ch t  e r faBten  F/f l len  e ine  

A b s e h ~ t z u n g  fox die O r d n u n g  yon  G. 

Haup t s a t z .  F sei ein algebraischer Funktionenk6rper einer Variablen iiber dem al- 
gebraisch abgeschlossenen K6rper K.  Das Geschlecht yon F sei g >= 2, die Charakteristik 
sei p > O. Dann laflt sich die Ordnung der Automorphismengruppe G yon F / K  ab- 
schStzen durch 

< a6g , 

abgesehen yon einer ~qerie yon Ausnahme/allen. In  diesen Ausnahmel~llen gibt es Ele- 
mente x, y in F, so daft F = K (x, y) und die irreduzible Gleichung zwizchen x und y 
yon der Form 

yP" + y = x  p~+I (n >= l, pn >=3) 

ist. Dabei ist g = �89 pn(pn __ 1) und [G[ = pan(Tan + 1) (p2n _ 1), d.h. ]G[ ist etwas 
grSfler als 16g  4. 

In  den Fallen (1) bis (3) yon Satz 3 gelten sogar scMir/ere AbscMitzungen: 

( I )  tGI <. 24.g~, 
(2) t Gt ~ 16.  g2, 
(3) [GI -< 1 6 " g  3. 

Beweis .  Es shad nur noch die F~lle (1) bis (4) yon Satz 3 zu untersuchen. Die Bezeiehnungen 
aus dem Beweis yon Satz 3 behalte ich bei. 

F a l l  (1). Hier ist 61 = 62 = �89 6.3 = d(q.3)/e(q3). Damit  wird 

d(qz) -- e(q~) 
(3.3) 6 --  2 = 

e(q~) 
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Ich setze e(qa) ----- e = ele', wobei el die h6chste in e aufgehende p-Potenz ist. Da qs irregul~r 
verzweig% gilt el > p. Der Exponent d(q3) l~iBt sich nach (1.3) wie folgt abseh~itzen: 

d(q3) _~ e - -  1 ~ el --  1. 

Einsetzen in (3.3) ergibt 

�88 , (3.4) ~ - - 2 ~  ----- 1 - -  > - -  1 - -  > 

wegen p ~_ 3. Naeh (3.2) mad Satz 2 folgt 

IGI _~ 3e ' (2g  - -  2) g 3(4g q- 2)(2g - 2) < 24g 2. 

F a l l  (2). Je tz t  sind genau zwei Stellen yon -~q in F verzweigt, mad zwar beide irregular. Bei 
p ~ 3 ergibt sieh wie in (3.4) : 

d(ql) -- e(ql) d ( q 2 )  - -  e(q2) 1 1 2 
~ - - 2 =  e(ql) q- e(q2) ~ q - ~ - -  3 (4 g q- 2-- - - - - - -~  

und damit [G I ~ 3(2g -[- 1) (2g - -  2) < 12g 2. 
Ffir p = 2 sei e~(qj) die Ordnmag der /-ten Verzweigungsgruppe einer Fortsetzmag yon qj 

( ] =  1,2; i =  1,2,3 . . . .  ). Dann ist 

(3.5) ~ -- 2 -- ~(ql) -- ~(1:11) e ( q l ~  ~(q2) -- e(q2) ~--7-____~ 1 e(q2) ~ 1 (el (qJ) -- 2 -~'~ ~ 2 ) + (e ,  (qj) - 1) 

Es werden einige Faiinnterscheidmagen getroffen: 

(a) el (ql) > 4 (analog fiir el (q2) ~ 4). Aus (3.5) folgt 

~ _ 2 : > e l ( q , ) - - 2  1 ( 2 ) 1 

wegen el (qi) _~ 4. Satz 2 und ~'ormel (3.2) liefern 

lal < 2(4g + 2) (2g --  2) <: 16g 2. 

(b) e l ( q l ) =  e l (q2 )=  2, e2 (q l )=  e2(q2)= 1. Dieser Fall ist nieht m6glich, weil dann naeh 
(3.5) der Widersprueh 6 - -  2 = 0 folgte. 

(c) el(q1) ---- ez(q2) = 2, e2(ql) = 2 (oder e2(q2) = 2). 2~un besagt (3.5) 

1 1 
~ - - 2 ~  - -  

- -  e(ql) - -  2e'(ql) 

und damit IGI _-< 2e'(ql) (2g - -  2) ~ 2(4g + 2)(2g --  2) < 16g 2. 

F a l l  (3). Nut  eine Stelle q yon l~a ist in F/2"o verzweigt. O sei eine Fortsetzmag yon q auf ~v. 
Es gibt zwei MSgliehkeiten: 

Ca) ~ ist invariant mater G, d.h. G = G(0). Ieh setze IGI = e -  ele '  mit el = IGz(p)]. Is t  
F1, der FixkSrper yon GI(O), nicht rational, so folgt aus Satz 1 (a) mad Satz 2 

[G] = el e" "< g (4g  -}- 2). 

Ist  F1 rational, so ist G = G1 (O). Andemfalls w~ire n~mlieh F1 eine galoissche Erweitertmg des 
rationalen FunktionenkSrpers F~ yon zu 29 tefierfremdem Grad. Eine solehe Erweiterung miiBte 
aber mindestens an zwei Stellen verzweigen, wie die Gesehleehtsformel zeigt. Es war jedoeh an- 
genommen worden, dab nur p in 2 ' / / 'o  verzweigt. Demnach gilt naeh Satz 1 

IGI =e~ <SgU. 

(b) 1~ ist nieht invariant mater G. Bezeichnet e die Verzweigungsordnung yon ~ und d den 
Exponenten yon p in der Differente yon av/-~o, so besag~ (3.2): 

2 (g - -  1) e'e~ 
(3.6) I~1 d - - 2 e  ~ - - 2 ( g - - 1 ) ( 4 g q - 2 ) e ~ < : S g Z e z "  
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Falls FI nicht rational ist, ergibt Satz 1 (a) die Absch~itzung ]G] < 8y 3. Is t  F1 rational, aber 
p nicht die einzige Verzweigungsstelle yon F/F1, darm liefert Satz 1 (b) zusammen mit  (3.6) die 
Schranke [G[ < 16g a. 

SchlieBlich sei Fz rational und O die einzige Verzweigungss~elle yon F/F1. Wegen G(0 )~G 
gibt es eine weitere Stelle ~p' yon F,  welche fiber F a  verzweigt und unter G zu D konjngiert ist. 
Diese Stelte muB in Fq(V)/F~ (hier ist t'OW) der FixkSrpervon G (p)) mindestens yon der Or4nung el 
verzweigen. Aus (3.6) folgt nun 

tGI 2 (g -  I) 
el <=[FGC~):FG] ele" d - -2e  < 2 ( g - -  1) 

und damit IG] < 8gUez < 16g a. 

F a l l  (4). M.it den gleichen ~Iitteln wie in den F~illen (1) his (3) kommt man aueh hier zu einer 
Absch/itzung yon I G[, und zwar in der Gr6Benordntmg gS. Zum Beweis der im Hauptsatz auf- 
gestellten Behanptungen sind jedoeh weitere ~'allunterscheidungen erforderlich. 

Genau zwei Stellen yon Fo  verzweigen in F/Fa- :Eine davon, etwa q, ist irregul~ir, die andere 
Stelle ~ ist reguliir verzwei~.  Die Verzweigungsordmmg yon ~ sei ~, die yon q sei e. Ich w~ihle 
eine Fortsetznng p yon q fest aus; G1 (p) sei die erste Verzweigungs~uppe yon p. Dana ist e = el e', 
wobei el die Ordnung yon GI(O) und e' zu p teilerfremd ist. F0 sei der Fixk6rper yon G(O) und 
F1 der Fixk6rper yon GI(p). Ich unterscheide die F~lle A . - -E . :  
A. F1 ist nicht rational. 
B. Fz ist rational. In  F/F1 ist noch mlndestens eine Stelle O ' ~  O verzwei~,  welche in F1/Fo 

nicht verzweigt (d.h. die Einschr~nkung yon O" auf  F1 ist in F1/Fo tmverzweigt). 
C. F1 ist rational, und in F/F1 ist noch mindestcns eine Stelle p'=J= O vcrzweig%, p'  verzweigt 

auch in FI/Fo. 
D. F1 ist rational. In  F/F1 ist nur p verzwei~.  :Es gibt ein D', welches nater G zu ~9 konju~ert  

ist, aber in F/Fo nicht verzweig% 
E. Fz ist rational. In  F/F1 ist nur p verzwei~. Alle unter G zu ~0 konjugierten Stellen sind in 

F/~O verzweig% 
Bevor ieh die einzelnen F~lle diskutiere, lei%e ich noch einen geschlossenen Ausdruck fiir die 

0rdnung yon G her. Tat n~mlich d der Exponent yon )p in der Differente yon F/Fa trod 

N = d ~ - - e ~ - - e ,  

damn ergibt (3.2) unmittelbar 

2 (g - -  1) ~e'ez 
(3.7) [a] --  Zr 

A. F1 ist nicht rational, hat  also das Geschlecht gl ~ 1. Da p in F /F1 roll  verzwei~,  besag~ 
die Geschlechtsformel ffir F]F1 

2g -- 2 >" em(2gz -- 2) + 2(el - -  1). 

(Man beaehte, dab der Exponent yon ~o in der Differente yon F/F1 nach (1.3) mindestens den 
Wert  2 (e l - -1 )  hat, well p roll  verzweigt und I F :  FI]  eine ?-Potenz ist.) Damit folgt ez <: g/g~. 
Die Faktorgruppe G(~)/GI(O) ls sieh als Automorphismengruppe yon F1/K auffassen, und 
dann folgt aus Satz 2 die Abschgt, zung e' ~ 4gz -t- 2. Durch Einsetzen in (3.7) erhalte ich 

Ia l<=2(g-1 ) (4g - t -2 ) (4g l - t -2 )g<Sg(g -1 ) (g+~)g  4 +  _ 1 6 . 3 g  ~ . (3.8) 

~'(ir g ~ 3 folgt hieraus IG] < 16g a. Fiir g = 2 gilt  aber wegen ex ~ gig1 und ez ~_ P sogar 
ex = 2 und #~ -~ 1. Einsetzen in die erste Ungleichtmg yon (3.8) liefert 

[G l ~_2- 1 . 1 0 - 6 . 2  = 240 < 2 5 6  = 16g a. 

~. Fz  ist rational. In  ElF1 ist noch mindestens eine Stelle p'=~ :p verzweigt, welche abet in 
/~ / t ' o  nicht ~erzweigt. Dann verzweigen sogar mindestens e' yon p versebiedene Stellen yon 
2'1 in .F/Fz, und zwar mit  derselben Verzwei~m~ugsordnmag p~ wie p'. Die Geschlechtsformel fiir 
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F/F1 gibt el 
2 g - -  2 ~_ -- 2el ~ 2(e1--1) ~ -~i-(2 p t - -  2) 'e  ', 

g ~ e l e "  I - -  ~ 2  ele'o 

Aus (3.7) folgt je tz t  

[G[ =< 2 ( g - -  1)(4g + 2 ) . 2 g  < 16g 4. 

Zur Untersuchung der F/ille C. und  E. benetige ich ein einfaches Lemma. 

Lemma. Lund M seien rationale FunktionenkSrTer fiber K und L eine zyklisehe Erweiterung yon 
M yore Grad n > 1. Ist n nicht dutch die Cha~'akteristik P teilbar, dann sind genau zwei SteUen 
yon M in L/~']'I verzweigt, und zwar beide roll. 

B e w e i s .  ql . . . . .  qr seien die Stellen yon M, welche in L]M verzweigen, e(qj) die Verzweig~mgs- 
ordnung yon qj. Da die Verzweigung regul~ir ist, ha t  der Exponent  einer For~e tzung  yon q1 in 
der Differente yon L/M den Weft  e(qi ) - -1 .  Ich setze 6j = [e(qi)--l]/e(q~) und  erhaltr naoh 
(1.2) aus der Geschlechtsformel 

2 r 
(3.9) 2 --  - -  = 5 61. 

n /=I 

Wegen 1 < 2 --  (2/n) <: 2 und �89 < 6 i < 1 folgt sofort r = 2 oder r = 3. Insbesondere gilt auch 
fiir ]ede Zwischenerweitertmg Z/M, dab mindestens zwei S?~llen yon 3I  in Z/M verzweigen. 

I s t  r = 2, so ergibt  (3.9) welter 6z ---- 62 =-- (n - -  1)/n und  damit  die Behauptung  des Lemmas. 
Den Fall r = 3 will ich zum Widerspruch ffihren. Es sei 61 _~ 62 = 63. Wegen 61 + 62 + 6s < 2 

gibt es nu t  folgende MSglichkeiten: 

(a) ~1=~., 6-~=~, ~ < ~ s < ~ ,  
(b) 6z = 60 = ~}, 63 beliebig. 

Im :Fall (a) untersuche ieh nu t  den Fall 63 = 4 (die beiden F~lle 6a = ~ bzw. ]- lassen sich 
ebenso behandeln).  (3.9) ergibt fOx n den Wer t  n = 60. Z sei der ZwisehenkSrper zwischen L 
und  M mit  [Z : Z] = 30 (Z ist  eindeutig best immt,  weil L/.M zyklisch ist). In  Z/M ist darm keine 
Stelle verzweigt, delm die VerzweigungskSrper der drei Verzweigungsstellen haben in L den 
Index 2, 3 bzw. 5 und  sind daher  Oberk6rper yon Z. Andererseits existieren aber in jeder Zwischen- 
erweiterung Z/.M mindestens zwei Verzweigungsstellen. Das ist ein Widerspruch. 

Im Fall (b) w~,hle ich Z als den Zwischenk6rper yore Index 2 in L. Is t  Z echt  ~6Ber  als M, 
d a r m i s t  in Z/M nur  die Stolle q8 yon M verzweigt. Is~ aber Z ---- M,  dann folgt n = 2, und  aus 
(3.9) ergibt sich der Widerspruch 1 = ~. Da3 Lemma ist dami t  bewiesen. 

C. P1 ist rational.  In  F/F1 ist noch eine Stelle p ' # p  verzweigt, mad :p' verzweigt auch in 
~'1/2'0. Weil F1/Fo eine zyklisehe Erweiterung rationaler FunktionenkSrper  yore Grad e' ist, 
verzweigt V' nach  dem Lemma voll in .F1/Fo. Daher  existiert eine zyklisehe U n t e r ~ u p p e  H in 
G(D) (~ G(p') von tier Ordnung e'. Der zugehSrige Fixk6rper FH ist  nicht  rational. Sind n~mlieh r 
bzw. r '  die yon D bzw. p'  in F0 induzierten Stellen, so verzweigen alle Fortsetzungen yon ~ und ~' 
in .Fu/Fo irregular (in F/FH finder nu t  regul~ire Verzweigamg start).  Daher  ist  der Grad der 
Differente yon Fz~/Fo mindestens 2el = 2 [ F s : ~ o ] .  Die Geschlechtsformel fa r  FH/FO zeigt, 
dab FH positives Gesehlecht hat .  Die Gesehleehtsformel ftir F/.FH ergibt 2 g -  2 > 2 e ' - - 2 ,  
well hier mindestens zwei Stellen rol l  verzweigen, mad damit  e" < g. Durch Einsetzen in (3.7) 
folgt nun  unter  Beachtung yon Satz 1 (b) 

P 
Iq l  _< 2(~ - 1) (4g  + 2) . g .  _ - - -2 - ] - .  ~ < 16g 4 . 

D. 2'~ ist rational,  mad nur  O ist in F/F~ verzweigt. Es gibt  eine unter  G zu Q konjugierte 
Stelle P', welehe in FIFo nicht  verzweigt. Un te r  diesen Voraussetzmagen folg%, dab p" in FO/FG 
seine volle Verzweigungsordmmg e erh~lt. ]:)as bedeutet  nach (3.7) 

IGI 
(3.10) e ~ [ F 0 : F a ]  = ~ 2~(g- -  1). 

e 
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Der in (3.7) auftretende Nenner  N l~Bt sich wie folgt absch~tzen: 

(3.11) N = d ~ - -  eg - -  e > d ~ - -  e ~ - -  2 ~ ( g - -  1) = ~ (d - -  e - -  2 ( g - -  1)). 

Die Gesehlechtsformel ffir F /F1  besagt:  

2(g - - 1 )  = --  2e1-+- (d --  e l ( e ' - -  l)) = d --  e - -  el ,  d - - e - - 2 ( g - - 1 ) = e l .  

Einsetzen in (3.11) ergibt _u > elg. Damit  erhalte ich aus (3.7): 

2 (g -- 1) ~e'ez 
[G l < -- 2 e ' ( g - - 1 )  < 8 ( g - k  l ) ( g - - 1 )  < 1 6 g  4. 

E. F1 ist rational. In  F/F1 ist nur  ~ verzweigt. Alle unter  G zu ~p konjugierten Stellen sind in 
F/Fo verzweigt. 

Ich kann  e' > 2 annehmen,  weil sonst G = G(p) = GI(V) folg~. In  diesem Fall ist die Ab- 
sch/~tzung 1694 ohnehin richtig. Naeh dem Lemma sind in F1/Fo genau zwei Stellen, und zwar 
beide roll, verzweigt. Eine davon ist ~0, die andere mull die Einschr~nkung einer zu p u n t e r  G 
konjugierten Stelle p '  auf  Fo sein. Weil alle diese Stellen fiber Fo, aber nieht  fiber 2'1 verzweigen, 
induzieren sie alle dieselbe Stelle auf  2"1- Es fo l~ ,  dab alle unter  G zu JO konjugierten Stellen 
13"~ ~ untereinander  in G1 (p) konjugiert  sind. Insbesondere gibt  es genau el solche Stellen. Die 
volle Gruppenordnung ist demnach gegeben durch 

(3.12) ]G[ = [G(p) ] (e1-k l) = el e '(e1+ l ) .  

1Vfit 2"2 bezeichne ich den FixpunktkSrper  yon G2 (p). Nach Satz 1 (c) ist F2 rational. Mit q 
= [2" : 2"~] gilt die Absch~tzung yon Satz 1 (c) : 

4q 
(3.13) ez < ~ g~. = ( q _  

Nun  w~hle ich eine Stelle ~p'-----' ~, welehe unter  G zu ~ konjugiert  ist. Sie verzweigt in F/2"o mit  
dem Exponenten  e'. Daher ist H = G ( ~ ) n  GOP') zyklisch yon der Ordnung e'. Da p und  p'  
konjugiert  sind, existiert ein Automorphismus co'e G mi t  w 'p '  = p. Wegen co'V=~ ~ gibt  es ein 
2 e GI(~O) mi t  Zco'p ~ ~0'. Ich  setze eo = 2w'  und erhalte 

Es folgt w 2 e H und co-lHm = H. Weil H zyklisch ist, g ibt  es eine ganze Zahl s, so dall ft~r 
jedes ~ e H  gilt 

09 -1 GO) = G s. 

Zur Best immung yon s betraehtr  ieh den Verzweigungscharakter Z: G(~0)--> K • wobei K ~ 
die mult ipl ikative Gruppe yon K ist. Z ist folgendermaBen definiert (Serre [12], S. 74 L): Fiir  
ein p-Primelement ,x und ein a e G(p) ist 

~- Z(a) (mod ~o). 

Allgemeiner gilt ffir beliebiges z e 2"• 

G Z  
(3.14) - Z(a)%(z) (rood p) .  

z 

Dabei bedeutet  v~ die zu )p geh6rige normierte addit ive Bewertung yon 2". Der Kern yon g i s t  
gerade G1 (~)). Die Einsehr~inkung yon Z auf  H ist wegen H n G1 (W) = 1 ein treuer Charakter  
yon H. 

Ich wahle eine Erzeugende x des rat ionalen Funkt ionenk6rpers  2"2, welehe$"  als Nullstelle 
und  ~ als Pol besitzt. Der Divisor yon x ha t  dann  die Form 

P "  ~pl "'" ~o~_~ 
(3.15) x ~_ 

Die Nullstellen yon x sind alle einfach, well fiber 2"2 nur  p verzweigt. Da 2"2 als Fixk6rper yon 
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G2(O) galoissch fiber F0 ist mad H die Stellen ~ und p'  festl~Bt, folgt ax --~ ax ffir a e H. Dabei 
ist a sin Element yon K • Vergleich mit  (3.14) ergibt 

a x  ---- Z(a)-q- x ( a s H ) .  

Folglich liegt xe' in F ~ ,  dem :FixkSrper yon H. Wegen der Teilerfremdheit yon q = [2' : K(x)] 
und e ' =  [ F : ~ ]  ist x eine Kummersehe Erzeugende yon F/FH (d.h. F =/v/~(x),  and die 
irreduzible Gleichtmg ffir x fiber / V H  lautet xe '=  w e FH). Da FH invariant unter  0) ist 
(w-lHeo ~--H), bleibt such 0)x eine Kummersche Erzeugende yon F/_FH. Die Stellen ~ und p' 
werden unter 0) vertauscht;  0)x ist also nach (3.15) ein o-Primelement, und es gilt fiir a e H 

a(0)x) = Z(~)- o~x, 0)-iG0)~---- x(~;)- x .  

Vergleieht man das mit ~o-iam = a s und aSx = %(a-sq) �9 x and  beachtet,  dab Z auf H ein 
treuer Charakter ist, so folgt 

(3.16) --sq -= 1 (mode ' ) .  

0)2 liegt in der abelschen Gruppe H, also 

6 : 0)  - 1  (0)--1 O" 0) )  0) : 0)--1 a S  0) : O-S ~ �9 

Das bedeutet 82 - l (mod e'). Zusammen mit  (3.16) heiBt das s -= - -  q(mod e'), also 

(3.17) ~o -I  a w : a-q 

fiir jedes a e H, and weiter 

(3.18) q2 _= 1 (mod e'). 

Mit (3.12), (3.13) and  (3.18) sind die wesentlichen Hilfsmittel zur Absch~itzung der Ordnung 
yon G bereitgestellt. 

Die Zahl r ~- (qe _ 1)/e" ist naeh (3.18) ganz. Damit besagt (3.12): 

(3.19) I G l : e z e ' ( e z + l ) < 4 q ( q 2 - - 1 ) g 2 :  r (q--1)  e ~(q-~T) ~ ( 4qg2 + 1 ) '  

16 ( q i-0 g + l  q + l  
[GI< r ~ q - - 1 /  q - - 1  " g 4 + r ' q - - 1  

Ich behandle zuerst den :Fall r ~ 2. 
~fir q = p ist 2' eine zyklische Erweitenmg yon K(x) vom Grad p, in welcher nur  der Pol 

yon x verzweigt. Dann existier~ ein Element y, so dal] F = K(x, y) ist and die irreduzible Glei- 
chang yon y fiber K(x) die Gestalt 

yp - -  y ---- B (x) 

hat ,  we B(x) ein Polynom in x ist (ttasse [2]). Die Automorphismengruppe sines solehen Funk- 
tionenkSrpers nntersuche ieh genauer in [13]. Wegen G~G(o)  and  e '< p ~ -  1 lassen sieh x 
~nd y dann so normieren, dab ihre irreduzible Gleichung yon der Form 

(3.20) ym ~ y --_ x m , m ~ 2, P ~ - -  1 (mod m),  m < p 

ist ([13], Satz 7 und 5). Die Ordntmg yon G i s t  in dem :Fall kteiner als 16g 4 ([13], Satz 7). 
Im folgenden kann ich q ~ p2 annehmen (weiterhin ist r ~ 2). ~'fir p ~ 3 gilt q ~ 9, also 

besagt (3.19) 

(3.21) I G l < s .  . u  T -  . 

Der :Faktor bei ga ist kleiner als 13, and  aus der Gesehlechtsformel s .F/F.) folgt 

2 g - -  2 ~ - -  2q- t -  3 ( q - -  1), 

well F2 der :FixkSrper yon G2(p) ist. Das bedeutet  9 --_< q :< 2g § 1, mithin 5 ~ g § 1 und 
q/2 ~ g § 1. Nun ergibt (3.21) 

IGI -< 13 .g4 § ( g +  1)~ .go < 16. g4. 
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Fiir p = 2 ist r als Teiler yon q2 _ 1 ungerade. Ist  r ~ 3 uncl q ~ 8 oder r _~ 5 und q = 4, 
damn folgt genauso die Absch~itzung [G[ < 16g a. Es bleibt daher auBer dem Fall r = 1 (d.h. 
e ' =  q2 _ 1) nur noch die MSglichkeit ~ = 2, q = 4, e" ~ �89 _ 1) = 5 zu diskutieren. Ich 
werde zeigen, dab dieser letzte Fall gar nicht auftri t t  und dab im Falle e" = q~ - -  1 der im 
Hauptsatz  genan~te Ausnahmefall F = K (x, y) mit der irreduziblen Gleichung yq -]- y ~-- xq +1 
vorliegt (dabei wird x eventuell um einen Faktor aus K abge~inder~). 

Zun~,chst sei e '=  q2 _ 1. Ich betrachte die Erweiterung F/K(xe'). Hier sind genau der Pol 
und die Nullstellen ~', ~I . . . . .  Pq-1 yon x verzwei~,  und zwar roll  bzw. mit  der Verzweigungs- 
ordnung e ' =  q2 _ 1. Das liegt daran, dab in .K(x)/.K(x e') genau die Nullstelle und der Pol yon 
x verzweigen, wEhrend fiber F2 = K (x) nur noch ~0 verzwei~ ist. _K (x e') ist in FH enthalten, 
weil x eine Kummersehe Erzeugende yon F fiber F H  ist. Wegen q = [.FH : K(xe')] < e" mfissen 
also die Stellen ~Pl . . . . .  ~q-1 auch noch fiber PH verzweigen. Zusammen mit  ~ und p" sind das 
darm alle Verzweigungsstellen yon F/FH. 

Der Automorphismus co l~Bt FH invariant und permutiert  daher die Verzweig~ngsstellen von 
F/F~. Weil dabei ~ und ~p' vertauscht werden, werden die Stellen Pl . . . . .  Pg-1 untereinander 
permutiert .  Ich bilde 

x 
(3.22) y = .- 

fox 

Naeh (3.15) hat  y den Divisor 

D'q+l 
(3.23) Y ~  ~q+l ' 

well sich die Stellen P l , - - - ,  ~q-1 gegen w~pl . . . . .  ~opq-1 wegkfirzen. Folglieh ist IF :  K(y)] = 
q + 1, und wegen [F : K(x)] = q f o l ~  F = K(x,  y). 
H ist zyklisch yon der Ordnung q2 _ 1. Demnaeh existiert eine Untergruppe der Ordnung q + 1, 

n~mlich die Menge aller ~ e H mit  6q+ 1 = 1. Von diesen Automorphismen wird y festgelassen: 

~x X(,~-q)x 
a y  . . . .  (vgl. (3.17)) 

O" (D ;~ O~ {T--q X 

Z(a-q) X 
- -  Z((~q2) ~-----~ = Z(ffq+l)-qy = y .  

K(y) liegt daher im FixpunktkSrper dieser Gruppe der Ordnung q + 1, d.h. K(y) ist der genaue 
FixkSrper. Das folgende D i a ~ a m m  verdeutIieht die Lage der einzeinen KSrper zuefiaander; 
auBerdem sind die jeweiligen KSrpergrade angegeben. 

s 

F2 = K(x) ~ 
~:(y) 

e Iq--1 
F ~  

K ( x~') 

p~ sei eine der Stellen ~1, --.,  Pq-1- In  F~/K(x  e') ve~weigt~ p~ hSehst~us yon der Ordnung 
q --  1, well 1~ ~nd 1~" Fort~etzungen demelben Stelle yon .K(xe') sind m~d p'  fiber FH roll ver- 
zweigt. In  .K (y)/F~ ist p~ tmverzwei~, deem bier verzweigen p m~d ~" roll trod K (y) ist rational. 
Diese beiden Stellen sind daher die einzigen Yerzweigungss~llen in .K (y)/F~, "Me die Gesehleehts- 
formel zeig& In .F/K(xe') hat  p~ die Verzweig~mgsordmmg q ~ - - l .  Daher ist p~ fiber K(g) roll  
verzweigt, d.h.  in F/K(y  ) sind genau die q +  1 Stellen ~, p', Pl . . . . .  ~q_~ verzweigL ~md zwar 
alle roll. 
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Die Geschlechtsformel fiir .F/K (y) ergibt nun  

2 g - -  2 = --  2(q + 1) + (q + 1)q. 

Folglich ha t  F das Geschlecht 

q ( q -  1) 

g =  2 

Ich will das irreduzible Polynom zwischen x und  y aufstellen, xq +1 liegt in K(y) ,  da x eine Kum- 
mersche Erzeugende yon ~'/FH ist. xq +1 ha t  nu r  p a l s  Pol, ebenso y. Das bedeutet  

(3._o4) xq+l = A (y), 

wo A (y) ein Polynom aas  KEY] yore Grad q ist. Es wird sieh herausstellen, dab A (y) die Gestalt  
A (y) ~ ayq + by mit  a, b ~  0 hat.  

Ffir eine ganze Zahl t sei L(O t) die Menge aller Elemente y o n / ' ,  welche nur  ~ als Pol haben,  
und  zwar h6chstens yon der Polordnung t. Der Vektorraum L(pt) ha t  endliche Dimension fiber/~'. 

Ich betrachte  insbesondere den Raum L(~p2a-1). Die Elemente 

(3.25) xiyJ mit  i , ] ~_O ,  i + ] ~ q - - 2  

liegen alle in L(~)2g-1). Nach (3.15) ha t  ngmlieh x den Nenner ~pq, w~ihrend y den Nenner :pq+l 
ha t  (3.23). Demnach besitzt  x~y~ den Neaner  ptq+J(q+D. Diese Polordnung l~13t sich wie folgt 
absch~tzen: 

iq + ](q + 1) ~ (i + i) (q + 1) ~ (q --  2) (q + 1) nach (3.25) 

< q ( q - - 1 )  - - 1 =  2 g - - 1 .  

Durch (3.25) sind genau [ q ( q -  1)]/2 ~ g verschiedene Elemente definiert. Well ihre Polord~un- 
gen paarweise verschieden sind und L(02g -I) nach dem Riemarm-t~ochsehen Satz die Dimension g 
ha t  (Chevalley [1], S. 32, Kor. zu Theorem 6), bilden sie eine Basis dieses Raumes.  Der Unter-  
raum L(pq +1) wird darm offenbar yon 1, x, y aufgespannt.  

sei ein Automorphismus aus G2(O), der  Gruppe yon l~/K(x). Dieser Automorphlsmus lal3t 
lest  und bildet  daher L(pq +1) in sich ab. Insbesondere gilt 

z y  = cy + P~(x).  

Dahei ist P ,  (x) ein Polynom in x yore Grad 0 oder i. Der Koeffizient c verschwindet  nicht,  
well aueh zy  die Polordnung q + 1 hat .  Aus vq = 1 folgt cq = 1 und  damit  c = 1. Wegen 

P, , , (x) = P , ( z )  + P,,(x) 

bilden die Polbmome P~ (x) eine addit ive Gruppe. Daher wird durch 

(3.26) A*(y)  = ]-I (Y & P~(x)) 

ein additives Polynom in y fiber K (x) definiert. A* (y) ha t  den Grad q und ist unCvr allen Auto- 
morphismen yon ~ / K  (x) invariant ,  liegt also in K (x). Well das ir~eduzible Polynom zwisehen x 
und  y bis auf  einen kons tanten  Fak tor  eindeutig best immt ist, folgt durch Vergleich yon (3.24) 
und  (3.26) 

A (y) = d-  A* (y) ~- d '  

mi t  d ~ 0 .  Der Summand d '  versehwindet,  weil A (y) und A* (y) die gemeinsame Nullstelle ~ '  
haben. Mithin ist auch A (y) ein additives Polynom. 

Ieh setze q ~ pn und erhalte aus {3.24) 

(3.27) x q+l = a,y'P" -~ an- lyP '~-~ ~ ... ~- a~yP ~̀ ~ -.. ~ aoy .  

Auf der rechten Seite s teht  gerade A (y). Die Koeffizienten an und  a0 verschwinden nieht,  weil 
F]K (x) den Grad pn ha t  und  separabel ist. 

Als naehstes zeige ieh, dab die Koeffizienten an-1 . . . . .  31 in (3.27) versehwinden. Dazu be- 
t rachte  ieh die Wirkung des Automorphismus o~ auf  (3.27). 

�9 ~ bildet  FH in sich ab, und  well K(y)  der einzige OberkSrper yon FH vom Grad q - -  1 fiber 
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FH ist, b le ib t  auch  K ( y )  i nva r i~n t  u n t e r  w. Die Stel len ~p u n d  ~0' werden  yon  co ve r t ausch t ,  d .h .  

co y = / i v  

m i t  ] ~ 0 .  Z u s a m m e n  rni t  cox = x / y  (vgl. (3.22)) e rg ib t  (3.27) 

(3.28) ; ;~ /+1 = yq+Z(an/~,' y -p '~  + . . .  + a~/P~ y - p  k + . . . )  = 

= ao / yp"  + . . .  + aTciP~:yP"-~ ~+1 + . . .  + anlP '~y .  

Der  Koeff iz ientenvergle ich yon  (3.27) u n d  (3.28) zeigt  a~ = 0 ffir 1 _~ k _~ n - -  1, d .h .  

x q+l = anyq  + a o y ,  an ,  ao ~ O. 

Weil K a lgebra isch  abgeschlossen ist, g ib t  es E l e m e n t e  a, b in  K m i t  aq -1 ~ a-~an,  bq +1 = a:~a. 
I eh  setze y* = a y  und  x* = bx  und  erha l te  

y*q -~- y*  = a (aq-l  y q + y) = aTZ a (an y q + ao y) = bq+lxq+l = x *q+l . 

Es  gi l t  also F = K ( x * ,  y*) m i t  

(3.29) y * q  --~ y *  ~ x * q + l  . 

Den  du reh  (3.29) de fmier ten  F u n k t i o n e n k S r p e r  un te r suehe  ich in  [13] genauer .  E r  h a t  das  Ge- 
schleeht  g -= �89 q(q - -  1), also g > 2 fiir q _>_ 3 ([13], Satz  1). Seine A u t o m o r p h i s m e n g r u p p e  h a t  
die O r d n u n g  

[G] = qs(q3 + 1)(q2 _ 1) > q4(q _ 1)4 ~___ 1694 

([13], Sa~z 7). 
Der  Beweis  des H a u p t s a t z e s  is t  d a m i t  auBer ffir den  Fal l  p = 2, q = 4, e' = 5, der  vo rh in  

ausgelassen wurde,  gefi ihr t .  Dieser  Fa l l  lgBt sieh ganz ~tmlich wie der  Fal l  e" = q2 _ 1 be-  
hande ln :  

J e t z t  ist  H ---- G ( o ) n G ( ~ ' )  yon der  O r d n u n g  5 und  [Fsr K(xS)] = 4. I n  F / K ( x  5) verzweigen 
auBer 0 genau  die Stel len ~0', ~01, 02, 03, u n d  zwar  mi t  der  Verzweigungsordnung  5. I n  F / F ~  
verzweigt  eine Stelle en twede r  ga r  n i c h t  oder  rol l ,  weil diese E rwe i t e rung  galoissch yon  Pr imzah l -  
g rad  ist. Es  folgt,  dal3 in F / . F s  genau  die Stel len 0, ~' ,  01, 02, 1~3 verzweigem u n d  zwar  alle voll. 
Wie im Fa l l  e ' =  q2 _ 1 f o l ~ ,  dab  de r  A u t o m o r p h i s m u s  co die Stel len 01, ~2, Va pe rmut ie r t .  
Daher  h a t  y = x/cox den Divisor  

D'5 
y - - - - - - ~ .  

y liegt im F ixk6rpe r  yon  H,  denn  ffir a ~ H gil t  

~ x  Z(a)-4x 
a y  - -  = Z (a ) -4 -1Sy  = y .  

(7 co X CO G'--4 ~ 

Folgl ich is t  FH = K ( y ) .  
N t m  lgl3t sieh de r  Beweis wie bei e' = q2 _ I weiterf i ihren.  N a e h  eventue l le r  N o r m i e r u n g  

yon  x u n d  y k o m m t  m a n  zu F = K (x, y) m i t  de r  def in ierenden Gle iehung 

y4 + y = x 5" 

Fi i r  diesen KSrpe r  gi l t  j edoeh  e' = 1 5 ~  5 ([13], Sa tz  5); also t r i t t  de r  Fall  io = 2, q = 4, e" = 5 
gar  n i e h t  auf.  D a m i t  ist  der  Beweis des I-Iauptsatzes beendet .  

Bemerkung .  Bei  (3.20) h a b e  ich die ers t  in  [13] bewiesene Ta t sache  benu t z t ,  d ab  im Fal l  
e" < pZ _ 1 der  du rch  

yP - -  y = B(x)  

definier te  F u n k t i o n e n k 6 r p e r  K (x, y) eine A u t ~ m o r p h i s m e n g r u p p e  de r  Ordnung  I G] < 16g 4 ha t .  
Fi i r  p _~ 11 b e k o m m t  m a n  diese Absch~ tzung  d i rek t  aus  (3.19) (vgl. (3.21)). 
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