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Zu einem Satz von G. Trautmann iiber den Rang gewisser
kohirenter analytischer Moduln

Von

Upo VETTER

0. In [4] wird bewiesen: Ist & eine kohdrente analytische Garbe auf dem €7, die au-
Berhalb einer analytischen Menge S lokal-frei ist, fiir die ferner dim 8-+ rang# < n — 2
und codh F = n — 1 gilt, dann ist % lokal-frei. In einer hieran anschlieBenden Arbeit
([5]) zeigt Trautmann, daB es fir gerades n = 4 kohérente analytische Garben & auf
dem (% gibt mit rang# = n — 2 und codhF = 2, die iiber C#\ {0} nicht aber iiber
€r lokal-frei sind.

Bei genauerer Betrachtung des von Trautmann angegebenen Beispiels (4.2.4) in [5]
erweist sich diese Existenzaussage fiir beliebiges n = 4 als richtig (s. Abschnitt 3).
Das soll zusammen mit einer etwas allgemeineren, algebraischen Formulierung des
Satzes von Trautmann (s. Abschnitt 2) in der vorliegenden Note bewiesen werden.

1. Im folgenden sei R ein noetherscher Ring. Alle betrachteten R-Moduln sejen
unitdr.

8 sei die Menge der Nichtnullteiler von R. Ein R-Modul M heiBt forsionsfres, wenn
die natiirliche Abbildung M — Mg injektiv ist. Ist M endlich erzeugt und Mg ein
freier Rg-Modul, dann heiflt der Rang von Mg der Rang von M ; wir bezeichnen ihn
mit rang M. (Zu dieser Def. vgl. [3], § 6.)

a sei ein von R verschiedenes Ideal in R. Unter dem Grad vor a verstehen wir die
Tiefe von R bzgl. E/a, d.h. die wohlbestimmte Anzahl der Elemente einer R-Folge
von Elementen aus a maximaler Lange. Wir bezeichnen den Grad von a mit grada
und definieren zusidtzlich grad B: = co. Es gilt bekanntlich codima = grada.
(codim g sei die Kodimension oder Héhe von a.) Fiir den Fall, daB R lokal ist, hat
man grad a = codh B — dim a. (codh R sei die homologische Kodimension oder Tiefe
von R und dima die Dimension von R/a.) Ist R ein lokaler Cohen-Macaulay-Ring,
dann gilt in beiden Féllen das Gleichheitszeichen.

M sei ein endlicher R-Modul. Dann ist M Restklassenmodul eines freien R-Moduls
Rm nach einem von endlich vielen Elementen z; = (#:1, ..., i), 1 £ i < m, er-
zeugten Untermodul. Mit b bezeichnen wir im folgenden das von allen sm-reihigen
Unterdeterminanten der Matrix (x;;) erzeugte Ideal in R. Es sei gradb > 0. Dann
sind z1, ..., zp fir alle p € Ass R linear unabhéngig iiber R, und folglich auch linear
unabhingig iiber R; speziell ist der Rang von M wohldefiniert und zwar gleich n — m.
Dariiber hinaus hat man das folgende (fiir gradd = 2 schon von Lipman in [1] be-
wiesene) Lemma von Saito:
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Lemma. PA M ist torsionsfrei, falls p < gradb gilt.

Den Beweis dieses Lemmas erhidlt man durch Induktion tiber p mit elementaren
Schliissen dhnlich denen in [6]; wir skizzieren ihn hier der Vollstindigkeit halber:
Im Falle p=0 oder grad b = oo ist nichts zu beweisen. Es gelte also 0 < p << gradb

m
< co. Ferner sei x € ?A RB? und A ein Nichtnullteiler aus R, so daBl Az = Z?/Z Ai,
m i=1
y;€P1A R7, ist. Man hat x = Z% A X, y; € ?-1 A R, nachzuweisen.
i=1

Es sei n: R?» — R»/1 R* die natiirliche Projektion. Dann ist
PIN w(ya) Aqt(xy) A ATT(Zm) = 0.

Bezeichnen wir mit b das Ideal b/AR in R[AR, so ist g‘radg = gradb—1, also p—1
< gra,di)—. Mit Satz 1 aus [6] und der Induktionsvoraussetzung folgt dann

m
y1= Yz Ax+ Ay; mib z;€ P-2A\ Ro, y, € 21\ R7,
i=1
Durch Einsetzen erhilt man (x — y; A 21) A Za A *-+ A ¥y = 0. Beriicksichtigt man,
daBl bei m = 2 das von allen (m — 1)-reihigen Unterdeterminanten der von den Ko-
ordinaten von zs,...,zs gebildeten Matrix erzeugte Ideal in R das Ideal b umfaBt,
dann erschlieBt man durch Induktion iiber m jetzt sofort

mn
’ ’ 7z
XT—y  AxT1= D Yy; A%, ¥y;€PIA R?, wazbw.
=2

12

Anmerkung. Es gilt die folgende Umkehrung des Lemmas: Sind x1, ..., zy linear
unabhingig und I\ M fir g =0, ..., p torsionsfrei, dann ist p < codimb. Man be-
weist die Aussage ohne Miihe mit der Methode, die im Beweis von Satz 4 in [6] ver-
wandt wird. Mit diesem Beweis erhilt man tiberdies bei lokalem R unmittelbar eine
etwas schwichere Formulierung des Lemmas, in der gradb durch codh R — dimb
ersetzt ist.

Aus dem Lemma folgt direkt:

Satz 1. Ist R lokal und gilt rang M + 2 = gradb, dann ist M frei.

Beweis. Es sei r: = rang M. Wegen r 4 1 <C gradb ist 7+1 A M torsionsfrei, aus
Grinden des Ranges also gleich 0. Folglich ist M frei.

2. Als Folgerung aus Satz 1 erhilt man jetzt den Satz von Trautmann:

Satz 2. R sei ein lokaler Ring, a ein Ideal tn B und M ein endlicher R-Modul, derart,
dafs gilt:
(F) Fiir alle Primideale p in B mit a ¢ p ist M, ein freier R,- Modul.
Es sei ferner dhg M =< 1 und rang M +- 2 < grada. Dann ist M frei.

Beweis. M ist Restklassenmodul eines freien R-Moduls R” nach einem von endlich

vielen Elementen 1, ..., 5 erzeugten Untermodul. Wir definieren das Ideal b wie
in Abschnitt 1.
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Wegen dhg M = 1 diirfen wir annehmen, daB z;, ..., 2y, linear unabhingig sind.
Es sei p ein b umfassendes Primideal in R. Wegen (F) gilt dann p D a. Es folgt
rad b2 a, also auch grad b = grad a. Aus Satz 1 ergibt sich jetzt die Behauptung.

3. R sei ein lokaler Ring und a3, ..., a5 (n = 2) eine Primfolge in R. Wir betrach-
ten die (2n — 3, n)-Matrix

— az ay 0

— asg 0 a1 0

— Q4 as —ag al 0

- ds ay 0 —a a1 O

Ay =

— ay . . . . . PN .
0 —a, . . . .. . ag
0 . . . . e ee. —Qp Ap-1) .

(4, entsteht so: In der (27— 1, »)-Matrix
al 0 . . ... 0

as ay 0 [ .

as de A1 0

0 22 a9
o . e e .. Qg

ersetze man in der i-ten Spalte das Element a; durch 0, streiche die erste und die
letzte Zeile und lasse schlieBlich in den Zeilen bei den von 0 verschiedenen Elementen

das Vorzeichen alternieren.)
A,: sel die aus den ersten n— 1 Zeilen von 4, bestehende Teilmatrix von 4,.

Wir bezeichnen die Spalten von A, der Reihe nach mit 4,, ..., 4,,, die von 4,
mit Ayp1, ..., Apy. Offenbar gilt eine Gleichung
(*) brdp ++r +bndn, =0,
b1,...,bne R, by kein Nullteiler in R. Durch Induktion iiber #» beweist man leicht,
dafBl dies

blAnl + -+ bnAnn =0

impliziert. (Aus (*) folgt sogar b;a; — bja; = 0 fur alle ¢, j mit 1 <4, 5 < ».)
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Es sei N, der von den Zeilen von 4, erzeugte Untermodul von R” und M, der
Kern der kanonischen Abbildung R27-3 — N,. Die eben angestellte Uberlegung
zeigh: rang Ny =n — 1, rang M =n — 2.

aseidasvonayi, ..., ayerzeugte Ideal in R. Dann ist rang M, + 2 < grada. AuBer-
dem erfiillen M, und a die Bedingung (F), da dies fiir NV, und o zutrifft: p seiein a
nicht enthaltendes Primideal von R. Dann gibt es ein ¢ mit a; ¢ p. Es sei d; die
Determinante der (r — 1, n — 1)-Teilmatrix von 4,, die entsteht, wenn man alle
Zeilen und Spalten streicht, in denen a; nicht vorkommt. Es ist

di=a}"t, diet+al™ ' +aaR+--+aR fur j>1.

Wir setzen k: = min{i|a; ¢ p}. Dann ist d; eine Einheit in R,, (N,), folglich sogar
freier direkter Summand von Rj.

Ist » =4 und R regulir, dann hat man dhgM, > n — 4. Andernfalls wire
dhg(R?/N,) <n — 2. Da R?/N, nach den bisherigen Uberlegungen ebenfalls (F)
erfiillt, wire R%/N,, nach Cor. 3 zu Prop. 6 aus [2] reflexiv, als reflexiver Modul des
Ranges 1 iiber einem reguldren lokalen Ring also frei. Dann wire auch N, frei, was
ersichtlich nicht der Fall ist.
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