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Zu einem Satz von G. Trautmann iiber den Rang gewisser 
koh~irenter analytischer Moduln 

Von 

UDO VETTER 

0. In  [4] ~ d  bewiesen: Ist  ~ eine koh~rente analytische Garbe auf dem @n, die au- 
~erhalb einer analytischen Menge S lokal-frei ist, ffir die ferner dim S-~ r a n g ~  n -- 2 
und codh ~- ~ n --  1 gilt, dann ist ~- lokal-frei. In  einer hieran anschliel3enden Arbeit 
([5]) ze i~  Trautmann, dal~ es ffir gerades n ~ 4 koh~rente analytisehe Garben ~ auf 
dem C n gibt mit r a n g ~  = n - -  2 und c o d h ~  ~ 2, die fiber Cn\{0} nicht aber fiber 
@n lokal-frei sind. 

Bei genauerer Betraehtung des yon Trautmann angegebenen Beispiels (4.2.4) in [5] 
erweist sich diese Existenzaussage ffir beliebiges n ~ 4 als richtig (s. Abschnitt 3). 
Das soll zusammen mit einer etwas allgemeineren, algebraischen Formulierung des 
Satzes yon Trautmann (s. Abschnitt 2) in der vorliegenden Note bewiesen werden. 

1. Im folgenden sei R e i n  noetherseher Ring. Alle betrachteten R-Moduln seien 
unit~ir. 

S sei die Menge der Nichtnulltefler yon R. Ein R-Modul M h e ~ t  torsions]tel, wenn 
die natiirliche Abbi]dung ] i  -> Ms injektiv ist. Is t  M endlich erzeugt und Ms ein 
freier Rs-Modul, dann heist der Rang yon Ms der Rang yon M;  wir bezeichnen ihn 
mit rangM. (Zu dieser Def. vgl. [3], w 6.) 

a sei ein yon R verschiedenes Ideal in ~. Unter dem Grad yon a verstehen wir die 
Tiefe yon /~  bzgl. R/a, d.h. die wohlbestimmte Anzahl der Elemente einer/LFolge 
yon Elementen aus a maxSmaler L~nge. Wir bezeichnen den Grad yon a mit grad a 
und definieren zus~tzlich gad/~: - - - -cr  Es grit bekanntlich codim a ~ gTada. 
(codima sei die Kodimension oder HShe yon a.) Ffir den Fall, dab /~  lokal ist, hat 
man grad a ~ codh R --  dim ~. {codh R sei die homolo~sehe Kodimension oder Tiefe 
yon R und dima die Dimension yon R/a.) Ist  R ein lokaler Cohen-Macaulay-Ring, 
dann gilt in beiden Fs das Gleiehheitszeichen. 

M sei ein endlicher R-Modul. Dann ist M Restk]assenmodul eines freien R-Moduls 
/~n nach einem yon endiich vielen Elementen x~ ---- (x~l, . . . ,  xin), 1 --< i ~ m, er- 
zeugten Untermodul. Mit b bezeichnen wir im folgenden das yon allen m-reihigen 
Unterdeterminanten der Matrix (xij) erzeugte Ideal in R. Es sei ~ a d 5  > 0. Dann 
sind Xl . . . . .  xm ffir alle p e Ass ~ linear unabh~ngig fiber R~ und folglich auch linear 
unabh~ngig fiber/~; speziell ist der Rang yon M wohldefiniert und zwar gleieh ~ --  m. 
Darfiber hinaus hat man das folgende (ffir ~ a d b  ~ 2 sehon yon Lipman in [1] be- 
~iesene) Lemma von Saito: 



u XXIu 1973 Rang gewisser Moduln 159 

Lemma.  ~s  M ist torsions/rei, ]alls p < grad5  gilt. 

Den B e w e i s  dieses Lemmas  e rh i l t  man  durch Induk t ion  fiber p mi t  elementaren 
Schltissen ihnl ieh denen in [6] ; wir skizzieren ihn hier der Volls t indigkei t  halber:  

I m  Falle p ---- 0 oder grad 5 ~- co ist niehts zu beweisen. Es gelte also 0 < p < grad b 

< oo. Ferner  sei x e ~A R n und  ~ ein Niehtnulltefler aus R, so dab 2x---- ~ y~ A x~, 

y~ e ~ - iA R ~, ist. Man ha t  x -~ y~ ,̂ , x~, Yi e ~-i/~ Rn, naehzuweisen. 
i = l  

Es sei .,r: R n --> Rn/ ,~R n die natfirliche Projektion. Dann  ist 

~ - iA  ,~(yl) A ~(xl)  A " "  A ,~(Xm) = 0 .  

Bezeichnen wir mit-~ das Ideal  5 / 2 R  in R / 2 R ,  so ist ~oTad~ ~ gradb  - -  1, also p - -  1 

~adS-. Mit Satz 1 aus [6] und  der Indukt ionsvorausse tzung f o l ~  dann  

Y i : ~ z ~ A x ~ §  mi t  z ~ e ~ - 2 A R  n , y l e ~ - i A R  n. 
i = 1  

Durch  Einsetzen erh/~lt man  (x - -  y~ A xi)  A x2 A . . .  A Xm ---- 0. Berfieksiehtigt man,  
dab bei m > 2 das yon  allen ( m -  1)-reihigen Unterde te rminanten  der yon  den Ko- 
ordinaten yon  x.~ . . . . .  xm gebfldeten Matrix erzeugte Ideal  in R das Ideal  ~ umfaBt,  
dann  erschlieBt man  dutch  Induk t ion  fiber m jetzt  sofort 

x - -  Yi A x i  = ~ y~ ^ x , ,  y~ e ~ - i A  R n, w.z.b.w. 
i = 2  

Anmerkung.  Es  g-ilt die folgende Umkehrung  des Lemmas :  Sind x i  . . . . .  Xm linear 
unabhi~ngig und qA M ]iir q = 0 . . . .  , p torsions]rei, dann ist p ~ codim 5. Man be- 
weist die Aussage ohne Mfihe mit  der Methode, die im Beweis yon  Satz 4 in [6] ver- 
wand t  wird. Mit diesem Beweis erh/~lt man  fiberdies bei lokalem R unmit te lbar  eine 
etwas schw/ichere Formul ierung des Lemmas,  in der grad 5 durch c o d h R  - -  dim 5 
ersetzt ist. 

Aus dem Lemma folgt direkt : 

Satz 1. Is t  R lokal und gilt r a n g M  -F 2 ~ gradS,  dann ist M / r e i .  

B e w e i s .  Es  sei r:  ~- rang M.  Wegen r -9 1 ~ grad5 ist r+i A M torsionsfrei, aus 
Grfinden des Ranges also gleich 0. Folglich ist  M frei. 

2. Als Folgerung aus Satz 1 erh~lt man  jetzt  den Satz yon  T r a u t m a n n :  

Satz 2. R sei ein lokaler Ring,  a ein Ideal  in  R und M ein endlicher R-Modul ,  derart, 
daft gilt: 

(F) _Fiir aUe Primideale p in  R m i t a  ~ p ist Mv  ein freier R~-Modul.  

Es  sei ]erner d h n M  g 1 und r a n g M  q- 2 < ~oTada. Dann ist M / r e i .  

B e w ei s. M i s t  Restklassenmodul  eines freien R-Moduls R n naeh einem yon  endlich 
vielen Elementen  xi . . . . .  Xm erzeugSen Untermodul .  Wir  definieren das Ideal  5 wie 
in Abschni t t  1. 
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Wegen d h n M  < 1 dfirfen wir annehmen,  da$ x l ,  . . . ,  Xm linear unabh~in~g sind. 
Es sei p ein 5 umfassendes Primideal  in R. Wegen (F) grit dann  p D= a. Es folgt 
rad 5 D= a, also aueh grad b > grad  a. Aus Satz 1 ergibt sieh jetzt  die Behauptung.  

3. R sei ein lokaler Ring und  al  . . . . .  a~ (n > 2) eine Primfolge in R. Wit  betraeh- 
ten die (2 n - -  3, n -Matrix 

_ a2 
- -  a S 

- -  a 4  

- -  q 5  

A ,  : =  

- -  an 
0 - -  an  

0 

(An  ents teht  so: I n  der ( 2 n - -  1, n)-Matrix 

a l  0 . . . .  0 
a2 al  0 . . . . .  
as a2 a~ 0 . . . .  

a 1 0 . . .  
0 al  0 . . . .  
as  - - a 2  a l  0 . . .  

a 4  0 - - a 2  a l  0 . . .  

. . . .  a l  

. . . .  a2 

. . . .  - -  a n  a n - 1  

an . . . . .  al  

0 an . . . . .  a2 

. . . . .  t~ n 

ersetze man m d e r  /-ten Spalte das Element  a~ dureh 0, streiehe die erste und  die 
letzte Zeile ~md lasse sehliel31ieh in den Zeilen bei den yon 0 versehiedenen Elementen  
das Vorzeiehen alternieren.) 

A~ sei die aus den ersten n - - 1  Zeilen yon A n  bestehende Teilmatrix yon A n .  

Wit  bezeiehnen die Spalten yon  A~ der Reihe naeh mi t  An1 . . . . .  A~n ,  d ie  yon A n  

mit  A n 1  . . . . .  A n n .  Offenbar gilt eine Gleiehung 
�9 t 

(*) b l A b 1  -t- "'" + bn A ~  --= 0 ,  

bl  . . . . .  bn ~ .R, bl  kein Nullteiler in _R. I )ureh Induk t ion  fiber n beweist man  leieht, 
dab dies 

bl A n l  q- "'" -4- bn A n ~  = 0 

imloliziert. (Aus (*) folgt sogar b ia j  - -  b ia i  ---- 0 ffir alle i, j mi t  1 < i,  j < n.)  
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Es  sei Nn der  yon  den  Zeilen yon  An erzeugte  U n t e r m o d u l  von R n und .}In der  
K e r n  der  kanonischen  Abb i ldung  /~2n-~ __> N , .  Die eben angeste l l te  Uber legung  

zeigt :  r ang  ~Vn ---- n - -  1, r ang  Mn = n --  2. 
a sei das  yon  a l  . . . . .  an erzeugte  Idea l  in R. Dann  is t  r a n g M n  ~- 2 g g r ad  a. Aul3er- 

dem erffillen Mn und  a die Bedingung  (F), da  dies fiir  Nn und  a zutr i f f t :  p sei ein a 
n ich t  en tha l t endes  P r imidea l  yon  R. D a n n  g ib t  es ein i m i t  a~ ~ ~. Es  sei dj die 
D e t e r m i n a n t e  der  (n - -  1, n - -  1) -Tei lmatr ix  yon  An,  die ents teh t ,  wenn man  alle 
Zeilen und Spa l t en  s t re ieht ,  in denen a t n i ch t  v o r k o m m t .  Es  is t  

n - 1 - - k a j _ l R ~ . . . ~ a l R  ffir ] > 1 .  d l ~ - - a  T - l ,  d t � 9  

W i t  setzen k: = min{ i la i  ~ p}. Dann  i s t  dk eine E inhe i t  in  R , ,  (Nn)~ folglieh sogar  
freier  d i r ek te r  S u m m a n d  yon  R~. 

I s t  n ~ 4 und  R regul&r, dann  h a t  m a n  dhR.Mn > n -  4. Andernfa l t s  w/ire 
dhn(Rn/Nn) ~ n - -  2. D a  Rn/Nn nach den bisher igen l~berleg~angen ebenfal ls  (F) 
erfiillt0 ware  Rn/Nn naeh Cor. 3 zu Prop .  6 aus  [2] reflexiv,  als ref lexiver  Modul  des 
Ranges  1 fiber e inem regul/ iren lokalen  Ring  also frei. D a n n  w/~re auch/Vn frei, was 
ers icht l ich n ich t  der  Fa l l  ist .  
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