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Abstract. The potential of a body of revolution is expanded in a series of spherical functions. It is 
proved that, for a body with analytical density limited by an analytical surface the coefficients of 
expansion decrease in geometrical progression. 

Pe3IoMe. 1-IoTeHIIHaY/ TeYIa Bpamem4~ pa3Yto~eH ]3 p ~  no c~epn~eCKnM ~ y ~ .  ~oKa3aJ:to, ~ITO 
KO3~llJ.II~eItTbI pa3Ylox~erffJ~ Jlna Tena aHa.rr~Tr~ecroi~ IIJIOTHOGTIt, orpam~eFmoro ana~tTla~IeCKO~ 
noBepxsocTbtO, y61,IBa~OT B reOMeTph~ecroi~ ffporpeccK~. 

1. Introduction 

Actuellement pour  repr6senter le potentiel V d 'un  corps de r6volution T, on utilise le 

plus souvent  le d6veloppement en fonctions sph&iques 

V ( r ,  v) G M  {1 ~ Pn (v)) ' = - In - - ~ - ~  (1) 
r n = l  

Les notat ions sont:  r - rayon-vecteur,  v - sinus de latitude, G - constante de gravita- 
tion, M - masse du corps, P, (v) - polyn6me de Legendre. Le rayon-vecteur maximal  
de la surface du corps est choisi comme l 'unit6 de longueur. Le coefficient I~ est 

l ' int6grale double 

In = - ~ i  ? (r, v) rn+2P, (v) dr dv ,  (2) 

S 

;~ &ant  la densit6. Le domaine  compact  s repr6sente l ' intersection du corps T et d 'un  

demi-plan m6ridien. 
Dans  les articles [1, 2, 3], le compor tement  des In est 6tudi6 sous des hypotheses 

diverses concernant  la structure du corps T. En particulier, il y est d6montr6 pour  des 

plan~tes du groupe terrestre que les I .  v6rifient les in6galitds 

const  
II~l ~< nS/--~ 

et que ces relations sont les plus strictes possibles. En ce qui concerne le corps ~t 
densit6 analytique born6 par  une surface analytique, on n 'a  obtenu une 6valuation 

exacte que sous des conditions t rop restrictives. Dans  l 'article pr6sent le cas analytique 

est examin6 sous des conditions naturelles. 
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2. Th6or6me 

(1) Nous ne considerons ici d'autres corps que ceux dont la surface peut-~tre repr6- 
sent6e par une 6quation de la forme 

r = W ( v ) ,  - l ~ < v < + l .  

Tel est, en particulier, tout corps dont la surface a un seul point commun avec un 
rayon central arbitraire. 

On peut 6crire maintenant la formule (2) de la mani~re suivante 

oh 

1 

In = - n f Pn (v) q~n (v) dr, 
- 1  

w(v) 

~n (v) = iV/ 7 (r, v) r n+2 dr .  

0 

En changeant la variable d'int6gration on obtient 

1 

eb.(v)=--M2 W.+a(v) f y(rW(v),v)r "+2dr .  

0 

(3) 

(4) 

(5) 

D~FINITION. On dit qu'un corps T/ t  densit6 ;~(r, v) born6 par une surface r =  W(v) 
possbde une A-structure si: 

(a) la fonction W(v) est holomorphe sur [ - 1 ,  1]; 
(b) la fonction 7(rW(v), v) est born6e si 

r e [0, i ] ,  v e [ -  i , i ] ;  

(c) la fonction ~(rW (v), v) est int6grable au sens de Lebesgue par rapport a r sur 
[0, 1] pour tout ve [ - 1 ,  1]; 

(d) la fonction ~(rW(v), v) est bolomorphe par rapport/~ v sur [ - 1 ,  1] pour tout 
r e [0 ,  11. 

Soit un corps T ayant une A-structure. D6signons par L(R) la famille des ellipses 
dans le plan complexe v ayant leurs foyers aux points __ 1 ; la somme de leurs demi- 
axes ~tant R. Alors il existe R 1 >1 tel que W(v), ),(rW(v), v), et doric aussi ~,(v),  
sont holomorphes quand v �9 L (R) (1 < R < R 1 ; 0 ~< r ~< 1). Selon la formule de Cauchy, 
on aura que 

1 f ~b, (~) d~(v �9 [ -  1, 1]). (6) (v) = - 

L(R) 
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Substituons (6) en (3) et changeons l 'ordre d ' int6gration 

1 

1 f ~(~)d~ f P"(V)dv. 
L(R) -- 1 

La derni~re int6grale est connue:  

1 

f e.(O dv = 20. if), f~-- v 
--1 

Q. 6tant la fonct ion de Legendre du second genre (voir [4]). On about i t  h mettre 
l ' int6grale (3) sous la forme 

= i f ~ . ( v )  O.(v)  dv. (7) i .  
L(R) 

(2) Evaluons ~ .  (v). Introduisons la nota t ion 

1 
p (R) = - max I W (v)L. (8) 

R ~ ~ L(R) 

Fondamenta l  pour  ce travail est le fait, d6montr6 en [5], qu' i l  existe un nombre  
R 2 > 1 tel que l'in6galit6 1 < R < R2 entraine 

p ( R ) <  max IW(v)I.  
ve[--l, I] 

D'apr~s l 'unit6 de longueur que nous avons choisie, 

max  [W(v)[ = 1 
ve[--l, I] 

ainsi 
p (R) < 1. (9) 

Consid6rons un rayon R fixe mais arbitraire dans l ' intervalle 1 < R < R3 = min (R1, R2). 
Simplifions les notat ions:  

p = p ( R ) ,  A = max [y(rW(v), v)[. 
veL(R),re[O, 1] 

On tire alors de l'6galit6 (5) que 
1 

max I~.(v)l  .<2A f 2A �9 ~L(R) "~ M (RP)~+3 r"+2 d r -  (n + 3 ) M  (RP)"+3" (10) 

0 

(3) Evaluons Q,(v). Comme on peut  le voir en [4], si veL(R) 

+ 

Q~(v) -- F (n + a2)z "+I f (x), (11) 
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off 
1 

= v + , f ~  - 1 ,  (Izl  = R ) ,  x = - 
Z2 ~ 

f ( x )  = F(�89 n + 1, n + 3, x).  

Dans l'int6grale (7) passons ~t la variable z. L'ellipse L (R) devient la circonfdrence de 
rayon R. Passant finalement ~t l'int4gration par rapport h q)(z= Re i~,) on aboutit au 
rdsultat 

2~z 

I .  = - I q!,. (v) Q. (v) x/~-  I d(o. 
0 

Puisque 
R 2 

max I x/v 5 - I[ - + 1 ,  
~ L(R) 2R 

on a l'6valuation suivante 
2 ~  

AR (R2 + 1) F (n  + ~x/~ p"+ 3 I lf(x)l d(o. (12) ISol~< ( n + 3 )  M r ( n +  
~ td 

0 

D6veloppons la fonction hyperg6om6trique selon les puissances de x 

f ( x )  = ~. akx k (Ixl = R -2 < 1). (13) 
k = 0  

A l'aide de l'in6galit4 de Bouniakovsky et de la formule de Cauchy on obtient 

27 #o f = If(x)l de  ~< 2re If(x)l 2 do = 2re (aklR2k) 2 < 2~z ak. 
= = 

o o (14) 

(4) I1 ne reste plus qu'h 6valuer la somme de la s6rie (14) dans laquelle 

r (k  + �89 r(n + l) r(n + k + 1) 
(15) 

ak = x / ~ F ( k  + 1) F(n + 1) F(n  + k + 3)" 

Utilisons la formule de Wallis 

F (n + 1) _ x/n + 0 (n)/2. (16) 
F (n + �89 

partir d'ici le symbole 0, 6ventuellement affect6 d'indices, repr6sentera une fonction 
valeurs dans l'intervalle (0, 1). 
On obtient 

(n + �89 x/n + k + 01/2 
a k 

(n + k + 1) U7 z (k + 02/2) (n + 03/2) 

~/ n + l + li4n i n + 2 

< T c k ( n + k + � 8 9  < ~ k ( n + k + l ) "  
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Compte tenu du fait que ao = 1, on a 

co oo 

Z2 n+2 Z 1 a k < l + - -  
rc k(n  + k + l)" 

k = 0  k = l  

La somme de cette derni~re s6rie est 616mentaire. Ainsi 

co n + l  

ak 2 < 1 + u (n  + 1) 

k = O  k = l  

< 1 + - -  
n + 2  

u ( n +  1) 
[1 + In (n + 1)] (17) 

L'ensemble des Formules (17), (14), (12) donne compte tenu de (16) 

Ilnl < B,P n+3 , 
o/a 

(18) 

2AR(R2 + l)Trx/rcX/ n + 2  
Bn= ~ n + ~ ~  1 + ~(n--+ 1) [1 + ln(n + 1)]. (19) 

Le facteur (n + 2)/(n + 1) dans (19) peut-&re remplac6 par 1 quand n/> 1. La preuve en 
est facile, mais longue, aussi l 'omettrons-nous. 

Ainsi est d6montr6 le 

THI~OR~ME. Soit un corps T ayant une A-structure. Les coefficients I n dans le ddveloppe- 
ment du potentiel de ce corps diminuent en progression gdorndtrique avec ddnominateur 

lim ~ = Po ~< P < 1 (20) 
n--~ oo 

(5) Dans le th6or~me il est possible d'61iminer toutes les hypoth6ses concernant la 
densit6 7 si les surfaces d'6gale densit6 sont semblables ~ celle qui limite le corps T, 
donc si la densit6 est de la forme 

V (r, v) = 5 (r/W (v)). 

En effet, dans ce cas la Formule (5) donne 

1 

2 W.+3 (v) f 5  (r) r n+2 dr .  �9 . (v) = 

0 

Aussi les 6valuations (18), (19) sont-elles valables avec 

A =  max 6 ( r ) =  max y ( r , v ) .  
r e [ 0 ,  1]  (r,v) e S  

En ce cas A est 6gal ~t la densit6 la plus grande du corps T mais non au module 
maximum de sa continuation analytiq~e dans le domaine complexe. Mais pour que la 
limite sup6rieure (20) soit valable il n'est m~me pas n6cessaire que ~ soit born6e, il 
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suffit que 6(r) soit int6grable. Cette derni6re condition, en vertu du th6or6me de 
Fubini, 6quivaut ~. l'existence de l'int6grale (2) qui d6termine I,. 

Alors, le th6or6me est valable si la fonction W(v) est holomorphe sur [ -  1, 1 ] et si 
les surfaces d'6gale densit6 sont semblables fi celle qui limite le corps T. 

3. Exemples 

Les conditions du th6or6me sont assez simples. Par exemple, elles ne contiennent 
marne pas *m mot sur des points singnliers, contrairement /~ ce qui concerne des 
fonctions d'une seule variable. Une fonction g (v) analytique sur [ -  1, 1 ]es t  d6velop- 
pane  en polyn6mes de Legendre 

g(v)= 
n= 0  

Cette s6rie converge comme une progression g6om6trique 

lira < 1, 

et les points singuliers sont d'aatant plus 61oign6s que/5 est plus petit (voir [6]). Pour 
des fonctions enti6res, on a que/~=0. 

Dans notre cas la circonstance pr6pond6rante est la vitesse d'accroissement de 
W(v); Po ne d6pend qne faiblement de la disposition des points singuliers. Pour une 
fonction W(v) mOme enti~re et y (r, v) constante le d6nominateur de progression Po 
peut-0tre aussi voisin de l'unit6 qu'on veut, comme le montre l'exemple suivant. 

Exemple I. Le corps T est tel que 

y (r, v) = 1, W (v) = v 2s (s-entier positif) 

En vertu de la sym6trie 6quatoriale, toutes les harmoniques impaires s'annulent, 
ainsi que celles paires sont, d'apr6s (3) et (5), 6gales ~t 

1 

2rt f v2s(2n+3)P2n (V) dv (21) 
I z , -  M(2n + 3) 

- 1  

L'int6grale derni6re est bien connue (voir [4]): 

2re x/Tt F (4sn + 6s + 1) 

M(2n + 3) 2"s"+6SF [,2s -- 1)n + 3s + 13 F[(2s + 1)n + 3s + ~:] 

La formule de Stirling donne 

I2. = -- - -  
a)(n) [ (2s) 4s 1" 

n2 (2s - 1)2"-* (2s + 1)2" + , 
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avec les relations 

0 < C 1 < (_D ( / ' / )  < C 2 < O0 ( C l ,  C 2 = c o n s t ) .  

I1 en rdsulte que 

1--~m~/lI,,':Po=k/(2s_l)2S(-2s142;+l)2S+,. 
n-.-~ o9 

(22) 

La quantit6 Po croit avec s car 

d In Po 4s2 
- -  - l n  > 0 .  

ds 4 s  2 -  1 

Pour les grandes valuers de s, 

~/ll--1/2Se2s,,(1+l/4s2-1)=l_ 
Po = + 1/2s 

1 
. 4 -~176  

4s 

et on peut prendre Po aussi voisin de l'unit6 qu 'on veut en choisissant s convenable- 
ment. 

Voyons maintenant combien la valuer de p donn6e par le th6or6me est voisine de la 
vraie valeur de Po- Dans notre exemple 

1 1 (RZ+l ' ]  2s 
= -  m a x  [v2s[  = (23) 

p ( R )  R,EL(R) R \  2 R J  

et R 1 = R e = R  3 = ~ ,  c'est-~t-dire que tousles R >  1 sont admissibles. La fonction (23) 
prend sa valeur minimum quand 

Donc 
•/22•sS + 1 

- -  . 
R =  1 

p = minR p (R) = ~/2s + 1 L x / 4 ~ - ~ - l j  ' 

ce qui cofncide avec la vraie valeur de Po. 

Exemple 2. Le corps T est un ellipso~de de r6volution aplati homogbne : 

7 ( r , v ) = l ,  W ( v ) =  l + ~ v  2 . (24) 

e &ant l'excentricit6 de l'ellipse m6ridienne. 
Le d6veloppement du potentiel d 'un ellipsoide homog~ne est bien connu (voir [7]), 

et Po Y est 6gal h l'excentricit6 

lira ~ / ~  = Po = e  (25) 
n~oo  
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Voyons quelle est la valeur de p donn6e par le th6or6me. L'6quation paramdtrique 
d'une ellipse L (R) peut&tre repr6sent6e sous ta forme 

R z + 1 R 2 - 1 
v -  c o s E + i - - s i n E ,  ( E s  [0, 2~z]) 

2R 2R 
&off 

e2 2 ~2 R 4 + 1 cos2E 
+ ~ 1  = 1 + 2 ( l _ ~ z )  1 +  2 ~  

e 4 (R 4 -- 1) 2 
+ sin 2 2E.  (26) 

(1 - -  e2)2 16R 4 

Cette fois la fonction (24) a des points singuliers ~t distance finie 

v = + ix/1  - e2/e 

et c'est pourquoi 

R 2 - 1 . / 1  -- ~2 
< (27) 

2R e 

En d'autres termes 

1 + . / ' i  - 
~2 

R < Rt - ~ (28) 

On voit facilement compte tenu de (27) que l'expression (26) est minimale qlaand 
c o s 2 E =  - 1 .  I1 en r6s~lte que 

1 ,~2 V22 [ ~2 (R4;21)212 
min + = 1 ~ •2 , 

v ~ L(R) ~ 1 

1 [ e z (R 2 - 1 ) 2 7 - 1 / 2  
p ( R ) = ~  1 l _ e 2  ~ - ]  . 

Cette derni6re quantit6 est minimale quand R = x / ~ e  < R 1, et 

p = min p ( R )  = e 
R 

ce qui coincide avec la valeur vdritable. 

Remarque. La formule (25) ne cesse pas d'etre vraie m~me pour un ellipsoide h6t6ro- 
g6ne dont  les surfaces d'6gale densit6 sont des ellipsoides semblables h l'excentricit6 e. 
Cette formule vaut m~me dans le cas plus g6n6ral d 'un ellipsoide h6t6rog~ne pour 
lequel la fonction 

est holomorphe par rapport  ~t v quand r e [ 0 ,  1], veL (R)  

(1 < R < x/2---  ~2/8). 
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4. Conclusions 

Les coefficients I ,  d ' un  corps ayant  une A-structure diminuent  en progression g6om6- 
trique. Les exemples examin6s montrent  que l '6valuation suivante du d6nominateur  

de cette progression 

inf ~ max JW(v)l~ (29) p =  
I<R<R3 ~/~  ) v~ L(R) 

est la meilleure possible dans les conditions du th6or6me. 
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