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Abstract. The potential of a body of revolution is expanded in a series of spherical functions. It is
proved that, for a body with analytical density limited by an analytical surface the coefficients of
expansion decrease in geometrical progression.

Peatome. [ToTennmnan Tena BpameHus pa3iioXeH B paa no cheprueckmM dysrumasaM. [[okazano, 9To

k03 HUIREHTEI Pa3IOKEHH AT TeNa aHATATHYIECKOM IUIOTHOCTH, OFPAHMYSHHOTO aHAJIMTHYECKOK
MOBEPXHOCTHIO, YOBIBAIOT B FEOMETPUIECKOM IPOrpecChi.

1. Introduction

Actuellement pour représenter le potentiel ¥ d’un corps de révolution 7', on utilise le
plus souvent le développement en fonctions sphériques

Vv =M {1 - ,21 L (V)} 6))

r "

Les notations sont: r — rayon-vecteur, v — sinus de latitude, G — constante de gravita-
tion, M — masse du corps, P,(v) — polyndme de Legendre. Le rayon-vecteur maximal
de la surface du corps est choisi comme 1’unité de longueur. Le coefficient I, est
Iintégrale double

I =— %jf y(r,v) r**?P,(v)drdv, #))

y étant la densité. Le domaine compact s représente I'intersection du corps T et d’un
demi-plan méridien.

Dans les articles [1, 2, 3], le comportement des I, est étudié sous des hypothéses
diverses concernant la structure du corps 7. En particulier, il y est démontré pour des
planétes du groupe terrestre que les I, vérifient les inégalités

et que ces relations sont les plus strictes possibles. En ce qui concerne le corps 3
densité analytique borné par une surface analytique, on n’a obtenu une évaluation
exacte que sous des conditions trop restrictives. Dans Iarticle présent le cas analytique
est examiné sous des conditions naturelles.
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2. Théoréme

(1) Nous ne considerons ici d’autres corps que ceux dont la surface peut-étre repré-
sentée par une équation de la forme

r=wW(), —1<v<+1.

Tel est, en particulier, tout corps dont la surface a un seul point commun avec un
rayon central arbitraire.
On peut écrire maintenant la formule (2) de la maniére suivante

1

IL=—n=n f P.(v)®,(v)dv, A3)
ol -
W)
dﬂ,(v):j—l Ji y(r, v) "2 dr. @

0

En changeant la variable d’intégration on obtient
1
2
@, (v) = v w3 (v)fy(rW (), v) "2 dr. (5)
0

DEFINITION. On dit qu’un corps 7 & densité y(r, v) borné par une surface r=W(v)
posseéde une A-structure si:

(a) la fonction W (v) est holomorphe sur [ —1, 1];

(b) la fonction y(rW (v), v) est bornée si

re[0,1], ve[—1,1];

(¢) la fonction y(rW (v), v) est intégrable au sens de Lebesgue par rapport & 7 sur
[0, 1] pour tout ve [—1, 1];

(d) la fonction y(rW(v), v) est holomorphe par rapport & v sur [—1, 1] pour tout
rel0,1].

Soit un corps T ayant une A-structure. Désignons par L(R) la famille des ellipses
dans le plan complexe v ayant leurs foyers aux points +1; la somme de leurs demi-
axes étant R. Alors il existe R, >1 tel que W (v), y(rW(v), v), et donc aussi @, (v),
sont holomorphes quand ve L(R) (1<R<R;; 0<r<1). Selon la formule de Cauchy,
on aura que

®,(v) = % ;D,,_(ﬁv) d¥(ve[-1,1]). 6)

L(R)
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Substituons (6) en (3) et changeons 1’ordre d’intégration

1

I,,=—2ii j @n(ﬁ)dﬁjg"fvidv.

L(R) -1

La derni¢re intégrale est connue:

1

J‘ P04y =20, ),

V—v
5

0, étant la fonction de Legendre du second genre (voir [4]). On aboutit & mettre
I'intégrale (3) sous la forme

L=i f ,(v) 0, (v) dv. ™

L(R)
(2) Evaluons @, (v). Introduisons la notation
1
p(R) =~ max W (). ®
R yeLry
Fondamental pour ce travail est le fait, démontré en [5], qu’il existe un nombre

R,>1 tel que ’inégalité 1 < R< R, entraine

p(R) < max ] W (v)].

vel[—-1,1
D’apres I'unité de longueur que nous avons choisie,

max [W(v)| =1
vel[—1,1]
ainsi

p(R)<1. ®

Considérons un rayon R fixe mais arbitraire dans ’intervalle 1 < R< Ry;=min (R, R,).
Simplifions les notations:

p=p(R), A= max ly(r W (v), V)l

ve L(R),re[0, 1]

On tire alors de I’égalité (5) que
1

24 n+3 n+2 . 24 n+3
vrénza(;;) |®, ()] < i (Rp) jr dr = T IM (Rp)"*>. (10)
0
(3) Evaluons Q,(v). Comme on peut le voir en [4], si ve L(R)
r 1
0,0) = LEEIVE 1), )

I—v(n +%)Z”+1
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ou

—

z=v+ V-1, (z21=R), x=,
fx)=F@& n+1,n+4%x).

Dans 'intégrale (7) passons & la variable z. L’ellipse L{R) devient la circonférence de
rayon R. Passant finalement a I'intégration par rapport & ¢ (z= Re'?) on aboutit au
résultat

N

2z

I,,=—fcb,,(v)Q,,(v)\/v2——1d<p.
Puisque ’
max [\/v —II—R +1,

ve L(R) 2R

on a I’évaluation suivante

AR(R2+1)F(n+1)\/n

Hhl < (mn+3)MI(n+3)

J 7)1 do. (12
Développons la fonction hypergéométrique selon les puissances de x
fx)= ¥ ax* (xI=R7*<1). (13)
k=0
A I'aide de I'inégalité de Bouniakovsky et de la formule de Cauchy on obtient

anlf(x)l do < / on f f () dg =27/ Z (a /RZk)2<2nJ > ai.

(14)

(4) Il ne reste plus qu’a évaluer la somme de la série (14) dans laquelle

o TG+ DNT+PT (et k+1) (15)
AT+ DI (n+ DT (n+k+3)

Utilisons la formule de Wallis
I'(n+1)
I'(n+1) -

A partir d’ici le symbole 6, éventuellement affecté d’indices, représentera une fonction

a valeurs dans Pintervalle (0, 1).
On obtient

n+60(n)/2. (16)

_ (n+3)/n+k+0,2
(n + k+1) /7 (k + 0,/2) (n + 05]2)

\/n+1+1/4n \/ n+2
< < .
nk(n+k+1%) mk(n+k+1)
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Compte tenu du fait que ¢;=1, on a

e e} oo

2<1_|_n+2 1
a .
y m k(n+k+1)

k=0 k=1

La somme de cette derniére série est élémentaire. Ainsi

n+1

R n+2 1 n+2
14+ —— <1+ —-—[1+1 +1 17
Zak< +n(n+1) k Tc(n+1)[ n(n+1)] {an

k=1

k=0

L’ensemble des Formules (17), (14), (12) donne compte tenu de (16)

|L| < B,p"*?, (18)
ol
24R(R*+ V)n\/n +2
B,= (R” + )n\/n\/1+n—[1+ln(n+1)]. (19)
Mm+3)/n+1 n(n+1)

Le facteur (n+2)/(n+1) dans (19) peut-&tre remplacé par 1 quand n > 1. La preuve en
est facile, mais longue, aussi I’omettrons-nous.
Ainsi est démontré le

THEOREME. Soit un corpsT ayant une A-structure. Les coefficients I, dans le développe-
ment du potentiel de ce corps diminuent en progression géométrique avec dénominateur

lim YL =p,<p<1 (20)

n—ao

(5) Dans le théoreme il est possible d’éliminer toutes les hypothéses concernant la
densité y si les surfaces d’égale densité sont semblables a celle qui limite le corps 7,
donc si la densité est de la forme

y(r, v) = 3(r[W (v)).

En effet, dans ce cas la Formule (5) donne

D, (v)= ]\2—4 w3 (V)Jé(r) 2 dr.

Aussi les évaluations (18), (19) sont-elles valables avec

A= max 6(r)= max y(r,v).
rel[0, 11 (r,v)eS
En ce cas A4 est égal 4 la densité la plus grande du corps T mais non au module
maximum de sa continuation analytique dans le domaine complexe. Mais pour que la
limite supérieure (20) soit valable il n’est méme pas nécessaire que y soit bornée, il
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suffit que &(r) soit intégrable. Cette derniére condition, en vertu du théoréme de
Fubini, équivaut a I’existence de ’intégrale (2) qui détermine I,.

Alors, le théoréme est valable si la fonction W (v) est holomorphe sur [ —1, 1] et si
les surfaces d’égale densité sont semblables a celle qui limite le corps 7.

3. Exemples

Les conditions du théoréme sont assez simples. Par exemple, elles ne contiennent
méme pas un mot sur des points singuliers, contrairement & ce qui concerne des
fonctions d’une seule variable. Une fonction g (v) analytique sur [ —1, 1] est dévelop-
pable en polyndmes de Legendre

90)= ¥ TR0)-

Cette série converge comme une progression géométrique

lim Y| =p<1,

n—*oo

et les points singuliers sont d’autant plus éloignés que p est plus petit (voir [6]). Pour
des fonctions entieres, on a que 7=0.

Dans notre cas la circonstance prépondérante est la vitesse d’accroissement de
W (v); po ne dépend que faiblement de la disposition des points singuliers. Pour une
fonction W (v) méme entiére et y(r, v) constante le dénominateur de progression p,
peut-Etre aussi voisin de ['unité qu’on veut, comme le montre I’exemple suivant.

Exemple 1. Le corps T est tel que
y(r,v) =1, W(v) = v** (s-entier positif)

En vertu de la symétrie équatoriale, toutes les harmoniques impaires s’annulent,
ainsi que celles paires sont, d’apres (3) et (5), égales a

1
27
I = —— 2s(2n+3)P . d 21
2 M(2n+3)jv 20 (V) dv (21)
-1

L’intégrale derniére est bien connue (voir [4]):

2n Jr T (4sn + 6s+ 1)

L, =—
e M@n+3)2% ST [ 25— D)n+3s+ 1] T[(2s+ 1)n + 3s + 3]

La formule de Stirling donne

L,=- wn(zn ) [(2S - 1)28(_2152; + 1)2”1]n
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avec les relations
0<c, €o(n)<c, <w(cy, ¢, =const).

Il en résulte que

— (25)*
lim \/IInl =Po= \/(28 — 1)25—1 (2S T 1)2s+1 . (22)

n—oo

La quantité p, croit avec s car

dlnp, 4s*

=In— >0.
ds 4s* — 1

Pour les grandes valuers de s,

=128 Hoin1+1452- 1 _ 1
_ e2sm s =1—— 4.
Po \/ + 1/2s 4s

et on peut prendre p, aussi voisin de I'unité qu’on veut en choisissant s convenable-
ment.

Voyons maintenant combien la valuer de p donnée par le théoreme est voisine de la
vraie valeur de p,. Dans notre exemple

1 1 /R*+1\*
R)=- max ¥ =_ 23
p(R) Rvem)lv l R( R ) (23)

et R, =R, =R;=00, c’est-a-dire que tous les R>1 sont admissibles. La fonction (23)
prend sa valeur minimum quand

_\/2s+1
V2 -1

2s 2
p= mmp(R) i1 \/4s ="

ce qui coincide avec la vraie valeur de p,.

Donc

Exemple 2. Le corps T est un ellipsoide de révolution aplati homogene:

82 —-1/2
y(r,v)=1, W(v)=<1+1 2v2> . (2%
—¢
¢ étant I’excentricité de 1’ellipse méridienne.
Le développement du potentiel d’un ellipsoide homogéne est bien connu (voir [7]),
et po y est égal a I’excentricité
lim /|l = po = (25)

n—oo
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Voyons quelle est la valeur de p donnée par le théoréme. L’équation paramétrique
d’une ellipse L(R) peut-étre représentée sous la forme

R*+1 R*—1 |
V= cosE + i sinE, (Ee[0,2n])
2R
d’ou
2 2 2 4 2
e & R +1
1+ =l ——5 14+ cos2E
1= { +2(1—.32)[ 2R ]}
et (R*-1)?

sin?2E.  (26)

* (1—¢*)* 16R*
Cette fois la fonction (24) a des points singuliers & distance finie
v=+ i\/ 1 —é*e
et c’est pourquoi
R*—1 1 —é&2

< . 27
2R € @7
En d’autres termes
1+ J1—¢2
R<R, = FVi=& (28)
&

On voit facilement compte tenu de (27) que I’expression (26) est minimale quand

cos2E= —1. 1l en résulte que
2 . &2 (Rz _ 1)2 2
B 1 —e® 4R? ’
1 82 (R2 _ 1)2 -1/2
PR =l 1- T |
R 1—¢ 4R

Cette derniére quantité est minimale quand R=\/ 2—e2/e<Ry, et

e
min |1 + 5V
ve L(R)

p=min p(R)=¢
R
ce qui coincide avec la valeur véritable.

Remarque. La formule (25) ne cesse pas d’étre vraie méme pour un ellipsoide hétéro-
géne dont les surfaces d’égale densité sont des ellipsoides semblables & ’excentricité ¢.
Cette formule vaut méme dans le cas plus général d’un ellipsoide hétérogéne pour
lequel la fonction

&2 -1/2
({5 )

est holomorphe par rapport & v quand re[0, 1], ve L{R)
(1 <R <. J2-¢e).
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4. Conclusions

Les coefficients I, d’un corps ayant une 4-structure diminuent en progression géomé-
trique. Les exemples examinés montrent que ’évaluation suivante du dénominateur
de cette progression

p= inf {1— max IW(v)I} (29)

1<R<Rj ve L(R)

est la meilleure possible dans les conditions du théoréme.
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