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Zusammenfassung. Die Gleichungen der Bewegung des kleinen Korpers in der Ndhe der Dreiecks-
punkte Li, Ls des elliptischen eingeschrinkten Dreikdrperproblems werden mit Hilfe einer einfachen
Transformation explizit in zwei unabhingige Komponenten aufgespalten, welche den bekannten
Bewegungsfamilien 4 und e des Kreisfalles entsprechen. Aufgrund dieser Zerlegung wird fiir die
Bewegung im elliptischen Fall eine erste Stabilitdtsgrenze berechnet, welche die Ergebnisse anderer
Autoren préazisiert.
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Abstract. A simple transformation is used to divide explicitly the equations of motion of an infini-
tesimal body in the neighborhood of the triangular points Ls, Ls in the elliptic restricted Three-
Body-Problem into two independent components corresponding to the well-known families of mo-
tion d and e in the circular case. This separation immediately gives a first stability constraint for the
elliptic case which is more exact than the results prior given by other authors,
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1. Einleitung

Die ebene Bewegung des kieinen Korpers in der Nahe der Dreieckspunkte L,, Ls des
elliptischen eingeschréankten Dreikorperproblems geniigt einem System von linearen
Differentialgleichungen mit periodischen Koeffizienten, in welches das Massenver-
héltnis 7 und die Exzentrizitit e der elliptischen Revolution der beiden schweren
Massen als Parameter eingehen. Fur dieses System von der Gesamtordnung 4 ist
keine geschlossene Losung bekannt. Nur in den Sonderfillen ¢e=0, bzw. m=0 kennt
man geschlossene Losungen. Im Falle e=0, also bei kreisformiger Revolution der
Massen um ihren gemeinsamen Schwerpunkt ist das Gleichungssystem konstant und
daher in geschlossener Form 18sbar. In diesem Fall besteht die Bewegung, wenn das
Massenverhéltnis gewisse Grenzen einhilt, aus zwei unabhingigen Komponenten
von je 2. Ordnung, einer langperiodischen Komponente 4 mit der Periode 77/f,, bzw.
einer kurzperiodischen Komponente e mit der Periode 7/8,, wenn T die Periode der
Revolution bezeichnet (Charlier, 1899; Stumpff, 1965). Diese Komponenten lassen
sich leicht trennen. Die Bewegung des kleinen Korpers erfolgt dann bei passenden
Anfangsbedingungen auf infinitesimalen Ellipsen der Familie d, bzw. e mit Mittel-
punkt im Dreieckspunkt.

Im Fall m=0 und ¢>0 gehen die Gleichungen des Problems in die explizit 16sbaren
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Gleichungen fiir die Abweichungen von einer elliptischen Bezugsbewegung iiber. Es
ist bekannt, daB diese Abweichungen mit der Zeit anwachsen, wenn nicht ganz be-
stimmte Anfangsbedingungen vorliegen.

Die Untersuchung der Bewegung des kleinen Korpers bei m >0 und bei elliptischer
Revolution der Massen wurde erst in jiingster Zeit in Angriff genommen. Sie be-
schéaftigt sich im wesentlichen mit dem Problem der Stabilitit dieser Bewegung (Danby,
1964; Szebehely, 1967; Alfriend und Rand, 1969) wobei je nach dem verwendeten
Niherungsverfahren verschiedene Stabilitdtsbereiche in der Ebene der Parameter m
und e berechnet wurden. Das Problem der Aufspaltung der Bewegungsgleichungen
des elliptischen Falles in Komponenten wie im Kreisfall wurde von anderer Seite
noch nicht in Betracht gezogen. Erst in Tschauner (1969) wurde dazu ein noch un-
vollkommener Versuch gemacht.

In der vorliegenden Arbeit wird mit Hilfe einer einfachen Transformation und
durch explizite Losung einer nichtlinearen inhomogenen Vektordifferentialgleichung
eine exakte Aufspaltung der Bewegungsgleichungen des elliptischen Falles in zwei
unabhingige Komponenten vorgelegt, die mit e—~0 in die Gleichungen der Bewe-
gungsfamilien d bzw. e des Kreisfalles iibergehen. Man darf daher diese Komponenten
als Verallgemeinerungen der Familien d bzw. ¢ ansehen, wenn man die Bedingung
fallen 1aBt, daB die damit definierten Bewegungen geschlossen sein miissen. Die Auf-
spaltung der Gleichungen des elliptischen Falles ergibt unmittelbar eine erste exakte
Stabilitdtsgrenze in der Ebene der Parameter m und e.

2. Die Aufspaltung der Bewegungsgleichungen

Die Bewegung des kleinen Korpers in der Nihe von L,, Ls geniigt bei elliptischer
Revolution der Massen den linearen Differentialgleichungen mit periodischen Ko-
effizienten (Alfriend und Rand, 1969).

’yc,, N iyc _ :E‘g :’y‘ ¢ e =3(1F /1 3m(l —m)). Q.0
In diesen Gleichungen sind x, y infinitesimale bezogene Abweichungen von Dreiecks-
punkt, r(3)=1/(1+ecos8) ist ein periodischer Faktor mit Periode 27(T), m=
=M,/ (M {+M,) bezeichnet das Verhiltnis der kleineren Masse M, zur Gesamtmasse
des Systems und e ist die Exzentrizitit der elliptischen Revolution der Massen.
Der Strich deutet die Differentiation nach der wahren Anomalie 3 der Revolution an,
die als unabhingige Verdnderliche beniitzt wird.

Nach Einfithrung der zweidimensionalen Vektoren x; =(x, ), x, =(x', y) lauten
die Gleichungen (2.1) in Matrixschreibung

<§> B (:Z: 21?)) (2) =40) (i:)- @2)
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Darin ist 4 (9) eine periodische 4 x 4 Matrix und

(10 /01 (e O
=03 o=} =)

sind konstante 2 x 2 Matrizen.
Im Kreisfall e=0, r=1 sind die Gleichungen (2.1), (2.2) konstant. Thr charakteri-
stisches Polynom hat mit ¢, +c, =3, ¢;¢, =% m (1 —m) die biquadratische Form

s+ 2Im(l—m)=(s"+ B}) (sF + B3),
wobei

BL B3 =3(1F /1 -27m (1 —m)).
Die Eigenwerte sind rein imaginir und einfach, wenn die Diskriminante die Bedin-
gungen

0</1—2Tm(1—m)<1 (2.3)
erfiillt. Dies ist dann gegeben, wenn

0<m<my=31(1—/2)=0,03852. (2.4)

Wir formen die Gleichungen des Kreisfalles (r=1) mit Hilfe der einfachen Trans-

formation
X, E E ) (y1>
= s 2.5
(x2> <B1 B,/ \y2 25

mit der wir einen Vektor (y,, y,) einfiihren, um in

1 By 0 ) <y1>
)= . 2.6
<J’2> < 0 B,/ \» 26)
Die zweidimensionalen Teilvektoren y,, ¥, geniigen daher den Gleichungen
Yi=By1,  Yi=Byys. 2.7

Die konstanten 2 x 2 Matrizen

B1=lD(C+ﬁfE), Bz=lz‘D(C+ﬁ§E),

2.8
B} =~ fiE, B: =~ BiE @9

hdngen nur von B, bzw. B, ab. Sie sind verschieden, wenn f; und f, verschieden
sind. Dies ist sicher dann der Fall, wenn (2.3) erfullt wird.

Damit ist die Aufspaltung der Bewegungsgleichungen des Kreisfalles in zwei un-
abhingige Komponenten 2. Ordnung bewerkstelligt. Denn wéhlen wir etwa y, (0)=0,
womit auch y,(3)=0, so besteht die Bewegung nur aus der Komponente y,, die man
allgemein in der Form

1

y.(3) = (E cos B9 + %sin B19> y1(0) (2.9)
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darstellen kann. Diese Formel charakterisiert die Bewegungsfamilie d des Kreis-
falles, eine periodische Bewegung mit der Periode T/f;, wenn die Voraussetzung (2.3)
gegeben ist.

Wir versuchen nun, durch eine zu (2.5) analoge Transformation

<z:) - (1}?’1 i) @;) (2.10)

mit noch zu bestimmenden variablen 2 x2 Matrizen Py, P, die Aufspaltung der Be-
wegungsgleichungen (2.2) des elliptischen Falles in

Y1 Py 0) <y1>
1) = 2.11
(y 2) ( 0 P/ \y2 ( )
zu vollziehen. Die zweidimensionalen Teilvektoren y,, y, sollen den Gleichungen

Yi=Pi(8) y1, Vo =P (8) y2 (2.12)

geniigen. Die Aufspaltung (2.11) und (2.12) setzt voraus, daB die Matrizen P, P,
verschiedene Losungen der nichtlinearen, inhomogenen Vektordifferentialgleichung

P'=2DP—-P*+r(9)C (2.13)

sind. Im Kreisfall =1 hat diese Gleichung die einfachen Ldsungen P=B; bzw.
P=B,. Wir zeigen im folgenden, daB die Gleichung (2.13) auch im elliptischen Fall
zwei relativ einfache geschlossene Losungen P;, P, besitzt, da man sie auf ein System
von zwei skalaren Differentialgleichungen 2. Ordnung, von denen eine linear ist,
zuriickfilhren kann, dessen Losung mit einem einfachen Ansatz moglich ist. Die
beiden Losungen unterscheiden sich durch eine gegeniiber (2.3) verallgemeinerte Dis-
kriminante, weiche von m und e abhingig ist.

3. Die Losung der Gleichung (2.13)

Die vier Elemente p;; der Matrix P(9) geniigen nach (2.13} den nichtlinearen, in-
homogenen Differentialgleichungen

Pii= 2Py — Pii — Pi2bPar + ¢17(9)
Phz =—2P1; — P33 ~ P12D2; + €27 (9)
Piz= 2p2 — P12 (P11 + P22)
P21 == 2p11 ~— P21 (P11 + Pa2)-

3.1)

Wir formen diese Gleichungen durch Einfiihrung neuer Variabler w, z, u, v

Pii=w+ 2z, D2 =W —1z, P2=u—-v+1, py=ut+v—1

(3.2)
um in
w=—1-w—2z"—u>+0"+3r(9)
z'=2u—2wz —%(c; —¢;) r(9)
u' =—2z—2uw G-3)

v =—2ow.
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Aus den beiden letzten Gleichungen (3.3) erhalten wir die Darstellung

1y uy’
w=14v <—> , z=—1%v <7> . (34
v v

Die Elemente der Matrix P(9) sind jetzt durch die Formeln
v /(1 [u\ (1Y L ’
P11 =5\\s ) ) D22 = >\ s o))
1 u i u
pi2=v|l-+--1), py=—v{--——-1
v o0 vV

bestimmt, in denen nur noch die beiden Funktionen p=1/v, g=u/v auftreten. Diese
Funktionen geniigen den Differentialgleichungen

' — 37+ (2-3r)p" —2=—2(¢* +14'7),
q"+4q = (c; —c;)rp.

(3.5

(3.6)

Die zweite Gleichung ist linear. Die erste Gleichung 1Bt sich durch nochmalige
Differentiation und Beriicksichtigung der zweiten auf eine lineare Gleichung zweiter
Ordnung fiir p’ zuriickfithren, worauf wir aber hier verzichten. Die zweite Gleichung
(3.6) wird bequem 16sbar sein, wenn die Funktion p die Form

p=ko/r=ko(1 +ecos9) 3.7

haben sollte, da in diesem Fall ihre rechte Seite konstant wire. Wir zeigen, daB man
mit diesem Ansatz und mit einer dann passend zu bestimmenden Funktion g die
Gleichungen (3.6) tatsichlich eindeutig befriedigen kann. Bei Annahme von p (3.7) mit
der noch freien Konstanten &, hat die zweite Gleichung (3.6) die einfache Form

q" +4q =(cs—c1) ko
mit konstanter rechter Seite. Wir wihlen als Losung
q=(c, —¢y) ko/4 + ky cos29 (3.8

mit einer weiteren freien Konstanten k,. Fiihren wir nun (3.7) und (3.8) in die erste
Gleichung (3.6) ein, so entsteht, da sich die Terme mit cos 3 wegheben, der Zusam-
menhang

2
k3<1 - %) +2 — 3k2e? cos 29
kZ
=(c, —¢1)? go + 2k + (cy — ¢1) kok, c0s29.

Um ihn zu befriedigen, miissen die Konstanten die Beziehungen
2 2
e k

- %k(z)ez = (cz - C1) koky,
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erfiilllen. Aus der zweiten erhalten wir k; = —ke’ko/4 mit k=3/(c,—c;). Die erste
Beziehung fithrt dann zu

ko =+ 4/ /1 —=2Tm(1 —m)+2&* + k%¢*, k*=[1-3m(1l —m)]"".

(3.9)

Damit sind die Funktionen p, g vollstindig und eindeutig bestimmt. Die verschie-
denen Vorzeichen in (3.9) zeigen an, daf} wir mit diesen Losungen sowohl die Ele-
mente von Py, als auch die Elemente von P, berechnen kénnen. Die Py, P, sind ver-
schieden, wenn die Diskriminante

c(m,e)=/1—-2Tm(1 —m) + 2e* + k?* > 0 (3.10)

von Null verschieden ist. Aus dieser Bedingung ergibt sich unmittelbar eine erste
Stabilitdatsgrenze in der Ebene der Parameter m und e

e >/8g(l—g)—(1—9), g=3m(l—m), 3.11)

eine Kurve, welche die m-Achse im Punkt m=m, (g=1) senkrecht trifft und sich
dann in Richtung wachsender m wendet. Dieses Ergebnis zeigt, dall im elliptischen
Fall Werte m>m, zulissig sein werden. Zu dhnlichen Ergebnissen fithren auch die
in Danby (1964); Alfriend und Rand (1969) verwendeten Ndherungsverfahren. Die
Grenze (3.11) ist aber jetzt nach der gelungenen Zerlegung der Gleichungen (2.1),
(2.2) des elliptischen Problems exakt begriindet.

Anhand von (3.7), (3.8), (3.9) erhalten wir nun die Elemente der Matrizen P,, P,

ke* ke*
p11=—r(§sin9+: sin29>, p22=—r<§sin9—4isin29>,
ke*
P2 =" a2+ecos9—7cos29 (3.12)
ke*
Py =-—r a1+ecos‘9+Tcos29

mita, =4 (2¢; +1F¢),a,=%4(2¢c, +1F¢). Fiire=0 wird p;; =p,, =0, p;» = (c, +$2)/2,
Pa=—(a +ﬁf)/2 bzw. p1=p32=0, p1,=(c; +ﬂ§)/2, pa=—(¢ +ﬁ§)/2 Dies sind
gerade die Elemente der Matrizen By, B,, welche die Bewegungsfamilien d bzw. e des
Kreisfalles charakterisieren.

Die Matrizen Py, P, enthalten den gemeinsamen Faktor r(9), so daB

P(3)=r(9)Q(9).

Auch ihre Determinanten
1Fec
d(8) = p11P22 — P12P21 =7 (9) <T + %e cos 9) =r(8)f(®) (3.13)

haben diesen Faktor. Die Quadrate von P,, P, sind durch die Formel

P> = (py1 +p22)P—d(9) E (3.19
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bestimmt. Da p,; +p,,= —re sin3= —r’/r, erhalten wir nach Einfiihrung von P=rQ
und P? (3.14) in (2.13) fiir die Matrix Q(9) eine einfache, lineare inhomogene
Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten

Q' =2DQ +C+ f(9)E. (3.15)

Die allgemeine Losung dieser Gleichung

8

0.(9) = 70 (0) + f #P6-9(C 1 f(x) E) dr,
1]
e*P% = E cos29 + Dsin29

fithrt mit Q(0)=P(0)/r(0) gerade wieder zu der auf anderem Wege berechneten
Matrix Q(9)=P(9)/r(9).

Durch die Bestimmung der Matrizen P;, P, ist die Aufspaltung der Gleichungen
der Bewegung des kleinen Korpers in der Nahe der Dreieckspunkte des elliptischen
eingeschrdnkten DreikGrperproblems in zwei unabhingige Komponenten 2. Ord-
nung in eindeutiger geschlossener Form vollzogen. Bei kiinftigen Untersuchungen
dieser Bewegung darf man daher die Komponenten getrennt betrachten, wenn die
Voraussetzung (3.10) erfiillt ist.

4. Zusammenfassung

In der Arbeit wurde die Aufspaltung der Gleichungen der Bewegung des kleinen
Korpers in der Ndhe der Dreieckspunkte L,, Ls des elliptischen eingeschrinkten
Dreikorperproblems in zwei unabhéngige Komponenten 2. Ordnung in geschlossener
Form durchgefiihrt. Als unmittelbare Folge dieser Zerlegung ergab sich eine erste
exakte Stabilitdtsgrenze in der Ebene der Parameter m und e des Problems, die bisher
nur ndherungsweise bekannt war. Die Differentialgleichungen der Komponenten des
elliptischen Problems sind Verallgemeinerungen der entsprechenden Gleichungen des
Kreisfalles. Sie beschreiben im allgemeinen keine geschlossenen periodischen Bewe-
gungen wie im Kreisfall. Nur bei bestimmten Werten des Massenverhiltnisses m und
der Exzentrizitét e, bei denen sich fiir die Komponente y, eine Grundperiode T; =nT
(n=3, 4,...) einstellt, ist auch im elliptischen Fall eine geschlossene periodische Be-
wegung denkbar.

Die Aufspaltung der Variationsgleichungen des elliptischen Problems ist in der
hier vorgelegten Weise immer moglich, wenn die Diagonalelemente der Matrix C die
Summe 3 haben, wie es fiir die Dreieckspunkte und fiir eine unendliche Menge
weiterer Punkte der rotierenden Ebene zutrifft. Diese Punkte sind durch die Formel
(1 —m)/rl3 +m/r; =1 definiert, in der r,, r, die bezogenen Abstinde von den Massen
M, bzw. M, bezeichnen. Die kollinearen Librationszentren gehdren nicht zu dieser
Menge.
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