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Untergruppenverb~inde endlicher Gruppen, 
die den Subnormaheilerverband echt enthahen 

VOI1 

OTTO H .  KEGEL 

Seit Wielandts grundlegender Arbeit [1] weiB man, dab die i~enge sn(G) der Sub- 
normalteiler einer endlichen Gruppe G einen Teilverband des Verbandes s (G) aller 
Untergruppen yon G bildet. In dieser Note sollen 2 u~ solcher Funktionen sn~ an- 
gegeben werden, die jeder endlichen Gruppe G einen Untergruppenverband sn~(G) 
zuordnen, der sn (G) als Teilverband enth/ilt, und die mit sn die folgende Invarianz- 
eigenschaft besitzen: Ist ~0 ein Homomorphismus der end_lichen Gruppe G, so gilt 

she (G~) = (sn~(G))~. 

1. Es sei eine Klasse ~ endlicher Gruppen vorgegeben, die gegen Erweiterungen, 
homomorphe Bilder und Untergruppen abgeschlossen ist. In jeder endlichen Gruppe 
G definiert die Klasse ~ zwei charakteristische UntergTuppen: G e, den kleinsten 
:Normalteiler yon G so, dab die :Faktorgruppe G/G ~ ~ q erfiillt, und G~, den gr6Bten 
in ~ liegenden ~qormalteiler yon G. 

:Die Untergruppe U der endiichen Gruppe G heist ~-normal in G, falls entweder U 
normal in Gist  oder abet G/UG ~ q - -  dabei ist UG = ( '~ Ug. Die Untergruppe U 

geG 
heil~t q-subnormal in G, falls es eine aufsteigende It:ette {U~; 0 --< i _< n) yon Unter- 
gruppen U~ yon G zwischen U = U0 und Un = G derart gibt, dal3 jedes U~ q-normal 
in Ui+l isL fiir 0 ~ i < n. -- :Die Menge aller q-subnormalen Untergruppen yon G 
werde mit sn~ (G) bezeichnet. 

Offensichtliche Beispiele fOr q-subnormale Untergruppen yon G sind aul3er den 
Subnormalteilern die UntergTuppen yon G~ und die UntergTuppen yon G, die G r ent- 
halten. -- Man bemerke, dab die nicht-abelsch einfaehe Gruppe G genau dann eine 
echte ~-snbnormale Untergruppe besitzt, wenn G e q. 

Ziel dieser :Note is~ der :Nachweis, dal3 sn~ (G) mi~ den Operationen ,,:Durchschnitt" 
und ,,Erzeugmis" ein Teilverban4 yon s(G) ist. (Alle in dieser :Note auftretenden 
Gruppen sind endlich.) 

2. Zun~chst beschaffen wir uns einige Invarianzeigenschaften der zu sn~ (G) ge- 
hSrigen Untergruppen yon G. 

Lemma 1. F//r U~sn~ (G) und jede Untergruppe V yon G gilt U t3 V~sn~ (V). Ins-  
besondere gilt U n V~sn~ (G), /alls U, V ~ s n r  (G). 
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Bewe i s .  Sei {Ut; 0--< i _< n} eine aufsteigende Ket te  yon Untergruppen yon G 
mit  U = U0 und Un = G derart, dab Ut eine ~-subnormale U n t e r ~ u p p e  yon U~+I ist 
ffir 0 ~ i ~ n. Dann ist in der Ket te  { U~ n V; 0 ~ i ~ n} die Untergruppe U~ n V 
(~-normal in U~+I (~ V. Das ist klar, falls U~ in Ui+l normal ist. Sei K = ( '~ U~ und 

X~ U i - 1  

U~+I/K e (~. Dan~ gilt K (~ V __C L = ( '~ ( V • Us) x, und ( U~+I n V)/L ist ein homo- 
XE V r U~+I 

morphes Bild der Gruppe (Ut+l (~ V)/(K (~ V), die zu einer UntergTuppe yon Ut+I/K 
isomorph ist. Daher ~ l t  (U~+I n V)/L e ~. 

I m  wesentlichen die gleichen •berlegungen ergeben 

Lemma 2. Ist q~ ein Homomorphismus yon G und ist U esn~ (G), so gilt Uc e She (Gr 
Ist umgelcehrt U das volle Urbild yon V e sne (Gv) bezis ~ in G, so gilt U e sn~ (G). 

3. Als n~ehstes benStigen wit zwei Ergebnisse, die die Lage gewisser ~-subnormaler 
Untergruppen genauer beschreiben. 

Satz 3. Geh6rt die ~-subnormale Untergruppe U der endlichen Gruppe G der Klasse 
(~ an, 8o gilt U C G e. 

B e w e i s .  Wi~re dieser Satz falsch, so gs es unter den endlichen Gruppen, die 
(~-subnormale Untergruppen aus ~ besitzen, deren normale ttiille nicht in ~ liegt, 
eine Gruppe G minimaler Ordnung. Wir studieren diese Gruppe G und leiten aus der 
Armahme ihrer Existenz einen Widersprueh her. 

a) Die Gruppe G besitzt einen einzigen minimalen 2Vormalteiler M ~ (1}, und es 
gilt M 6 ~" 

I s t  U irgendeine ~-subnormale Untergruppe aus ~ yon G, so gilt ffir jeden mini- 
malen Normalteiler M (=~ (1)) yon G wegen der MinimMits yon G sicher U M / M  
C (G/M)e. W~re ein minimaler Normalteiler M yon G in ~, so w~re wegen der Ab- 
geschlossenheit yon ~ unter  Erweiterungen das Urbild X in G der Gruppe (G/M)(~ 
selbst eine ~-Gruppe, die U enthi~lt. Ein Widerspruch zur Annahme fiber G ! - -  Seien 
M und N zwei verschiedene minimale Normalteiler yon G, so gilt M ~ N ~ (1),  und 
G wird (lurch die durch g ~-> (gM, gN) definierte Abbildung ~ treu in das direkte 
Produkt  G/M • G/N eingebettet. Daher  gilt Ur C (G/M)(~ • (G/N)e ~- (G/M • G/N)~. 
Aber dan~ hat  man mit  

G~r ~= G~ ~ (G/M • G/N)~ ~ U~ 

einen Widerspruch, falls U G ~ ~. 

b) Fi~r den minimalen Normalteiler M yon G gilt G/M e ~. 

I s t  das Urbild X in G der Gruppe (G/M)e yon G verschieden, so erh/~lt man wegen 
der Minimalit~t yon G und wegen U C X sogar U =C X~ ffir jede ~-subnormale Unter- 
gruppe U e E yon G. Weil M r ~, hat  man  M 5~ Xa = (1}. Aus der Existenz einer 
solchen Untergruppe U + (1)  in G folgt X~ ~ (1)  - -  ein Widerspruch zur Einzig- 
keit yon M. 
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c) Ist U ~= (1)  eine ~-subnormale Untergruppe aus (~ yon G, so gilt U M  ~ G. 

I s t  U M  =4= G, so gilt wegen der l~inimalit/~t yon G die Beziehung U C (UM)(~, und 
(UM)(~ (3 M ---- (1) .  I s t  M nicht abelsch, so ist der Zentralisator ( ~ M  =4= (1).  Dies er- 
gibt einen Widerspruch zur Einzigkeit yon M. Is t  M abelsch, so gilt Mp-----(1> fiir 
eine Primzahl p. Weft ~ unter Erweiterungen abgesehlossen ist, gehSrt auch die 
zyklische Gruppe der Ordnung p nicht zu E, kommt  also nicht in der ~-Gruppe G/M 
vor. Daher hat  M nach dem Satz yon Schur-Zassenhaus ein Komplement  Q in G: 
Q M  = G und M (3 Q = (1>. Dann gilt ffir den Zentralisator (~GM = M (Q (3 C~M) 
~ M .  Daher ist CQM ~-(1} ein Normalteiler yon G mit  trivialem Durchschnitt  mi t  
M --  im Widersprueh zur Einzigkeit yon M. 

d) Der Widerspruch: Sei (Ui; O~_i~_n}  eine aufsteigende Ket te  yon Unter- 
gruppen yon G mit  (1)  ~ U = U0 und Us ----- G so, dab U~ in Ui+l ~-normal ist fiir 
0 ~ i ~ n. Wir betrachten den Sehritt  (Un_l, G). Die Untergruppe Un-1 kann in G 
nicht normal sein, da sie M nicht enth/~lt. Also ist G/(Un-1)G eine ~-Gruppe. Aber 
wegen der Einzigkeit yon M ~ l t  (Un-1)G = (1) .  Das heiBt aber, dal] G selbst eine 
(s ist, was unserer Annahme fiber G widerspricht. 

Lemma 4. Gilt/i~r U ~ sn~G die Beziehung U = U (~, so ist U subnormal in G. 

Bewei s .  Is t  {Ui; 0 _~i g n }  eine kiirzeste Ket te  yon Unt~rgruppen yon G mit  
U ---- U0 und Un -~ G so, dab U~ in Ui+l ~-normal ist fiir 0 ~ i ~ n, darm daf t  man 
per Induktion annehmen, dab U subnormal in Un-1 ist. I s t  Un-~ normal in G, so 
ist U subnormal. Is t  aber G/(Un-~)~ e ~, so gilt U C (Un-1)a, weil (1)  das einzige 
homomorphe Bild yon U ist, das zu ~ gehSrt. Also ist U subnormal in (Un-z)~ und 
damit  in G. 

4. Die beiden vorangehenden Ergebnisse ermSglichen jetzt den Beweis des Haupt-  
ergebnisses dieser :Note. 

Satz 5. Fi~r U, V e sn~ (G) er]is auch das Erzeugnis W ----- (U,  V)  e sn a (G). 

Dieser Satz zusammen mit Lemma 1 ergibt das 

Korollar. Die Menge sn~ (G) aller ~-subnormalen Untergruppen yon Gis t  ein Teil- 
verband yon s (G). 

B e w e i s  y o n  S a t z  5. Angenommen, der Satz sei falsch, dann gibt es unter den 
endlichen Gruppen, die @-subnormale Untergruppen enthalten, deren Vereinigung 
aber nicht @-subnormal ist, eine Gruppe G kleinster Ordnung. Seien U und V zwei 
~-subnormale Untergruppen yon G derart,  dab die Vereinigung W =  (U,  V) nicht 
~-subnormal in Gis t .  

a) Ist M ein minimaler ~Yormalteiler von G, so gilt WM----G, und M ~ W. 

W/~re W M  ~ G, so ware W M  als Urbild in G der @-subnormalen Untergruppe 
W M / M  = ( U M / M ,  V M / M )  yon G/M @-subnormal in G. Andererseits w/ire wegen 
der Minimalit/it yon G die Unter~oTuppe W ~-subnormal in W M  und damit  in G, ein 
Widerspruch! Ware M C W, so wiire W = G natiirlich ~-subnormal in G. 

15" 
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b) Es gilt D = ( U  ~, V r = (1}. 

l%ach Lemma 4 sind die Untergruppen U e und V e subnormal in G. Nach Wielandt 
[1] ist D = (U r V ~} subnormal in G. l%ach Wielandt [2] normalisiert der minimale 
Normalteiler M yon G jeden Subnormalteiler yon G, also auch D. Daher l ie~ die 
normale Hiille D e ---- 1)MW --__ DW yon D in W. Aus D ~= (1} erg~be sich (G ~= 1) die 
Existenz des l%ormalteilers D e @ (1} yon G in W, was a) widerspricht. 

Aus D = (1} folgt nun abet U, V e ~, und aus Satz 3 e r~bt  sieh W = (U,  V} CG~. 
Da alle Unte r~uppen  yon Gr in G ~-subnormal sind, ist W ~-subnormal in G, ein 
Widerspruch, der zeigt, dab es kein solches Gegenbeispiel G geben kann. 

5. Analog zu den iiblichen Charakterisierungen der Iqilpotenz in endlichen Gruppen 
beweist man 

Satz 6..Fi2r die endliche Grulgpe G sind ]olgende Aussagen gleichwertig : 

o~) Jede Untergruppe yon G i,t ~-subnormal in G; 

fl) Jede maximale Untergru1~pe yon Gist  ~-normal in G; 

y) Gist das direkte Produkt zweier Untergruppen C und 1V mit C e ~ und N nilpotent. 

6. Es scheint yon Interesse zu sein, einige der Sgtze fiber Subnormalteiler in ge- 
eigneter :Form Fdr ~-Subnormalteiler zu beweisen. Hier sei nur auf einen sehr ein- 
fachen solchen Satz hingewiesen: 

Er]~llt der minimale Normalteiler M yon G die Gleichung M = M e, so normalisiert 
M ]eden ~-Subnormalteiler yon G. 

Ob ein perfekter ~-Subnormalteiler S, der S = S t erfiillt, mit jedem ~-Subnormal- 
teiler yon G vertauschbar ist, habe ieb nieht entseheiden kSnnen. 

7. Variiert man die Klasse ~, so erhglt man 2 ~~ verschiedene solche Funktionen 
sn~ auf der Klasse aller endlichen Gruppen. W~hlt man ~ = {(1}}, so ist sne = sn; 
wAhlt man als ~ die Klasse aller endliehen Gruppen, so ist sn~ ----- s. - -  Uns erscheint 
es unwahrscheinlich, dab man auf diese Weise alle solehen Funktionen auf der Klasse 
aller endlichen Gruppen erh~It, die jeder endliehen Gruppe G einen snG enthaltenden 
Untergruppenverband zuordnet, der die in der Einleitung erwghnten Invarianz- 
eigenschaften besitzt. Kann man diese Funktionen allgemein bestimmen ? 
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