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Bistellare ~quivalenz kombinatorischer Mannigfahigkeiten 

Von 

UDo PACmV]~R 

1. Einleitung. Sei c~ ein simplizialer n-Komplex. Die Elemente aus r heiBen Zellen, 
Ecken yon c~ sind die 0-Zellen, Kanten die 1-Zellen und Facetten die n-Zellen yon ~. 
l~fir A e ~ bezeichnet st (A ; cg) : =  {B e c~: A c B} den Stern yon A in cd, st (A ; c~) 
ist der kleinste Subkomplex yon ~, der st (A ; ~) enthalt, 

a s t ( A ; ~ ) : = { B E ~ :  B c ~ A = 0 }  

ist der Antistern und es ist link (A ; <d) : = st (A ; c~) c~ ast (A ; c~). Die Tr~germenge 
yon c~ ist definiert als [ ~ 1 : =  U {A: A e c~}. SehlieBlieh bezeiehnet _~ die Menge 
aller Seiten eines Simplexes A (einschlieBlieh 0 und A) zinc[ B ( A ) : =  ~i\{A) ist 
der Randkomplex yon A. 

Als (elementare) stellare Unterteilung defmieren wir wie fiblich eine Operation der 
Gestalt 

aA ~ : = a(A, a) ~ : =  (~ \ s t  (A ; ~)) W a .  B (A)- link (A ; ~) 

und umgekehrt heil3t cg = a ~ l ( a A ~ )  eine inverse stellare Unterteilung yon aAc~. 
Hierbei bezeichnet , , ." die Verbindung und a ist ein geeiffnet gew~hlter Punkt  
(siehe auch [8, 9]). Die Bedeutung der stellaren Operationen ist u.a. begrfindet in 
der _~quivalenz yon topolo~scher _~quivalenz bezfiglich st.1. (stfiekweise linearer) 
HomSomorphismen yon Polyedern und stellarer Aquivalenz yon Trianguliertmgen 
dieser Polyeder [1, 9]. Mit stellaren _~quivalenzen lassen sieh elegant viele Invarianten 
z.B. die Euler-Charakteris t ik  nachweisen. 

Gegenstand dieser Arbeit ist die Konstruktion Spezieller Typen yon stellaren 
Jkquivalenzen. Ein schSnes Resultat in dieser Richtung ist z.B. der beweistechnisch 
bedeutsame Satz yon Alexander, naeh dem man bei stellaren Aquivalenzen stets 
mit stellaren Operationen an Kanten auskommt [1]. Genaue Kenntnisse fiber stellare 
~quivalenzen wie fiber andere Konstruktionsmethoden interessieren femer beim Ab- 
z~hlen kombinatorischer Typen yon Polytopen und Mannigfattigkeiten (siehe z.B. [2]) 
und im Zusammenhang mit dem ungelSsten Problem der kombinatorischen Kenn- 
zeichnung polytopaler Sph~ren (Steirdtz-Problem siehe z.B. [11]). 

In letzter Zeit sind stellare Operationen auch in Verbindung mit der Seh~lbarkeit 
yon Sph~ren und Kugeln betraehtet worden [7, 12]. Grundlage hierfiir ist die folgende 
Operation: 
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Definition 1. Es sei ~ simplizialer n-Komplex ,  A ~ ~ /c-Zelle (0 =</C < n) und es 
gelte : 

(a) link(A; ~ ) ~  B ( T  n-~) (Randkomplex des (n--/c)-Simplex), 

(b) link(A; ~)  roll in ~,  d.h. bier B : =  eonvlink(A; ~) ~ .  

Dann heiBt gAP :=  a~GA ~ ~- (~\A �9 B (B)) L) B (A)" B eine bistellare/c-Operation. 

B e m e r k u n g e n  u n d  Zus~ tze .  1. Bei Vorliegen der Voraussetzungen (a), (b) ist 
die obige Operation am abstrakten Simplizialkomplex stets durchfiihrbar also auch 
geometriseh realisierbar. Da uns hier nut  der kombinatorische Gesichtspunkt inter- 
essiert, setzen wir stets eine geeignete geometrische Realisierung voraus. 

2. Es gilt ZB~A(~ = (~ fiir 0 </c < n und ZA~ = a ~ l ~  fiir k = 0. Wir setzen 
daher ZA c~ := aA c~ ftir /c = n. 

3. Zwei Simplizialkomplexe heil~en bistellar ~quivalent (~ ~t cd,), wenn sie durch 
eine Ket te  bistellarer 0perationen ineinander iiberfiihrt werden k6nnen. 

B e i s p i e l e .  

O-Operation / ~  
2-Opera~ion 

1- Operation 

DaB diese Operationen noch recht allgemein sind, zeigt ein Ergebais yon Ewald 
and Shephard [7, 8]: 

,,ffede polytopale simpliziale n-Sphi~re ist bistellar ~quivalent zu B(Tn+I) .  '' 

Zu Sehs yon Sph/iren leiten spezielle bistellare ~quivalenzen him Sei 
~ '  = Z A ~  u n d p  e link(A ; ~). Dann gilt B = p �9 T fiir ein T r ~ und F : =  A �9 T 
ist eine Facette yon %0 mit der Eigensehaft 

(c) s-t (/9; ~)  n P = ~ (A ; B (F)) = ./i. B (T), d.h. I st (p; ~)  ] (~ F i s t  eine (n -- 1)- 
Kugel. 

Wir schreiben dann aueh ZA~d--: Z(~,F)~. 

Das Ergebnis yon Ewald [7] lautet dann genauer: 

,Zu  jeder Eeke p einer polytopalen simplizialen n-Sphs ~ existiert eine Ket te  
g(p,F,) "" " Z(~,/~,) ~ ~ B(Tn+I)  .'' 
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Eine Sch~lung einer simplizialen n-Kugel oder Sphs ~ ist eine Anordaung ((]/r ) 
Fr, . . . ,F1  der Facetten yon 5P, so daI3 Fk ~ \i=~lFt.= eine (n--  1)-Kugel f'ur 1 < k d r  

und eine (n--1)-Kugel oder Sphere fiir k -~ r i s t .  
Aus dem Ergebnis yon Ewald folgt dana wegen (c) induktiv ein Resultat yon 

Bruggesser, Mani [4] und Danaraj, Klee [5]: ,,Polytopale Sph~ren sind seh~lbar 
(und zwar so, dal~ mit den Faeetten des Sterns einer beliebigen Eeke begonnen 
werden kann)." 

Mit diesem Satz hat MeMullen die Upper Bound Conjecture fiir konvexe Polytope 
bewiesen [13]. 

I m  ]olgenden verstehen wit unter kombinatorischen Sphdren, Kugeln bzw. Mannig- 
]altigkeiten stets Simplizialzerlegungen yon st.1. SpMiren, Kugeln bzw. Mannig/altig- 
keiten. 

UngelSst sind bisher: 

P r o b l e m  1. Ist  ftir n ~ 3 jede kombinatorische n-Sphere seh~lbar ? 

Kleinschmidt hat  gezeigt, dab es kombinatorische 3-Sph~ren gibt, die nieht wie 
Polytope sch~lbar sind, d.h. bei denen man beim Seh~len nicht mit  dem Stern einer 
beliebigen Ecke b%oinnen karm [12]. 

Unbeantwortet ist auch die folgende sehwi~chere Frage, zu der wir in dieser Arbeit 
eine TeillSsung geben werden. 

P ro  b lem 2. Ist  j ede kombinatorisehe n-Sphere bistellar ~quivalent zu B (T n+l) ? 

2. ]~rgebnisse. Gemeinsame Basis der sp~teren Beweise ist die im folgenden Lemma 
beschriebene Operation. 

Lemma 1. Sei ~ f  eine kombinatorische n-Mannig/altigkeit, 

A e l n t ~ ( I n t J / : =  J//\B(~//)) und p e l i n k ( A ;  ~g/) 

mit: 

(1) ast(p; link(A ; J / ))  ist schglbar, 

(2) Int(ast(p;  link(A; ~'))) n l i nk (p ;  ~ )  = {0}. 

Dann gilt: 

~ '  :---- (~ / \ s t  (A ; ~ ) )  w p -  ast(p; B(s-t(A; ~s ~ t s  

Beweis .  Sei Sr . . . . .  $1 eine Sch~lung yon ast(p; link(A; d~)) mit 
~( j]:--i ) 

Sk{'~\i~lS ~_ =~(Ak; 2~(~))= X~" B(Bk) 
fiir l ~ ] ~ r  und Ai:----Si, Bi:-~O.  

Es ist dann A �9 Sr . . . . .  A �9 S1 eine Sch~lung yon 

A- ast(p; link(A; ~ ) )  ---- ast (p; ~ ( A ;  ~/)) 
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m i t  

A . S ,  r% (kl~jA T-S~) = A . A ~ .  B(BI~). 
\ i = i  

Sei dann / '  eine Facette yon A "  Sr-----A" A t "  Br ,  die A .  Br  enths Wegen 
A ~ In t (~ (A ;  ~ ' ))  gilt auch /~ ~ In t (~ (A  ; ~')),  d.h. F i s t  in genau zwei Facetten 
aus ~ (A ; ~s enthalten. Da 

k--1 

-F ~ B r ~ ( , . J  A " Si  
i = l  

gilt, mug eine davon aus st(p; st(A; ~ ' ))  sein, womit wit 

~ ( A  . Br;  B ( A  . St))  ---- A " Br" B (Ar )  cs t  (p; ~d') 

bewiesen haben. Wegen 

Ar ~ Int  (~=~ ~q~)-----Int(ast(p; link(A; ~'))) 

und Ar  :# 0 gilt naeh Voraussetzung (2) Ar  ~ link(T; ~ ' ) .  Damit ist dalm 

A �9 Br" B (At) -~ st (I) ; ,A() c~ A �9 Sr 

vollst~ndig bewiesen, d.h. Z(~. A- s,) Jr" = Z4- ~r ~g ist wohldefiniert. 

Aus Ws :---- ZA. ~, ~/d = (J / / \  A �9 Br " B (1)" At))  t)  B (A �9 Br) " 1)" Ar  finder man dalm : 

link (A ; ~'r) = (link (A ; ~ ' ) \  Br" B (p" A r)) U B (Br)" p"  A t ,  

also ist 

ast (1) ; link (A ; ~'r)) ----- ast (p; link (A; ,~s  -g-r 

= 6 S~ \Br"  Ar  

r - - i  

sch/flbar. 
Ferner sind 

In t  (ast (1); link (A ; ~'r))) = Int  (ast (p; link (A ; .A f ) ) ) \Ar"  Br  

und 
link (1); ~'r) = (link (p; ~g)\  Br" B (At)) U B (Br) " A r  

wegen (2) disjunkt, d.h. die Voraussetzungen unseres Lemmas gelten auch fiir 2, A, 
.Mr. Durch Induktion nach r erh~lt man dann sofort: 

Z(v, A . so "'" g<~, x . s~) ,~f 

= Z4 7~4. m " "  g4. ~,~/d 
= (~ ' r \ s t  (A ; dr u 1)" ast (1); B (~ (A ; ~'r))) 

r - -J .  

---- ((~g\st(A ; J / ) )  u B ( A )  . Br "1)"At) W 2~ " B ( A )  " [,.J S~ 
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= ( ~ s  ; ~ ) )  w p . . B ( A ) .  ~ _ S ,  

B e i s p i e l e .  
p 

$2 

Theorem 1. Sei ~ eine kombinatorische n-Mannig]altiglceit und link (A ; . ~ )  schgl- 
bar. Dann gilt J / ~  ~A ~ f  ~ : ~ "  

B e w e i s .  I m  Fal l  d im A ---- n gilt  (~A,~d ~ ZA,,r nach Definition. Sei also 

1 --<_ d i m A  ~ n und  (iA,~/[ ~ ( 7 ( A , a ) ~  [ .  

l%rner sei A ---- p - T,  wo p eine beliebige Ecke  yon A ist. D a l m  gilt p e l ink(a;  ~ ' )  
sowi ,e  : 

(1) as t  (p; l ink (a; J / ' ) )  = ~ .  l ink (A ; ~( )  ist sch~lbar, da  l ink (A ; J / )  sehMbar ist. 

(2) I n t ( a s t ( p ;  l ink(a ;  ~ " ) ) )  ---- T .  l ink(A;  J / )  enthi~lt wegen p .  T ~- A ~ ~ '  kein 
E lemen t  aus l ink(p ;  ~ / ' ) .  

Nach  L e m m a  1 gilt dann :  

~ A t / ~ t  ( ~ " \ s t  (a; ~s U p -  as t  (p;  B ( ~ ( a ;  JY'))) 

= ( ~ " \ s t  (a; Jr"))  w p -  T .  l ink(A;  d / )  

---- ( J s  (a; .M")) ~) A -  l ink (A ; ~ ' )  

B e m e r k u n g e n .  1. I s t  Sr . . . . .  S1 eine Sch~lung yon l ink(A;  J / )  mi t  
k--1 ) 

ffir 1 ~ k ~ n, A1 :----- $1 und  Ar :---- 0, so gilt  naeh Beweis zu L e m m a  1 : 

J~g = Z(:o, a �9 T" S,) ~ 1 7 6  ~(p, a" T- $1) ~ t t '  

~ a ' A r  " "" ~ a ' A l  " ~ ' *  
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Wegen - -  1 ~ dim At ~ dim link (A ; Js = n - -  dim A --  1 gilt 0 ~< dim a �9 A~ _<__ 
=< n - -  dim A. 

Umgekehr t  gilt 

mit  dim A =< dim A �9 B~ ~ n. Es ist 

d i m A -  Bi = n genau ffir i ----- r ( Z A . ~ S g  = Z A . S J g  = cr~ .S~g  ) 

und dim A -  B~ ----- d im A genau fiir i = 1. 

2. I s t  ~ eine polytopale Sph/~re, J g  = B ( P ) ,  so kann  man  eine bistellare J~qui- 
valenz zwischen J g  und aA ~g SO konstruieren, dab alle Zwischenstationen polytopal  
sind. Zun~chst  kann  m a n  ~A~g polytopal  realisieren, indem m a n  einen P u n k t  
a e int A ,,hinreiehend wenig aus P herauszieht",  

P ' : = e o n v ( P k ) { a ' } ) ,  a ' = x - ~  ~ ( a - - x )  

mit x ~ int P und  2 hinreichend klein. H a t  man  /t klein genug gew~hlt, so ,,sieht 
m a n "  beim anschliel3enden Herausziehen einer Ecke p yon  A auf  einem geeigneten 
Strahl sukzessive zuerst  alle Faeet ten aus ast  (p; st (a' ; B (P'))), bevor  man  irgend- 
eine andere Yaeette aus as t (p ;  B(P ' ) )  sieht. Die konvexen Hfillen yon  P'  mit  ent- 
sprechenden Punk ten  auf  dem Strahl durch p realisieren dann  polytopal  eine bi- 
stellare Aquivalenz (vgl. Konst rukt ion  in [7]). 

Theorem 2. F i i r n  <~ 4 ist jede Icombinatorische n-Sphdre bistellar dquivalent zu 
B(Tn+I) .  

B e w e i s .  Unmit te lbare  Folgerung aus Theorem 1, da fiir jede kombinatorische 
n-Sph~Lre 5 ~ st B(T~+I)  gilt und alle 2-Sph/iren seh~lbar sind. 

Analog erh/~lt m a n :  

Theorem 3. l~iir kombinatorische Mannig/altiglceiten ~ 1 ,  ~s mit  d im ~gi <= 4 ist 
I "A'l [ s~'2" I "g21 gleichbedeutend mit  .A'l ~ t  .A/2" 

Der folgende Satz sagt  etwas fiber Vertausehungen bistellarer Operationen aus. 

Lemma 2. Sei ~/l eine /~ombinatorische n-Mannig/altiglceit, a eine Eclce yon ~ und 
�9 ~ '  = ZA Za ~ mit 0 ~ dim A ~ n. Dann  existieren bistellare k-Operationen Zn , - . - ,  Z1 
mit  0 ~ l~ ~ n und )~A ga ~df = ga Zn " " Z1 ~ f .  

B e w e i s .  Sei g a d / =  a ~ l ~ .  Im  Fall  A ~ B ( F )  gilt Z A a ~ l . ~  = a~,lZa.l/d. Sei 
also A e B(F) ,  und  es gelte Y ---- A �9 B. / )ann  ist l ink(A ; ~ 1  s ___ B ( p  �9 B) fiir 
eine Eeke p yon  dZ, also p e link (A ; ~ ' )  und  weiter: 

(1) Es is~ 
ast (p; l ink(A;  d / ) )  

ast  (/o; ~5. B ( B )  w S - B ( B ) )  

= 5 .  B ( B ) ,  

also offensiehtlieh seh~Ibar. 
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(2) I n t ( a s t ( p ;  l i nk (A;  .At))) = a .  B ( B )  e n t h i l t  wegen p �9 a ~ r  keilie Zellen aus 

l ink (p; ~r 
Nach Lemma 1 exist ier t  dann  eine Ke t t e  

i t 

Zi"" Zs-~ 
= Za-B1 """ Z~.  ~,"s 

= ( J t ' \ s t  (A ; ~g)) u p .  a s t (p ;  B ( s t ( A  ; dr'))) 

= ( J t ' \ s t  (A ;de)) w T" B (A)- B (B)-  5 

= ( ~ ' \ ( s t  (A ; dr') w a .  B(E)))  u io" B ( A ) .  B ( B ) .  5 w 5 .  B ( A ) .  B 

= ( a ~ l ~ ' \ s t  (A ; a [ l d t ' ) )  u a .  B ( A ) .  B ( p .  B) 

= % .  ~ (ZA a;. i d . / ) .  

Hierbei  Nl t  l < _ d i m A < _ < _ d i m A . B l < n .  Da 5 . B ( B )  genau d i m B + l =  
= dim F - -  d im A - -  1 + 1 = n - -  d im A Facet te l i  hat,  folgt s = n - -  d im A. 

Weiter  ist n u n  l ink (T" B;  IA a~  1 dr') = B (A), also seh~lbar und  naeh  Bemerkung 1 
zu Theorem 1 existiert  da lm eine Ke t t e  

t �9 

Z1 "'" Zs 
= ~p. B(ZA ~ 1  dr)  

. . . .  (z a ;  ~.~') 
~ Z1 " "  Z t  cr A 

H 

wo die Z~ k-Operat ionen mi t  1 --< k --< n - -  1 Silld ul id a eilie bistellare n-Opera t ion  
(Faeet tentei lung)  ist. Die Anzahl  der Faeet te l i  voli B ( A )  betr/igt t + 1 = dim A + 1. 

Somit  erh~lt m a n  

Z a a ~ l ~ g  

= Z A Z a . ~  
r1_ I H 1 t , 

= cr-l zt " " Z 1 -  Zl " " Xs Jd[ 
"'--i "--1 " " 

= Za I t  "'" Zl I 1 " ' "  Zs~g,  

wobei s + t ----- n - -  d im A + dim A = n gilt. 

B e m e r k u l i g .  Fiat d i m A  = n  gilt  Z a Z a v g = ~ g  flit A = F  und  gAZa,.l[= 
= ZaZAJ[  sonst. Fi i r  d im A = 0 e r h i l t  mall  (Beweis wie oben) Z a Z a J [  = Z a I A . , g  

�9 t 

fiir A ~ B (E) u n d  sonst ZA Za ~g = Za IA X~"" Z i "g ,  s = n. 

B e i s p i e l .  

<2> "<2> 



96 U. PACHNER AI~CH. MATH. 

Mit I-Iilfe yon Lemma 2 kann man nun polytopale Sph~ren in Randkomlolexe 
yon Stapelpolytopen iiberfiihren. Stapell0olytope spielen n.a.  eine groBe Rolle im 
Zusammenhang mit  der Lower Bound Conjecture [3]. 

Theorem 4. Jede polytopale 8impliziale n-SpMire 5 f  mit  fo EcIcen t~i]3t sich durch 
bistelIare ]~.Operationen mit 0 ~ lc ~ n in  den Randkomplex eines Stapelpolytops mit  
gleicher Eclcenzahl i~ber]i~hren. 

Bewe i s .  Iqach Ewald [7] liBt sieh 5 ~ dureh bistellare k-0perationen mit  0 _< E < :  n 
in B ( T  n+i) iiberfiihren. Aus Lemma 2 folgt dann sofort die Existenz einer Ket te  

Z r ' " Z i  ~ = ~/o-4"'" ai B(Tn+i) ,  

wo die Zi bistellare k-Operationen, 0 < k < n, sind. 

B e m e r k u n g .  Das Theorem gilt genau fiir die n-Sphiren, die bistellar ohne 
n-Operationen in B (T  n+i) iiberfiihrt werden kSnnen, also z.B. ffir alle Sphiren, die 
eine Sehilung besitzen, die mit  den Facet ten des Sterns einer Ecke beginnt. 

Allgemeiner erhi~lt man mit  Lemma 2: 

Theorem 5. Sind ~[gi, Jd~ bistellar gquivalente Icombinatorische Mannig/altigkeiten, 
~o existiert eine Kette 

t ] 

Zr " " Zi (~s " " (~i ~//i = at "'" al all2, 

wo die Z~ bistellare lr (0 ~ k < n) und die c; Facetteuteilungen 8ind. 

Es stellt sich die ffir Abzihlungen wichtige Frage, ob Theorem 4 eine Klassifizie- 
rung der simplizialen Polytope liefert. Leider ist dies - -  wenigstens solange man an 
die ~quivalenzketten gemi~ Theorem 4 keine Zusatzbedin~ungen stellt - -  nicht der 
Fall, wie aus dem nachstehenden Lemma folgen wird. 

Lemma 3. Sei ~gf eine kombinatorische n-Mannig/altigkeit und ~ ' - =  G.F, fF I .~  
mit dim F = n = dim F' .  Dann ~ind ~ ,  .At' durch bistdlare E-Operationen, 0 <  k <  n, 
ineinander iiber/iihrbar. 

B e w e i s .  Ftir F '  = F gilt ~g/' __. ~ .  I s t  F '  ~- 2 ' ,  so folgt aus dem starken Zu- 
sammenhang yon aT i ~  ' die Existenz einer Ket te  F r , . . . , - ~ o  yon Facetten yon 
a~l~/t " mit  Fo ---- F' ,  Fr = F und S~ : = Fk n F ~ - i  ist eine (n - -  1)-Zelle fiir 1 =< 
~ k < - - r .  

~Sr ~ %'a.p 
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Sei nun F r  = t0 �9 St ,  Fr-1 ---- q" Sr und  aT 1~,  _-- a ~ l ~ ,  = Za'ls Dann  gilt often- 
sichtlich Xa-vXs, ~ = ~,-~ ~F, l~t ' -  Wiederholtes Anwenden  dieser Operation liefert 
dann  eine Ke t t e  der Gestalt  

Z~r" "" Z1 ~ '  
= GlVo G i ~ :  O'lvi " " " O ' / ~ l l  O 'F r_ l  O'i~rl . x ~  

----- ~ t ,  

Theorem 6. Zwei (n + 1)-Stapelpolytope P, P' gleicher Eckenzahl k6nnen stets dutch 
bisteUare k-Operationen, 0 < k < n, ineinander i~ber/i~hrt werden. 

B e w e i s .  Sei Z~r""  Za, B (P)  = B ( T  n+l) = Zbr"" Zb~ B(P') .  Bei Induk t ion  nach  
r kSnnen wir eine Ket te  der Gestalt  Za, B (P) = Zs" "" Z1 Zb~ B (P ' )  voraussetzen, wo 
die Xt k-Operationen, 0 < k < n, sind. Es folgt:  

B(P)  ---- Z~ 1Zs""  Zl Zb~ B(P ' )  

= Z~ 1 gb~ Zm"" ZI B (P ' )  (Lemma 2) 
�9 t i 

= Z~+t""  Xm""  X1B(P')  (Lemma 3). 

Aus Theorem 6 und  4 f o l ~  nun  direkt :  

Theorem 7. Simpliziale n-Polytope gleicher Eckenzahl k6nnen stets durch bistellare 
k-Operationen, 0 < k < n, ineinander i~ber/i~hrt werden. 

Zur Verallgemeinerung der Theoreme 4 und  7 auf  kombinator isehe Sph~ren der 
Dimension n ~ 4 stellt sieh die Frage,  ob sich Theorem 2 analog zu Poly topen  ver- 
sch~rfen 1s 

P r o b l e m  3. L~13t sich jede kombinator ische n-Sphere,  n ~ 4, durch bistellare 
k-0perat ionen,  0 ~ k < n, in B ( T  n+l) iiberfiihren ? 

E in  Gegenbeispiel hierzu w~re zugleich ein Beispiel f'tir eine Sphere, die keine 
Sch~lung besitzt, die mit  den Face t t en  des Sterns irgend einer Ecke beginnt.  
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