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Bistellare Aquivalenz kombinatorischer Mannigfaltigkeiten

Von

Upo PacHENER

1. Einleitung. Sei % ein simplizialer n-Komplex. Die Elemente aus € heiBen Zellen,
Ecken von % sind die 0-Zellen, Kanten die 1-Zellen und Facetten die n-Zellen von %.
Fiir A €% bezeichnet st(4; %) := {Be¥%: 4 c B} den Stern von 4 in ¥, st(4; %)
ist der kleinste Subkomplex von %, der st(4; €) enthilt,

ast(4;¥):={Be¥: BNA=10}

ist der Antistern und es ist link(4; €) := st(4; €) N ast(4; ). Die Trigermenge
von € ist definiert als |%|:={_J {4: 4 €%}. SchlieBlich bezeichnet A die Menge
aller Seiten eines Simplexes A4 (einschlieSlich ¢ und A) und B(4):= A\{4} ist
der Randkomplex von 4.

Als (elementare) stellare Unterteilung definieren wir wie iiblich eine Operation der
Gestalt

04¥ = 0u,0% = (E\st(4;%))Ja- B(4)-link(4;¥)

und umgekehrt heiBt € = o7!(a4%) eine inverse stellare Unterteilung von ¢4%.
Hierbei bezeichnet ,,- die Verbindung und a ist ein geeignet gewihlter Punkt
(siehe auch [8, 9]). Die Bedeutung der stellaren Operationen ist u.a. begriindet in
der Aquivalenz von topologischer Aquivalenz beziiglich st.l. (stiickweise linearer)
Homgomorphismen von Polyedern und stellarer Aquivalenz von Triangulierungen
dieser Polyeder [1, 9]. Mit stellaren Aquivalenzen lassen sich elegant viele Invarianten
z.B. die Euler-Charakteristik nachweisen.

Gegenstand dieser Arbeit ist die Konstruktion spezieller Typen von stellaren
Aquivalenzen. Ein schénes Resultat in dieser Richtung ist z.B. der beweistechnisch
bedeutsame Satz von Alexander, nach dem man bei stellaren Aquivalenzen stets
mit stellaren Operationen an Kanten auskommt [1]. Genaue Kenntnisse fiber stellare
Aquivalenzen wie iiber andere Konstruktionsmethoden interessieren ferner beim Ab-
zihlen kombinatorischer Typen von Polytopen und Mannigfaltigkeiten (siehe z.B. [2])
und im Zusammenhang mit dem ungelSsten Problem der kombinatorischen Kenn-
zeichnung polytopaler Sphéren (Steinitz-Problem siehe z.B. [11]).

In letzter Zeit sind stellare Operationen auch in Verbindung mit der Schilbarkeit
von Sphiren und Kugeln betrachtet worden [7, 12]. Grundlage hierfiir ist die folgende
Operation:
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Definition 1. Es sei ¥ simplizialer n-Komplex, 4 € € k-Zelle (0 < k < 2) und es
gelte:

(a) link(4; ) ~ B(T* k) (Randkomplex des (n— k)-Simplex),
(b) link(4; %) voll in ¥, d.h. hier B:= convlink(4;¥)¢%.
Dann heiBt y4% := 051 064%€ = (¥\4 - B(B)) U B(4) - Beine bistellare k-Operation.

Bemerkungen und Zusatze. 1. Bei Vorliegen der Voraussetzungen (a), (b) ist
die obige Operation am abstrakten Simplizialkomplex stets durchfithrbar also auch
geometrisch realisierbar. Da uns hier nur der kombinatorische Gesichtspunkt inter-
essiert, setzen wir stets eine geeignete geometrische Realisierung voraus.

2. s gilt ypyu® =% fir 0 <k < n und 4% = 03'% fiir &k = 0. Wir setzen
daher 4% := 04% fir k= n.

3. Zwei Simplizialkomplexe heifien bistellar dquivalent (¥ ®f €’), wenn sie durch
eine Kette bistellarer Operationen ineinander iiberfithrt werden kénnen.

0-Operation
———
-f————

2-Operation

1~-Operation
B e

Beispiele.

1-Operation

Daf diese Operationen noch recht allgemein sind, zeigt ein Ergebnis von Ewald
und Shephard {7, 8]:
,.Jede polytopale simpliziale n-Sphére ist bistellar dquivalent zu B(77+1).“

Zu Schilungen von Sphiren leiten spezielle bistellare Aquivalenzen hin. Sei
% = y4% und pelink(4;%). Dann gilt B=p - T firein Te¥ und F:=4-T
ist eine Facette von € mit der Eigenschaft

(c) st(p;€)NF =5st(4; B(F)) = A-B(T), d.h. |st(p; %)| N F ist eine (n—1)-
Kugel.

Wir schreiben dann auch y4% =: 3, n .

Das Ergebnis von Ewald [7] lautet dann genauer:

..Zu jeder Ecke p einer polytopalen simplizialen n-Sphire & existiert eine Kette
Yo F) " X py S~ B(TmH)."
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Eine Schilung einer simplizialen 7n-Kugel oder Sphire & ist eine Anordnung

E1

Fy, ..., Fider Facetten von %, so dafl Fi N (UF%) eine (n—1)-Kugelfirl <k < r
i=1

und eine (7 — 1)-Kugel oder Sphire fiir k£ = r ist.

Aus dem Ergebnis von Ewald folgt dann wegen (c) induktiv ein Resultat von
Bruggesser, Mani [4] und Danaraj, Klee [5]: ,,Polytopale Sphiren sind schilbar
(und zwar so, dafl mit den Facetten des Sterns einer beliebigen Ecke begonnen
werden kann).*

Mit diesem Satz hat McMullen die Upper Bound Conjecture fiir konvexe Polytope

bewiesen [13].

Im folgenden verstehen wir unter kombinatorischen Sphiren, Kugeln bzw. Mannig-
faltigkeiten stets Simplizialzerlegungen von st.l. Sphéren, Kugeln baw. Mannigfaltig-
keiten.

Ungeltst sind bisher:

Problem 1. Ist fir » = 3 jede kombinatorische n-Sphére schilbar ?

Kleinschmidt hat gezeigt, dall es kombinatorische 3-Sphéren gibt, die nicht wie
Polytope schilbar sind, d.h. bei denen man beim Schélen nicht mit dem Stern einer
beliebigen Ecke beginnen kann [12].

Unbeantwortet ist auch die folgende schwichere Frage, zu der wir in dieser Arbeit
eine Teillosung geben werden.

Problem 2. Ist jede kombinatorische #-Sphére bistellar dquivalent zu B(T'#+1)?

2. Ergebnisse. Gemeinsame Basis der spateren Beweise ist die im folgenden Lemma
beschriebene Operation.

Lemma 1. Set A eine kombinatorische n-Mannigfaltigkeit,
Aelot A (Int A := A\B(A)) und pelink(4; #)
mat:
(1) ast(p;link(4; .#)) ist schilbar,
(2) Int(ast(p; link (4; #))) Nlink(p; #) = {0}.
Dann gilt:
M= (MN\SE(A; M)V p-ast(p; B(st(4; )P 4.

Beweis. Sei S, ..., 8; eine Schilung von ast(p;link(4; .#)) mit

skn( Sz-)=st(Ak;B(Sk)>=Ak-B(Bk)
i1
fir 1<k<rund 4,:=8;, B;:=0.

Es ist dann 4 - §,, ..., 4 - §8; eine Schilung von

A - ast{p; link (4; M) = ast(p; St(4; A))
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mit
— k-1 __ S
A‘S}cﬁ( A'Si)=A‘Ak'B(Bk).
i=1
Sei dann F eine Facette von 4S8, =4 -4, B;, die 4 - B, enthilt. Wegen
A eInt(st(4; ) gilt auch F e Int(st(4; #)), d.h. F ist in genan zwei Facetten
aus st(4; .#) enthalten. Da
k-1
F 2 .Br ¢ U A. N Si

i=1
gilt, mufl eine davon aus st(p;st(4; .#)) sein, womit wir
st(4-By; B(4-8,)) = A B, B(4,)cst(p; M)

bewiesen haben. Wegen

AreInt (o S}): Int (ast(p; link (4 ; .#)))

i=1
und 4, 3 0 gilt nach Voraussetzung (2) A, ¢ link(p; .#). Damit ist dann
A-By- B(dr) =st(p; M) A5,
vollstandig bewiesen, d.h. ¥, 4.5)# = ¥4.3p,-# ist wohldefiniert.
Aus Myi==y,.p M= (H\A-By- B(p-A4,;))V B(4-B,)p- A, findet man dann:
link (4; ;) = (link (4; A#)\Br- B(p- 4,)) U B(B;)-p- 4y,

also ist
ast(p; link (4 ; A,)) = ast(p; link(4; #)\ B, - 4,
7
= _yi\Br -Ar
=1
r—1 _
=1)85;
=1
schilbar.
Ferner sind
Int (ast(p; link (4 ; 4,))) = Int(ast(p; link (4; A))\4,- B,
und

link (p; A;) = (link (p; #)\ B, - B(4,)) U B(B,) - 4,

wegen (2) disjunkt, d.h. die Voraussetzungen unseres Lemmas gelten auch fiir p, 4,
M. Durch Induktion nach r erhilt man dann sofort:

A, A8 Xip, 4-89 A
= Ya¥4-B,"" Y4 -B M 3
= (M \st(4; M) U p-ast(p; B(st(4; #)))

r—1
= ((M\st(4; #)) U BA) B,-p-A4,) Up-B(A)-UlSy-
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= (M\st(4d; A)Up-BA)-|JS
=1
=.4.
Beispiele.

SO-D-D
§-8-9

Theorem 1. Sei 4 eine kombinatorische n-Mannigfaltigkeit und link (A4 ; #) schdl-
bar. Dann gili Moy M =: M.

Beweis. Im Fall dim 4 = »n gilt g4.# = y4.# nach Definition. Sei also
1=dimd<n und oqf =o0u,a .
Ferner sei A = p - T, wo p eine beliebige Ecke von 4 ist. Dann gilt p € link (a; #")
sowig:
(1) ast(p;link(a; #’)) = T -link (4 ; #) ist schilbar, da link(4; .#) schilbar ist.

(2) Int(ast(p;link(a; .#£'))) = T -link(4; .#) enthalt wegen p-7T = A ¢ A’ kein
Element aus link(p; .#").
Nach Lemma 1 gilt dann:
ou ML (M \sb(a; M) U p-ast(p; B(st(a; A))
= (M \st(a; A))Up-T-link(4; #)
= (M'\st{a; . 4')) VA -link(4; #)

= /.
Bemerkungen. 1. Ist S,, ..., S; eine Schilung von link (4 ; .#) mit
-1 _
SN (USz) = A}~ B(Bk)
i=1

fir l<k<mn, 41:=8; und 4,:= 0, so gilt nach Beweis zu Lemma 1:

M= x(p,mT»s,)"'X(p,a-:r-sl)d//'
= Ya-4,""" Xa-a,H -
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Wegen —1 < dim 4;
<n—dimA4.
Umgekehrt gilt
Call = Yp.7-8,"" Ap-7-BM = Yu-5""" Ya B M
mit dimA <dimA4 - B; <n. Es ist
dmd-B;=mngenau fiir ¢ =v¢ (yy.p M =y4.5 M =04.5 M)
und dim 4 - B; = dim 4 genau fiir 1 = 1.
2. Ist .# eine polytopale Sphire, .# = B(P), so kann man eine bistellare Aqui-
valenz zwischen . und o4.4# so konstruieren, dafl alle Zwischenstationen polytopal

sind. Zunichst kann man g4.# polytopal realisieren, indem man einen Punkt
acint 4 ,hinreichend wenig aus P heraunszieht®,

P =conv(PU{a’}), & =a-+ ia—2z)

mit z eint P und 2 hinreichend klein. Hat man 1 klein genug gewihlt, so ,,sieht
man‘‘ beim anschlieBenden Herausziehen einer Ecke p von 4 auf einem geeigneten
Strahl sukzessive zuerst alle Facetten aus ast(p;st(a’; B(P’))), bevor man irgend-
eine andere Facette aus ast(p; B(P’)) sieht. Die konvexen Hiillen von P’ mit ent-
sprechenden Punkten auf dem Strahl durch p realisieren dann polytopal eine bi-
stellare Aquivalenz (vgl. Konstruktion in [7).

Zdimlink(4; #)=n—dimd4d — 1 gilt 0 <dima-4; <

Theorem 2. Fiir n < 4 ist jede kombinatorische n-Sphire bistellar dquivalent zu
B(Tn+1),

Beweis. Unmittelbare Folgerung ans Theorem 1, da fiir jede kombinatorische
n-Sphire & & B{T*1) gilt und alle 2-Sphéren schilbar sind.

Analog erhilt man:

Theorem 3. Fiir kombinatorische Mannigfaltigkeiten M1, Mo mit dim A; < 4 ist
| My |Sth | 2| gleichbedeutend mit M1 M.

Der folgende Satz sagt etwas iiber Vertauschungen bistellarer Operationen aus.

Lemma 2. Sei A eine kombinatorische n-Mannigfaltigkeit, a eine Ecke von M und
M = yaxa M mit 0< dim 4 < n. Dann existieren bistellare k-Operationen yy, ..., 11
mit 0<<k<<n und yaxa Ml = Yayn'* y1-H.

Beweis. Sei yo = o5t A. Im Fall 4 ¢ B(F) gilt yso5' M = 65" yal. Sei
also 4 € B(F), und es gelte F#/ = 4 - B. Dann ist link(4; o5 '.#) = B(p- B) fir
eine Ecke p von #, also p €link(4; .#) und weiter:

(1) Es ist
ast(p; link (4 ; #))
— ast(p; - B(B)Ud- B(B))
=d- B(B),

also offensichtlich schalbar.
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(2) Int(ast(p;link(4; A))) =a- B(B) enthilt wegen p-a ¢ .# keine Zellen aus
link (p; #).
Nach Lemma 1 existiert dann eine Kette
do g
= J4-B.""Xa-B.A
= (M\st(4; A)) U p-ast(p; B(st(4; A))
= (M\st(A;4)Up-B(4)-B(B)-d
= (M\(st(4d; A)Va-BF))vp Bd)-B(B)-aua -Bd)-B
= (opt M\st(4d; o5t M) Ua- B(A)- B(p- B)
=gq0pt M
= O'p-B(XAO-El*///) .
Hierbei gilt 1 =<dimAd <dimA4-B;<n Da a-B(B) genau dim B+ 1 =
=dmF —dim4d —1+1=n—dim4 Facetten hat, folgt s =n — dim 4.
Weiter ist nunlink (p- B; 54 o7l M) = B(4), also schilbar und nach Bemerkung 1
zu Theorem 1 existiert dann eine Kette
2 A M
=0,.p(ya07 " M)
=gy g o(gaoE M),
wo die x;' k-Operationen mit 1 < k < n — 1 sind und ¢ eine bistellare #-Operation

{(Facettenteilung) ist. Die Anzahl der Facetten von B(4) betrigt -+ 1= dim 4 - 1.
Somit erhilt man

X407 M

= yaxal

=0ty Tr ey Ty e M
=yaze ‘o tat aet

wobei s +t=n —dim 4 4 dim 4 = n gilt.
Bemerkung. Fir dmd =n gilt ysysf# = 4 fir 4 =F und yayad=

= yax4-# sonst. Fir dim 4 = 0 erhilt man (Beweis wie oben) y4yel =xoyal
fir A¢ B(F) und sonst yayal = Yayaxs " gyMs s =n.

= @ XA
—_—
A %a

Beispiel.

34
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Mit Hilfe von Lemma 2 kann man nun polytopale Sphiren in Randkomplexe
von Stapelpolytopen iiberfiihren. Stapelpolytope spielen u.a. eine groBe Rolle im
Zusammenhang mit der Lower Bound Conjecture [3].

Theorem 4. Jede polytopale simpliziale n-Sphire & mit fo Ecken lifit sich durch
bistellare k-Operationen mit 0 < k < n in den Randkomplex eines Stapelpolytops mit
gleicher Eckenzahl tiberfihren.

Beweis. Nach Ewald [7] 1408t sich & durch bistellare k-Operationen mit 0 < k< n
in B(Tn+1) diberfibren. Aus Lermnma 2 folgt dann sofort die Existenz einer Kette

gr o 1 F = gy 01 B(Tn),
wo die y; bistellare k-Operationen, 0 < k < n, sind.

Bemerkung. Das Theorem gilt genau fiir die #»-Sphéaren, die bistellar ohne
n-Operationen in B(7T*#+1) tiberfithrt werden konnen, also z.B. fiir alle Spharen, die
eine Schilung besitzen, die mit den Facetten des Sterns einer Ecke beginnt.

Allgemeiner erhilt man mit Lemma 2:

Theorem 5. Sind A1, M5 bistellar dquivalente kombinatorische Mannigfaltigkeiten,
so exustiert evne Keite

Arttt Y105 o1 M1 = G;"'Giclfz,
wo die y; bistellare k-Operationen (0 < k < n) und die o Facettenteilungen sind.

Es stellt sich die fiir Abzdhlungen wichtige Frage, ob Theorem 4 eine Klassifizie-
rung der simplizialen Polytope liefert. Leider ist dies ~— wenigstens solange man an
die Aquivalenzketten gemaf Theorem 4 keine Zusatzbedingungen stellt — nicht der
Fall, wie aus dem nachstehenden Lemma folgen wird.

Lemma 3. Sei A eine kombinatorische n-Mannigfaltigheit und M = op oyt M
mit dim F = n = dim F'. Dann sind M, H' durch bistellare k-Operationen, 0-<k<<n,
ineinander iberfihrbar.

Beweis. Fir F' = F gilt #' = #. Ist F'==F, so folgt aus dem starken Zu-
sammenhang von cp_l./// die Existenz einer Kette F,, ..., Fy von Facetten von
opt# mit Fo=F, F,=F und Sz: = Fr N Fy-1 ist eine (n—1)-Zelle fir 1 =

<k=r p qi/\xa.p
N N
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Seinun Fy = p - 8y, Fro1 = ¢ Syund 05 ' 4 = 05 M = yo.#. Dann gilt offen-
sichtlich y,.,%s,# = Gr, 07, M. Wiederholtes Anwenden dieser Operation liefert
dann eine Kette der Gestalt

yor+ e g1l
-1 -1 -1

= OF,0F, OF,"" " OF,.10F,., OF, M
-1

= UFU GFr 'ﬂ

=.A

Theorem 6. Zwes (n—+ 1)-Stapelpolytope P, P’ gleicher Eckenzahl kinnen stets durch
bistellare k-Operationen, 0 << k << n, ineinander iberfikrt werden.

Beweis. Sei y,, '+ " 4, B(P) = B(T%+Y) = y, -+ 43, B(P’). Bei Induktion nach
r kénnen wir eine Kette der Gestalt y,, B(P) = ys* - y1 15, B(P’) voraussetzen, wo
die y; k-Operationen, 0 < k <C n, sind. Es folgt:

B(P) = 2z:' 15" * 21 %0, B(P")
= Ao dm 21 B(P)  (Lemma 2)
= Ym+t" " Im 71 B(P)  (Lemma 3).

Aus Theorem 6 und 4 folgt nun direkt:

Theorem 7. Simpliziale n-Polytope gleicher Eckenzahl kinnen stets durch bistellare
k-Operationen, 0 << k << n, ineinander iberfihrt werden.

Zur Verallgemeinerung der Theoreme 4 und 7 auf kombinatorische Sphiren der
Dimension n = 4 stellt sich die Frage, ob sich Theorem 2 analog zu Polytopen ver-
scharfen 14Bt.

Problem 3. LiBt sich jede kombinatorische n-Sphire, n < 4, durch bistellare
k-Operationen, 0 < k < n, in B(T'#+1) iiberfiihren ?

Ein Gegenbeispiel hierzu ware zugleich ein Beispiel fiir eine Sphire, die keine
Schilung besitzt, die mit den Facetten des Sterns irgend einer Ecke beginnt.
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