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Bemerkungen zum Satz iiber die Separabilit~it der 
Fr6chet-Montel-R~iume 

Von 

HELIVIUT PFISTER 

Das Hauptresultat  der vorliegenden Arbeit ist der folgende Satz, der eine Verall- 
gemeinerung der dualisierten Form des in der Uberschrift zitierten Satzes darstellt: 

In ]edem (nicht notwendig lokalkonvexen) (DF)-Raum sind die pr~ikompakten Men- 
gen halbmetrisierbar. 

Als eine Anwendung dieses Ergebnisses erhalten wir eine Verallgemeinerung des 
Kriteriums yon Grothendieck-Dieudonn6, das die Fr6chet-Schwartz-Rgume unter 
den Fr6chet-Montel-R~umen kennzeichnet, und zwar (siehe Korollar 3 zu Satz 2): 

Fiir einen metrisierbaren lokalkonvexen Raum E mit Dualraum E' sind die beiden 
/olgenden Bedingungen 5quivalent: 

a) Jede/i~r das Dualsystem (E, E') (ira Sinn yon [8], w 20.3) zuYissige Topologie, 
bezi~glich welcher die beschrdnkten Mengen yon E prSkompakt sind, ist eine Schwartz- 
Raum- T opologie. 

b) Der starke Dualraum (E', fl (E', E) ) er]i~llt die Mackeysche Konvergenzbedingung 
([7], Definition 3). 

Ein topologischer linearer Raum (Abkfirzung: t.l.R.) E heine yon abz~hlbarem Typ, 
wenn es zu jeder Nullumgebung U yon E eine abz~hlbare NIenge A c E gibt derart, 
daI3 E :  A + U. Ein halbmetrisierbarer t.l.R, ist genau dann yon abz&hlbarem Typ, 
wenn er separabel ist; ein t.l.R, ist genau dann yon abz&hlbarem Typ, wenn er die 
Initialt0pologie bezfiglich linearer Abbildungen in separable metrisierbare t.l.R. 
tr&gt; ein lokalkonvexer t.l.R, ist genau damn yon abzghlbarem Typ, werm er ,,s6pa- 
rable par s6minorme" im Sinn yon [6] ist. Jeder Sehwartz-Raum ist yon abz~hlbarem 
Typ; ein ~ontel-Raum braucht nicht yon abz~hlbarem Typ zu sein. (Fiir wei~ere 
Bemerkungen zu dieser Definition siehe [9] und [12].) 

Lemma 1. Sei (E, E') ein Dualsystem (ira Sinn yon [8], w 20.2), (r (E', E) sei die 
schwache Topologie au] E', ~ sei eine M enge yon absolutkonvexen ~ ( E', E)-beschr~inkten 
2]1engen, t~ sei die Toloologie der gleichmg[3igen Konvergenz au] den Mengen yon ~ .  
Dann sind ~quivalent: 

i) (B, t~) ist von abziihlbarem Tylo. 
ii) Die natiirliche Uni]ormitgt yon (E', r E)) induziert auf ]eder Menge aus 

eine metrisierbare Uni]ormit~t. 
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B ewe is. i )~ii) :  Sei B e ~ ,  B 4: 0. Nach [7], Lemma 5, geniigt es zu zeigen, dab 
B beziiglich a (E', E) eine abz/ihlbare Nullumgebungsbasis hat. Wegen i) gibt es eine 
abz~hlbare Menge AcE,  so dab E ~-- A +/~0. Zu x ~ E gibt es also a e A und y e B ~ 
so dab 2 x --  a + y; es ist dann 

D { x ' e E ' ;  l<a,x'>] < l  und [(y,x'>[ ~ 1 }  
D {a}o n B .  

Die Mengen SO,B ,  S e A  endlich, bilden also eine Nullumgebungsbasis beziiglich 
o(E', E) IB. 

ii):>i) : Sei B e ~ ,  B ~=0. Da B wegen ii) beztiglich a(E', E) eine abzs Null- 
umgebungsbasis hat, gibt es eine Folge (An; n ~ ~) yon endlichen Teilmengen yon 
E derart, dal~ (A~ (~ B; n e •) eine a (E', E) ] B-Nullumgebungsbasis ist. Zu x e E 
gibt es also e i a n  e ~,  so dal~ A~ (~ B c {x} ~ Dann ist abet 

x ~ (A ~ m B)0 c A ~176 + B0 c 

cSn + 2 B o 

fiir eine geeignete endliche NIenge Sn c E, da A ~176 beziiglich t~ pr/ikompakt ist. Mit 
o o  

tier abz~hlbaren Menge A : = �89 (,.J Sn gilt darm E = A + B0. Hieraus folgt i). 

J. Dieudonn~ hat folgenden Satz bewiesen ([4], auch [8], w 27.2) : 

(a) Jeder Frdchet-Montel-Raum ist separabel. 
Mit Hilfe yon Lemma 1 1/~l~t sich dieser Satz im Rahmen der iiblichen Dualit~ts- 

theorie leicht umformen zu der folgenden Aussage: 

(b) In jedem (D2,)-Montel-Raum sind die beschrSnkten Mengen metrisierbar. 
In  der nicht-lokalkonvexen Theorie wurde ein Analogon zu (a) yon C. Bessaga und 

S. Rolewicz bewiesen (siehe [2]; auch [11], Prop. VI. 2.2). Wit wollen hier folgende 
weitergehende Verallgemeinerung beweisen: 

(A) Sei (E, t) ein halbmetrisierbarer t.l.R., s eine lineare Topologie au/ E, bez~tglich 
welcher ]ede t-beschrgnkte Menge prSkompakt ist. Dann ist (E, s) yon abzghlbarem 
Typ. 

Als zweites beweisen wir folgende Verallgemeinerung yon (b): 

(B) Sei (E, t) ein (DF)-Raum (ira Sinn der erweiterten Definition yon [10] oder [5]). 

Dann ist ]ede 10rdkompaIcte Teilmenge yon E halbmetrisierbar. 
In der lokalkonvexen Theorie lassen sich (A) und (B) mit Hflfe yon Lemma I aus- 

einander herleiten. In der nichtlokalkonvexen Theorie scheint ein entsprechender 
Zusammenhang zwischen (A) und (B) nicht zu bestehen. 

Satz (A) ist eine unmittelbare Folge des folgenden Satzes, den wit nun beweisen 
werden: 

Satz 1. Sei E ein t.l.R, mit einer abzghlbaren Basis der bornivoren Mengen, ]: E--> F 
sei eine sur]ektive lineare Abbildung derart, daft das Bild ]eder beschrSnI~ten Teilmenge 
von E in  2, priikomloakt ist. Dann ist 2' yon abzShlbarem Typ. 
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Beweis .  Angenommen F i s t  nicht yon abz~hlbarem Typ. Darm gibt es (Zornsches 
Lemma !, siehe [9]} eine kreisfSrmige Nullumgebuag V yon F u n d  eine fiberabz~hlbare 
Menge Y c F  derart, d a B y - -  y '~  V ffir y, y ' e  Y, y =~y'. Wir w~hlen X c E  derart, dab 
] : X --> Y bijektiv wird. Sei (Wn; n e ~) eine Basis der bornivoren Mengen yon E, 

o.E. ist jedes Wn kreisfSrmig. Es ist X =~,.J(/r W1) n X; da X fiberabz~hlbar ist, 

gibt es ein/r so dal~ X1 :=  (/r fiberabz~hlbar ist. Induktiv finder man 
eine Folge (Xz; 1 e ~)  yon fiberabz~hlbaren Mengen und eine Folge (/r l e ~)  yon 
natfirlichen Zahlen, so dab X~ ~ (/~z W~) n X~-I, X0 : =  X. Es gibt dann xl e X~ mit 
x: =~ xv, ffir 1 ~ l'. Die Menge B : ~  {x:; l e ~} ist beschr~nkt, denn es ist Xm e k~ W1 
ffir m ~ l; andererseits i s t / (B)  nicht pr~kompakt, da/(xz) - - / ( xv )  ~ V ffir l :4: l'. 
Die Annahme, dal~ 2' nicht yon abz~hlbarem Typist ,  fiihr~ also auf einen Widerspruch. 

Ffir einen t.l.R. (E, t) bezeichnen wir mit b* die yon den bornivoren t-abgeschlos- 
senen Ketten erzeugte lineare Topologie (siehe [12] ffir die Terminologie); mit b; be- 

zeichnen wir die yon den bornivoren Ketten ( V~;/r e ~), V~ = ~ U~,n, (U~,n ; k ~ ~)  

fiir jedes n e ]~ eine Kette yon t-Nullumgebungen, erzeugte lineare Topologie. Ein 
t.l.R. (E, t) heiBt ein (DF)-Raum ([10], [5]), wean er eine abz~hlbare Basis der be- 
schr~nkten Mengen besitzt und t m i t  b~ iibereinstimmt. 

Ist  (E, t) ein lokalkonvexer t.l.R, mit einer abz~hlbaren Basis der beschr~nkten 
Mengen, so sieht man wie in [1], dal3 b* ---- fl* (E, E') (=  Topologie der gleichmgBigen 
Konvergenz auf den stark beschr~nkten Teilmengen yon E') ist und dab b~ die yon 

den bornivoren Tonnen V = A Un, Un absolutkonvexe abgesehlossene t-Null- 

umgebungen, erzeugte lokalkonvexe Topologie ist. Jeder (DF)-Raum im Sinn yon 
Grothendieck ([7]; auch [8], w 29.3) ist somit ein (DF)-Raum im Sinn der obigen 
Definition. 

Satz (B) ist eine unmittelbare Folge des folgenden Satzes, den wir nun beweisen 
werden: 

Satz 2. Sei (E, t) ein t.l.R, mit einer abzghlbaren Basis der beschrgnIaen Mengen. 
Au/  ]eder bezi~glich bt-prgIcompaIaen Menge induzieren tund  b* dieselbe Uni]ormitgt, 
und diese Uni/ormitgt ist halbmetrisierbar. 

Beweis .  Sei B e E  b~-pr~kompakt; wegen t c b~ ist B auch t-pr~kompakt. Aus der 
Tatsache, dab b~ eine t-abgeschlossene Nullumgebungsbasis besitzt, folgt, dab t u n d  
b t auf B dieselbe Uniformits induzieren. Dai~ b* und b~ dieselben pr~kompakten 
~Iengen liefern und auf ilmen dieselbe Uniformit~t induzieren, wurde in [12], Satz 2, 
gezeigt. 

Zum Beweis der Halbmetrisierbarkeit yon B beztiglich der natfirlichen Uniformit~t 
yon (E, t) geniigt es anzunehmen, dai~ 0 ~ B ist und zu zeigen, dal] B eine abz~hlbare 
Nullumgebungsbasis bezfiglich t besitzt. Dean es gilt folgendes 

Lemma 2. Sei A eine nichtleere Teilmenge einez t.l.R. E. Die yon der natis 
Uni]ormitSt yon E au] A induzierte Uni/ormitgt ist genau dann halbmetrisierbar, wenn 
A - -A  eine abzghlbare ~ullumgebungsbasis besitzt. 
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I n d e r T a t : ~ i r  jede Nullumgebung U yon E s ei ~ = {(x, x') e E x E ;  z -- x ' e  U}, 
dann bilden die Mengen ~ eine Nachbarschaftsbasis fiir die natiirliehe Uniformit i t  
yon E. Eine Folge (Un; n e N) yon Nullumgebungen yon E induziert auf A --  A genau 
dann eine Nullumgebungsbasis, wenn (0n  (~ (A • A); n e 1~) eine Naehbarsehaftsbasis 
ffir A ist. 

Sei jetzt  also 0 e B, und B besitze keine abz/~hlbare Nullumgebungsbasis bezfiglieh 
t. Durch transfinite Induktion finden wir darm halbmetrisierbare lineare Topologien 
s~ c t, :r < o)1 (---- erste iiberabz~hlbare Ordinalzahl), und s~-Nullumgebungsbasen 
(U(~ n)', n e N) derart, dab ('U (n)'~,ne ~)  eine Ket te  ist und so dab ffir fl < ~ die 
Topologie s~ grSber als s~ und die Menge (U(~I)-F U(~ i)) (~ B keine sa I B-Nullumge- 
bung ist. Sei (Be; k e 1~) eine Basis der t-beschr~nkten Mengen, darm gibt es 
m (n, ~, k) e 1~, so dab 

Be c m(n, :c, k) U(~ n) ffir ~ <  coi, h e N ,  k e N .  

Es gibt fiberabzs Mengen Je ,  k e 1~, yon abz~hlbaren 0rdinalzahlen und 
me e I~ derart, dab 

(*) J~vJe+l  und BecmeU(~ e) f i r  a ~ J k .  

Welter gibt es dann ~k ~ Je  derart, dab r162 ~ cck+l. Sei U(n) : ~_ ('~ U(n), darm ist 

(U(n); n e t ~ )  eine Ket te .  Da U(~ ~) c U(~ n) fiir lc ~ n und c~t e Je ffir i ~ / r  folgt aus 
(*), dab 

Be c m~ U(,n, ) fiir i >_ Ic �89 n . 

Hieraus folgt, dab jedes U(m bornivor ist, U(1) ist also eine b~-Nullumgebung. 

Fiir jedes k e 1~ ist T7 (1) ~ -.- (~ U (1) eine sa~-Nullumgebung, es gibt daher ein 
b~ e (U(~) (3 --- (3 ~r~(iq~,, (~ B, so dab b ~  U (1)~+~ + U (~)~+~. ~ i r  k < : l  ist darm 
be --  b~ ~ U(i). Denn andernfalls ist be --  b~ e rr(1) und ~ - r~(i) , also be ~ U~+~(t) + 

r~(1) . Es folgt, dab B bezfiglieh b t nieht pr~kompakt ist. Eine bezfiglich bt pri- 
kompakte Ylenge B muB also bezfiglieh t_eine abz~hlbare Nullumgebungsbasis haben. 

Korollar 1. Sei E ein (nicht notwendig lolcallconvexer) separierter (DF).Raum, 

F ein t.l.R., 5F~ (E, F) der lineare Raum der ]olgenstetigen linearen Abbildungen yon E 
in F versehen mit der ToTologie der gleichm~fligen Konvergenz au/ den prgkomlgalcten 
Teilmengen yon E. Danu gilt: 

i) Ist F yon abzAihlbarem Tylo, so ist auch . ~  (E, F) yon abzghlbarem Typ. 

ii) Ist F vollstSndig, so ist auch .L~ (E, F) vollstSndig. 

Bewei s .  Ist  F yon abzihlbarem Typ, so tr~gt F die Initialtopologie bezfiglieh 
einer Familie yon linearen Abbfldungen in separable vollst/indig metrisierbare t.l.R. 
Zum Beweis yon i) kann man daher naeh [3], Chapt. X, w 1.4, Prop..4, annehmen, 
dab F separabel und vollst~ndig metrisierbar ist. Is t  A c E pr/~kompakt and 

A 

u e s (E, F), so folgt mit (B), dab u I A gleiehmiBig stetig ist, wir kSnnen also die 
Einsehr~nkungsabbfldung Pa : .L~(E, F)  --> q/(A, F) betraehten (q/(A, F) der lineare 
Raum der gleichm~Big stetigen Abbildungen yon A in F versehen mit der Topologie 
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der gleichm~Bigen Konvergenz auf A). ~ ( E ,  F) tr igt  dann die Initialtopologie 
beziiglich der linearen Abbildungen 

loA : f f  (E, F) -+ ~ (A, F), A c E pr~kompakt. 

Da F vollstindig ist, kann man oy (A, F) identifizieren mit dem Raum ~ (A, F) der 
stetigen Abbildungen auf der vollstindigen Hiille yon A mit Werten in F, versehen 
mit der Topologie der gleichm~Sigen Konvergenz auf ,4. Da nach (B) die pr~kom- 
pakten Mengen A, und dann auch ihre vollstindigen I-Ifillen .~, metrisierbar sind, 
sind nach [3], Chapt. X, w 3.3, Thin. 1, die l~ume ~ (A, F) separabel. Es folgt, dab 

~fip (E, 2') yon abz~hlbarem Typist .  
Sei nun F ein vollstindiger t.l.I~., ~ ein Cauehyiilter in s F). Wegen der 

Vollsti~ndigkeit yon F gibt es eine lineare Abbildung u, so dab ~ gegen u punktweise 
konvergiert, ~ konvergiert aber dann sogar gleiehm~Big aus allen pr~kompakten 
Teilmengen yon E gegen u. Da die linearen Abbildungen aus ~ (E, F) nach (B) auf 
den pri~kompakten Teilmengen yon E gleichm~Big stetig sind, folgt, dab auch u auf 
allen pr~kompakten Mengen gleichmi~t3ig stetig ist, es ist also u e s (E, F). Damit 

ist die Vollsti~ndigkeit yon ~ (E, F) bewiesen. 

Bemerkung .  Man kann Aussage i) yon Korollar 1 als eine Verallgemeinerung 
yon (a) betrachten. 

Sei (E, t) ein separierter lokalkonvexer Raum. Fiir eine absolutkonvexe t-beschrink- 
te Menge B bezeiehne EB den linearen Teilraum ~J  Q B versehen mit der durch B 

~>0  

bestimmten normierbaren Topologie. Eine Folge (xn) in E heiBt eine Mackey-Null- 
]olge, werm es ein B gibt, so daB (xn) eine Nullfolge in EB ist ([8], w 28.3). Eine Menge 
A c E heiBe Mackey-prikompakt, wenn es ein B gibt, so dab A in EB priikompakt 
ist. Nach [8], w 21.10(3) and w 20.9(6), ist A genau darm Mackey-pri~kompakt, wenn 

es eine Maekey-Nullfolge (xn) gibt, so dab A c {x ~ E,  x ---- ~2~  xn mit ;t~ I ~ 1 }. 
1 1 

Korollar 2. Sei (E, t) ein separierter lokalkonvexer Raum mit einer abzShlbaren Basis 

der beschrgnkten Mengen ; fl~ bezeichne die yon den bornivoren Tonnen V ~-('~ Un, 
n = l  

Un absolutkonvexe abgeschlossene •ullumgebungen, erzeugte lol~allmnvexe Toloologie. 
Dann sind dquivalent: 

i) Jede fl~-Null]olge ist eine MacIcey-NuU/olge. 

ii) Jede fl~-pr~lcompa;cte Menge ist Mavlcey-prSkomlgakt. 

Insbesondere ist in einem seTarierten loI~alIconvexen (D2')-Raum jede pr~iIcompakte 
Menge MacI~ey-prSkompa~t genau dann, wenn ]ede Null/olge eine Mackey-Null]olge ist. 

Beweis.  i)~ii): hus i) s nach Grothendieck ([7], CoL I zu Prop. 15), dab zu 
jeder absolutkonvexea metrisierbaren Menge A c E eine absolutkonvexe beschrinkte 
Menge B c E existiert, so dab A die yon EB induzierte Topologie tr~gt. I)a nach 
Satz 2 jede fl~-prikompakte Menge metrisierbar ist, s ii). 
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ii) ~i)  : Sei (an) eine fl~-Nullfolge, dann ist A : =  (an; n ~ N} Mackey-pr~kompakt, 
d. h. es gibt eine absolutkonvexe besehr~nkte Menge B,  so dab A die yon EB induzierte 
Topologie tr/~gt; insbesondere ist (an) eine •ullfolge in EB. 

B e m e r k u n g .  Naeh [12], Satz 2, kann man in Korollar 2 die Topologie fit durch 
die Topologie fl* (E, E') ersetzen. 

Sei (E, t) ein metrisierbarer lokalkonvexer Raum. Es bezeiehne t~ die feinste Iokal- 
konvexe Topologie auf E, bezfiglieh welcher jede t-besehrs Menge pr~kompakt 
ist; t~ ist die Topologie der gleiehm~13igen Konvergenz auf den pr~kompakten Mengen 
des starken Duals (E', ~(E', E)) ([8], w 21.7(1) und w 28.1(4)). Es bezeiehne ts die 
feinste Schwartz-Raum-Topologie auf E, die grSber als t ist; ts ist die Topolo~e der 
gleiehmi~13igen Konvergenz auf den l~ackey-pr~kompakten Tefimengen yon (E', 
~(E',  ~))  ([13], w 2(4)). 

KoroUar 3. Sei (E, t) ein metrisierbarer lokalkonvexer Raum. Dann Bind 5quivalent: 

i) In  (E', fl (E', E)) ist ]ede Nullfolge eine Mackey-Nullfolge. 

ii) (E, t~) ist ein Schwartz-Raum. 

iii) Jede lineare Abbildung yon E in einen Banach-/Raum, die beschrSnIcte Mengen in 
relativ lcompalcte Mengen iiber/i~hrt, ist kompabt. 

Bewe i s .  i)~ii):  Wendet man Korollar 2 auf den (DF)-Raum (E', fl(E', E)) an, so 
ergibt sieh aus i), da]3 jede pr/ikompakte Teilmenge yon (E', fl(E', E)) Mackey- 
pr~kompakt ist, d.h., dal~ t~ c ts ist; (E, tp) ist dann ein Sehwartz-Raum. 

ii) ~ iii): Sei ]:E--->F eine lineare Abbildung in einen Banaeh-Raum F, die 
besehr~nkte Mengen in relativ kompakte Mengen fiberftihrt. Dann ist ] : (E, tp) --> F 
stetig, und da (E, t~) ein Sehwartz-Raum ist, ist / beziiglich t~ kompakt. Wegen 
t~ c t i s t  f dann auch beziiglieh t kompakt. 

i i i)~i):  Sei (un) eine Nullfolge in (E', fl(E', E)). Wir betraehten die lineare Ab- 
bildung 

/ : E - +  Co, x ~ (u~(x)) .  

Bekanntlich ist eine Menge K c Co genau dann relativ kompakt, wenn es (0on) e co 
gibt, so dab I~n I ~ :On fiir alle n e N, (~ )  e K. Da (un) auf jeder beschr~nkten Menge 
yon E gleiehm/~13ig gegen Null strebt, folgt, dab / beschr~nkte Mengen in relativ 
kompakte Mengen fiberfiihrt. Wegen iii) gibt es also eine Nullumgebung U yon E, 
so dab /(U) relativ kompakt ist, d.h. so da$ (un) auf U gleichm/i$ig gegen Null 
strebt; (un) ist dann eine 5Iullfolge in E~0 und somit eine Maekey-Nullfolge in 
(E', fi(E', E)). 

B e m e r k u n g .  Korollar 3 kann als eine Verallgemeinerung eines Satzes yon 
Grothendieek-Dieudonn6 aufgefaB~ werden, der besagt, dab ein Fr~ehet-)5ontel- 
Raum E genau darm ein Sehwar~z-Raum ist, wenn in (E', fl(E', E)) jede Nutlfolge 
eine Mackey-Nullfolge ist ([7], Prop. 17). 

Naeh [7], Definition 3 und Definition 4, ist ein metrisierbarer lokalkonvexer Raum 
(E, t) genau dann quasinormabel, werm (E', fl (E', E)) die strikte Maekeysehe Kon- 
vergenzbedingung erffillt, d.h. wenn es zu jeder fl(E',E)-besehr~nkten l~Ienge B 
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eine absolutkonvexe abgeschlossene fl (E', E)-beschr~nkte Menge A 3 B gibt, so dab 
auf B die Topologie fl (E', E) mit der Topologie des normierbaren Raumes E~ fiberein- 
stimmt; insbesondere geniigt dann (E, t) der Bedingung i) des Korollars. Es erscheint 
bemerkenswer~, dab somit jeder quasinormable metrisierbare lokalkonvexe Raum die 
Eigenschaft iii) besitzt. Die Frage des Referenten, ob es einen metrisierbaren lokal- 
konvexen Raum E gibt, derart dab in (E', fl(E', E)) die Maekeysche Konvergenz- 
bedingung, aber nicht die strikte Mackeysche Konvergenzbedingung effiillt ist (d. h. 
der die drei s Eigenschaften aus Korollar 3 besitzt, abet nicht quasi- 
normabel ist), mfissen wit an den Leser weitergeben. 
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