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Bemerkungen zum Satz iiber die Separabilitat der
Fréchet-Montel-Raume

Von

HzermuT PFISTER

Das Hauptresultat der vorliegenden Arbeit ist der folgende Satz, der eine Verall-
gemeinerung der dualisierten Form des in der Uberschrift zitierten Satzes darstellt:

In jedem (nicht notwendig lokalkonvexen) (DF)-Raum sind die prikompakten Men-
gen halbmetrisierbar.

Als eine Anwendung dieses Ergebnisses erhalten wir eine Verallgemeinerung des
Kiriteriums von Grothendieck-Dieudonné, das die Fréchet-Schwartz-Raume unter
den Fréchet-Montel-Raumen kennzeichnet, und zwar (sieche Korollar 3 zu Satz 2):

Fiir einen metrisierbaren lokalkonvexen Rawm E mit Dualraum B’ sind die beiden
folgenden Bedingungen dquivalent:

a) Jede fir das Dualsystem (E, E') (im Sinn von [8], § 20.3) zuldssige Topologie,
beziiglich welcher die beschrinkten Mengen von E prikompakt sind, ist eine Schwartz-
Raum-Topologie.

b) Der starke Dualraum (E', B(E’, E)) erfillt die Mackeysche Konvergenzbedingung
([7], Definition 3).

Ein topologischer linearer Raum (Abkirzung: t.1.R.) £ heiBe von abzihlbarem Typ,
wenn es zu jeder Nullumgebung U von E eine abzihlbare Menge 4 c F gibt derart,
daf E = A -+ U. Ein halbmetrisierbarer t.1.R. ist genau dann von abzihlbarem Typ,
wenn er separabel ist; ein t.LR. ist genau dann von abzdhlbarem Typ, wenn er die
Initialtopologie beziiglich linearer Abbildungen in separable metrisierbare t.I.R.
tragt; ein lokalkonvexer t.1.R. ist genau dann von abzdhlbarem Typ, wenn er ,,sépa-
rable par séminorme* im Sinn von [6] ist. Jeder Schwartz-Raum ist von abzahlbarem
Typ; ein Montel-Raum braucht nicht von abzihlbarem Typ zu sein. (Fiur weitere
Bemerkungen zu dieser Definition siehe [9] und [12].)

Lemma 1. Sei (E, E') ein Dualsystem (im Sinn von [8], §20.2), ¢(E’', E) sei die
schwache Topologie auf E', & sei eine Menge von absolutkonvexen o (B', E)-beschrinkien
Mengen, t5 sei die Topologie der gleichmdifigen Konvergenz auf den Mengen von %.
Dann sind dquivalent:

i) (B, ty) ist von abzihlbarem Typ.

ii) Die natiirliche Uniformitit von (E', o (E', E)) induziert auf jeder Menge aus %
eine metrisierbare Uniformaitdt.
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Beweis. i)=ii): Sei B e, B=0. Nach [7], Lemma 5, geniigt es zu zeigen, dafl
B beziglich ¢(E’, E) eine abzihlbare Nullumgebungsbasis hat. Wegen 1) gibt es eine
abzéhlbare Menge ACE, so dal E=A4 + B%. Zu z € E gibt es also a € 4 und y € BO,
so daB 2z = a + y; es ist dann

{2}0= {2’ E'; |2z, 2)| £2}>
>{z'el’; Ka, 2’| £1 und [<y,z'>] <1}
>{a}°n B.
Die Mengen S9N B, ScA4 endlich, bilden also eine Nullumgebungsbasis beziiglich
¢(E',E)|B.
ii)=>i): Sei Be %, B==0. Da B wegen ii) beziiglich ¢(E’, E) eine abzihlbare Null-
umgebungsbasis hat, gibt es eine Folge (44; n € N) von endlichen Teilmengen von
E derart, daB (45 N B; ne N) eine ¢(E’, E)| B-Nullumgebungsbasis ist. Zu ze E
gibt es also ein 7 € N, so daB 4% N B ¢ {x}°. Dann ist aber
ze (43N BP0 cAY + Boc
c8S,+280
fiir eine geeignete endliche Menge Sy, c B, da A beziiglich £, prikompakt ist. Mit

der abzahlbaren Menge 4 := (_J S, gilt dann E = 4 + BO. Hieraus folgt i).
n=1

J. Dieudonné hat folgenden Satz bewiesen ([4], auch {8], § 27.2):

(a) Jeder Fréchet-Montel- Baum ist separabel.

Mit Hilfe von Lemma 1 148t sich dieser Satz im Rahmen der iblichen Dualitits-
theorie leicht umformen zu der folgenden Aussage:

(b) In jedem (DF)-Montel- Raum sind die beschrinkien Mengen metrisierbar.

In der nicht-lokalkonvexen Theorie wurde ein Analogon zu (a) von C. Bessaga und
S. Rolewicz bewiesen (siehe [2]; auch [11], Prop. VI. 2.2). Wir wollen hier folgende
weitergehende Verallgemeinerung beweisen:

(A) Sei (E, 1) ein halbmetrisierbarer £1.R., s eine lineare Topologie auf E, beziiglich
welcher jede t-beschrinkte Menge prikompakt ist. Dann ist (E, s) von abzidhlbarem
Typ.

Als zweites beweisen wir folgende Verallgemeinerung von (b):

(B) Sei (£, 1) ein (DF)-Raum (im Sinn der erweiterten Definition von [10] oder [5]).
Dann ist jede prikompakte Teilmenge von E halbmetrisierbar.

In der lokalkonvexen Theorie lassen sich (A) und (B) mit Hilfe von Lemma 1 aus-

einander herleiten. In der nichtlokalkonvexen Theorie scheint ein entsprechender
Zusammenhang zwischen (A) und (B) nicht zu bestehen.

Satz (A) ist eine unmittelbare Folge des folgenden Satzes, den wir nun beweisen
werden : :

Satz 1. Sei E ein t.1.R. mif einer abzihlbaren Basis der bornivoren Mengen, f: E—~F
sei eine surjektive lineare Abbildung derart, daff das Bild jeder beschrinkten Teilmenge
von E in F prékompakt ist. Dann ist F von abzihlbarem Typ.



88 ' H. PFISTER ARCH. MATH.

Beweis. Angenommen F ist nicht von abzidhlbarem Typ. Dann gibt es (Zornsches
Lemmal!, siehe [9]) eine kreisférmige Nullumgebang V von F und eine iiberabzihlbare
Menge Y cF derart, daB-y—y'¢V fury, y'eY, y +y'. Wir wiahlen X cE derart, da8
f: X =Y bijektiv wird. Sei (W,; neN) eine Basis der bornivoren Mengen von E,

0.E. ist jedes W, kreisférmig. Es ist X = U (kW) N X; da X iiberabzihlbar ist,

gibt es ein k€N, so daB X := (I Wl)nX uberabzahlbar ist. Induktiv findet man
eine Folge (X;; ! € N) von iiberabzihlbaren Mengen und eine Folge (k;; I € N) von
natiirlichen Zahlen, so dafl X;= (k; W;) N X;—1, X :== X. Es gibt dann z; € X; mit
x ==y, far 1 &= 1. Die Menge B := {x;; | € N} ist beschriankt, denn es ist 2, € by W,
fir m = I; andererseits ist f(B) nicht prikompakt, da f(z;) — f(zi) ¢ V fir [ =17,
Die Annahme, dafl F nicht von abzéhlbarem Typ ist, filhrt also auf einen Widerspruch.

Fir einen t.LR. (¥, t) bezeichnen wir mit b* die von den bornivoren ¢-abgeschlos-
senen Ketten erzeugte lineare Topologie (siehe [12] fiir die Terminologie); mit b} be-

zeichnen wir die von den bornivoren Ketten (Vi; ke N), Vg = n Ukn, (Ug,n; keN)

n=1
fir jedes n e N eine Kette von ¢{-Nullumgebungen, erzeugte lineare Topologie. Ein
t.1R. (£, t) heilt ein (DF)-Raum ([10], [5]), wenn er eine abzdihlbare Basis der be-
schrinkten Mengen besitzt und ¢ mit b; {ibereinstimmt.
Ist (&, t) ein lokalkonvexer t.).B. mit einer abzihlbaren Basis der beschrinkten
Mengen, so sieht man wie in [1], daB b* = §*(E, E') (= Topologie der gleichméfigen
Konvergenz auf den stark beschrinkten Teilmengen von E') ist und daB b; die von

den bornivoren Tonnen V = n Un, U, absolutkonvexe abgeschlossene ¢-Null-
n=1
umgebungen, erzeugte lokalkonvexe Topologie ist. Jeder (DF)-Raum im Sinn von

Grothendieck ([7]; auch [8], §29.3) ist somit ein (DF)-Raum im Sinn der obigen
Definition.

Satz (B) ist eine unmittelbare Folge des folgenden Satzes, den wir nun beweisen
werden:

Satz 2. Sei (Z, t) ein t.1.R. mit einer abzdhlbaren Basis der beschrinkten Mengen.
Auf jeder beziiglich b;-prakompalkten Menge induzieren t und b* dieselbe Uniformitit,
und diese Uniformitit ist kalbmetrisierbar.

Beweis. Sei BcE b;-prikompakt; wegen ¢ c b; ist B auch t-prikompakt. Aus der
Tatsache, daB b; eine {-abgeschlossene Nullumgebungsbasis besitzt, folgt, daB ¢ und
b; auf B dieselbe Uniformitdt induzieren. DaB b* und b; dieselben prakompakten
Mengen liefern und auf ihnen dieselbe Uniformitit induzieren, wurde in [12], Satz 2,
gezeigt.

Zum Beweis der Halbmetrisierbarkeit von B beziiglich der natiirlichen Uniformitéit
von (B, t) geniigt es anzunehmen, daB 0 € B ist und zu zeigen, daB B eine abzihlbare
Nullumgebungsbasis beziiglich ¢ besitzt. Denn es gilt folgendes

Lemma 2. Sei A eine nichileere Teilmenge eines t.1.R. E. Die von der natirlichen
Uniformiiit von E auf A induzierte Uniformitit ist genaw dann halbmetrisierbar, wenn
A — A eine abzihlbare Nullumgebungsbasis besitzt.
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In der Tat: Fir jede Nullumgebung U von E sei U= {(z, 2") e Ex E; z— '€ U},
dann bilden die Mengen U eine Nachbarschaftsbasis fir die natiirliche Uniformitit
von E. Eine Folge (U, ; » € N) von Nullumgebungen von E induziert auf 4 — 4 genau
dann eine Nullumgebungsbasis, wenn (OUnn (4% A); n e N) eine Nachbarschaftsbasis
fiir 4 ist.

Sei jetzt also 0 € B, und B besitze keine abzahlbare Nullumgebungsbasis beziiglich
t. Durch transfinite Induktion finden wir dann halbmetrisierbare lineare Topologien
8. Ct, x << w1 (= erste iiberabzdhlbare Ordinalzahl), und s,-Nullumgebungsbasen
(UM™; neN) derart, daB (U™; n e N) eine Kette ist und so daB fir § < « die
Topologie sz gréber als s, und die Menge (UM + UL) N B keine sy| B-Nullumge-
bung ist. Sei (By; ke N) eine Basis der ¢-beschrinkten Mengen, dann gibt es
m(n,a k)eN, so daBl

Bicm(n,a, k) UM fir e < w1, neN, keN.

Es gibt iberabzdhlbare Mengen Ji, ke N, von abzihlbaren Ordinalzahlen und
myi € N derart, daB

(*) Jr2Jrs1 und BkcmkUg") fir aedy.

oo
Weiter gibt es dann o € J; derart, daB ax < ags1. Sei U : ="\ U, dann ist
k=1

(UM ; neN) eine Kette. Da UP c UM fir k = n und «; € Ji fiir ¢ = k, folgt aus
(*), daB
Brcmp U™ fiar i=k=n.

Hieraus folgt, daB jedes U bornivor ist, UM ist also eine b;-Nullumgebung.

Fiir jedes ke N ist TP n--- N UYL eine s, -Nullumgebung, es gibt daher ein
bee (UP N - nTH) N B, so daB be¢ UL + UL . Fir k<1 ist dann
by — by ¢ UQ. Denn andernfalls ist by — b;e UL und b1e U&ll , also bpe UL +
4+ UYL . Esfolgt, daB B beziiglich b} nicht prikompakt ist. Eine beziiglich b} pri-
kompakte Menge B muf also beziiglich ¢ eine abzahlbare Nullumgebungsbasis haben.

Ap+1*

Korollar 1. Seis E ein (nicht notwendig lokalkonvexer) separierter (DF)-Raum,
FeintlR., 2, »(E, F) der lineare Rawm der folgenstetigen linearen Abbildungen von E
in F versehen mit der Topologie der gleichmdfigen Konvergenz auf den prikompakten
Teilmengen von E. Dann gilt:

i) Ist F von abzihlbarem Typ, so ist auch .‘fp(E’, F) von abzihlbarem Typ.
ii) Ist F vollstandig, so ist auch £ »(E, F) vollstindig.

Beweis. Ist F von abzahlbarem Typ, so tragt F die Initialtopologie beziiglich
einer Familie von linearen Abbildungen in separable vollstindig metrisierbare t.l.R.
Zum Beweis von i) kann man daher nach [3], Chapt. X, § 1.4, Prop. 4, annehmen,
daBl F separabel und vollstindig metrisierbar ist. Ist 4 ¢ £ prikompakt und
ue ,Sf(E F), so folgt mit (B), daf u| 4 gleichmaBig stetig ist, wir konnen also die
Einschrankungsabbildung p4: Z(E, F) — % (A, F) betrachten (% (4, F) der lineare
Raum der gleichmaBig stetigen Abbildungen von 4 in F versehen mit der Topologie
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der gleichméBigen Konvergenz auf 4). .9?1, (B, F) trigt dann die Initialtopologie
beziiglich der linearen Abbildungen

pa: P(EB,F)—>U(A,F), AcE prikompakt.

Da F vollsténdig ist, kann man % (A4, F) identifizieren mit dem Raum % (4, F) der
stetigen Abbildungen auf der vollstindigen Hiille von 4 mit Werten in ¥, versehen
mit der Topologie der gleichmaBigen Konvergenz auf 4. Da nach (B) die prikom-
pakten Mengen A, und dann auch ihre vollstindigen Hillen 4, metrisierbar sind,
sind nach [3], Chapt. X, § 3.3, Thm. 1, die Riume % (4, F) separabel. Es folgt, daB
gp (#, F) von abzahlbarem Typ ist.

Sei nun F ein vollstindiger t1.R., ¥ ein Cauchyfilter in ,S,”p (B, F). Wegen der
Vollstandigkeit von F gibt es eine lmeare Abbildung u, so daf 5 gegen u punktweise
konvergiert, ¢ konvergiert aber dann sogar gleichmifig auf allen prakompakten
Teilmengen von E gegen u. Da die linearen Abbildungen aus &2 (B, F) nach (B) auf
den prikompakten Teilmengen von E gleichmiBig stetig sind, folgt, daB auch » auf
allen prikompakten Mengen gleichmiBig stetig ist, es ist also » € Z(E, F). Damit

ist die Vollstdndigkeit von & »(E, F) bewiesen.

Bemerkung. Man kann Aussage i) von Korollar 1 als eine Verallgemeinerung
von (a) betrachten.

Sei (B, t) ein separierter lokalkonvexer Raum. Fir eine absolutkonvexe t-beschrink-
te Menge B bezeichne Ep den linearen Teilraum U ¢ B versehen mit der durch B

>0
bestimmten normierbaren Topologie. Eine Folge (an) in E heilt eine Mackey-Null-
folge, wenn es ein B gibt, so daB (z,) eine Nullfolge in Ep ist ([8], § 28.3). Eine Menge
A c E heile Mackey-prikompakt, wenn es ein B gibt, so daB 4 in Ep prékompakt
ist. Nach [8], § 21.10(3) und § 20.9(6), ist 4 genau dann Mackey-prikompakt, wenn

es eine Mackey-Nullfolge (z,) gibt, so daB Ac{zcB; 2= dnzy mit > || < 1}.
T T

Korollar 2. Sei (B, t) ein separierter lokalkonvexer Rawm mit einer abzéhlbaren Basis

der beschrinkten Mengen; f; bezeichne die von den bornivoren Tonmen V={)Un,
n=1

U, absolutkonvexe abgeschlossene Nullumgebungen, erzeugte lokalkonvexe Topologie.

Dann sind dquivalent: :

i) Jede B;-Nullfolge ist eine Mackey-Nullfolge.
ii) Jede B;-prikompakte Menge ist Mackey-prikompakt.

Insbesondere ist in einem separierten lokalkonvexen (DF)-Raum jede priakompakte
Menge Mackey-prékompakt genau dann, wenn jede Nullfolge eine Mackey- Nullfolge ist.

Beweis. i)=>ii): Aus i) folgt nach Grothendieck ([7], Cor. 1 zu Prop. 15), dal zu
jeder absolutkonvexen metrisierbaren Menge A ¢ ¥ eine absolutkonvexe beschrankte
Menge B c E existiert, so daB 4 die von Ep induzierte Topologie tragt. Da nach
Satz 2 jede §;-prakompakte Menge metrisierbar ist, folgt ii).
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if)=1): Sei (an) eine f;-Nullfolge, dann ist 4 := {ay; n € N} Mackey-prikompakt,
- d.h.esgibt eine absolutkonvexe beschrinkte Menge B, so daB 4 die von Eg induzierte
Topologie tragt; insbesondere ist (a,) eine Nullfolge in Ep.

Bemerkung. Nach [12], Satz 2, kann man in Korollar 2 die Topologie 8; durch
die Topologie §* (E, E') ersetzen.

Sei (Z, t) ein metrisierbarer lokalkonvexer Raum. Es bezeichne ¢, die feinste lokal-
konvexe Topologie auf E, beziiglich welcher jede ¢-beschrinkte Menge prikompakt
ist ; tp ist die Topologie der gleichmé&Bigen Konvergenz auf den prikompakten Mengen
des starken Duals (B, S(&’, E)) ([8], §21.7(1) und §28.1(4)). Es bezeichne ¢; die
feinste Schwartz-Raum-Topologie auf E, die gréber als ¢ ist; {; ist die Topologie der
gleichméBigen Konvergenz auf den Mackey-praikompakten Teilmengen von (E’,
B(E', B)) ([13], § 2(4)).

Korollar 3. Ses (E, t) ein metrisierbarer lokalkonvexer Raum. Dann sind dquivalent:

1) In (E', B(E', E)) ist jede Nullfolge eine Mackey-Nullfolge.
i) (F, tp) ist ein Schwartz-Raum.

iii) Jede lineare Abbildung von E in einen Banach-Raum, die beschrinkte Mengen in
relativ kompakte Mengen dberfithrt, ist kompakt.

Beweis. i)=-ii): Wendet man Korollar 2 auf den (DF)-Raum (E’, 8(E’', E)) an, so
ergibt sich aus i), daB jede prikompakte Teilmenge von (E’, (&', E)) Mackey-
prakompakt ist, d.h., daB ¢, c ¢; ist; (E, £5) ist dann ein Schwartz-Raum.

ii) = iii}: Sei f: E—F eine lineare Abbildung in einen Banach-Raum F, die
beschréinkte Mengen in relativ kompakte Mengen iiberfithrt. Dann ist f: (E, t5) — F
stetig, und da (&, tp) ein Schwartz-Raum ist, ist f beziiglich ¢, kompakt. Wegen
fp Ctist f dann auch beziiglich ¢ kompakt.

iii)=-i): Sei (u,) eine Nullfolge in (E', f(E’, E)). Wir betrachten die lineare Ab-
bildung

fE—cy, z—(un(2)).

Bekanntlich ist eine Menge K c ¢y genau dann relativ kompakt, wenn es (xy) € ¢o
gibt, so daB [£,| < «y, fiir alle n € N, (&,) € K. Da (u,) auf jeder beschrinkten Menge
von E gleichmiBig gegen Null strebt, folgt, daB f beschrinkte Mengen in relativ
kompakte Mengen iiberfithrt. Wegen iii) gibt es also eine Nullumgebung U von E,
so daB f(U) relativ kompakt ist, d.h. so daB (u,) auf U gleichméaBig gegen Null
strebt; (#,) ist dann eine Nullfolge in E};o und somit eine Mackey-Nullfolge in
(&', B(E', E)).

Bemerkung. Korollar 3 kann als eine Verallgemeinerung eines Satzes von
Grothendieck-Dieudonné aufgefaBt werden, der besagt, daB ein Fréchet-Montel-
Raum F genau dann ein Schwartz-Raum ist, wenn in (E', 8(E’, E)) jede Nullfolge
eine Mackey-Nullfolge ist ([7], Prop. 17). ‘

Nach [7], Definition 3 und Definition 4, ist ein metrisierbarer lokalkonvexer Raum
(E,1) genau dann quasinormabel, wenn (£, 8(E', E)) die strikte Mackeysche Kon-
vergenzbedingung erfillt, d.h. wenn es zu jeder §(E’, E)-beschrinkten Menge B
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eine absolutkonvexe abgeschlossene §(E’, E)-beschrinkte Menge 4 > B gibt, so dal
auf B die Topologie 8 (E', E) mit der Topologie des normierbaren Raumes E/, iiberein-
stimmt; inshesondere geniigt dann (%, #) der Bedingung i) des Korollars. Es erscheint
bemerkenswert, daf somit jeder quasinormable metrisierbare lokalkonvexe Raum die
Eigenschaft iii) besitzt. Die Frage des Referenten, ob es einen metrisierbaren lokal-
konvexen Raum E gibt, derart daB in (E’, §(E’, E)) die Mackeysche Konvergenz-
bedingung, aber nicht die strikte Mackeysche Konvergenzbedingung erfillt ist (d.h.
der die drei dquivalenten Eigenschaften aus Korollar 3 besitzt, aber nicht quasi-
normapbel ist), miissen wir an den Leser weitergeben.
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