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Zur gruppentheoretischen Kennzeichnung elliptischer 
Bewegungsgruppen 

Von 

Gi~Tv.~ Hv.~B~cx 

R. Baer hat in [1] unter anderem ein gruppentheoretisches Axiomensystem fiir 
Bewegungsgruppen eUiptischer Ebenen angegeben. In der vorliegenden Note wird 
eine besonders pr&gnante Yormulierung dieses Axiomensystems dargeleg~. Den 
Ansatzpunkt fiir eine Vereinfachung gibt die Bemerkung, dab eines der Baerschen 
Axiome entbehrlich ist. 

Das in Rede stehende Axiomensystem benutzt die J-Bildung. In einer vorerst 
beliebigen Gruppe G sei 

J : =  { / eGlo rd ]=  2} 

die Menge der Involutionen. Jeder Teilmenge X c G wird 

J(X) := {ieJ] ]XcJ} 

zugeordnet. :Ffir ein einzelnes Gruppenelement g e G kann J(g) in doppelter Weise 
gedeutet werden. J (g) besteht aus den Involutionen, die in Darstellungen yon g als 
Produkt yon zwei Involutionen vorkommen. Insbesondere ist J(g) genau dann 
nicht leers wenn g als Produkt yon zwei Involutionen dargestellt werden kann. 
AuSerdem ist J(g) beschreibbar als Menge der Involutionen =~ g, die g in sein 
Inverses transformieren. 

Im folgenden ttilfssatz stellen wir die Eigenschaften der J-Bildung, die im weiteren 
benStigt werden, zusammen, l~iir Gruppenelemente g, h e G sei g~ :=  h -1 g h. 

Hilfssatz. In  einer Gruppe G gilt: 

a) J(g)h=J(g~)  ]i~r g, heG.  

b) j(g-1) = j(g)  ]i~r iedes geG. 

c) Aus J(gt) c J (g~) ]olgt J (gl) c J (gl g~). Im Falle J(gl) ~= 0 sind gl, g2 ver- 
tauschbar. 

d) Zwei Involutionen ]1, ]2 e J m# J (]l) c J (]2) und J(]l) =~ 0 sind gleicI~. 

/ {j}' ,,az~ ](j) # o, 
e) Fi~r ] e J  ist J(J(])) = | j ,  [aUs J(]) = ~. 
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Bewei s .  DaB a) and b) gelten, ist klar. --  Zum Nachweis yon c) stellen wir gl mit 
einer beliebig gew~hlten Involution ] e J (gl) dar: gl ---- ]]'. ]' gehSrt zu J (gl), naeh 
Voraussetzung dann aueh zu J (g2), es gibt eine Darstellung g2 ----- ]']" mit passender 
Involution ]". :Nun ist gig2 = ( ] j ' ) ( ] ' ]" )= ]]", also ]eJ (g lg2 ) .  Eine Involution 
j e J ( g l )  t ransfomier t  jedes der Elemente gl, g2, gig2 in das Inverse. Daher ist 
g~-i g~-l = (gig2)_1 = (gig2) t _  g~ g~ = g~l  g~l.  Im FalIe J (gz) ~ 0 sind demnach 
gl and g2 vertausehbar. --  d) ist eine unmittelbare Folge yon c): ]1, ]2 sind ver- 
tausehbar, wegen j2 ~ J(]l)  dann gleich. --  Zur Begr/indung yon e) daf t  J(])  =4:0 
angenommen werden. Eine Involution ]' e J(J(]) )  ist mit jedem Element yon J(]) 
vertauschbar, also ist J ( ] ) =  J ( ] ) l ' =  ]( is ' )  und nach d) folgt ]----]I', wegen 
i '• J(]) dann / '  = ]. ] geh6rt natfirlich zu J(J(])) .  

Naeh [1], S. 269 ist eine Gruppe G ~= {1} genau dann isomorph zur Bewegungs- 
gruppe einer elIiptisehen Ebene, wenn sie folgende Eigenschaften hat. 

(G.1) _V/~r ]edes g e G - -  {1} besteht J (J (g)) aus genau einer Involution, die mit 
g* bezeichnet wird. 

(G.2) F/~r g, h # 1/olgt aus g* = h* stets J (g) = J (h). 

(G.3) Sind ]1, ]~ verschiedene Involutionen, so ist J (]l) n J (j~) = ((]1]2)* }. 

(G.4) Die Gruppe G hat triviales Zentrum. 

Ich will zeigen, dab dieses Axiomensystem mit dem folgenclen gleiehwertig ist. 

(K.1) Zu ]edem g e G --  {1} existiert eine Involution ] e J mit J (g) -.~ J (]). 

(K.2) Keine Involution aus Gis t  mit allen Involutionen vertauschbar. 

Der Gleichwer~igkeitsbeweis zeigt, dab beim Axiomensystem (G) auf  das Axiom 
(G.3) verziehtet werden kann. 

Zuns fiberlegen wir, dab eine Gruppe G ~ {1} mit (G.1), (G.2) und (G.4) 
auch die Eigensehaften (K) erffillt. Wegen G =~ {1} und (G.1) enth~lt G eine Involu- 

�9 tion, wegen (G.4) dann mindestens zwei. (G.1) zeigt jetzt, daft J(g) =~ 0 ffir jedes 
g =~ 1 gilt. Weil die Gruppe G das Erzeugnis ihrer Involutionen ist, folgt (K.2) 
aus (G.4). Fiir eine Involution ] e J ist ]* ---- ], denn naeh Hilfssatz, e) gilt J(J(])) ---- 
= {]}. Aus g* ---- (g*)* fiir g # 1 fo l~  gem/~B (G.2) J(g) = J(g*), was die Giiltig- 
keit yon (K.1) beweist. 

Im weitereu wird der Begriff der Partition einer Gruploe benStigt (vgl. [2]). Eine 
Partition einer Gruppe G ~= {1} ist ein System yon Untergruppen ~= {1} mit der 
Eigensehaf~, dab jedes Gruppenelement ~ 1 in genau einer Untergruppe des Systems 
enthalten ist. Es ist leicht zu sehen, dab in einer Gruppe mit Partition zwei vertauseh- 
bare Elemente versehiedener Ordnung derselben Komponente angehSren (vgl. [2], 
S. 337, Lemma 2.1). 

Nun nehmen wit an, dab die Gruppe G =~ {1) die Eigenschaften (K) hat und wollen 
zeigen, dab dann auch die Axiome (G) erfiillt sind. 

a) 2'i~r ]edes g e Gis t  J (g) ~ ~). 

Beweis .  Wegen G ~ {1) und (K.1) ist J ~= 0. Zu ] e J gibt es nach (K.2) ein 
]' e J mit j] '  4 ./']. Nach (K.1) existiert eine Involution ]" e J mit J(~']') = J(?"'). 
Wegen ] e J(]]') ist ]" e J(?'), also J(]) # 0. Mit (K.1) folgt jetzt die Behauptung. 



376 G. HEIMBECK ARCH. MATH. 

b) Die GruTpe G hat die Eigenscha/ten (G.1), (G.2) und (G.4). 

Beweis .  Zu g =~ 1 gibt es naeh (K.1) ein ?. e J mit J(g) ---- J(]).  Wegen J(]) :4:0 
folgt naeh Teil e) des Hilfssatzes J (J (g ) )  = J (J ( ] ) )  = (]}. Also ist (G.1) zutreffend. 
Die dutch g eindeutig bestimmte Involution j bezeiehnen wir mit  g*. Es gilt J(g) = 
= J(g*)  und daraus folgt (G.2) unmittelbar. Naeh a) ist jedes Element yon G als 
Produkt yon zwei Involutionen darstellbar. Also ist das Zentrum yon G eine Gruppe 
veto Exponenten 2, nach (K.2) dann trivial. 

e) Sind  ?.1, ?.2 verschieclene Involutionen, so ist (]1 ]2)* ~ J (]1) n J (]2). 

B eweis.  Es gilt ]1, ]2 e J (] l  ?.2) = J( (] l  ?.2)*). 

d) Fi~r eine Involution ] e J ist 

K(?.)  : =  {g e G  [ g = 1 o&r  J (g) = J ( j ) }  

eine abelsche Untergruppe von G; ~ ist die einzige Involution in K (]). (K  (?.))i~j bildet 
eine Partition yon G. 

Beweis .  Nach Hilfssatz, b) enthalt K(])  mit jedem Element das Inverse. Sind 
gl, g2 e K (]) mit gl, g2, gig2 =~ 1, so ist J (gl) =- J (]) = J (g2) ~ O. Naeh Hiffssatz, 
e) sind gl, g2 vertausehbar und J(?.)r ---- J((glg2)*), mit Tell d) des Hilfs- 
satzes folgt ] ---- (gig2)*, also J(glg~) ---- J(j),  d.h. gig2 e K(?.). K(])  ist als abelsche 
Untergruppe erkannt. GemaB Hitfssatz, d) ist ?. die einzige Involution in K(]). 
Wegen (K.1) bildet (K(]))ie ] eine Partition der Gruppe G. 

e) Fi& den Zentralisator C (?.) einer Involution ] e J in G gilt: 

c (?.) = K (?.) u J (j), ( C (?.) : K ( / ) )  = 2 .  

Beweis .  J(?.) c C(j) ist klar. Ein Element yon C(j) -- K ( j )  ist mit j vertausehbar 
und liegt nieht in der Komponente yon ]. Also besteht C (j) -- K (j) aus Involutionen, 
wir haben O (?.) -- K (]) r J (j). Um die Aussage fiber den Index zu begriinden, unter- 
scheiden wir zwei F~lle. 

1. Fall: ord K (j) > 2. FOr ?.1, j2 e J (j) ist ?.1j2 mit jedem Element yon K (j) ver- 
tausehbar. Wegen o r d K ( ] ) >  2 enthiilt K(]) zwei Elemente ~=1 versehiedener 
Ordnung. Folglich ist ?.1 ?.2 e K (?.). 

2. Fall :ord  K(])  = 2. Jetzt  ist C(]) eine Grulope veto EXloonen~en 2, also abelsoh. 
Nach (K.2) gibt es eine nieht mit ] ver~ausehbare Involution ?.'. Naeh c) kann man 
eine Involution ?'1 e J ( ] ) n  J(?.') w~hlen. J(Yl) enth~lt die nieht vertausehbaren 
Involutionen ], i', folglieh ist o r d K ( ] l ) >  2 und nach dem bereits Bewiesenen 
(C(?.1) : K(?.I)) = 2. Nun sei ?.2 e C(j) -- {1, ], ?.1}. ?'2 und ] liegen beide in J(]l),  also 
ist ?.2?. eine Involution aus K(]I) ,  es folgt ?.2j = ]1, d.h. Y2 = ]lY. Demnaeh ist C(]) 
eine Vierergruploe, und die Aussage fiber den Index ist wiederum zutreffend. (Es sei 
angemerkt, dab der Fall ord K(])  ---- 2 faktiseh nieht eintreten kann.) 

f) Die Gruppe G er/i2llt (G.3). 
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Bewei s .  Es ist nur noch zu zeigen, dal3 fiir verschiedene Involutionen ] i ,  ~2 der 
Durchschnitt J ( j i )  n J(j2) hSchstens ein Element enthglt. Aus j', j"  ~ J(j i)  • J(j2) 
folgt mit  e) ] ' j "  e K ( j i )  (~ K(j2) = {1}, also/" = y ' .  

Wit  fassen das Ergebnis dieser Betraehtung im folgenden Satz zusammen. 

Satz. Eine Gruppe G :4: {1} ist genau dann isomorph zur Bewegungsgruppe einer 
elliptlechen Ebene, wenn sic die Eigenscha]ten (K) hat. 
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