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Zur gruppentheoretischen Kennzeichnung elliptischer
Bewegungsgruppen

Von

Gixter HEMMBECK

R. Baer hat in [1] unter anderem ein gruppentheoretisches Axiomensystem fiir
Bewegungsgruppen elliptischer Ebenen angegeben. In der vorliegenden Note wird
eine besonders prignante Formulierung dieses Axiomensystems dargelegt. Den
Ansatzpunkt fiir eine Vereinfachung gibt die Bemerkung, daBl eines der Baerschen
Axiome entbehrlich ist.

Das in Rede stehende Axiomensystem benutzt die J-Bildung. In einer vorerst

beliebigen Gruppe @ sei
J:={je@|ordj =2}

die Menge der Involutionen. Jeder Teilmenge X c G wird
J(&)i={jed|jXc]}

zugeordnet. Fiir ein einzelnes Gruppenelement g € G kann J(g) in doppelter Weise
gedeutet werden. J (g) besteht aus den Involutionen, die in Darstellungen von ¢ als
Produkt von zwei Involutionen vorkommen. Insbesondere ist J(g) genau dann
nicht leer, wenn g als Produkt von zwei Involutionen dargestellt werden kann.
Aullerdem ist J(g) beschreibbar als Menge der Involutionen =g, die ¢ in sein
Inverses transformieren.

Im folgenden Hilfssatz stellen wir die Eigenschaften der J-Bildung, die im weiteren
bendtigt werden, zusammen. Fiir Gruppenelemente ¢, h € G sei gk := h=1gh.

Hilfssatz. In einer Gruppe G gilt:

a) J(g)k = J(g*) fir g,he@.

b) J(g71) = J(g) fiir jedes ge@.

) Aus J(g1) c J(g2) folgt J(g1) cJ (91 92). Im Falle J(g1) 40 sind g1, gz ver-
tauschbar.

d) Zwei Involutionen j1, 92 € J mit J (j1) ¢ J (j2) und J (j1) == O sind gleich.

{i}; falls J(j) =0,

e) FﬁrjeJistJ(J(f))={ J, falls J(j) =0.
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Beweis. DaBl a) und b) gelten, ist klar. — Zum Nachweis von c) stellen wir ¢; mit
einer beliebig gewihlten Involution j € J (¢1) dar: g1 = 74'. §" gehort zu J(g1), nach
Voraussetzung dann auch zu J(gz), es gibt eine Darstellung g2 = 4’5"’ mit passender
Involution §”. Nun ist g1g2 = (j7)(5'9") = 77", also je€ J(g192). Eine Involution
jeJ(g1) transformiert jedes der Elemente ¢1,¢s, 9192 in das Inverse. Daher ist
g5t 9Tt = (q192) = (g192) =gl g =97 95" Im Falle J(g1) = O sind demnach
g1 und g vertauschbar. — d) ist eine unmittelbare Folge von ¢): j1, j2 sind ver-
tauschbar, wegen j3 ¢ J(j1) dann gleich. — Zur Begrindung von e} darf J(j) == 0
angenommen werden. Eine Involution j" € J(J(§)) ist mit jedem Element von J(j)
vertauschbar, also ist J(j) = J(§) = J(57) und nach d) folgt § = j7', wegen
§ ¢ J(j) dann §’ == j. § geh6rt natiirlich zu J (J ().

~ Nach [1], S. 269 ist eine Gruppe G = {1} genau dann isomorph zur Bewegungs-
gruppe einer elliptischen Ebene, wenn sie folgende Eigenschaften hat.

(G.1) Fiir jedes g € @ — {1} besteht J (J (g)) aus genau einer Involution, die mit
g* bezeichnet wird.

(G.2) Fiir g, b == 1 folgt aus g* = h* stets J (g) = J (k).
(G.3) Sind j1, j2 verschiedene Involutionen, so ist J (j1) N J (ja) = {(j1j2)*}.
(G4) Die Gruppe G hat triviales Zentrum.

Ich will zeigen, daB dieses Axiomensystem mit dem folgenden gleichwertig ist.
(K1)  Zujedem geG — {1} existiert eine Involution j&J mit J (g) = J ().
(X.2) Keine Imvolution aus G ist mit allen Involutionen vertauschbar.

Der Gleichwertigkeitsbeweis zeigt, dall beim Axiomensystem (G) auf das Axiom
(G.3) verzichtet werden kann.

Zundchst tberlegen wir, daf eine Gruppe G == {1} mit (G.1), (G.2) und (G.4)
auch die Eigenschaften (K) erfullt. Wegen ¢ == {1} und (G.1) enthilt G eine Involu-
- tion, wegen (G.4) dann mindestens zwei. (G.1) zeigt jetzt, daB J(g) < @ fiir jedes
g = 1 gilt. Weil die Gruppe G das Erzeugnis ihrer Involutionen ist, folgt (K.2)
aus (G.4). Fiir eine Involution j € J ist j* = §, denn nach Hilfssatz, e) gilt J(J(j)) =
= {j}. Aus g* = (g%)* fiir g == 1 folgt gemiB (G.2) J(g) = J (g%), was die Giiltig-
keit von (K.1) beweist.

Im weiteren wird der Begriff der Partition einer Gruppe benétigt (vgl. [2]). Eine
Partition einer Gruppe G == {1} ist ein System von Untergruppen == {1} mit der
Eigenschaft, daBl jedes Gruppenelement ==1 in genau einer Untergruppe des Systems
enthalten ist. Es ist leicht zu sehen, daB in einer Gruppe mit Partition zwei vertausch-
bare Elemente verschiedener Ordnung derselben Komponente angehdren (vgl. [2],
8. 337, Lerama 2.1).

Nun nehmen wir an, daB die Gruppe ¢ == {1} die Eigenschaften (K) hat und wollen
zeigen, daf dann auch die Axiome (G) erfillt sind.

a) Fir jedes g€ G ist J (g) &= 0.

Beweis. Wegen G == {1} und (K.1) ist J == 0. Zu jeJ gibt es nach (K.2) ein
7' €J mit §5° == §'§. Nach (K.1) existiert eine Involution j € J mit J (j§') = J ().
Wegen j e J(j5') ist §” € J (), also J(j) == 0. Mit (K.1) folgt jetzt die Behauptung.
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b) Die Gruppe G hai die Eigenschaften (G.1), (G.2) und (G.4). .

Beweis. Zu g == 1 gibt es nach (K.1) ein j € J mit J(g) = J (j). Wegen J(j) == 0
folgt nach Teil ¢) des Hilfssatzes J(J (9)) = J{(J (§)) = {j}. Also ist (G.1) zutreffend.
Die durch g eindeutig bestimmte Involution j bezeichnen wir mit g*. Es gilt J(g) =
= J(g*) und daraus folgt (G.2) unmittelbar. Nach a) ist jedes Element von & als
Produkt von zwei Involutionen darstellbar. Also ist das Zentrum von G eine Gruppe
vom Exponenten 2, nach (K.2) dann trivial.

c) Sind ji1, fo verschiedene Involutionen, so ist (jije)* € J (j1) OV J (f2).
Beweis. Es gilt 71,52 €J (j172) = J((f1 72)%).
d) Fiir eine Involution jc.J ist

K(j):={gel|g=1oder J(g) = J(j)}

eine abelsche Unitergruppe von G; § ist die einzige Involution in K (5). (K (5))jes bildet
etne Partition von G.

Beweis. Nach Hilfssatz, b) enthilt K (j) mit jedem Element das Inverse. Sind
g1, 92 € K(j) mit g1, g2, g192 = 1, so ist J(g1) = J(j) = J (g2) == §. Nach Hilfssatz,
¢) sind g1, g2 vertauschbar und J(j) c J(g1g2) = J((g1¢2)¥*), mit Teil d) des Hilfs-
satzes folgt § == (g192)*, also J(g192) = J (j), d.h. g1g92 € K(f). K(j) ist als abelsche
Untergruppe erkannt. GemiB Hilfssatz, d) ist j die einzige Involution in K(j).
Wegen (K.1) bildet (K (5));; eine Partition der Gruppe G.

e) Fiir den Zentralisator C(j) einer Involution jeJ in G gilt:
COHI=EKGHUIG, (CH: K@) =2.

Beweis. J(j) c C(j) ist klar. Ein Element von C(j) — K (j) ist mit § vertauschbar
und liegt nicht in der Komponente von §. Also besteht C(j) — K (§) aus Involutionen,
wir haben C(j) — K (j) c J (7). Um die Aussage iiber den Index zu begriinden, unter-
scheiden wir zwei Falle.

1. Fall: ord K (j) > 2. Firr ji, j2 € J(§) ist §1j2 mit jedem Element von K (j) ver-
tauschbar. Wegen ord K(j) > 2 enthdlt K(j) zwei Elemente ==1 verschiedener
Ordnung. Folglich ist j142 € K ().

2. Fall: ord K (§) = 2. Jetzt ist C(j) eine Gruppe vom Exponenten 2, also abelsch.
Nach (K.2) gibt es eine nicht mit § vertauschbare Involution j'. Nach ¢) kann man
eine Involution j; €J(j) N J (') wihlen. J(j1) enthilt die nicht vertauschbaren
Involutionen 4, §', folglich ist ord K(j1) > 2 und nach dem bereits Bewiesenen
(C(j1) : K(j1)) = 2. Nun sei j2 € C(§) — {1,7, j1}. j2 und § liegen beide in J (j1), also
ist jo7 eine Involution aus K (j1), es folgt j24 = 71, d.h. js = j17. Demnach ist C(j)
eine Vierergruppe, und die Aussage iiber den Index ist wiederum zutreffend. (Es sei
angemerkt, daB der Fall ord K (f) = 2 faktisch nicht eintreten kann.)

f) Die Gruppe G erfillt (G.3).
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Beweis. Es ist nur noch zu zeigen, daB fiir verschiedene Involutionen 41, jz der
Durchschnitt J (1) N J (42) hochstens ein Element enthilt. Aus §', i € J(§1) N J(jfa)
folgt mit e) /5"’ € K (1) N K (j2) = {1}, also j' = §"". ‘

Wir fassen das Ergebnis dieser Betrachtung im folgenden Satz zusammen.

Satz. Eine Gruppe G = {1} ist genau dann isomoiph zur Bewegungsgruppe einer
elliptischen Ebene, wenn sie die Eigenschaften (K) hat. :
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