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Rationale quasihomogene Singularit~iten 

Von 

HUBERT ~'tLElqlg ER 

Einleitung. Sei X ein normales algebraisches k-Schema fiber dem K6rper k der 
Charakteristik 0. Man nennt X in einem Punkt  x bekanntlich rational, wenn die 
h6heren direkten Bilder R i p .  (dTx,)x, i > 0, verschwinden ftir eine (und damit jede) 

Singularit~tenauflSsung X'  v> X. Unser Ziel in der vorliegenden Note ist es, einige 
Kriterien herzuleiten, die es erlauben, wenigstens bei groBen Klassen yon Beispielen 
die Rationalit~t festzustellen ohne explizite Kenntnis einer Aufl6sung. 

Die wiehtigsten Aussagen lassen sieh kurz wie fr beschreiben. Sei A = J__I A~ 
i>0 

eine quasihomogene normale k-Algebra mit A+ ~ 0 derart, dal3 A rational ist aul3er- 
halb yon V(A+). ])ann ist A rational genau dann, wenn A Cohen-Macaulaysch ist 
und die homogenen Komponenten (e)a)~, i < 0, des dualisierenden Moduls yon A 
versehwinden, vgl. (3.1). Wendet man dies Kriterium auf quasihomogene voll- 
st~ndige I)urchsehnitte A ----- k IX1 . . . . .  Xn+r]/(]l . . . . .  /r) mit isolierter Singularit/~t 
an, so erh/~lt man, vgl. (3.8): A ist genau dann rational, wenn w l  + ""  + wn+r > 
dl  q-- "'" "~ dr ist. Dabei haben wir mit w~ das Gewicht der Unbestimmten X~ und 
mit d~ den Grad yon/~ bezeichnet. Fiir den Fall yon Brieskorn-Polynomen wurde 
dies in [1], (12.2) gezeigt. 

Brauchbare Rationalit/~tskriterien erhfflt man in gewissen Situationen auch bei 
nicht quasihomogenen Algebren. Sei A eine normale k-Algebra endliehen Typs 
und a~ C A eine ,,gute" absteigende Folge yon Idealen. In u yon 
[1], (7.12) zeigen Mr in (3.5): Ist  der assoziierte graduierte Ring C =--LI a~/a~+z 

v~0 
rational, so ist auch A rational. Unter geeigneten Voraussetzungen (die beispiels- 
weise dann erftillt sind, wenn C Cohen-Macaulaysch ist und eine isolierte Singularit/~t 
besitzt) gilt auch die Umkehrung dieser Aussage ((3.7)). Als Anwendung zeigen wir 
in (3.10), dab sich das oben beschriebene Kriterium ftir die Rationalitfrt yon quasi- 
homogenen vollst~ndigen Durehschnitten iibertragen lgl3t auf semiquasihomogene 
vollstgndige Durchschnitte. 

1. Einige Kriterien flit Rationalit~it. Sei im folgenden k stets ein K6rper der 
Charakteristik 0 und X ein normales algebraisches k-Schema. Mit co jr bezeiehnen wir 
den dualisierenden ~odul  im Sinne yon Grothendieck und mit K x  den kanonischen 

Modul im Sinne yon Grauert-Riemenschneider [4] : Ist  X'  ~ X eine Singularit~ten- 

3* 
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auflSsung, so ist Kx  :-- p .  (cox'). Man hat  stets eine natiirliche Abbildung Kx  -+ cox, 
die injektiv ist. Wir erinnern zun/~chst an die folgende Aussage, die wir h~ufig ver- 
wenden werden: 

(1.1) Satz. ~r sind: 

(1) X ist rational. 

(2) X ist Cohen-Macaulaysch und es ist K x  = cox. 

Zum Beweis sei auf [1], (7.2), und [3] verwiesen. 

(1.2) B e m e r k u n g e n .  (1) Diese Aussage gestattet es, Kx  aus einer rationalen 

Aufl6sung X'  ~-+ X yon X zu berechnen. Dies werden wir im folgenden haufig ver- 
wenden. 

(2) Wit erinnern noch an den Versehwindungssatz yon Grauert-Riemensehneider 
[4], (2.3) : Ist p: X' -+ X eine Singularit~tenaufl6sung yon X, so sind die direkten 
Bflder R~p. (cox') Null fur i > 0. Auch dies gilt etwas allgemeiner f~r rationale 
Aufl6sungen. 

(1.3) Satz. Sei X quasigorensteinsch (d.h. cox ist lokal /rei). Dann sind ~iquivalent: 

(1) X ist rational. 

(2) / i x =  cox. 

Beweis .  (1) ~ (2) folgt aus (1.1). Zum Nachweis yon (2) ~ (1) zeigen wir dureh 
Induktion nach dim (d~X,a), dab X in a rational ist. Fiir dim(d~x,a)=0 ist niehts zu 
zeigen. Sei also dim(d~x,a) > 0 .  1Waeh Ab~ndern der Bezeichnungen diirfen wir an- 
nehmen, dab X das Spektrum eines lokalen Ringes mit abgesehlossenem Punkt a ist. 
Nach Induktionsvoraussetzung ist X auBerhalb yon a rational. Sei p:  X'  --+ X eine 
Singularit~tenauflSsung und E :---- P-!  (a). Wir betraehten das folgende Diagramm: 

�9 " -+ H~ (X', ear,) --> Hi(X ', ex,) --+H~(X'\E, r --> "'" 

H i t'~:' "'" -+  E ~ ,  cox') - + H i ( X ' ,  cox') - + t t i ( X ' \ E ,  cox') ~ " "  

Dabei sei co e / "  (X, cox) eine Basis yon cox- Fiir 0 < i < dim(0x, a) versehwindet 
H~(X', cox'), und aus dem Satz yon Grauert-Riemenschneider in seiner dualen 
Formulierung [7], (2.2) folgt, dab auch H~ (X', d)x,) Null ist. Damit also H ~ (X', Gx,) 
verschwindet, reicht es zu zeigen, dab der rechte vertikale Pfeil bijektiv ist. Nun ist 
nach Induktionsvoraussetzung R p .  ((Px,) I Z \ {a} ~-- d~x [ X \ {a}. IV/if der Lerayschen 
Spektralsequenz folgt H I ( X ' \ E ,  gSx,) ~-- H i (X \ {a} ,  Cx). Ferner ist R~0. (cox') ~- cox 
und somit HI (X ' \E ,  cox') ~ H~(X\{a}, cox). Hieraus ergibt sich die Behauptung. 

Sei X welter ein normales algebraisches k-Schema der Dimension n > 1 and 

X'--+~X eine Singularit~tenaufl6sung. Die Moduln M~ :----R~p. (0x,) sind dann 
bekanntlich unabh~ngig yon der gew~hlten Aufl6sung (vgl. [7], (2.1)). Sei x e X 
ein abgeschlossener Punkt. Im Fall, dab X\{x} rational ist, l~Bt sieh 1~I~ - t  aus der 
Kenntnis yon K x  und cox bestimmen. Es gilt n~mlich in dieser Situation: 
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(1.4) Satz ([3], p. 142, 11. Z.v.o.). Es sei I die injelctive Hi~lle yon ~z/mz. Dann 
ist 

M~:- 1 ~ Homr (coz/Kx, I ) .  

Diese Aussage wird in loc. cit. nur ffir isolierte Singularit~ten ausgesproehen; sie 
gilt aber aueh entsprechend in dieser etwas allgemeineren Situation. 

2. Hilisaussagen tiber Graduierungen. Sei k ein algebraisch abgeschlossener KSrper 
der Charakteristik 0 und A = L~ Av eine positiv graduierte k.Algebra yon endliehem 

v__0 
Typ. Sei ] e A homogen veto Grad d > 0. Ist ~ eine primitive d-re Einheitswurzel, 
so operiert die Gruppe G :=  Z/(d) auf A via A~ ~ x ~-> $~x. Weft / -- 1 G-invariant 
ist, drfickt sich diese Operation dureh zu einer Operation auf A / ( / - -  1), und diese 
Operation erweitern wit nach A / ( / - -  1)[T, T -z] vermSge T ~-> ~-1. T. Es gilt: 

(2.1) Lemma. (1) Die ]canonische Abbildung (A/)o---> A / ( ] -  1) identifiziert (Ai)o 
mit (AI ( I -  I))G. 

(2) Die banonische Abbildung A I -~ A / ( / - -  1) [T, T -z] mit x/l r ~-> ~ .  T ~adr 
(x ho,wgen) identifiziert A t  mit A / ( / - -  1) [T, T-l] O. 

Beweis .  Es reieht offenbar, (2) zu zeigen. Versehen wit A / ( / -  1)[T, T -z] mit 
der Graduierung L ~ A / ( / -  1). T*, so ist ~0 homogen. ~0 ist injektiv: Sei n~mlich 

~EZ 

(x//r) = 0. Wegen der Homogenit~t yon ~ daft  man annehmen, dal3 x homogen ist. 
Dann folgt ~ ---- 0 in A / ( / - -  1), i.e. x hat  die Form ( / - -  1)y mit einem y e A .  Durch 
Vergleich der homogenen Komponenten ergibt sich hieraus leicht, dab x ---- y ---- 0 
inA1. 

0ffenbar ist Bfld(~) G-invariant. Sei umgekehrt z e A / ( / -  1)[T, T-l] ~ Wir 
diirfen annehmen, dab z ein Monom ~ .  T s ist, wobei x e A. Indem wir x .  T s durch 
(l/d) �9 ~ g ( x .  T s) ersetzen, diirfen wir bereits x .  T s als G-invariant voraussetzen. 

g e e  

Ist dann aber x ---- ~ x~ die homogene Zerlegung yon x, so ist auch x~ �9 T 8 G-in- 

variant, und somit folgt, dab ffir x~ =~ 0 ~ - s  _--1 ist. Daher hat  s die Gestalt 

kT / 

(2.2) Lemma. Die Abbildung q~ aus (2.1) (2) ist $tale. 

Beweis .  Der Kern der Surjektion 

~[T, T-Z]: &[T, T -I] -->A/(/-- 1)IT, T -1] 

wird yon/. T -g -- 1 erzeugt, wie man leieht sieht. Wegen des Jacobi-Kriteriums 
reicht es zu zeigen, dal3 es eine A/-Derivation ~ yon Af[T, T -z] gibt mit 
c~(/. T -~ --I)= i. Eine Derivation dieser Art ist aber die Af-Derivation mit 

(T) = -- T~+://d. 

Aus (2.1) und (2.2) erh&lt man beispielsweise: 



38 H. FLENNER ARCH. MATH. 

(2.3) Korollar. Sei ]~ e{n KSrTer tier Charal~terist{k 0 und A eine positiv graduierte 
k-Algebra endlichen Typs. Spek (A)\V (A+) babe eine der /olgenden Eigenscha/ten: 

(i) normal, (ii) (S~), (iii) Cohen-Macaulaysch, (iv) rational. Dann hat Y :=  Proj (A) 
die ents~rechende Eigenscha/t. 

Dabei haben wit mit A+ das Ideal TT A~ bezeiohnet. 

Beweis .  Es besitze Spek(A)\V(A+) eine der obigen Eigenschaften. Sei / e A  
homogen veto Grad d. Darm besitzt wegen (2.2) auch A / ( / - -  1) die entspreehende 
Eigenschaft, und da diese Eigenschaften bekanntlieh bei Invariantenbildung er- 
halten bleiben, hat dann aueh (Ai)0 die entspreehende Eigensohaft. l~ieraus ergibt 
sieh die Behauptung. 

(2.4) Lemma. Sei A wie in (2.3), aa das Ideal T T A~ und B der Unterring T T a~S~ 
des Polynomrings A [S]. Dann ist /fir / e A~ ">~ ~_o 

(BI.s')a ~--- ('4/)>0 := I_I (AI),. 
~_0 

Dabei verstehen wir hier unter (Bf.s,)0 die 0-re homogene Komponente beziiglieh 
der Graduierung, die man aus der Graduierung TT azs~ yon B dutch Lokalisieren 

erh~s Der Beweis dieser einfaehen Aussage sei dem Leser iiberlassen. Aus (2.4) 
ergibt sioh unmittelbar: 

(2.5) Korollar. Es ist Proj (B) kanonisch isomorph zum Spektrum der Or-Algebra 
I_I (pr(~) und Spek(A)\V(A+) zum Spelctrum der ~)r- A lgebra I_I dRr(v). 
~ 0  vEZ 

Wir betrachten nun eine neue Situation. Es sei/c ein KSrper der Charakteristik 0 
und A eine/c-Algebra yon endlichem Typ. a~ C A, ~ ~ 0, sei eine absteigende Folge 
yon Idealen mit a0 ---- A und a~. a t C a~+~ derart, dab der Ring B :---- I__I a~s~ eine 

~ _ 0  
A-Algebra yon endliehem Typ ist. Mit C bezeiclmen wir den assoziierten graduierten 
Ring I_I (a~ia~+1)s~. Mit diesen Bezeichnungen gilt: 

~_~0 

(2.6) Satz. Ist Spek(C)\V(C+) rational, so {st auch X' :---- Proj (B) in e{ner Um- 
gebung des Unterschemaz Y := Proj (C) rational. 

Beweis .  Wir diiffen o.E. annehmen, dab /~ algebraiseh abgesehlossen ist. Sei 
/ e  (~\aa+l. Dana wird der Kern der kanonischen Surjektion 

B / ( / S ~  - -  1) ~ O I ( / S ~  - -  1) 

yon der Restklasse yon t S  ~-1 erzeugt. Um dies einzusehen, reicht es offenbar zu 
zeigen, dab die Restklassen der Monome gS r, g e at+l, Vieffache yon / S  ~-1 sind. 
Dies ergibt sich aber aus der Gleiehung 

gSr ( ]S  d -- 1) = g S  r + l ' / S  g-1 - -  g S  r . 

Zeigen wir als n~ohstes, dab die Restklasse y o n / S  $-1 in B/( /S  ~ -- 1) ein Nichtnull- 



Vol. 35, 1981 Rationale quasihomogene Singularit~iten 39 

tefler ist. Dazu betraehten wir eine Relation 

mit ~r ---- ~. ~r fl ---- ~./3uSU. Wir miissen zeigen, dab dann bereits ~r ein Vielfaches 
y o n / S  ~ -- 1 ist. Dureh Koeffizientenvergleich erhalten wir: 

woraus sieh dutch aufsteigende Induktion naeh/~ eine Darstellung flu ----- f l~-d+i/  
mit einem ~ - ~ + 1  e au-a+l ergibt. Es sei f l ' ~ - ~ . s  Nach Konstruktion ist 
d a n n / S  a-1.  fl' = fl, und indem wir ~ dureh cr -- ( IS  a - -  1)fl' ersetzen, kSnnen wir 
erreichen, dal~ bereits I S  a-1.  ~ = 0 ist. Dann ist aber ~ ---- (1 - - /Sa)~ .  Dies zeigt, 
dab die Restklasse y o n / S  ~-1 in der Tat ein Nichtnulltefler ist in B / ( / S  a - -  1). 

Nun k6nnen wir leieht die Behauptung des Satzes beweisen. Mit Spek (C)\V (C+) 
ist auch Cy s,  rational. Somit ist wegen (2.2) aueh C / ( f S  a - -  1) rational, und der Satz 
yon Elkik [3], Th6or~me 2, zeigt, dab dann bereits B/c /S  a - -  1) rational ist in einer 
Umgebung des Untersehemas S p e k ( C / ( f S  ~ - -  1)). Nun ist naeh (2.1) (B]s~)o Invari- 
antenring yon B / ( / S  a --  1) und deshalb ebenfalls rational in einer Umgebung des 
Untersehemas Spek((C]s,)0 ), vgl. [1], (5.8). Dies beweist die Aussage des Satzes. 

(2.7) B e m e r k u n g. Eine entspreehende Aussage gilt f'fir die Eigensehaften normal, 
(SD, Cohen-lKaeaulayseh und r-rational. 

3. Rationalitiit bei quasihomogenen Singularitiiten. Sei k in diesem Absehnitt stets 
ein KSrper der Charakteristik 0. Fiir eine normale k-Algebra A yon endliehem Typ 
bezeichnen wir mit Ka :~  F(Spek(A), Kspek(a) ) den kanonisehen Modul yon A i m  
Sinne yon Grauert-Riemensehneider und mit tea den dualisierenden l~I0dul yon A. 
Es ist wohlbekannt, da~ mA kanonisch isomorph ist zum l~Iodul der regul~ren Diffe- 

n 

rentialformen (/~/2A)**, wobei n ---- dim A,  vgl. [8]. n 
Ist A = I_[ A~ eine normale graduierte k-Algebra, so tr~gt /~/2A in natiirlieher 

Weise eine Graduierung und somit aueh c0~ = (AQa)**. Wir wollen zeigen: 

(3.1) Satz. Sei A = n I  A~ eine positiv graduierte normale k.Algebra. Das Ideal A+ 
~ _ 0  

babe eine Kodimension ~ 1, und A sei rational auflerhalb yon V(A+). Dann sind die 
/olgenden A ussagen ~tuivalent : 

(1) A ist rational. 

(2) A ist Cohen-Macaulaysch, und es ist (COA)~ = 0 /i~r i "< O. 

Ist  A i~berdies quasigorensteinsvh, so sind (1) und (2) auch &tuivalent zu: 

(3) (~o~)~ = 0 / /~r  i =< 0. 

Beweis .  Es sei a~ :=  I_~ Au, B der graduierte Ring I-~ a~S~ sowie X'  : =  Proj (B). 

Dann ist wegen (2.6) die kanonische Abbildung iv: X'  --> Spek(A) eine rationale 
AuflSsung yon Spek(A) und somit KA = ] ' (X ' ,  r Wegen (1.1) und (1.3) ergibt 
sieh die Aussage nun aus: 
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(3.2) Satz. Es ist _I'(X', cox,) = ~_~ (o~A)~. 
Zun~chst bemerken wir: ~>o 

ARCH. MATH. 

(3.3) Lemma. ] ' (X' ,  o~x,) ist ein graduierter Untermodul yon o~A. 

Beweis .  Fiir ~ e k* sei m~: A -+ A der Isomorphismus mit A~ ~ a ~-> 2 ~ �9 a. Dann 
l~Bt sich m~ zu einem Homomorphismus m~: B --> B erweitern mit a S  r ~ ~ a S  r, 
falls a e A~. Somit induziert m~ einem m~-Homomorphismus m~: eOA--> O~A mit 
m~(F(X', cox,)) ----- F (X ' ,  wx'). Man fiberlegt sieh leicht, dab m~ auf (O~A), die Multi- 
plikation mit 2 ~ ist. Is t  daher ~o e ] ' (X ' ,  ~zr') und o~ ---- ~eo~ die homogene Zer- 

i 
legung yon ~o in ~A, so ist f'tir 2 e k* aueh ~2~co~ ~ F ( X ' ,  o~x,). Dies impliziert aber, 
dab auch ~,  in F(X ' ,  o~x,) liegt, wie man leicht sieht. 

B e w e i s  y o n  (3.2). Wir diirfen o.E.  k als algebraiseh abgeschlossen voraussetzen. 
Sei Y : =  Proj (4). Es ist Yre~ = 10-z (V(A+))red ' und 

1oi ( X ' \  Y) : X ' \  Y -> Spek (A)\V(A+) 

ist ein Isomorphismus. Sei co e (coA), eine regul~re Differentialform yore Grad i. Wir 
zeigen, dab sich die durch co gegebene Form auf X ' \  Y genau dann fiber Y fort- 
setzen l~Bt, wenn i > 0 ist. 

Sei hierzu / e Aa, ] ~= 0. Dann ist die affine Teilmenge D+(]S a) yon X'  isomorph 
zu Spek((Af)>0), vgl. (2.4), und es ist D+(].  Sa) \  Y unter p offenbar isomorph zu 
D (h  ~ Spek(4f).  Dabei ist die offene Einbettung D(] )C D+(]S a) gegeben durch 
den kanonischen Homomorphismus (Ar CAf .  Wir betrachten das folgende kano- 
nische Diagramm yon normalen graduierten Algebren. vgl. (2.1), (2.2): 

(Af) zo  r" :~ Af 

C[T]  * ~ C[T,T-13 

mit C : =  A / ( / - -  1). Dabei graduieren wir die unteren Ringe so, dab grad(T) = 1 
ist. Naeh (2.1) operiert die Gruppe G :=  7//(d) homogen auf C[T, T -1] mit Invari- 
antenring Aj. Man sieht leicht, dab diese Operation sich auf C[T] fibertr~gt und 
hier den Invariantenring (Af)>=0 hat. 

Die vorgegebene Differentialform eo auf A yore Grad i liefert dutch Einsehr~nken 
eine Differentialform o~IA s fiber Af. Nun ist nach [10], (2.1), co,jr gerade der Modul 
der invarianten regul~ren Formen (o~ c [~, T-~]) a und entsprechend ist o~(a~)_~0 ~-~ (Wc[T]) a. 
Daher reicht es zu zeigen, dab eine regul~re homogene Differentialform ~ in COcrT,~_t 1 
genau dann bereits in coe[~] liegt, wenn grad(T ) > 0 ist. Dies ist aber offensiehtlich, 
da Wc[~] als graduierter Modul kanoniseh isomorph zu wc Qc  C[T] �9 d T  ist. Damit 
ist (3.2) bewiesen. 

In  Verbindung mit (1.4) liefert uns die Gleichheit H~ ', ~ox,)= ~T (r die 
folgende explizite Formel. i>o 



Vol. 36, 1981 Rationale quasihomogene Singularit~ten 41 

(3.4) Korollar. Sei A eine normale graduierte k-Algebra der Dimension n > 1 mit 
Ao ---- k derart, daft Spek(A)\V(A+) rational is~. Dann ist 

dim~ (M~ - i )  = ~ dim~ (~OA)~ �9 
~_0 

In  Verallgemeinerung der Aussage (7.12) in [1] zeigen ~ nun noeh: 

(3.5) Satz. Sei A eins k-Algebra yon endlichem Typ  und a~ C A,  v > 0, eine ab- 
steigende Folge yon Idealen mit ao = A und a~. at C att+~ derart, daft die A-Algebra 
B : =  I_~ a~" S ~ endlich erzeugt ist. Fernsr sei C der assoziierte graduierte Ring 

~ _ 0  
I_~ ( a~/ a~+ l) �9 S ~. Ist  dann C rational, so ist auch,Spek ( A ) rational in einer Umgebung 
v>O 

des abgeschlossenen Unterschemas V ( al). 

Beweis .  Da Co = A/a l  ein Integrit~tsring ist, muB al C A ein Primideal sein. 
Ist  kodim (al) = 0, so stimmen A und C nach Lokalisieren iiberein, wie man leieht 
sieht. Wir wollen yon nun an kodim(al) _>-- 1 voraussetzen. Dies impliziert dann 
insbesondere, dab T: X ' : =  P ro j (B) ->Spek (A)  surjektiv ist. Nach (2.6) ist X'  
rational in einer Umgebung des Unterschemas Y :---- Proj (C). Wir diirfen o.E. an- 
nehmen, dab X '  bereits iiberall rational ist. Es ist za zeigen, dab die Kohomologie- 
gruppen H~(X ', (gx,) versehwinden f'dr i > 0 und, um die Normalits yon Spek(A) 
abzusiehern, dab H ~ (X', (Px') ~--- A ist. 

Sei dazu ~ C 4Px,, ~ > 0, das d u r c h L I  ai+~Sl C B induzierte Ideal. Wegen des 
i > 0  

Vergleiehssatzes reicht es zu zeigen, dab Ho(X' ,ex , /b~)~--A/a~ und dab 
H~(X ', 0x,/b~) = 0, i > 0. Nun ist b~/b~+l ~ (~r(v), und wegen der exakten Koho- 
mologiesequenzen 

�9 .. ---> H~ (X',  b~/b~+l) ---> Ht (X',  r ~ H~ (X' ,  r --->"" 

reicht es deshalb naehzuweisen, daI~ H0(y ,  (g r (~ ) )~  a~/a~+l und dal3 ffir i > 0 

HI(Y, (gr(~)) = 0,  ~ __> 0. 

Das ergib% sieh aber aus der Rationalit/it yon C und der folgenden Aussage: 

r C C das Ideal ~_I C~t, D der graduierte Ring ~_I c~S~ 
,,~_0 

(3.6) Lemma. Es 8ei 

sowie Z' :---- Proj (D), Z : =  Spek (C) und Y :---- Proj (C). Dann gilt : 

a) H~ (Z', ~z,) -= I_I Ht (Y, Or (~)). 
~_~0 

b) HICZ\V(C+), ez)----I_~Hi(Y, Oy(~)). 
~,E72 

Der Beweis dieser Aussage folgt aus (2.5). 
Es ist vielleicht yon Interesse, dal3 in vielen F/~llen das Kriterium (3.5) auch um- 

kehrbar ist: 
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(3.7) Satz. Sei A eine k-Algebra yon endlichem Typ, a~ C A,  v >~ O, eine absteigende 
Folge von Idealen mit ao = A und a~a~ C a~+~ derart, daft B : =  I_~ avS~ endlieh 

~>0 

erzeugt i~ber A is*. Das Ideal al C A sei maximal, und 0 = I_.I a~/a~+l sei Cohen- 
Macaulaysch und auflerhalb yon V (C+) rational. Is* dann A rational, so auch C. 

Beweis .  Is* dim A = 1, so is* A regular, und wir haben zu zeigen~ dab auch C 
regular ist. Hierzu daf t  man o.E. annehmen, dal3 A lokal mit maximalem Ideal al 
is*. Sei al = tA  und no :----- max (n: t ~ an}. Dann lieg~ tn+l in an~o+k ffir k = 1, . . . ,  no, 
abet nicht in a(n+l)n0+l, Weil C wegen des Serre'schen Kriteriums reduziert is*. 
Folglich is* in diesem Fall C isomorph zum Polynomring (A/al)[T]. 

Wenden wit uns nun dem Fall dim (A) ~ 2 zu. Es seien X' ,  Y, Z',  Z wie in (3.5) 
und (3.6). Z' is* eine rationale AuflSsung yon Z, und wit haben zu zeigen, dab 
HI(Z ', d~z') = 0 fiir i > 0 is*, oder, was gleichbedeutend is*, daI3 H i ( Y ,  Or(v)) = 0 
fiir i > 0, v > 0. Weft C Cohen-Macaulaysch is*, verschwinden die Hi(Y, 0r(v))  
s 0 < i =~ d~m(C) --  1, und es is* H0(Y, (Pr(v)) = C~. Un*er Zuhilfenahme der 
Kohomologiesequenzen aus dem Beweis yon (3.5) erh~l* man hieraus leich* durch 
Indak*ion, dal3 auch H o ( x ' , ( ~ x , / ~ ) . ~ A / a v  und dab H ~ ( X ' , ( ~ x , / ~ ) = 0  Ffir 
0 < i =~ dim (C) --  1. Se*zen wir daher n : =  dim (C), so sind die Sequenzen 

o -+ H--~ (X', ~ )  -+  H~-~ (X', ~x,) ~ H~-~ (X', Ox,l~)  ~ 0 

0 -+ II~-~ (y ,  o r  (~)) ~ H~-~ (x' ,  r -+ H~-~ (x ' ,  (~:r,l~,) ---> 0 

exakt. Wegen H n - I ( X  ', (Px ' )=  0 folgt semi*, dab aueh Hn-I (Y,  S y ( v ) ) =  0 ftir 
> 0 ,  q.e.d. 
Wir wollen nun einige einfache Anwendungen der vorstehenden Kriterien geben. 

Zungchst be*raehten wir quasihomogene vollstgndige Durchschnitte. Seien 

/1 . . . . .  I ,  e k [x~ ,  . . . ,  x , + , ]  

quasihomogene Polynome veto Gewich* (wl . . . . .  wn+r) (dabei sei w, > 0), die den 
Grad dl . . . . .  dr besitzen und eine Primfolge bilden. Wir setzen 

A := k[X~ . . . . .  X,+~]l(h . . . . .  # ) .  

Ist  darm A normal, n > 1 und J :=  de~((O/dOX~)l~i,i~_r) =4= 0 in A ,  so is* 

( l /J)  dXr+l A ' "  ~ dXn+r 

eine regulgre Differen*ialform auf A, die in keinem regulAren Punk* yon Spek (A) 
versehwinde*, wie man leicht naehreehnet, vgl. [2], (3.3) lind [11]. Somit wird o~a 
Yon dieser Differentiafform erzeugt, und aus (3.4)folgt:  

(3.8.) Koro]lar. Spek(A)\V(A+) sei rational. Dann ist 
2V 

~im~M~ -~ = ~ dimzA, ,  
i=0  

wobei ~ : =  dl + "'" + dr --  wl . . . . .  wn+r. Insbeaondere is* A rational genau 
dann, wenn ~ < 0 iat. 

Die Moduhl M~,  ~ = 1 . . . . .  n --  2, versehwinden iibrigens, wie aus [1], (7.3) folgt~ 
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Es sei angemerkt, dab man in (3.1) auf die Voraussetzung, dab Spek(A)\V(A+) 
rational ist, i.A. nicht verzichten kann. Bei der durch die Gleichung U~7 U~S -k X~2 q_ X2a 
gegebenen Hyperfls im C a ist zwar die Ungleichung in (3.8) und somit auch (3.1) 
(2) erfiillt, denn beziiglich tier Gewichte (3, 3, 15, 10) ist die obige Gleichung homo- 
gen yore Grad 30, aber die Singularit~t im Iqullpunkt ist nicht rational da die 
Singularit~t U~ -k Z 2 -k X 3 nieht rational ist. 

Die folgenden Beispiele verallgemeinern partiell einige yon Storch (unverSffent- 
licht) und Viehweg [12] angegebene rationale Singularit~ten: 

(3.9) Beispiel. Seien n ~ 3 und gl ~ k [ X j l  . . . . .  Xir~], ] -~ 1 . . . .  , n, Polynome mit 
dem Untergrad e 1 > 1. Ist  dann 1/el ~ ..- -k l ien > 1, so hat 

A : =  [Xjdj,~/(g~ + - "  + g.) 

in 0 eine rationale Singularit~t. 

Be weis.  Nach linearem Koordinatenweehsel diirfen wir annehmen, dab 
gj(Xjl,  0 . . . . .  0) den Untergrad ej hat. Dann ist A eine flaehe Algebra fiber 
k[Xl~]j,~>2 und A/(Xj~)i;~> 2 ist isomorph zu k~Yl . . . . .  Yn~/(Y~ ~ ~ "'" -k Y~)  und 
somit rational. 1~un ergibt sich die Behanptung aus [3], Th~or~me 2. 

Wir merken noeh abschlieBend an, dal] sieh (3.8) auf semiquasihomogene voll- 
st~ndige Durchsehnitte verallgemeinern l~Bt: Der Polynomring/c [X~ . . . . .  Xn+r] sei 
graduiert beziiglich der Gewiehtung (wl, . . . ,  wn+r), wobei w~ > 0. Es seien 
/~ . . . . .  /r ~ k [_X] Polynome mit der Zerlegung/~ ---- [f ~ -k ]~, wobei/~o) homogen vom 
Grad d~ > 0 ist und die ~ nur Terme h6heren Grades enthalten. ]Die folgenden Vor- 
aussetzungen seien erfiillt. 

(1) ]~o) . . . .  , ~0) bflden eine Primfolge, und es ist n ~ 2. 

(2) k[X~ . . . . .  Xn+r]/(/~ ~ . . . . .  /(0)) ist auBerhalb des lqullpunktes rational. 

Dann folgt aus (3.5)-- (3.8) : 

(3.10) KoroIlar. _;iquivalent sind: 

(i) k[X_]/(]l . . . . .  /r) ist rational im  Nulllaunkt. 

(ii) wl + . - -  + w.+r > dl + ' - "  + dr. 

Literaturverzeiehnis 

[1] J. BnVGENER und U. STOgCH, Zur Bereehnung der Divisorenklassengruppen kompletter 
lokaler Ringe. Erseheint demn~ichst. 

[2] D. Bm~s, On Rational Singularities in Dimensions ~ 2. Math. Ann. 211, 237--244 (1974). 
[3] R. En~r~, Singularit~s rationetles et d~formations. Invent. Math. 47, 139--147 (1978). 
[4] H. GnAV~RT und O. RrE~E~sc~w, mra, Versehwindungss~tze ffir analytisehe Kohomologie- 

gruppen auf komplexen Rs Invent. Math. 11, 263--292 (1970). 
[5] A. GROTI~NDIECK et J. DIEUDONN~., El~ments de G6om~trie Alg~brique (EGA). Publ. 

Math. IHES (1960ff.). 
[6] R. ~TSHOn~V,, Residues and Duality. Lecture Notes 20 (1966). 
[7] R. HARTS~rOR~V. and A. OGus, On the Factoriality of Local Rings of Small Embedding 

Codimension. Comm. Algebra 1 (5), 415--437 (1974). 



44 H. FLENNER ARCH. MATH. 

[8] E. Kv-~z, Holomorphe Differentialformen auf algebraischen Variet/~ten mit Singularit~ten I. 
Manuscripta math. 15, 91--108 (1975). 

[9] H. LAUF~R, On Rational Singularities. Amer. J. Math. 94, 597--608 (1972). 
[10] E. Pr_~x~r~ und U. STORC~, Invariante regul/~re Differentialformen auf Gorenstein-Algebren. 

Math. Z. 157, 1--11 (1977). 
[11] G. SCHEJA und U. STORCH, Residuen bei vollst~ndigen Durchschnitten. Math. l~achr. 91, 

157--170 (1979). 
[12] E. VIEHWEG, Rational Singularities of Higher Dimensional Schemes. Proc. Amer. Math. 

Soc. 63, 6--8 (1977). 
[13] S. S. T. YAv, Two theorems on Higher Dimensional Singularities. Math. Ann. 231, 55--59 

(1977). 

Eingegangen am22.5.1980 

Anschrift des Autors: 

Hubert Flenner 
Fachbereich 6 Mathematik/Philosophie 
der Universit~t Osnabriick 
Albrechtstr. 28 
D-4500 Osnabrfick 

z.Z. Mathematisches Institut 
der Universit~t GSttingen 
Bunsenstr. 
D-3400 GSttingen 


