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Rationale quasihomogene Singularitdten

Von

HusErT FLENNER

Einleitung. Sei X ein normales algebraisches k-Schema iiber dem Korper k& der
Charakteristik 0. Man nennt X in einem Punkt z bekanntlich rational, wenn die
hoheren direkten Bilder Rip, (0x)z, ¢ > 0, verschwinden fiir eine (und damit jede)

Singularititenauflésung X’ X X. Unser Ziel in der vorliegenden Note ist es, einige
Kriterien herzuleiten, die es erlauben, wenigstens bei grolen Klassen von Beispielen
die Rationalitdt festzustellen ohne explizite Kenntnis einer Auflosung.

Die wichtigsten Aussagen lassen sich kurz wie folgt beschreiben. Sei 4 =] J 4;

150
eine quasihomogene normale k-Algebra mit 4, == 0 derart, daBl 4 rational ist auBer-
halb von V(4.). Dann ist 4 rational genau dann, wenn 4 Cohen-Macaulaysch ist
und die homogenen Komponenten (w4):, ¢+ = 0, des dualisierenden Moduls von 4
verschwinden, vgl. (3.1). Wendet man dies Kriterium auf quasihomogene voll-
stindige Durchschnitte 4 = k[X1, ..., Xn+]/(f1, ..., fr) mit isolierter Singularitat
an, so erhilt man, vgl. (3.8): 4 ist genau dann rational, wenn w; + «+» 4+ wa4r >
dy 4+ -+ -~ d, ist. Dabei haben wir mit w; das Gewicht der Unbestimmten X; und
mit d; den Grad von f; bezeichnet. Fiir den Fall von Brieskorn-Polynomen wurde
dies in [1], (12.2) gezeigt.

Brauchbare Rationalititskriterien erhilt man in gewissen Situationen auch bei
nicht quasihomogenen Algebren. Sei A eine normale k-Algebra endlichen Typs
und ay C 4 eine ,,gute** absteigende Folge von Idealen. In Verallgemeinerung von
[1], (7.12) zeigen wir in (3.5): Ist der assoziierte graduierte Ring C =] [ a/ays1

v20
rational, so ist auch 4 rational. Unter geeigneten Voraussetzungen (die beispiels-
 weise dann erfiillt sind, wenn C Cohen-Macaulaysch ist und eine isolierte Singularitit
besitzt) gilt auch die Umkehrung dieser Aussage ((3.7)). Als Anwendung zeigen wir
in (3.10), dafB sich das oben beschriebene Kriterium fiir die Rationalitit von quasi-
homogenen vollstindigen Durchschnitten iibertragen laft auf semiquasihomogene
vollstindige Durchschnitte.

1. Einige Kriterien fiir Rationalitiif. Sei im folgenden % stets ein Korper der
Charakteristik 0 und X ein normales algebraisches k-Schema. Mit wx bezeichnen wir
den dualisierenden Modul im Sinne von Grothendieck und mit K x den kanonischen

Modul im Sinne von Grauert-Riemenschneider [4]: Ist X’ % X eine Singularititen-

REJ
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auflosung, so ist Ky 1= p, (wx’). Man hat stets eine natiirliche Abbildung Ky — wx,
die injektiv ist. Wir erinnern zunichst an die folgende Aussage, die wir haufig ver-
wenden werden:

(1.1) Satz. Aguivalent sind:

(1) X ist rational.
(2) X ist Cohen-Macaulaysch und es ist Ky = wyx.

Zum Beweis sei auf [1], (7.2), und [3] verwiesen.

(1.2) Bemerkungen. (1) Diese Aussage gestattet es, Kx aus einer rationalen

Auflésung X’ % X von X zu berechnen. Dies werden wir im folgenden haufig ver-
wenden.

(2) Wir erinnern noch an den Verschwindungssatz von Grauert-Riemenschneider
[4], (2.3): Ist p: X' — X eine Singularitatenauflosung von X, so sind die direkten
Bilder Rip, (wx+) Null fiir ¢ > 0. Auch dies gilt etwas allgemeiner fiir rationale
Auflésungen.

(1.3) Satz. Sei X quasigorensteinsch (d.h. wx ist lokal frei). Dann sind Gquivalent:

(1) X ust rational.
@) Kx=wg.

Beweis. (1) = (2) folgt aus (1.1). Zum Nachweis von (2) = (1) zeigen wir durch
Induktion nach dim (0x,4), daB X in a rational ist. Fiir dim(0x ) =0 ist nichts zu
zeigen. Sei also dim(@x,4)>0. Nach Abéndern der Bezeichnungen diirfen wir an-
nehmen, daBl X das Spektrum eines lokalen Ringes mit abgeschlossenem Punkt a ist.
Nach Induktionsvoraussetzung ist X auBlerhalb von ¢ rational. Sei p: X' — X eine
Singularitdtenanflosung und E := p~1(a). Wir betrachten das folgende Diagramm:

e s HE(X, Ox) = HI(X', Ox') — HI(X'\E, Ox/) -

[ o ‘ i
= HE(X, wx) > Hi(X', ox) - H(X'\E, wx') =+~

Dabei sei w eI’ (X, wx) eine Basis von wx. Fiir 0 < 72 < dim(0x,,) verschwindet
Hi{(X', wx’), und aus dem Satz von Grauert-Riemenschneider in seiner dualen
Formulierung [7], (2.2) folgt, daB auch H% (X', Ox) Null ist. Damit also Hi (X', Ox-)
verschwindet, reicht es zu zeigen, dall der rechte vertikale Pfeil bijektiv ist. Nun ist
nach Induktionsvoraussetzung Rp, (0x')| X\{a} == Ox| X\ {a}. Mit der Lerayschen
Spektralsequenz folgt Hi(X'\E, 0x) =2 Hi(X\{a}, Ox). Ferner ist Rp, (wx) = wx
und somit H!(X'\E, wx') == H (X \{a}, wx). Hieraus ergibt sich die Behauptung.
Sei X weiter ein normales algebraisches k-Schema der Dimension # > 1 und
X' 2 X eine Singularititenauflésung. Die Moduln MY := Rip, (0x-) sind dann
bekanntlich unabhingig von der gewdhlten Auflésung (vgl. [7], (2.1)). Sei ze X
ein abgeschlossener Punkt. Im Fall, daB X\ {z} rational ist, 1Bt sich M%~! aus der
Kenntnis von Ky und wx bestimmen. Es gilt ndmlich in dieser Situation:
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(1.4) Satz ([3], p. 142, 11. Z.v.0.). Es ses I die injektive Hiille von Ox/mg. Dann
ist :

M:LY_I o~ Homax (wx/Kx, I) .

Diese Aussage wird in loe. cit. nur fir isolierte Singularititen ausgesprochen; sie
gilt aber auch entsprechend in dieser etwas allgemeineren Situation.

2. Hilisaussagen iiber Graduierungen. Sei £ ein algebraisch abgeschlossener Korper
der Charakteristik 0 und A4 = | ] 4, eine positiv graduierte k-Algebra von endlichem
v=0
Typ. Sei f € 4 homogen vom Grad d > 0. Ist { eine primitive d-te Einheitswurzel,
so operiert die Gruppe G := Z/(d) auf 4 via 4,3 z+> {*z. Weil f — 1 G-invariant
ist, driickt sich diese Operation durch zu einer Operation auf 4/(f — 1), und diese
Operation erweitern wir nach A/(f — 1)}[T, T-1] vermége 7' — (-1 - T. Es gilt:

(2.1) Lemma. (1) Die kanonische Abbildung (Af)o — A/(f — 1) identifiziert (Ay)o
mit (A(f — 1))5.

(2) Die kanomische Abbildung As > AJ(f — 1)[T, T-1] mit z/fr > & - TE@—1d
(x homogen) ideniifiziert Ay mit AJ(f — 1) [T, T-1]6.

Beweis. Es reicht offenbar, (2) zu zeigen. Versehen wir A/(f — 1)[T, T-1] mit
der Graduierung [ [ 4/(f — 1) - 77, so ist @ homogen. ¢ ist injektiv: Sei nimlich

vEZ

@ (z/fr) = 0. Wegen der Homogenitit von ¢ darf man annehmen, daB « homogen ist.
Dann folgt # = 0 in 4/(f — 1), i.e. z hat die Form (f — 1)y mit einem y € 4. Durch
Vergleich der homogenen Komponenten ergibt sich hieraus leicht, daB x =y =0
in dy.

Offenbar ist Bild(p) G-invariant. Sei umgekehrt ze 4/(f — 1)[T, T-1]¢. Wir
diirfen annehmen, daB z ein Monom & - 7’5 ist, wobei z € A. Indem wir 2 - T's durch

(1/d) - Zg(x- Ts) ersetzen, diirfen wir bereits x - 7' als G-invariant voraussetzen.
geG
Ist dann aber # = > &, die homogene Zerlegung von z, so ist auch w, - T'¢ G-in-

variant, und somit folgt, daB fiir z, =0 (" = 1 ist. Daher hat s die Gestalt
v — 7y - d mit geeigneten 7, € Z. Es folgt, dal z = ¢ (Z 2/, ’*), q.e.d.

(2.2) Lemma. Die Abbildung ¢ aus (2.1) (2) ist étale.

Beweis. Der Kern der Surjektion
@[T, T-1): 44T, T ] > A[(f — 1)[T, T7]

wird von f- 7% — 1 erzeugt, wie man leicht sieht. Wegen des Jacobi-Kriteriums
reicht es zu zeigen, dall es eine Ay-Derivation 6 von Af[T, T-1] gibt mit
6(f-T-% — 1) = 1. Eine Derivation dieser Art ist aber die A4s-Derivation mit
O(T) = — Ta+1jfd.

Aus (2.1) und (2.2) erhilt man beispielsweise :
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(2.3) Korollar. Sei k ein Korper der Charakteristik 0 und A eine positiv graduierte
k-Algebra endlichen Typs. Spek(A)\V(4+) habe eine der folgenden Eigenschaften:

(i) normal, (ii) (Sg), (ill) Cohen-Macaulaysch, (iv) rational. Dann hat Y := Proj(4)
die entsprechende Eigenschaft.
Dabei haben wir mit A, das Ideal | | 4, bezeichnet.

>0

Beweis. Es besitze Spek(4)\V(4:) eine der obigen Eigenschaften. Sei fe 4
homogen vom Grad d. Dann besitzt wegen (2.2) auch A4/(f — 1) die entsprechende
Eigenschaft, und da diese Eigenschaften bekanntlich bei Invariantenbildung er-
halten bleiben, hat dann auch (4y)o die entsprechende Eigenschaft. Hieraus ergibt
sich die Behauptung.

(2.4) Lemma. Sei A wie in (2.3), a, das Ideal | | Ay und B der Unterring | ] a,S*
des Polynomrings A[S]. Dann ist fiir fe 4q vZH #20

(By.se)o = (Af)z0:= ISIO(Af)v-

Dabei verstehen wir hier unter (Bj.g:)o die 0-te homogene Komponente beziiglich
der Graduierung, die man aus der Graduierung | ] a,8# von Bdurch Lokalisieren

"
erhilt. Der Beweis dieser einfachen Aussage sei dem Leser tiberlassen. Aus (2.4)
ergibt sich unmittelbar:

(2.5) Korollar. Es ist Proj(B) kanonisch isomorph zum Spekirum der Oy-Algebra
] ] Ox (») und Spek (A)\V(4+) zum Spektrum der Op-Algebra | | Oy (v).

20 veEZ
Wir betrachten nun eine neue Situation. Es sei k ein Korper der Charakteristik 0

und A eine &-Algebra von endlichem Typ. a, C 4, ¥ = 0, sei eine absteigende Folge

von Idealen mit ag = A4 und a, - a, C ay4y derart, daB der Ring B:=1] ] a,8# eine
#Z0
A-Algebra von endlichem Typ ist. Mit C bezeichnen wir den assoziierten graduierten

Ring [ J (a4/a 1) S#. Mit diesen Bezeichnungen gilt:
#Z0

(2.6) Satz. Ist Spek(C)\V(Cy) rational, so ist auch X' := Proj(B) in einer Um-
gebung des Unterschemas Y = Proj(C) rational.

Beweis. Wir diirfen o.E. annehmen, dal * algebraisch abgeschlossen ist. Sei
f € ag\ag+1. Dann wird der Kern der kanonischen Surjektion
B((f 8% — 1)~ C|(f8¢ — 1)
von der Restklasse von f8%-1 erzeugt. Um dies einzusehen, reicht es offenbar zu

zeigen, daf die Restklassen der Monome ¢gS7, g € a,41, Vielfache von f84-1 sind.
Dies ergibt sich aber aus der Gleichung

g8r(f8% — 1) =g 8r+l-f83-1 _ g 8r.
Zeigen wir als nichstes, daB die Restklasse von f8¢-1 in B/(fS¢ — 1) ein Nichtnull-
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teiler ist. Dazu betrachten wir eine Relation
f84-1.q = ({8 —1)-B

mit o« = > a, 8%, B = > B84 Wir miissen zeigen, dafl dann bereits « ein Vielfaches
von f8¢ — 1 ist. Durch Koeffizientenvergleich erhalten wir:

fou—a+1 = fPu-a — Bu,

woraus sich durch aufsteigende Induktion nach u eine Darstellung B, = 4.1/
mit einem B, ;.1 € ay-q+1 ergibt. Es sei f/ = > 8. 8#. Nach Konstruktion ist
dann f§4-1. 8" = B, und indem wir o durch o — (f8% — 1)’ ersetzen, kénnen wir
erreichen, dafl bereits fS2-1.q = 0 ist. Dann ist aber o = (1 — fS%)«. Dies zeigt,
daB die Restklasse von f8¢-1 in der Tat ein Nichtnullteiler ist in B/(f8¢ — 1).
Nun kénnen wir leicht die Behauptung des Satzes beweisen. Mit Spek (C)\V(Cy)
ist auch Cyge rational. Somit ist wegen (2.2) auch C/(fS¢ — 1) rational, und der Satz
von Elkik [3], Théoréme 2, zeigt, daB dann bereits B/(f8¢ — 1) rational ist in einer
Umgebung des Unterschemas Spek (C/(fS¢ — 1)). Nun ist nach (2.1) (Byge)o Invari-
antenring von B/(fS% — 1) und deshalb ebenfalls rational in einer Umgebung des
Unterschemas Spek ((Cygs)o), vgl. [1], (5.8). Dies beweist die Aussage des Satzes.

(2.7) Bemerkung. Eine entsprechende Aussage gilt fiir die Eigenschaften normal,
(Sk), Cohen-Macaulaysch und r-rational.

3. Rationalitit bei quasihomogenen Singularititen. Sei k in diesem Abschnitt stets
ein Koérper der Charakteristik 0. Fiir eine normale k-Algebra 4 von endlichem Typ
bezeichnen wir mit K4 := I'(Spek(4), Kgpex(4)) den kanonischen Modul von 4 im
Sinne von Grauert-Riemenschneider und mit w4 den dualisierenden Modul von A.
Es ist Wohlbekannt daB w4 kanonisch isomorph ist zum Modul der reguliren Diffe-

rentialformen ( /\ 024)*¥*, wobei n = dim 4, vgl. [8].
Ist A =] ] 4, eine normale graduierte &- Algebra so tragt /\.QA in natiirlicher

v€Z
Weise eine Graduierung und somit auch wg = (/\.QA)** Wir wollen zeigen:

(3.1) Satz. Sez 4 = ]_I A, eine positiv graduierte normale k-Algebra. Das Ideal A,

=0

habe eine Kodimension =1, und A sei rational auferhalb von V(A.). Dann sind die
folgenden Aussagen Gquivalent:

(1) A ist rational.

(2) A4 ist Cohen-Macaulaysch, und es ist (wa); =0 fiir ¢ < 0.

Ist A iberdies quasigorensteinsch, so sind (1) und (2) auch dgquivalent zu:

(8) (wa)i=0 fir 1 0.

Beweis. Es sei a,:=] | 4, B der graduierte Ring | | a,8” sowie X' := Proj(B).
uzv v20
Dann ist wegen (2.6) die kanonische Abbildung p: X’ — Spek(4) eine rationale
Aufldsung von Spek(4) und somit K4 = I'(X’, wx-). Wegen (1.1} und (1.3) ergibt
sich die Aussage nun aus:
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(8:2) Satz. Bs ist I'(X', wx) =] ] (o

>0
Zunichst bemerken wir: :

(3.3) Lemma. I'(X', wx-) ist ein graduierter Untermodul von w4.

Beweis. Fiir A € k* sei m;: A — A der Isomorphismus mit 4,3 @+ A? - a. Dann
1aBt sich m, zu einem Homomorphismus m;: B — B erweitern mit aS7 — A?a 8",
falls a € 4,. Somit induziert m; einem m;-Homomorphismus m): w4 — w4 mit
my(M(X’, wx)) = I'X’, wx). Man iiberlegt sich leicht, daB m, auf (w4); die Multi-
plikation mit A¢ ist. Ist daher w e I'(X', wx’) und @ = Z‘W die homogene Zer-

%
legung von @ in @y, so ist fiir 1 € k* auch Zlia)i e I'(X’, wx-). Dies impliziert aber,
daf auch e; in (X', wx-) liegt, wie man leicht sieht.

Beweis von (3.2). Wir diirfen o.E. k als algebraisch abgeschlossen voraussetzen.
Sei Y := Proj(4). Es ist Y g = p~2(V(41))geq, und

p{(X'\Y): X'\ Y —Spek (4)\V(4+)

ist ein Isomorphismus. Sei w € (w4); eine regulire Differentialform vom Grad ¢. Wir
zeigen, daf sich die durch @ gegebene Form auf X'\ Y genau dann iiber Y fort-
setzen 1a8t, wenn ¢ > 0 ist.

Sei hierzu f € A4, f == 0. Dann ist die affine Teilmenge D, (f8¢) von X’ isomorph
zu Spek ((4f)x0), vgl. (2.4), und es ist D+ (f- S¢)\ ¥ unter p offenbar isomorph zu
D(f) = Spek (4y). Dabei ist die offene Einbettung D(f) C D.(fS%) gegeben durch
den kanonischen Homomorphismus (4s)>0 € 4y. Wir betrachten das folgende kano-
nische Diagramm von normalen graduierten Algebren. vgl. (2.1), (2.2):

(Af) 5o E——> Ay

.

CIT] & CITT 11

mit C:= 4/(f — 1). Dabei graduieren wir die unteren Ringe so, dafl grad(7T) =1
ist. Nach (2.1) operiert die Gruppe G := Z/(d) homogen auf C[T, 7-1] mit Invari-
antenring 4y. Man sieht leicht, dall diese Operation sich auf C[7T'] iibertrigt und
hier den Invariantenring (4s)»o hat.

Die vorgegebene Differentialform o auf 4 vom Grad ¢ liefert durch Einschrinken
eine Differentialform |4y iiber 47. Nun ist nach [10], (2.1), w4, gerade der Modul
der invarianten regularen Formen (w¢; 7, 7-1)% und entsprechend ist w4 )20 22 (wer;)%-
Dabher reicht es zu zeigen, daf} eine regulire homogene Differentialform % in weyr, 7-1
genau dann bereits in wgr; liegt, wenn grad (n) > 0 ist. Dies ist aber offensichtlich,
da wepq als graduierter Modul kanonisch isomorph zu we ®c¢ C[T] - 4T ist. Damit
ist (3.2) bewiesen.

In Verbindung mit (1.4) liefert uns die Gleichheit H*(X’, wx-) =] [ (w4); die
folgende explizite Formel. >0
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(3.4) Korollar. Sei A eine normale graduierte k-Algebra der Dimension n > 1 mit
Ao = k derart, dap Spek(4)\V (4.) rational ist. Dann ist
dimy (M%) = > dimg (wa); -
i=0

In Verallgemeinerung der Aussage (7.12) in [1] zeigen wir nun noch:

(8.5) Satz. Sei A eine k-Algebra von endlichem Typ und ay C A4, v = 0, eine ab-
steigende Folge von Idealen mit ap = A und ay - 05 C au+y derart, dap die A-Algebra

B:=]Jay 8 endlich erzeugt ist. Ferner sei C der assoziterte graduierte Ring
720

1] (av/ay+a) - 87. Ist dann C rational, so ist auch Spek (A4) rational in einer Umgebung

v=20

des abgeschlossenen Unierschemas V (a1).

Beweis. Da Cg = A/a; ein Integrititsring ist, muB a; C 4 ein Primideal sein.
Ist kodim (a;) = 0, so stimmen 4 und C nach Lokalisieren iiberein, wie man leicht
sieht. Wir wollen von nun an kodim(a;) = 1 voraussetzen. Dies impliziert dann
insbesondere, daB p: X':= Proj(B) — Spek(4) surjektiv ist. Nach (2.6) ist X’
rational in einer Umgebung des Unterschemas Y := Proj(C). Wir diirfen o.E. an-
nehmen, daB X’ bereits iiberall rational ist. Es ist zu zeigen, daBl die Kohomologie-
gruppen Hi(X’, 0x) verschwinden fiir ¢ > 0 und, um die Normalitdt von Spek(4)
abzusichern, dal HO (X', Ox) =< 4 ist.

Sei dazu b, C O0x', v =0, das durch]_l aj+»87 C B induzierte Ideal. Wegen des

Vergleichssatzes reicht es zu zelgen daB HY(X’, Ox[by) = Afay und daB
Hi(X', Ox[by) = 0, ¢ > 0. Nun ist by/by+1 = Oy (»), und wegen der exakten Koho-
mologiesequenzen

> HI(X', by/0p41) = HH(X', Ox+[bys1) = HY(X', Ox[by) ~
reicht es deshalb nachzuweisen, daB HO(Y, Oy (7)) = ay/0y+1 und daB fiire >0
Hi(Y,0p(v))=0, »=0.

Das ergibt sich aber aus der Rationalitdt von C und der folgenden Aussage:

(3.6) Lemma. Es sei ¢y, CC das Ideal []Cu, D der graduierte Ring [ ] c,S

e »20

sowie Z' := Proj (D), Z := Spek (C) und Y := Proj(C). Dann gilé:
a) H{Z',0z)=]]H{(Y,Ox(v)).

»=20

b) Hi(Z\V(0),0z) =] | H{(Y, Ox(»)).
veZ
Der Beweis dieser Aussage folgt aus (2.5).
Es ist vielleicht von Interesse, daB in vielen Fillen das Kriterium (3.5) auch um-
kehrbar ist:
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(3.7) Satz. Sei A eine k-Algebra von endlichem Typ, ay € A, v = 0, eine absteigende
Folge von Idealen mit 0o = A und aya, C ayyy derart, dap B:=] [ a, 8% endlich

v20

erzeugt wber A ist. Das Ideal a1 C A sei maximal, und C =Ua,,/a,,+1 sei Cohen-
Macaulaysch und auferhalb von V(C.) rational. Ist dann A rational, so auck C.

Beweis. Ist dim 4 = 1, so ist 4 reguldr, und wir haben zu zeigen, dal auch C
regular ist. Hierzu darf man o.E. annehmen, daB 4 lokal mit maximalem Ideal a;
ist. Sei a1 = t4 und ng := max {n: € a,}. Dann liegt 7+1in a,,, .z firk = 1, ..., no,
aber nicht in Gy, qym+1, Weil C wegen des Serre’schen Kriteriums reduziert ist.
Folglich ist in diesem Fall C isomorph zum Polynomring (A/a;)[T7].

Wenden wir uns nun dem Fall dim(4) = 2 zu. Es seien X’, Y, Z’, Z wie in (3.5)
und (3.6). Z' ist eine rationale Aufldsung von Z, und wir haben zu zeigen, daB
Hi(Z', Oz) = 0 fiir ¢ > O ist, oder, was gleichbedeutend ist, daB H(Y, Oy (»)) =0
fiir ¢ >0, » = 0. Weil ¢ Cohen-Macaulaysch ist, verschwinden die H*(Y, Oy (%))
fiir 0 < ¢ &= dim(C) — 1, und es ist HO(Y, Oy (v)) = Cy. Unter Zuhilfenahme der
Kohomologiesequenzen aus dem Beweis von (3.5) erhalt man hieraus leicht durch
Induktion, daf auch H®(X', Ox//b,) =~ A/ay, und dab H!(X’, Ox-/b,) =0 fir
0 << ¢ 2= dim(C) — 1. Setzen wir daher n:= dim(C), so sind die Sequenzen

0—H=2-1(X’, b,) - Hr1(X’, Ox) - Ho-1(X', Ox[by} >0

0—H#-1(Y, Oy (7)) > H?1(X’, Ox[bys1) = Hr 1 (X', Ox[by) =0
exakt. Wegen H7-1(X', Ox/) = O folgt somit, daBl auch H» (Y, Oy(v)) = 0 fur
vy =20, q.e.d.

Wir wollen nun einige einfache Anwendungen der vorstehenden Kriterien geben.
Zunichst betrachten wir quasihomogene vollstindige Durchschnitte. Seien

Fioweos frER[X 1, o, Xnar)

quasihomogene Polynome vom Gewicht (wy, ..., wn4y) (dabei sei w; > 0), die den
Grad d;, ..., dr besitzen und eine Primfolge bilden. Wir setzen

A :=k[X1,=”>X1L+T]/(f1’ ---,fr)-
Ist dann 4 normal, # > 1 und J := det((0f;/0X)); <; ;<,) &= 0 in A4, so ist
(1/)dXrsan--ndX gy

eine regulire Differentialform auf 4, die in keinem regulidren Punkt von Spek(4)
verschwindet, wie man leicht nachrechnet, vgl. [2], (3.3) und [11]. Somit wird w4
von dieser Differentialform erzeugt, und aus (3.4) folgt:

(3.8.) Korollar. Spek(4)\V(44) sei rational. Dann ist
N
dimg M%~1 = > dimg 44,
i=0

wobet N:=dy + - +-dp — wy — -+ — wysr. Insbesondere ist A rational genau
dann, wenn N << 0 1st.

Die Moduln M7, j =1, ..., n — 2, verschwinden iibrigens, wie aus [1], (7.3) folgt.
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Es sei angemerkt, daf man in (3.1) auf die Voraussetzung, dafl Spek(4)\V(4+)
rational ist, i. A. nicht verzichten kann. Bei der durch die Gleichung U7 U} + X%+ X3
gegebenen Hyperfliche im C* ist zwar die Ungleichung in (3.8) und somit auch (3.1)
(2) erfidlt, denn beziiglich der Gewichte (3, 3, 15, 10) ist die obige Gleichung homo-
gen vom Grad 30, aber die Singularitdt im Nullpunkt ist nicht rational da die
Singularitét U7 + X2 4 X3 nicht rational ist.

Die folgenden Beispiele verallgemeinern partiell einige von Storch (unverdffent-
licht) und Viehweg [12] angegebene rationale Singularititen:

(3.9) Beispiel. Seien #» = 3 und g; € k[ X1, ..., X;,], 1 = 1, ..., n, Polynome mit
dem Untergrad e; > 1. Ist dann 1/e; + --- 4+ 1/e; > 1, so hat

A :=[Xyplpe/(gr + -+ + gn)
in 0 eine rationale Singularitat.

Beweis. Nach linearem Koordinatenwechsel diirfen wir annehmen, daB
9;(X51,0,...,0) den Untergrad e; hat. Dann ist A eine flache Algebra iiber
k[ Xsi) 22 und A[(Xz)j;ne ist isomorph zu k[Y71,..., Yu)(Y$ + -+ 4+ Y2) und
somit rational. Nun ergibt sich die Behauptung aus [3], Théoréme 2.

Wir merken noch abschlieBend an, daB sich (3.8) auf semigquasihomogene voll-
standige Durchschnitte verallgemeinern 1a8+: Der Polynomring £[Xy, ..., Xpr] sei
graduiert beziiglich der Gewichtung (wi,...,wnsr), wobei w; > 0. Es seien
fis ..., fr € k[ X] Polynome mit der Zerlegung f; = £% + f;, wobei f{) homogen vom
Grad d; > 0 ist und die f; nur Terme héheren Grades enthalten. Die folgenden Vor-
aussetzungen seien erfillt.

(1) £9,..., £ bilden eine Primfolge, und es ist n = 2.
2) E[Xy, ..., Xnard/(f0, ..., £9) ist auBerhalb des Nullpunktes rational.
Dann folgt aus (3.5)—(3.8):

(3.10) Korollar. Aquivalent sind:
i) E[Xf1,..., fr) ist rational im Nullpunkt.
(11) w1+"'+wn+r>d1+”'+dr-
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