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Eine Verallgemeinerung yon fixpunktfreien Automorphismen 
endlicher Gruppen 

Yon 

HA~s KvRzw~.IL 

1. Einleitung. Die Grugpe L (eine ,,Gruppe" sei 'in dieser Arbeit immer eine 
,,endliche Gruppe") besitze einen Automorphismus a yon Primzahlor&nung/9, der 
fixplmktfrei auf L operiert (d. h. CL(a) ~ 1). Nach einem Satz yon THo~rFsoN [12] 
folg~ daraus die 2~ilpotenz yon L. Sei P eine p-Gruppe, auf der das semidirekte Pro- 
dukt  L (a~ (ira Holomorph yon L) als Automorphismengruppe operiert; fiir P kann 
man etwa den regul~ren L(aT-Modul fiber einem endliehen K6rper der Charakte- 
ristik/9 nehmen. Setzen wir G ~ P L ( a )  und H = PL ,  so besitzt G wegen CHIp(a) ---- 1 
folgende Eigensehaft: 

( ~) Die GruTTe G besitzt einen Normalteiler H * G und ein Element a yon Primzahl- 
ordnung p, so daft G -~ H (a~ und jedes Element aus G \ H  ein p-Element ist. 

Neben Gruppen mit der Eigensehaft (#) betrachten wir Gruppen, die folgende 
Bedingung erffillen: 

(~n)  Die GrupTe G bezitzt dnen Normaltdler H * G, so daft ]edes Element aus G\  H 
ein p-Element der Ordnung ~ T n, n e N, ~st. 

Offensiehtlieh ist (~1) sts als (g~). Huo~Es, T~oMPso~ und KEO•L haben be- 
wiesen, dal3 aus (~1) die !~flpotenz yon H folgt (s. [8] und [10]). Dal3 aus (8) nieht 
die Nflpotenz yon H folgen karm, zeigt unser unfangs konstruiertes Beispiel. Da~ 
dieses jedoch weitgehend dutch die Eigensehaft (g~) besehrieben werden kann, zei~ 
folgender Satz : 

Satz 1. Seien G und H wie in (~). Dann ist die p-SylowgruFpe P yon H normal in 
G und H / P  nilTotent, [alls zusStzlich noch eine der drei/olgenden Voraussetzungen gilt: 

(i) Gis t  p-aufl6sbar. 
(~) p = 2. 

(iii) Die p-SylowgrupTe yon H ist abelsch, und die GruFpe SL  (2, 3) ist nicht isomorph 
zu einem A bschnitt yon H. 

Gih (fi) oder (iii), so ]olgt auflerdem, daft G i~er P zer/dllt. 

Unter der V0raussetzung (i) ist der Beweis yon Satz 1 elementar. Gilt (ii) oder 
(iii), so erh~lt man die Aussage, indem man einen Satz yon THO~PSO~ [13] fiber 
normale Komplemente auf  induktionszul~sige UntergTuppen yon H anwendet. Die 
Sehwierigkeit im allgemeinen Fall (ohne eine der Voraussetzungen (i), (ii) oder (iii)) 
lieg~ darin, genfigend viele solcher UntergTuppen zu finden. 
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Wit setzen nun voraus, da6 a ein fixpunktfreier Automorphismus der Gruppe L 
yon Primzahlpotenzordnung lon isr Da jede Potenz a i yon a mit (p, i) ---- 1 wieder 
fixpunktfrei auf  L operiert, gilt fiir G = L <a> mit H = L <a~> die oben erw~hnte 
Eigenschaft (~%fn). Ist L aufl6sbar, so ist die Fittingl~nge ] (L), also aueh die yon H, 
durch eine ]Ja~eare Funlrtion der Zahl n besehr~nkt (s. [6], [7] und [11]). SH~-.T be- 
wies zum Beispiel die Absch~tzung/(L)  ~ n unter folgender zus~tzliehen Voraus- 
setzung: 

(:r .Falls T eine .Fermatsche Primzahl, ist die 2-Sylowgruppe yon G abelsch; /all~ 
p ~- 2 und q eine Mersennesche Primzahl ~ 2 n, ist die q-SylowgruTpe yon G abelsch. 

Unter der Voraussetzung (~%fn) beweisen wir folgenden Satz: 

Satz 2. Seien G und H wie in (~t~n) und n > 1. Ist H auflSsbar, so gilt/i~r die .Fitting- 
ldnge /(H) yon H ]olgende AbscMitzung: 

/ ( 2 n  -- 2) ,  
/ ( / t )  < ~ (2~-~ �9 5 - 3 ) ,  

| ( 2 ~ - 1 . 7  - -  5 ) ,  

/alls (~) gilt, 
]alls p . 3, 

/al~ p = 3 .  

Der Beweis yon Satz 2 beruht unter der Voraussetzung (~) auf Theorem B yon 
~AT,T.-Hm~A~ und einem Satz yon Snu~.T (Th. 3.1 in [11]). Die beiden anderen Ab- 
sch~tzungen y o n / ( H )  folgen aus einer Arbeit yon D~uv, [3]. 

Unter  der Voraussetzung (~) ist ftir n -~ 2 die Abseh~tzung / (H) ~ 2 yon Satz 2 
die bestmSgliche : Es ~ b t  Gruppen L, die einen fixpunktfreien Automorphismus der 
Ordnung T n besitzen fiir eine beliebige Prhnzahl p, so dal3 ](L) ~ n (Th. 5.1 in [11]). 
Ob aueh sonst die angegebene Schranke yon ] (H) die bestm6gliche ist, besonders bei 
den beiden letzten Absch~tzungen, ist fraglich. V611ig often ist es, wieweit aus" 
(5~n) die AuflSsbarkeit yon H folgt. Zum Beispiel ist noch nieht bekannt, ob eine 
Gruppe aufl6sbar ist, wenn sie einen fixplml~tfreien Automorphismus der Ordnung p2 
besitzt. 

)As letztes erw~hnen wir eine einfache Anwendung yon Satz 2. Sei G eine Gruppe 
und H ~  die yon den Elementen der Ordnung ~: p~, 1 ~ i _~ n, erzeug%e Unter- 
gmppe yon G. Nach dem sehon oben erw~hnten Satz yon HVGHV.S, THo~a~eso~ und' 
Kv, G~L ist, falls H ~ .  G, die Gruppe H~ nilpotent. Aus Satz 2 folgt: 

Korollar. Ist G auflSsbar und H ~  :~ G, so gilt fi~r n > 1: 

I (~ ~ - 2), /~ ls  (~) gat,  
/ (H~, )  <__ ~ (2~-~ . 5 - 3) ,  1 ~  p �9 3 ,  

| (2 n - l -  7 - -  5 ) ,  Jails p .~ 3 .  

2. Bezeichnungen. Alle betrachteten Gruppen sind endlieh. Wir verwenden die 
fiblichen Bezeichnungen. Es seien Z(G), D(G), O~ (G) und F(G) respektive das Zen- 
trum, die -FrattiniuntergruTTe, der max/ma/e p-Normalteiler und der max/ma/e nil- 
Totente l~ormalteiler einer Gruppe G. Eine Gruppe H operiert auf G, wenn H in G 
eine AutomorphismengTuppe yon G induziert. Das semidirekte Produ_kt yon G mit 
H bezeichnen wir, wie das gewShnliehe Produkt,  mit GH. Ein Abschnitt A / B  yon G 
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ist eine Faktorgruppe einer UntergTuppe A yon G. Ein zweiter Abschnitt A1/B1 
o19eriert auf  A/B ,  wenn A 1 C Nc  (A/B) und B1 C Cc (A/B) gilt. Die Fittingldnge einer 
auflSsbaren Gruppe Gis t  das Minimum der L~ngen aller hTormalreihen yon G, deren 
Faktoren nilpotent sind. Mit [A, B] bezeichnen wir die yon den Elementen a -1 b -1 a b 
(a e A =C G; b ~ B C G) erzeugte UntergTuppe yon G. 

3. Hilfss~tze. 

(3.1) Sei H ein Normalteiler einer Gru1919e G, 80 daft ~edes Element aws G \ H  ein 
19-Element ist. Ist  dann E ein 19'-Abschnitt yon G, der yon einem Element x aus G~H 
normalisiert wird, so ist CE (x) ---- 1. 

B e w e i s .  Zentra]isiert x n~mlich ein Element y ~: 1 aus E, so ist x y  kein 19-Element. 
Dann ist das Urbfld b yon x y  in G auch kein 19-Element; dies widerspricht wegen 
b e G \ H  der Voraussetzung. 

(3.2) Es seien G, H und x wie in (3.1). Weiter seien D und E zwei Abschnitte yon H, 
die yon x normalisiert werden. Dann ist D = 1, /alls /olgende drei Voraussetzungen 
gelten: 

(3.2.1) D operiert treu au/ E. 

(3.2.2) E ist eine r-Gru19pe /i~r eine Primzahl r .19 und D eine q-Gruppe /iir eine 
Primzahl q .  r. 

(3.2.3) E wird yon x~ zentralisiert. 

B e w e i s .  Wit nehmen D * 1 an und fiihren dies zum Widerspruch. 
Sei zun~chst q * 19- Darm ist wegen (3.1), (3.2.3) und (3.2.1) die Gruppe D ( x ) / ( x ~ )  

eine FrobeniusgTuppe mit  Kern D(xp ) / ( x~ ) .  Diese besitzt nach (3.2.1) eine treue 
DarsteUung auf E/D(E)---- V. Daraus folgt wegen r ,  19 bekanntlich C~,(x)* 1 
(s. Th. 3.4.4 in [5]) im Widerspruch zu (3.1). 

Sei schlieBlich q ---- 19- Da die 19-Gruppe D yon dem 19-Element x normalisiert wird, 
gibt es ein y yon der Ordnung 19 inD ,  das yon x zentralisiert wird. W~re (y )  C (xr~, 
so wO_rde wegen (3.2.3) das Element y trivial auf  E operieren im Widerspruch zu 
(3.2.1). Da D ein Absclmitt yon H ist, is t  also (x)  n (y)  = 1. Deshalb ist W---- 
= ((y)  x ( x ) ) / ( x~)  eine elementarabelsche Gruppe der Ordnung 192, die auf  E ope- 
riert. Dann operiert W auch auf  V ~- [E/D (E), y]. Nach Konstrukt ion yon V gilt 
Cv(y~)= 1, fOx i----1 . . . .  , 19 - -1 .  Wegen (3A) ist C v ( x ~ ) = l ,  i =  1 , . . . , 1 9 - - 1 ;  
schlieBlieh gilt, da mit  x aueh x y  I nicht in H liegt, nach (3.1) aueh Cv(xy  ~) = 1 
fox i = 1 , . . . ,  19. Dies ist aber nach einem Satz yon BURNSIDE ~mmSglieh (s. Th. 5.3.14 
in [5]). 

Die folgende Aussage scheint bekannt zu sein: 

(3.3) Sei P eine 19-Gru1919e mit 1 * [P, P]  C Z(P).  Sie besitze eine treue Darstellung 
au/ einem Vektorraum V i~ber einem KSr19er K,  dessen CharaL'teristilc * 19 ist. Ist dann 
g ein Element der Ordnung 19 aus P \ Z ( P ) ,  so i~t Cv(g)*  O. 

B e w e i s .  lndem wir K erweitern und nach einem bekannten Verfahren - -  die 
Charakteristik yon K is~ nach Voraussetzung * 19 - -  zu einem KSrper der Charak- 
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teristik 0 fibergehen (s. w 4 in [4]), kSnnen wit o. B. d.A. annehmen, dab K ein Zer- 
fa'llungskSrper der Charakteristik 0 yon P ist. Da P treu auf  V operiert und V als 
P-Modul vollst~ndig reduzibel ist, gibt es einen irreduziblen P-Untermodul  W yon 
V, so dab g(mod C~(W)) nieht in Z(P/Cp(W)) liegt. Wir k6nnen demnach welter 
annehmen, dab V ein irreduzibler P-Modul ist. Sei fl der zum P-Modul F geh6rende 
Charakter. Dann ist ~ ( 1 ) = p  ~, falls IPI =p2~ .  ]Z(p)t ' und f l (gg=O, ffir 
i ---- 1 , . . . ,  p -  1 (s. Th. (III.2) in [2]). Aus den Orthogonalit~tsrelationen ffir Cha- 

raktere  (s. Th. 4.2.1 in [5]) folgt nun 

dirnK(Cv(g)) -~- _~. ~'= (gi) ~_ ~_/~(I) = pg-i :> I. 

Damit  ist (3.3) bewiesen. 

4. Beweis yon Satz 1. Seien G, H und a wie in (d ~) und P eine p-Sylowgruppe yon 
H. I s t  P normal in H, so operiert naeh (3.1) das Element a fixp,unktfrei auf  H/P. 
Aus dem in der Einleitung erwahnten Satz yon T~oMPsoN folgt daraus die Nil- 
potenz yon H (s. Th. 10.2.1 in [5]). Also ~r 

(4.1) Ist P normal in H, so ist HIP nilpotent. 

�9 Als naehstes zeigen wir: 

(4.2) 1st P normal in H und entweder p = 2 oder P abelsch, so zer]dllt G iiber P. 

Wegen (d ~) zerfallt namlich die p-Sylowgruppe yon G fiber P,  und  damit,  falls P 
abelsch, nach einem Satz yon GASCm~TZ auch G fiber P (s. Satz 1.17.4 in [9]). 

I s t  p ---- 2, so wahlen wir unter  allen p ' -Gruppen,  die yon a normalisiert werden, 
eine maximale - -  wir nennen sie X. Da nach (4.1) die Gruppe G auflSsbar ist, liefft 
bekanntlieh X in einer p ' -Halluntergruppe Y yon G (s. Th. 6.4.1 in [5]). Diese ist, 
da isomorph zu H/P, nach (4.1) nilpotent. I s t  X ---- Y, so ist offensichtlich Y<a> 
ein Komplement  yon P in G. Sei X * Y. Da Y nilpotent ist, ~ b t  es ein Element y 
aus Y \ X ,  das X normalisiert. Sei yl = y-lya. Liegt y l P  = (yp) - l (yp)a  in 
X P / P  = .~, so normalisiert a die I~ebenklasse yP.~ yon ~ in H/P; dies wider- 
sprieht (3.1). Da demnach y t (mod P) nicht in X(mQd P)  l ie~,  enthalt  X auch 
nieht die maximale p'-UntergTuppe <y2> yon <yl>- Diese wird wegen P = 2, wie 
<yl>, yon a normalisiert. Dann ist X<yz> eine.a-zul~ssige p ' -Gruppe yon G, die X 
echt enths dies widersprieht der VCahl yon X. Dami t  ist (4.2) bewiesen. 

Sei nun G ein Gegenbeispiel zu Satz 1 yon minimaler Ordnung. Sei P eine p-Sylow- 
gruppe yon H. I s t  P = 1, so folgt die Aussage des Satzes aus (4.1). Wir setzen hn 
folgenden P * 1 voraus, und nehmen o.B.d.A,  an, dab P yon a normalisiert wird. 

Zuerst behandeln wir den p-auflSsbaren Fall. I s t  Op (H) * 1, so folg~ aus der In- 
duktionsannahme, angewandt auf  G/O~(H), dab P normal in H i s t .  Also ist 

O p ( H ) = l ,  O ~ , ( H ) * I  und Cp(Op, (H))=I  

(s. Th. 6.3.2 in [5]). Aus dem Satz yon Sylow folgt ffir jede Primzahl r .  p die Exi- 
stenz einer r-Sylowg-ruppe yon Op,(H), die yon P<a> normalisiert wird. Zentrali- 
siert P jede solehe r-Sylowgvuppe, r .  p, so ist [O~,(H), P]  = 1 im Widerspruch zu 
Cp(O~,(H)) = 1. Also ~ b t  es eine P<a>-zulfi~sige Sylowgruppe /~ * 1 yon O~,(H) 
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mit [R, P] :~ 1. Wegen a~ ---- 1 e r~b t  nun (3.2) mit D = P/Cp(R) und E = R einen 
Widersprueh. Damit Jst Satz 1 unter der Voraussetzung (i) bewiesen. 

Ist  57 ~- 1 ein Normalteiler yon G, der echt in H liegt, so folr aus der Induktions- 
armahine ffir 57 und GIN die Aussage des Satzes. Denmach ist G auflSsbar. BTach 
dein schon bewiesenen folgt daraus die Behauptung des Satzes. Also gilt: 

(4.3) -H entMilt Iceinen Normalteiler ~: 1 yon G. 

Mit Hilfe eines Satzes yon THOMPSON fiber normale Komplemente erhalten ~_r 
folgende Aussage: 

(4.4) Ist (ii) oder (iii) in Satz 1 richtig, und normalisiert ein Element der Ordnung p 
aus G \ H  eine q.Grup'pe Q yon H/i~r eine Primzahl q ~ p, so ist Q = 1. 

Wir nehinen an, (4.4) w~re falsch. Sei Q eine Inarimale q-UntergTuppe ~= 1, die 
yon einein Element a l d e r  Ordnung p a u s  G\H normalisiert wird, und 57 ---- NH(Q). 
Wegen (4.3) und der Induktionsannahine gilt die Aussage des Satzes ffir 57(a1~. 
Deswegen folgt aus (4.2), dal3 57(a1~ fiber der p-Sylow~oTuppe yon 57 zerf~llt. Dein- 
nach ~ b t  es ein Element a2 der Ordnung p a u s  (57(al)\57) =C G\H, das eine p'-Ha]l- 
untergrut0pe M yon 57 normalisiert. Da M nilpotent ist, norma]isiert a2 auch eine 
q-Sylowgruppe Q yon 57 = NQ (H). Is t  Q keine q-Sylowgruppe yon H, so liege Q 
eeht in Q; dies widerspricht der Wahl yon Q. Also norinalisiert as eine q-Sylow- 
gruppe Q yon H. Ist  deshalb K ~ 1 eine in Q charakteristisehe Untergruppe yon Q, 
so normalisiert a2 auch NH(K). ~Naeh (4.3) und Induktionsvoraussetzung, besitzt 
NH (K) ein norinales q-Koinpleinent. Da dies ffir alle in Q charakteristische Unter- 
gruppen yon Q gilt, kSnnen wir wegen (ii) oder (iii) den Satz yon THoMPso~ fiber 
norinale q-Koinpleinente anwenden (s. Th. 8.3.1 in [5]). DeInnaeh besitzt aueh H 
ein norinales q-Kompleinent im Widerspruch zu (4.3). 

Wir  beweisen nun den Satz tinter der Voraussetzung (iii). Sei D -~ N~(P). Da D 
yon a normalisiel~ wird, fo l~  aus (4.2), dab D (a )  fiber P zerf~llt. Ist  D keine p-Gruppe, 
so existiert also eine q-Unter~oTuppe :~ 1 Yon D, die yon einein Element der Ordnung p 
aus G \ H  normalisiert wird; dies widersprieht (4.4). Also ist D ---- P.  Somit folgt nun 
aus einein Satz yon BV~NSIDV. (S. Th. 7.4.3 in [5]), dal3 H ein norinales p-Koinple- 
Inent besitzt; dies widerspricht (4.3). 

Sei sehliel31ich p ---- 2 und J die Konju~ertenklasse yon G, die die Involution a 
enth~lt. Seien a~ und a2 aus J .  Ist  ala2 kein 2-Eleinent, so invertiert al die 2'-Hall- 
untergTuppe yon (ala2~; dies widerspriebt (4.4). Also erzeugt jedes Paar yon Ele- 
Inenten aus J eine 2-Gruppe. BTach einem Satz yon BA-~R (s. [1] oder Th. 3.8.2 in 
[5]) liegt dann J ,  also auch a, in Op(G). Aus (4.3) fo l~  G ---- H • (a) .  Wegen (3.1) 
ist H dann eine p-Gruppe. Dies widersprieht der Annahine, dal3 G ein Gegenbeispiel 
zu Satz 1 ist. Damit ist Satz 1 bewiesen. 

5, Beweis yon Satz 2. Seien G und H wie in (~fn) und G aufl6sbar. Wit setzen 
] = ](G). Durch Induktion nach der Ordnung yon G k6nnen wir beim Beweis yon 
Satz 2 annehinen, dab 

(5.1) G = H ( x )  und x~eH.  



Vol. XXII, 1 9 7 1  Automorphismen endlicher Gruppen 141 

Da H auflSsbar ist, existiert eine p'-Halluntergruppe S yon H (s. Th. 6.4.1 in [5]). 
AuBerdem existiert ein a aus H mit S ~ = S a. Das Element xl = a x  -1 liegt mit x 
nicht in H und normalisiert S. Da xl ein p-Element ist, fo l~  aus dem Satz yon 
Sylow, dab xl fiir jede Primzahl r eine r-Sylow~oTuppe yon S, also auch yon H, 
normalisiert. Aul3erdem normalisiert xl auch eine p-Sylow~oruppe yon H. Wir kSnnen 
demnach annehmen: 

(5.2) Das Element x in  (5.1) ldflt sich so wShlen, daft x ]i~r ~ede Primzahl r eine 
r-Sylowgruppe yon H normalisiert. 

Wegen (5.2) kSnnen wit Lemma 8.2 aus [3] auf H und x anwenden (darin wird 
start  (5.2) vorausgesetzt, dab x ein Sylowsystem yon H normalisiert; beim Beweis 
dieses Lemmas wird abet nur die sehw~ehere Beding~ng (5.2) beniitzt). Es besagt: 

(5.3) I n  H existieren Abschnitte Ai  = Ct/D~, i = 1 , . . . , / ,  /i~r die ]olgende sechs 
Aussagen gelten: 

(5.3. a) A~ = Ci/Di wird yon x normalisiert, ]is i = 1, . . . , / .  

(5.3.b) Ai  ist eine p~-Gruppe ~: 1 ]is eine Primzahl Pi; auflerdem gilt D(D(A t ) )  = 1 
und D (At) CZ(A~); falls p~ ~: 2, ist der Exponent yon At  gleich Pi, ]i2r i = -  1 . . . .  ,]. 

(5.3. c) Pi * pt-1, //s i = 2 . . . . .  /. 

(5.3. d) Ci normalisiert Ci und Dj ,  ]i~r 1 ~ i <-- i <~ ]. 

(5.3. e) A i  operiert treu auf  Ai+l,  fiir i = 1 . . . .  , f - -  1. 

(5.3. f) [D(A~+I), A~] = 1, f/~r i = 1, . . . , f -  1. 

Aus (3.2) folgt: 

(5.4) Seien m, n zwei, nati2rliche Zahlen mit  1 <= m ~- n <= f, und Rm,  Rm+l, . . . ,  Rm+n 
A bschnitte yon A m ,  A m+ l . . . .  , A m+n. Dann ist n <~ 1, falls/olgende drei Voraussetzun- 
gen gelten: 

(5.4.1) R~ ~: 1, ]/~r m _< i --< m ~- n. 

(5.4.2) Ri operiert treu au] R~+I, ]i~r i = m, . . . ,  m Jr- n --  1. 

(5.4.3) x normalisiert R~ und  x~ zentralisiert Rm+n. 

AndernfaUs ~ b t  es Abschnitte Rm,  R,~+I, Rm+u, fiir die (5.4.1, 2, 3) gilt. Ist  
P m =  p, so folgt aus (3.2) mit D = Rm und E = R~+I die Aussage Rm = 1 im 
Widerspruch zu (5.4.1). Also ist pm :~ P. Genauso fo l~  pm+l=~ p. I)eswegen kbnnen 
wir wieder (3.2) auf Rm und Rm+l anwenden, und erhalten den gleichen Wider- 
spruch Rm = 1. Also ~oilt (5.4). 

(5.D) Das Element x und die Gruppen Ci, D~ in (5.3) lassen sieh so wShlen, daft x 
eine pi-Sylowgruppe yon Ci normalisiert, fi~r i = 1 . . . . .  f. 

Zum Beweis yon (5.5) zeigen wir, dab sich die Gruppen Ci in (5.3) als pi-Gruppen 
wahlen lassen. Wit  beweisen dies induktiv. Sei s eine natiirliche Zahl mit f >= s > 1. 
Wir nehmen an, die Gruppen C~ in (5.3) mit / ~ ~ ~ s seien bereits p~-Gruppen. 

Sei Cs*_~ eine ps-~-Sylowgruppe yon Cs-1 und D ~ _ z -  C~*_~ r Ds-~; sei IV = 
--  Nc(C~*_~), sei C~* = N ~ C~ und D~ = / V  (~ D~ ffir 1 ~ i < s --  1; sehliei~lieh 
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sei x* ein Element aus Cl (x~  n N ,  das nicht in H liegt. Aus dem Frattirdschlul3, 

angewandt auf  C*_ 1, C8-1 und C~ (x )  fo l~  wegen (5.3. d) und (5.3.a), dab 

ist. Daraus folg~ C~/D~ _.~ C~/D~ fiir 1 --< i --< s - -  1. Weft C1 und x die Gruppen C~ 
normalisieren, 1 --< i --< s - -  1, normalisieir aueh x* die Gruppen Ci* und D~. Man 
erh~lt nun ans den Eigenschaften der Reihe (x~, C1/D1 . . . . .  CI/Df in (5.3) die ent- 
sprechenden Eigenschaften fiir die Reihe (x*~, * * * * C~-i/D~-i, C ~ / D ~ ,  Cl/D1 . . . . . . . .  , 

C//D:. In  dieser ist aber C~*_ 1 eine ps-i-Gruppe.  Indem wir C's-1 = Cs-1 setzen 
und dieses Verfahren fortsetzen, erhalten wir schlieBlich die Aussage (5.5). 

Aus Theorem B yon HALL-HIG~' r  bzw. einem Satz yon SHuT.r [i1] folgt: 

(5.6) Sei 1 < ~ ~ /. Ist lo1 -~ p oder pj ~ 19 und P:-I ~: "P, so gilt unter der Voraus- 
setzung (:r ~edes b aus Ci, 1 ~-- i ~ ~ -- 1, die Beziehung [Aj-1, (bx) p'-~] ~ 1. 

Fiir den Beweis yon (5.6) setze y -~ bx und V = A j /D(A i ) .  Es ist Ve in  Vektor- 
r aum fiber dem Priml~Srper der Charakteristik pj. Wegen (5.3. e, f) besitzt A j - l ( y ~  
eine Darstellung auf  V, die beschr~nkt auf  As_ 1 treu ist. 

I s t  Tt :~ P, so operiert y nach (3.1) fixpunktfrei auf  V. Ans Theorem 3.1 in [11] 
folgt [A~-I, y~"-~] = 1. 

Sei nun pj = T- M i t y  l i e~  aueh vy,  v e V, nicht in H. Aus (~n)  fol=~t 
pn- -1  

i = = : ' .  
i=O 

I)emnaeh ist der Grad des Minimalpolynoms der linearen Transformation y auf  v 
kleiner als pn. Nun folgt die Behauptung ans Theorem B yon Hi~L-HIGM),m (s. Th. 
~l . l .1  in [5]). 

Wit  beweisen zun~ehst Satz 2 unter  der Voranssetzung (~). Dabei unterscheiden 
wir die" F~lle n ---- 2 und n > 2. 

B e w e i s  u n t e r  d e r  V o r a u s s e t z u n g  (~) u n d  n -  2. Wir nehmen an, es ist 
/ = / ( H )  ~ 3 und ffihren dies zum Widerspruch. 1Waeh (5.5)~kSnnen wit annehinen, 
dab x eine pf_2-SylowgTuppe R yon Cf-2 normalisiert. Sei H = RC/-zC/ /Df .  Da R 
nieht trivial auf  -4:-1 ---- C1-1/D:-i und A/-1 treu auf  AS operiert, ist wegen (5.3. e) 
die Fittingl~nge yon H grSBer als 2 (vgl. 2.1 in [2]). Dureh Induktion naeh ]H l 

k6nnen wir also annehmen, d a l ~ / t  = H. Also ist G ---- ( x )  R C:-l,4:. 
I s t  p~----p oder pi=~ p und pf-1 =~ p, so folg~ aus (5.6) mit  ~ ----/ die Beziehung 

[Af-1, xp] = 1. Da nach (5.3.c) die Zahl Pf-z:~P~ ist, erhalten wir nun aus (3.2) 
mit  E ---- A~-i und D ---- R/Cn(A~_I) die Anssage R ----- Ca(Af-1)  im Widerspruch zu 
A:-~ _~ R/C~ (A:_l). 

Also ist pl  ~= p und p/-1 ---- p. Aus (5.6) folgt mit  ~ = ] - -  1, dab [R/C~ (A:_l), xp] ~ 1. 
Da die p ' -Gruppe R die p-Gruppe Af_~ zwar normalisiert, aber nicht zentralisiert, 
existiert eine R (x~-zul~ssige Untergwuppe A yon A/_l mit  [A, R] ~ 1, aber [U, R] ---- 1 
fiir jede/~ (x)-zul~ssige Untergruppe U yon A. Demnach ist A speziell und [A, R] -~ A 
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(s. Th. 5.3.7 in [5]). Sei C das Urbild yon A in H. Dureh Induktion naeh [H[ k6nnen 
wir annehmen, dab H = R C A  s ist. Da RAf eine T'-Gruppe ist, liegt das p-Element 
x~ in C. Well es yon i~ normalisiert wird, l ie~ es dann modulo Df wegen [A, R] = A 
in D(A). Ist  D(A) ---- 1, so l ie~ es demnach in Dr-1 und zentralisiert mit Dr-1 die 
Gruppe As. Aus (5.4) folgt nun mit m -k n ----- / ein Widerspruch zn / ~ 3. Also ist 
D(A) ~ 1 und A eine nicht abelsche spezielle p-Gruppe. 

Sei W ein direkt unzerlegbarer (x)RA-Untermodul  yon ArID(A/), so dab 
A/CA(W) -~-~ nicht abelseh ist. S&mtliche eehte (x)R-zul&ssige Untergruppen yon 

werden, wie die yon A, yon _~ zentralisiert. Deswegen ist Z = Cz<j)(x) normal 
in ( x ) R J ,  und, well ~ eine p-Gruppe ist, ungleieh 1. Sei nun b aus A \ D ( A )  und 
E-= Cw((xb)2o). 

Liegt (xb)~ nicht in D(~) ,  also in ~ \ D ( / i ) ,  so ist nach (3.3) die Gruppe E~: 1. 
Wegen [Z, xb] = 1 operiert Z auf E. Da mit x auch xb nicht in H l ie~,  folgt aus 
(3.2), dab Z trivial auf E operiert. Dann ist die Zerlegamg W = [W, Z] • Cw(Z) 
nieht trivial (s. Th. 5.3.3 in [5]). Diese ist, weft Z normal in ( x )  R.4 ist, aueh (x)  R~-  
zulgssig. Dies widersprieht der Unzerlegbarkeit des (x~ RA-Moduls W. 

Also liegt f/Jr jedes b aus A \ D  (~) das Element 

p--1 

(b~)~ = ~ (b ~') 
i=O 

in D (~). Der Grad des Minimalpolynoms yon x auf .~/D {21) ist demnaeh kleiner als T- 
Aus Theorem B yon HALL-HmMAI~ fo l~  deshalb, dab x die Gruppe R/CR (,if) zen- 
tralisiert. Da letztere aber eine 1o'-Gruppe �9 1 ist, widerspricht dies (3.1). 

B e w e i s  u n t e r  de r  V o r a u s s e t z u n g  (~) u n d  n > 2. Ist  /~I = P, so folgt aus 
$ - 2  

(5.6) mit i ---- ], dab fiir jedes b aus I-ICi das Element (xb)~ ~-" die Gruppe A~-I 
i = l  

zentralisiert. Dasselbe gilt auch, wenn P~ ~: P und Pf-1 ~ 1o ist. Da AI_~ naeh (5.3. e) 
treu auf AI_I operiert, liegt (xb)~ ~-~ naeh (5.1} auch in K ----- Cn(Af-e). Ist  ~0I_1 = p, 

so folgt dasselbe aus (5.6) re_it j = ] ~ 1. Also hat  fiir jedes b aus 

~ - 2  )t /-~ = (~o c~ K 
das Element (x3) (rood K) hSehstens die Ordnung pn-1. Dutch Induktion nach n 
erhalten wit nun die Beziehung 

[(/~) _<_ ~(n  - 1) - 2 .  

In  /~ ~ b t  es wegen (5.3. e) zu At isomorphe Absehnitte A~, ffir i -~ 1 . . . .  ,1 -- 2, 
so dab A~ treu auf A*+~ operiert, i ---- 1, . . . ,  f --  3. Daraus fo l~  wegen 1o, * p,+l 
(vgl. 2.1 in [3]), dab 

l(/~) >-- l - 2 .  

Also gilt 2 (n - - 1 )  --  2 >= ] (H) >_ ] --  2, d . h . ] < = 2 n - - 2 .  

B e w e i s  im l~alle p .  3. Aus (5.3) fol~,  dab die Abschnitte A1 . . . . .  A~ eine 
Fittingkette bilden (,,l~ittingchain" in [3]; fiir die Definition einer Fittingkette s. 
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S. 455 in [3]), auf  der die Gruppe <x) operiert (,,acts", s. S. 456 in [3]). Wi r  be- 
weisen nun  ganz allgemein folgende Aussage:  

(5.7) Sei  A1,  . . . ,  A f  eine ~'ittingkette, au/  der die zyklische p-Gruppe <x) der Ord- 
nung io n, n > 1, operiert. Is t  p * 3 und gilt (5.4)/i~r Az  . . . .  , A],  so ist 

/ < ( 2 . - 1 . 5  - 3) .  

Nach dcm eben Gesagten ist es klar, dal3 aus (5.7) die gesuehte Absch~tzung yon 
/ (H)  = / folgt. 

FOX den Beweis yon (5.7) w~hlen wir die natoxliche Zahl s so, dab A1 . . . . .  As 
yon x~ ~-~ zentralisiert werden, aber As+l nicht. Aus Theorem 2.6 in [3] folgt nun  die 
Existenz einer Fi t t ingket te  /~s+4 . . . . .  R s, so dab R~ ein Abschni t t  yon Al ist  und 
yon  x~ "-~ zentralisiert wird, fox i ---- s + 4 . . . . .  ]. 

Sei zun~chst  n = 2. Darm folgt aus (5.4), dab S < 2 und  / =< s + 5. Also ist 
/____7=21-5--3. 

Is t  n > 2, so operiert <x) auf  den Fi t t ingket ten  A I  . . . . .  As und  Rs+a . . . .  , R / a l s  
Gruppe der Ordmmg __< pn-1.. Durch Induk t ion  nach n folgt:  

s - - < _ 2 n - 2 . 5 - - 3  und  / - - ( s + 3 ) _ _ < 2 " - 2 - 5 - - 3 .  

Also gilt / < 2 " -2 .  5 - -  3 + 2 n-2" 5 - -  3 + 3 = 2 n - l "  5 --  3.  

B e w e i s  u n t e r  d e r  V o r a u s s e t z u n g  p ----- 3. Der Beweis in diesem Fall ist ~hn- 
lich dem vorhergehenden. U m  das dem vorher  beniitzten Theorem 2.6 aus [3] ent- 
sprechende Theorem 2.13 aus [3] anwenden zu kSnnen, benStigen wir eine ver- 
mehrte  Fi t t ingket te  A1, . . . ,  AI,  au f  der  <x> operiert ( , ,augmented F i t t ingcha in"  in 
[3]; fox Definition s. S. 457, 458 in [3]). DaB in unserem Fall  die Abselmitte A1, 
. . . .  A I yon  (5.3) eine vermehrte  Fi t t ingket te  bilden, folgt aus der Aussage (5.5) 
(vgl. Beweis yon  Th. 8.4, S. 512 in [3]). 

FOX den Beweis yon S a t z  2 im Fall  p = 3 geniigt es also, folgende Aussage zu 
beweisen: 

(5.8) Sei  A1,  . . . ,  A f  eine vermehrte Fittinglcette, au] der die zyldische lo-Gruppe <x) 
tier Ordnung p n, n > 1, operiert. Is t  p = 3 und gilt (5.4)/i~r A1 . . . . .  AI ,  so ist 

/___<2n- l -7- -  5.  

Sei die Zahl s definiert wie im Beweis yon  (5.7). Aus  Theorem 2.13 aus [3] folgt 
darm die Exis tenz einer vermehr ten  Fi t t ingket te  /~s+6 . . . . .  -~I, so dab 2~, ein Ab- 
schnit t  yon  At ist und  yon  xP "-1 zentralisiert wird. FOX n = 2 f o l ~  aus (5.4) die 
Abschgtzung s =< 2 und / _--< s + 7, also / < 9 = 21 - 7 --  5. FOx n > 2 folgen wie 
im Beweis y o n  (5.7) durch Induk t ion  nach n die Beziehungen 

s _ _ < 2 n - 2 - 7 - - 5  und  ] - -  (s + 5) <__ 2n-2.  7 - -  5.  

Also g-ilt / =< 2 n-1 �9 7 - -  5. Dami t  ist (5.8) geze i~  und  Satz 2 vollstgndig bewiesen. 
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