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Eine Verallgemeinerung von fixpunktfreien Automorphismen
endlicher Gruppen

Von

Hans KURzZWEL

1. Einleitung. Die Gruppe L (eine ,,Gruppe® sei'in dieser Arbeit immer eine
sendliche Gruppe®) besitze einen Automorphismus a von Primzahlordnung p, der
fixpunktfrei auf L operiert (d.h. Cr(e) = 1). Nach einem Satz von THOMPSON [12]
folgt daraus die Nilpotenz von L. Sei P eine p-Gruppe, auf der das semidirekte Pro-
dukt L{a) (im Holomorph von L) als Automorphismengruppe operiert; fir P kann
man etwa den reguliren L {a}-Modul iiber einem endlichen Kérper der Charakte-
ristik p nehmen. Setzen wir ¢ = PL<{a) und H = PL, so besitzt G wegen Cy p(a) =1
folgende Eigenschaft:

(€) Die Gruppe G besitzt einen Normalteiler H + G und ein Element a von Primzahl-
ordnung p, so daf G = H<{a) und jedes Element aus G\H ein p-Element ist.

Neben Gruppen mit der Eigenschaft (&) betrachten wir Gruppen, die folgende
Bedingung erfillen: :

() Die Gruppe G besitzt einen Normalteiler H + G, so daf} jedes Element aus G\ H
 ein p-Element der Ordnung < p», n €N, ist.

Offensichtlich ist (5#;) starker als (£). Hucags, THoMpson und KecEL haben be-
wiesen, daB aus (5#)) die Nilpotenz von H folgt (s. [8] und [10]). DaB aus (&) nicht
die Nilpotenz von H folgen kann, zeigt unser anfangs konstruiertes Beispiel. Da
dieses jedoch weitgehend durch die Eigenschaft (&) beschrieben werden kann, zeigt
folgender Satz:

Satz 1. Seien G und H wie in (&). Dann ist die p-Sylowgruppe P von H normal in
G und H|P nilpotent, falls zusitzlich noch eine der drei folgenden Voraussetzungen gili:
() G ist p-auflésbar.
@ p=2.
(iii) Die p-Sylowgruppe von H ist abelsch, und die Gruppe SL(2, 3) ist nicht isomorph
zu einem Abschnitt von H.
Ghlt (ii) oder (iii), so folgt auferdem, dap G iiber P zerfdllt.

Unter der Voraussetzung (i) ist der Beweis von Satz 1 elementar. Gilt (ii) oder
(iii), so erhdlt man die Aussage, indem man einen Satz von TBoMpsoN [13] tiber
normale Komplemente auf induktionszulissige Untergruppen von H anwendet. Die
Schwierigkeit im allgemeinen Fall (ohne eine der Voraussetzungen (i), (ii) oder (iii))
liegt darin, geniigend viele solcher Untergruppen zu finden.
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Wir setzen nun voraus, daB a ein fixpunktfreier Automorphismus der Gruppe L
von Primzahlpotenzordnung p* ist. Da jede Potenz o’ von @ mit (p, ¢) = 1 wieder
fixpunktfrei auf L operiert, gilt fir G = L{a) mit H = L<{a?) die oben erwihnte
Eigenschaft (3#5). Ist L auflésbar, so ist die Fittingldnge f(L), also auch die von H,
durch eine lineare Funktion der Zahl n beschrinkt (s. [6], [7] und [11]). SEULT be-
wies zum Beispiel die Abschitzung f(L) < » unter folorender zusétzlichen Voraus-
setzung:

(«) Falls p eine Fermatsche Primzahl, ist die 2-Sylowgruppe von G abelsch; falls
p=2 und q eine Mersennesche Primzahl < 27, ist die g-Sylowgruppe von G abelsch.

Unter der Voraussetzung (5#,) beweisen wir folgenden Satz:

- Satz 2. Seien G und H wie in (3y) wnd n > 1. Ist H auflosbar, so gilt fir die Fitting-
linge f(H) von H folgende Abschétzung:

@n—2), falls () gilt,
fH)y<{@1-5—3), fallsp=3,
(@7-1-7 —5), falls p=3.

Der Beweis von Satz 2 beruht unter der Voraussetzung () auf Theorem B von
Hari-HiemMaN und einem Satz von SEULT (Th. 3.1 in [11]). Die beiden anderen Ab-
schitzungen von f(H) folgen aus einer Arbeit von DapE [3].

Unter der Voraussetzung (x) ist fiir » = 2 die Abschitzung f(H) < 2 von Satz 2
die bestmdgliche : Es gibt Gruppen L, die einen fixpunktfreien Automorphismus der
Ordnung p” besitzen fiir eine beliebige Primzahl p, so daB f(L) = » (Th. 5.1 in [11]).
Ob auch sonst die angegebene Schranke von f(H) die bestmdgliche ist, besonders bei
den beiden letzten Abschitzungen, ist fraglich. Véllig offen ist es, wieweit aus
(##,) die Auflosbarkeit von H folgt. Zum Beispiel ist noch nicht bekannt, ob eine
Gruppe auflésbar ist, wenn sie einen fixpunktfreien Automorphismus der Ordnung p2
besitzt.

Als letztes erwahnen wir eine einfache Anwendung von Satz 2. Sei G eine Gruppe
und H,. die von den Elementen der Ordnung =+ 7% 1 < ¢ < n, erzeugte Unter-
gruppe von G. Nach dem schon oben erwahnten Satz von HucHEs, THOMPSON und
K=EeEL ist, falls Hp + G, die Gruppe Hy nilpotent. Aus Satz 2 folgt:

Korollar. Ist G auflosbar und H,.+ G, so gilt fir n > 1:

2n—2), falls («) gilt,
fHpn) = (2715 —3), falls p+3,
(27-1-7 —35), falls p=3.

2. Bezeichnungen. Alle betrachteten Gruppen sind endlich. Wir verwenden die
iiblichen Bezeichnungen. Es seien Z(G), D(G), Op(G) und F(G) respektive das Zen-
trum, die Frattiniuntergruppe, der maximale p-Normalteiler und der mazimale nil-
potente Normalteiler einer Gruppe G. Eine Gruppe H operiert auf G, wenn H in G
eine Automorphismengruppe von G induziert. Das semidirekte Produkt von G mit
H bezeichnen wir, wie das gewohnliche Produkt, mit GH. Ein Abschnitt A|B von G
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ist eine Faktorgruppe einer Untergruppe 4 von G. Ein zweiter Abschnitt A1/B;
operiert auf A|B, wenn 4; € Ne(4/B) und By C Ce(4/B) gilt. Die Fittinglidnge einer
auflosbaren Gruppe G ist das Minimum der Lingen aller Normalreihen von G, deren
Faktoren nilpotent sind. Mit [4, B] bezeichnen wir die von den Elementen a‘l b-lab
(acACG; be BC G) erzeugte Untergruppe von G.

3. Hilfssitze.

(8.1) Sei H ein Normalteiler einer Gruppe G, so daf jedes Element aus G\H ein
p-Element ist. Ist dann E ein p’'-Abschnitt von G, der von einem Element x aus G\H
normalistert wird, so tst Cg(x) = 1.

Beweis. Zentralisiert z ndmlich ein Element y + 1 aus £, so ist zy kein p-Element.
Dann ist das Urbild b von zy in G auch kein p-Element; dies widerspricht wegen
b € G\ H der Voraussetzung.

(3.2) Es seien G, H und x wie tn (3.1). Weiter seien D und E zwei Abschnitte von H,
die von x normalisiert werden. Dann ist D = 1 falls folgende drei Voraussetzungen
gelten:

(3.2.1) D operiert treu auf E.

(3.2.2) E ist eine r-Gruppe fiir eine Primzahl r+p und D eine 'q-G'ruppe fiir eine
Primzahl g 1.

(3.2.3) E wird von x? zentralisiert.

Beweis. Wir nehmen D=1 an und fithren dies zum Widerspruch.

Sei zunéchst g + p. Dann ist wegen (3.1), (3.2.3) und (3.2.1) die Gruppe D<z)>/{z?)
eine Frobeniusgruppe mit Kern D<{z?)/(z?). Diese besitzt nach (3.2.1) eine treue
Darstellung auf E/D(E) = V. Daraus folgt wegen r=p bekanntlich Cy(z)+1
(s. Th. 3.4.4 in [5]) im Widerspruch zu (3.1).

Sei schlieBlich ¢ = p. Da die p-Gruppe D von dem p-Element « normalisiert wird,
gibt es ein y von der Ordnung » in'D, das von x zentralisiert wird. Ware {(y)> C <z,
so wirde wegen (3.2.3) das Element y trivial auf Z operieren im Widerspruch zu
(3.2.1). Da D ein Abschnitt von H ist, ist also (x> N (y)> = 1. Deshalb ist W =
= ({y> X {z))[{«?) eine elementarabelsche Gruppe der Ordnung p2, die auf E ope-
riert. Dann operiert W auch auf V = [E/D(E), y]. Nach Konstruktion von V gilt
Cryty=1, fir i=1,...,p— 1. Wegen (3.1) ist Cy(zt)y=1, i =1,...,p — 1;
schlieBlich gilt, da mit z auch zy! nicht in H liegt, nach (3.1) auch Cy(zy?) =1
fur+=1,...,p. Dies ist aber nach einem Satz von BUrRNSIDE unmdglich (s. Th.5.3.14
in [5]).

Die folgende Aussage scheint bekannt zu sein:

(3.3) Sei P eine p-Gruppe mit 1 =[P, P1C Z(P). Sie besitze eine treue Darstellung
auf einem Vektorraum V iber einem Korper K, dessen Charakieristik + p ist. Ist dann
g ein Element der Ordnung p aus P\Z(P), so ist Cy(g)=+ 0.

Beweis. Indem wir K erweitern und nach einem bekannten Verfahren — die
Charakteristik von K ist nach Voraussetzung = — zu einem Korper der Charak-
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teristik O iibergehen (s. § 4 in [4]), konnen wir 0.B.d.A. annehmen, daB K ein Zer-
fallungskérper der Charakteristik 0 von P ist. Da P treu auf V operiert und ¥V als
P-Modul vollstindig reduzibel ist, gibt es einen irreduziblen P-Untermodul W von
V, so daB g(mod Cp(W)) nicht in Z (P|Cp(W)) liegt. Wir kénnen demnach weiter
annehmen, da8 V ein irreduzibler P-Modul ist. Sei § der zum P-Modul ¥ gehoérende
Charakter. Dann ist B(1) = p?, falls |P|=p2¢-|Z(P)|, und B(¢)) =0, fiir
i=1,...,p—1 (s. Th. (IIL.2) in [2]). Aus den Orthogonalitétsrelationen fiir Cha-
raktere (s. Th. 4.2.1 in [5]) folgt nun : '

»
dim (G ) = 5 (3, 2169 =

Damit ist (3.3) bewiesen.

1 —
F PO =ptz=t.

4. Beweis von Satz 1. Seien G, H und a wie in (&) und P eine p-Sylowgruppe von
H. Ist P normal in H, so operiert nach (3.1) das Element a fixpunktfrei auf H/P.
Aus dem in der Einleitung erwihnten Satz von Tmomesox folgt daraus die Nil-
potenz von H (s. Th. 10.2.1 in [5]). Also gilt:

(4.1) Ist P normal in H, so ist H|P nilpotent.
-Als nichstes zeigen wir:
(4.2) Ist P normal in H und entweder p = 2 oder P abelsch, so zerfillt G iber P.

Wegen (&) zerfallt namlich die p-Sylowgruppe von G iiber P, und damit, falls P
abelsch, nach einem Satz von GascutTz auch G iber P (s. Satz 1.17.4 in [9)).

Ist p = 2, so wahlen wir unter allen p’-Gruppen, die von & normalisiert werden,
eine maximale — wir nennen sie X. Da nach (4.1) die Gruppe G auflésbar ist, liegt
bekanntlich X in einer o'-Halluntergruppe ¥ von G (s. Th. 6.4.1 in [5]). Diese ist,
da isomorph zu H|P, nach (4.1) nilpotent. Ist X = ¥, so ist offensichtlich Y{(a)
ein Komplement von P in G. Sei X + Y. Da Y nilpotent ist, gibt es ein Element y
aus ¥\X, das X normalisiert. Sei y; = y1y% Liegt ynP = (y Py"L{y P)* in
XP/P =X, so normalisiert a die Nebenklasse y PX von X in H|P; dies wider-
spricht (3.1). Da demnach y;(mod P) nicht in X (mod P) liegt, enthdlt X auch
nicht die maximale g’-Untergruppe (y2> von (y1). Diese wird wegen p = 2, wie
{y1), von a normalisiert. Dann ist X (yz) eine.a-zulassige p’-Gruppe von G, die X
echt enthalt; dies widerspricht der Wahl von X. Damit ist (4.2) bewiesen.

Sei nun @ ein Gegenbeispiel zu Satz 1 von minimaler Ordnung. Sei P eine p-Sylow-
gruppe von H. Ist P = 1, so folgt die Aussage des Satzes aus (4.1). Wir setzen im
folgenden P + 1 voraus, und nehmen 0.B.d.A. an, daB P von a normalisiert wird.

Zuerst behandeln wir den p-auflésbaren Fall. Ist Op(H) + 1, so folgt aus der In-
duktionsannahme, angewandt auf G/Op(H), daB P normal in H ist. Also ist

0p(H)=1, Op(H)+1 und Cp(Op(H)) =1

(s. Th. 6.3.2 in [5]). Aus dem Satz von Sylow folgt fiir jede Primzahl r + p die Exi-
stenz einer r-Sylowgruppe von Op-(H), die von P{a) normalisiert wird. Zentrali-
siert P jede solche r-Sylowgruppe, r = p, so ist [Op(H), P] = 1 im Widerspruch zu
Cp(0p(H)) = 1. Also gibt es eine P<{a)-zulissige Sylowgruppe R=+1 von Oy(H)
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mit [B, P]+ 1. Wegen a? = 1 ergibt nun (3.2) mit D = P/Cp(R) und E = K einen
Widerspruch. Damit ist Satz 1 unter der Voraussetzung (i) bewiesen.

Ist N = 1 ein Normalteiler von G, der echt in H lLiegt, so folgt aus der Induktions- -
annahme fiir N und G/N die Aussage des Satzes. Demnach ist G auflosbar. Nach
dem schon bewiesenen folgt daraus die Behauptung des Satzes. Also gilt:

(4.3) -H enthilt keinen Normalteiler += 1 von G.

Mit Hilfe eines Satzes von THOMPSON {iber normale Komplemente erbalten wir
folgende Aussage:

(4.4) Ist (i) oder (iii) #n Satz 1 richtig, und normalisiert ein Element der Ordnung p
aus G\H eine g-Gruppe Q von H fir eine Primzakl q+ p, so ist @ = 1.

Wir nehmen an, (4.4) wire falsch. Sei @ eine maximale g-Untergruppe =+ 1, die
von einem Element a; der Ordnung p aus G\ H normalisiert wird, und NV = Ny (@).
Wegen (4.3) und der Induktionsannahme gilt die Aussage des Satzes fir N<{a;).
Deswegen folgt aus (4.2), daBl N<{ay) iber der p-Sylowgruppe von N zerfallt. Dem-
nach gibt es ein Element as der Ordnung p aus (N {a:>)\ V) € G\ H, das eine p’-Hall-
untergruppe M von N normalisiert. Da M nilpotent ist, normalisiert as auch eine
g-Sylowgruppe § von N = Ng(H). Ist @ keine g-Sylowgruppe von H, so liegt @
echt in @; dies widerspricht der Wahl von @. Also normalisiert ap eine g-Sylow-
gruppe @ von H. Ist deshalb K =1 eine in @ charakteristische Untergruppe von @,
so normalisiert a2 auch Ng(K). Nach (4.3) und Induktionsvoraussetzung, besitzt
Ny (K) ein normales g-Komplement. Da dies fiir alle in @ charakteristische Unter-
gruppen von Q gilt, konnen wir wegen (ii) oder (iii) den Satz von TEOoMPSON iiber
normale q~Komplemen1:e anwenden (s. Th. 8.3.1 in [5]). Demnach besitzt auch H
ein normales ¢-Komplement im Widerspruch zu (4.3).

Wir beweisen nun den Satz unter der Voraussetzung (iii). Sei D = Ny (P). Da D
von a normalisiert wird, folgt aus (4.2), da D<{a) iiber P zerfallt. Ist D keine p-Gruppe,
so existiert also eine g-Untergruppe = 1 von D, die von einem Element der Ordnung p
aus G\ H normalisiert wird ; dies widerspricht (4.4). Also ist D = P. Somit folgt nun
aus einem Satz von BUurNsSIDE (5. Th. 7.4.3 in [5]), daf H ein normales p-Komple-
ment besitzt; dies widerspricht (4.3).

Sei schlieSlich p = 2 und J die Konjugiertenklasse von G, die die Involution a
enthalt. Seien a; und as aus J. Ist @yas kein 2-Element, so invertiert a; die 2’-Hall-
untergruppe von {aias); dies widerspricht (4¢.4). Also erzeugt jedes Paar von Ele-
menten aus J eine 2-Gruppe. Nach einem Satz von BaERr (s. [1] oder Th. 3.8.2 in
[5]) liegt dann J, also auch a, in Op(G). Aus (4.3) folgt G = H X {a). Wegen (3.1)
ist H dann eine p-Gruppe. Dies widerspricht der Annahme, daB G ein Gegenbeispiel
zu Satz 1 ist. Damit ist Satz 1 bewiesen.

5. Beweis von Sétz 2. Seien G und H wie in (5#5) und G auflosbar. Wir setzen
f = f(6). Durch Induktion nach der Ordnung von G kénnen wir beim Beweis von
Satz 2 annehmen, daf

(5.1) G =H<{z) und xPecH.



Vol. XXI1, 1971 Automorphismen endlicher Gruppen 141

Da H auflésbar ist, existiert eine p’-Halluntergruppe S von H (s. Th. 6.4.1 in [5]).
AuBerdem existiert ein ¢ aus H mit 8% = §¢. Das Element z; = az~1 liegt mit »
nicht in H und normalisiert S. Da z; ein p-Element ist, folgt aus dem Satz von
Sylow, daB z; fiir jede Primzahl r eine r-Sylowgruppe von 8, also auch von H,
normalisiert. AuBerdem normalisiert z; auch eine p-Sylowgruppe von H. Wir konnen
demnach annehmen:

(5.2) Das Element x in (5.1) lipt sich so wéhlen, daff = fir jede Primzahl r eine
r-Sylowgruppe von H normalisiert.

Wegen (5.2) kénnen wir Lemma 8.2 aus [3] auf H und z anwenden (darin wird
statt (5.2) vorausgesetzt, daB « ein Sylowsystem von H normalisiert; beim Beweis
dieses Lemmas wird aber nur die schwichere Bedingung (5.2) benitzt). Es besagt:

(5.3) In H existieren Abschnitte A; = C;/D;, i =1, ..., f, fir die folgende sechs
Aussagen gelten:
(5.3.a) 4; = C;/D; wird von x normalisiert, fir e =1,...,f.
(5.3.b) A; ist eine p;-Gruppe =1 fiir eine Primzahl p;; auferdem gilt D(D(4;)) =1
und D (A4;)CZ(A4;); falls p; + 2, ist der Exponent von 4; gleich p;, firi=1,...,§.
(6.3.¢) pr=pi-1, flir i1 =2,..., 1.
(6.3.d) C; normalisiert C; und Dy, fiir 1 S1 =5 <.
(5.3. ) 4; operiert trew auf Ass, firi=1,...,f — 1.
(53.1) [D(Ass1), Ai] =1, fir i=1,...,f — 1.

Aus (3.2) folgt:

(5.4) Seten m, n zwet natiirliche Zahlen mit 1 <m+n=<f, und By, Bpmi1,...,Rpin
Abschnitte von Ay, Aps1, ..., Amin- Dann ist n =1, falls folgende drei Voraussetzun-
gen gelten:

{6.4.1) B; =1, fiir m < i <m + n.
(5.4.2) R; operiert trew auf Riy1, fir i=m,...,m 4+ n — 1.
(5.4.3) z normalisiert B; und x? zentralisiert Rpin.

Andernfalls gibt es Abschnitte Ry, Rpi1, Bmee, fur die (5.4.1,2, 3) gilt. Ist
pm = p, so folgt aus (3.2) mit D = Ry, und F = Rj4; die Aussage Rp =1 im
Widerspruch zu (5.4.1). Also ist pp = p. Genauso folgt pm+1+ p. Deswegen konnen
wir wieder (3.2) auf R, und Rp+; anwenden, und erhalten den gleichen Wider-
spruch R, = 1. Also gilt (5.4).

(5.5) Das Element x und die Gruppen C;, D; in (5.3) lassen sich so wihlen, daff
eine p;-Sylowgruppe von C; normalisiert, fir 1 =1, ..., f.

Zum Beweis von (5.5) zeigen wir, daB sich die Gruppen C; in (5.3) als p;-Gruppen
wihlen lassen. Wir beweisen dies induktiv. Sei s eine natiirliche Zahl mit f = s > 1.
Wir nehmen an, die Gruppen C; in (5.3) mit f = j = s seien bereits p;-Gruppen.

Sei CF_, eine ps—1-Sylowgruppe von Cs—; und D¥ | = C¥ , N Dsy; sei N =
= Ng(C¥ ,), sei CF=NnNC;und DFf =NND; fir 1 £i<s— 1; schlieBlich
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sei z* ein Element aus Ci{x> N N, das nicht in H liegt. Aus dem FrattinischluB,

$
angewandt auf C¥_,, O,y und <H C’i) (x> folgt wegen (5.3.d) und (5.3.a), dall

=1

(H 02-)<x> - (ﬁo;k) Cor {2
1 =1

=

ist. Daraus folgt C¥/D¥ ~ C;/D; fiir 1 £ i < s — 1. Weil C; und « die Gruppen C;
normalisieren, 1 = ¢ < s — 1, normalisiert auch z* die Gruppen C§ und D¥. Man
erhilt nun aus den Eigenschaften der Reihe (x>, C1/D1, ..., Cs/Dy in (5.3) die ent-
sprechenden Eigenschaften fir die Reihe (z*>, C¥/D¥, ..., C* ,/D¥_,, CyDs, ...,
Cs/Dy. In dieser ist aber C¥_; eine p;—;-Gruppe. Indem wir ¥ ; = C;s—; setzen
und dieses Verfahren fortsetzen, erhalten wir schlieflich die Aussage (5.5).

Aus Theorem B von Harr-HieMaN bzw. einem Satz von SHuvrr [11] folgt:

(5.6) Set 1 << j < f. Ist p; = p oder p;=p und pj-1 = P, so gilt unter der Voraus-
setzung (x) fiir jedes b aus C;, 1 <1 <4 — 1, die Beziehung [4;—1, (bx)?™™"] = 1.

Fiir den Beweis von (5.6) setze y = bz und V = 4,;/D(4;). Es ist V ein Vektor-
raum iiber dem Primkorper der Charakteristik p;. Wegen (5.3. e, f) besitzt 4;-1<{y)>
eine Darstellung auf V, die beschrinkt auf 4;_; treu ist.

Ist p;=+ p, so operiert ¥ nach (3.1) fixpunktfrei auf V. Aus Theorem 3.1 in [11]
folgt [A4;-1, 2" = 1.

Sei nun p; = p. Mit y liegt auch vy, ve V, nicht in H. Aus (#,) folgt

it
1= (oy)" =] [¥.
=0

Demnach ist der Grad des Minimalpolynoms der linearen Transformation y auf V
kleiner als p». Nun folgt die Behauptung aus Theorem B von Harr-Hiemax (s. Th.
11.1.1 in [5]).

Wir beweisen zunachst Satz 2 unter der Voraussetzung («). Dabei unterscheiden

wir die'Fille n =2 und » > 2.

Beweis unter der Voraussetzung (x) und » = 2. Wir nehmen an, es ist
f=f(H) = 3 und fiihren dies zum Widerspruch. Nach (5.5) konnen wir annehmen,
da8 z eine py-p-Sylowgruppe R von Cy-p normalisiert. Sei H = RCy_1C¢/Ds. Da R
nicht trivial auf Ay = Cp3/Dr—; und Ay ; treu auf 4; operiert, ist wegen (5.3.¢)
die Fittinglinge von H groBer als 2 (vgl. 2.1 in [2]). Durch Induktion nach |H |
konnen wir also annehmen, da8 H = H. Also ist G = {xy RCy145.

Ist pr= p oder pr=p und pr1 + p, so folgt aus (5.6) mit j = f die Beziehung
[Af—1, 2] = 1. Da nach (5.3.¢) die Zahl ps_; + pr ist, erhalten wir nun aus (3.2)
mit E = Ay und D = R/Cg(A4y-1) die Aussage B = Cg(ds-1) im Widerspruch zu
Ar-g o B/Cp(45-1).

Also ist pr == p und pr.q = p. Aus (5.6) folgt mit j=f—1, daB [R/Cr(Ar-1), 2P]=1.
Da die p’-Gruppe R die p-Gruppe Ay zwar normalisiert, aber nicht zentralisiert,
existiert eine R (z)-zuldssige Untergruppe 4 von 41 mit [4, R]=1,aber [U, R] =1
fiir jede R {x)>-zulassige Untergruppe U von A. Demnach ist 4 speziellund [4, R] = 4
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(s. Th. 5.3.7 in [5]). Sei C das Urbild von 4 in H. Durch Induktion nach | H| kénnen
wir annehmen, dal H = RCA; ist. Da EAy eine p'-Gruppe ist, liegt das p-Element
z? in C. Weil es von R normalisiert wird, liegt es dann modulo Dy wegen [4, R} = A
in D(4). Ist D(4) = 1, so liegt es demnach in Dy_; und zentralisiert mit Dy_; die
Gruppe Ay. Aus (5.4) folgt nun mit m + » = f ein Widerspruch zu f = 3. Also ist
D(4)=1 und A eine nicht abelsche spezielle p-Gruppe.

Sei W ein direkt unzerlegbarer (z) RA-Untermodul von Af/D(4f), so dafB
A[/C4(W) = A nicht abelsch ist. Samtliche echte {z> R-zulissige Untergruppen von
A werden, wie die von 4, von R zentralisiert. Deswegen ist Z Cza (@) normal
in ¢(z) R4, und, weil 4 eine p-Gruppe ist, ungleich 1. Sei nun b aus 4\D(4) und
E = Cy((zd)?). '

Liegt (xb)? nicht in D(4), also in A\D(4), so ist nach (3.3) die Gruppe E=+1. .
Wegen [Z, xb] = 1 operiert Z auf E. Da mit 2 auch zb nicht in H legt, folgt aus
(3.2), daB Z trivial auf E operiert. Dann ist die Zerlegung W = [W, Z] x Cw(Z)
nicht trivial (s. Th. 5.8.3 in [5]). Diese ist, weil Z normal in <z> R4 ist, auch (x) RA-
zuldssig. Dies widerspricht der Unzerlegbarkeit des (x> R4 Moduls w.

Also liegt fiir jedes b aus A\D(4) das Element

=1

(bz)? = I_—g (™)
in D (4). Der Grad des Minimalpolynoms von z auf 4/D(4) ist demnach kleiner als p.
Aus Theorem B von Harr-HieMaN folgt deshalb, daB z die Gruppe R/Cgr(4) zen-
tralisiert. Da letztere aber eine p’-Gruppe =1 ist, widerspricht dies (3.1).

Beweis unter der Voraussetzung (x) und »n > 2. Ist p; = p, so folgt aus
2

. =2
(5.6) mit j = f, daB fiir jedes b aus | [ C; das Element (x)?"™ die Gruppe 4;—
i=1
zentralisiert. Dasselbe gilt auch, wenn ps=+ p und py_; + p ist. Da Ay nach (5.3.¢)
treu auf Ay operiert, liegt (2b)?"™" nach (5.1) auch in K = Cg(4s-s). Ist pr-y = p,

so folgt dasselbe aus (5.6) mit § = f — 1. Also hat fiir jedes b aus
-~ =2
H= (1—[ C’,-)/K
i=0

das Element (zb) (mod K) héchstens die Ordnung p*~1. Durch Induktion nach »
erhalten wir nun die Beziehung
fHE)=2(n—1)—-2.

In H gibt es wegen (5.3.e) zu A; isomorpbe Abschnitte 4F, fir ¢+ = 1,...,f — 2,
so daB A} treu auf A¥ , operiert, i =1, ...,f — 3. Daraus folgt wegen ; + pi1
(vgl. 2.1 in [3]), daB R

fH)=f—2.

Also gilt 2(n — 1) —2 = f(H)=f—2, dh f<2n—2.

Beweis im Falle p+3. Aus (5.3) folgt, daB die Abschnitte A, ..., A5 eine
Fittingkette bilden (,,Fittingchain* in [3]; fir die Definition einer Fittingkette s.
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S.455 in [3]), auf der die Gruppe <{x)> operiert (,,acts“, s. S. 456 in [3]). Wir be-
weisen nun ganz allgemein folgende Aussage:

(5.7) Sei A1, ..., Ay eine Fittingkette, auf der die zyklische p-Gruppe {z)> der Ord-
nung p*, n > 1, operiert. Ist p=+3 und gilt (5.4) fiir 4, ..., 4y, so ist

f=@n1-5-3).

Nach dem eben Gesagten ist es klar, daB aus (5.7) die gesuchte Abschitzung von
f(H) = f folgt.

Fir den Beweis von (5.7) wihlen wir die natiirliche Zahl s so, daBl 43, ..., 4;
von x?"" zentralisiert werden, aber 4, nicht. Aus Theorem 2.6 in [3] folgt nun die
Existenz einer Fittingkette Rgi4, ..., Ry, so daB R; ein Abschnitt von 4; ist und
von z?" zentralisiert wird, fir i = s + 4, ..., f.

Sei zunédchst n = 2. Dann folgt aus (5.4), daB s £ 2 und f < s + 5. Also ist
[£7T=21.5-3.

Ist » > 2, so operiert (x> auf den Fittingketten 41, ..., 4; und R;y4, ..., By als
Gruppe der Ordnung =< p»~1. Durch Induktion nach # folgt:

§<272.5—3 und f—(s+3)s2n2-5-3.
Also gilt f<272.5 -3 +2%2.5 -3 +3=27"2-5_—3,

Beweis unter der Vbraussetzung p = 3. Der Beweis in diesem Fall ist dhn-
lich dem vorhergehenden. Um das dem vorher beniitzten Theorem 2.6 aus [3] ent-
sprechende Theorem 2.13 aus [3] anwenden zu konnen, benétigen wir eine wver-
mehrte Fittingkette 4,, ..., 4y, auf der {z) operiert (,,augmented Fittingchain® in
[3]; fiir Definition s. 8. 457, 458 in [3]). DaB in unserem Fall die Abschnitte A4;,
..., 45 von (5.3) eine vermehrte Fittingkette bilden, folgt aus der Aussage (5.5)
(vgl. Beweis von Th. 8.4, S. 512 in [3]).

Fir den Beweis von Satz 2 im Fall p = 3 geniigt es also, folgende Aussage zu
beweisen :

(5.8) Sei 41, ..., Ay eine vermehrte Fitlingkette, auf der die zyklische p-Gruppe {z)
der Ordnung p®, n > 1, operiert. Ist p = 3 und gilt (5.4) fir A;, ..., Af, so ist

f<on-1.7 5.

Sei die Zahl s definiert wie im Beweis von (5.7). Aus Theorem 2.13 aus [3] folgt
dann die Existenz einer vermehrten Fittingkette Rs.g, ..., By, so da R; ein Ab-
schnitt von A4; ist und von z?"" zentralisiert wird. Fiir n = 2 folgt aus (5.4) die
Abschitzung s <2 und f < s+ 7, also f £ 9 =217 — 5. Fir n > 2 folgen wie
im Beweis von (5.7) durch Induktion nach » die Beziehungen

§<272.7—5 und f—(s+5)ZL272-7-35.
Also gilt f < 27-1-7 — 5. Damit ist (5.8) gezeigt und Satz 2 vollstindig bewiesen.
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