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Z u m  Verh~iltnis yon  V o l ume n  zu Oberfl~iche bei k o n v e x e n  K S r p e r n  

Von 

JS~G M. W~Ls 

~n sei die Menge der konvexen KSrper des R n ( n -  2). Fiir ein K e ~n sei 
V = V (K) ~ 0 sein Volumen, F = F (K) ~ 0 seine Oberfl~che, r = r (K) ~ 0 sein 
Inkugelradius und R = R (K) ~ 0 sein Umkugelradius. Bekanntlich ist F (K) = 0 
genau dann, wenn K hSchstens n - -  2-dlmensional ist. Dann ist aber V ( K )  ---- 0 yon 

V(K) 
h6herer Ordnung, und es ist sinnvoll, in diesem Fall F(K) -- 0 zu setzen. Wit be- 

weisen einen Satz fiber V/F, ffir den zwei einfache Lemmata ben6tigt werden. 

Lemma 1. Fiir  K ~ ~n ist 

L< (1) r ~ n .  ~, ~ _ R  

und /fir die Kugel  werden beide Gleichheitszeichen angenommen. 

Lemma 2. Fi~r K e ~n ist 
V (2) -~ =< r 

und ]iir kein ~ > 0 kann r durch r(1 - -  ~) ersetzt werden. 

Satz. Fis K ~ ~n, K '  ~ ~n mi t  K c K '  ist 

V (K) V (K') 
(3) F(g )  ~ n ~'(K') 

und ]is kein s ~ 0 kann  n durch n(1 - -  s) ersetzt werden. 

1. B e m e r k u n g .  Man kann leicht zeigen, dab das linke Gleichheitszeichen in (1) 
nur dann auftri t t ,  wenn K eine Kugel oder ein TangentialkSrper oder uneigentlich 
ist, d.h. keine inneren Punkte  hat. Ebenso ]eicht zeigt man, dab das rechte Gleich- 
heitszeichen nur for eine Kugel mSglich ist. Wir verzichten auf  den Beweis, da nur 
(1) zum Beweis yon (3) benStigt wird. 

2. B e m e r k u n g .  In  (2) und (3) gilt das Gleichheitszeichen, wenn K uneigent- 
lich ist. 

Fiir eigentliche konvexe KSrper grit in (2) und (3) vermutlich ~ s ta t t  g .  Start  
Lemma 2 g~lt vermutlich sogar r E  ~ V ~ (n - -  1) Vi (V~: Volumen der Inkugel). 

B e w e i s  zu  L e m m a  1. Da sich jedes K e ~n dureh konvexe Polyeder approxi- 
mieren l~Bt und V, E, r und R stetig yon K abh~ngen (siehe z.B. [1]), genfigt es, 
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sich auf  konvexe  Polyecler zu beschri~nken. Sei also K ~ ~n ein Polyeder .  D a n n  gilt 
(siehe [1], S. 38): 

(4) v = L 1,. 
n i 

Dabei  sind d i e / i  die n - -  1-dimensionalen Volumina der Polyederfl~chen und hi die 
Abst~nde der zugeh6rigen Hype rebenen  yore Nul lpunkt .  Zum Beweis der l inken 
Seite in (1) werde der Nu l lpunk t  in den Mi t te lpunkt  einer Inkuge l  yon  K gelegt. 
Nach  Definition des Inkugel rad ius  ist dann  ffir jedes i : h~ >~ r ----- r (K). Also grit 

L-r .F .  
n i % 

Zum Beweis der rechten Seite yon  (1) liege der Nul lpunk t  im Mi t te lpunkt  der U m -  
kugel yon  K.  D a l m  ist ffir jedes i: hi =< R, also gilt:  

V<= 1 - . R  l = - -  R . F .  

Ffir eine Kugel  S ~ ~n mi t  Radius  ~ ist r (S) = B (S) = 9, und  L e m m a  1 ist be- 
wiesen. 

B e w e i s  zu  L e m m a  2. Wieder  sei K + ~n ein Polyeder.  Der Einfachhei t  halber  
werde mi t  /i j e t z t  nicht nur  das Oberf lgchenvolumen der Polyederflgehe, sondern 
auch die Polyederflgche selbst bezeichnet.  Zu K wircl folgender HilfskSrper  Z kon- 
s t ruier t :  Von jeder  der fl aus werde or thogonal  zu ]i ins I lmere  yon K ein Zylinder Zi 
der H6he  r = r (K) aufgetragen.  Dann  ist V (Zt) = r .  ],. Sei Z = ~_J Z/ .  Dann  ist  

+ 

(5). V(Z)  <= r ~ f i  = r .  F ( K ) .  

Nach (5) muI3 n u t  noch gezeigt werden V ( K )  <= V(Z) .  

Dazu  genfigt K c Z. Es  sei j e tz t  x e K und d, der Abs tand  yon x zu ft. Weiter  sei 
d = d (x, K) = rain di. I s t  S~ die Kugel  u m  x mi t  dem Radius  d, daml  gilt S~ c K.  

i 

~qach Definition des Inkugelradius  folgt daraus :  d ~ r. Sei je tz t  ]i0 eine der Flgchen, 
deren Abs tand  yon x gleich d ist. Man beachte,  dab der Ful3punkt  yon d wegen 
d ---- mill d, au f  ]i0 liegt (ffir ein d, mi t  d, > d kann  der Ful31)unkt yon  d~ durchaus  

i 

aui~erhalb yon K ,  also nicht  a u f / ,  liegen). Also gilt nach Kons t ruk t ion  der Zl: 
x ~ Zio , d .h .  x ~ Z .  Da x e K beliebig war,  folgt K c Z,  und  dami t  V (K) --<_ r -  F (K). 
Z u m  Beweis, dab  in (2) fiir kein s > 0 r durch r(1 - -  e) ersetzt  werden kann,  wird 
eine geeignete Folge yon K e ~n konst ruier t :  Sei 0 --< 9 -< a und 

K=Pa=(X/ iXl l  ~9,  Ixi] ~a;2 - -< i~n) .  

D a n n  ist der Inkugel radius  r = r (Pa) ~- 9, 

V (Pa)  = 2 n ' r ' a  n - I  , 

_F(Pa) = 2n[a n-1 + (n - -  1 ) "  r 'an-2J,  

und  
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r . F  r 

V - - 1 % - ( n - - 1 ) ' a  > 1 "  

r . / V  
Also ~ --> 1 ffir a -+ c~. Damit  ist Lemma 2 vollst~ndig bewiesen. 

B e w e i s  z u m  S a t z .  Seien K e ~n,- K ' e  ~n und K c K ' .  Wegen K c K '  ist 
V(K) V(K') 

r (K)  <= r(K' ) .  Aus (1) und  (2) folgt ~ _< r (K)  und r (K ' )  <= n .  lV(K') ' also (3). 

Dami t  muB nur  noch gezeigt werden, dab die Zahl n in (3) durch keine kleinere 
ersetzt werden kann.  Dazu  werden geeignete K e ,@% K ' e  ~n konstruiert .  Sei 
x = (xa . . . .  , xn), a > n und 

i n i} 
K ' =  K'(a) = ( x /  ]xll  %- -~  ~=2[x~1 o 

Es ist K '  ~ ~n. Die Punk te  der 0berfl~che yon  K '  liegen auf  den 2 n paarweise ver- 
schiedenen Hyperebenen  

• xl %- ~ ( •  xd = 1 
i = 2  

(wobei jeweils eines der Vorzeichen gilt). 
Deren Abs tand  vom  Nul lpunkt  ist 

.~n 1 \ - -1 /2  n - -  i /--1/2 
h ~--- h(a)---- 1%- -.~--~ -= (1%- 

\ 

Daraus  folgt mit  (4) wegen hi = h: 
V (K') 

(6) n F(K') - -  h.  

Sei je tz t  

K = K ( a ) = { x / ] x l [  < 1  n - 1  
a 

Dann  ist K e ~n. Sei x e K.  Dann  ist 

n 

Ixll + ,_521x,1 =< 1 .= o 

also x e K '  und dami t  K c K' .  Weiter  ist 

(K) = 2n.  (1 v 

und  

xi[ <=a, 2<--i g n } .  

1 
- -  + - ~  ( n - -  1 ) a  = 1 ,  

an-1 
I 

R 

a ] 

n - - 1  (1 F ( K )  = 2 n . a  n-1 l %- 

n - - 1  
Mit ~ = cr (a) - -  ----U- < 1 folgt 

V (K) 1 -- = 
(7) F(K) - -  1+0~(1- -~)"  

Da  (3) schon bewiesen ist, folgt aus (6) und  (7): 

V(K') V(K) 
n ~ (K') F (K) = h 

a " 

1 - - =  
I+=(I--=) ~0. 
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Mit lira h (a) = 1 und  lira a (a) = 0 folgt 

l ira n .  F(K ' )  F(K) 
a ---~ o o  

Das heiBt, n k a n n  durch keine kleinere Zahl  ersetz t  werden.  
D a m i t  is t  der  Satz  bewiesen. 
Den Beweis des Satzes konn te  sparer  HADwIcwg in [2] anwenden.  
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