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Zum Verhaltnis von Volumen zu Oberfliche bei konvexen Kérpern

Von
Jore M. WiLLs

{7 sei die Menge der konvexen Korper des R* (n = 2). Fiir ein K e §” sei
V = V(K) = 0 sein Volumen, F = F(K) = 0 seine Oberfliche, » = r(K) = 0 sein
Inkugelradius und R = R(K) = 0 sein Umkugelradius. Bekanntlich ist #(K) =0

genau dann, wenn K hochstens » — 2-dimensional ist. Dann ist aber V(K) = 0 von
hoherer Ordnung, und es ist sinnvoll, in diesem Fall ;_((Ilg— = 0 zu setzen. Wir be-

weisen einen Satz iiber V/|F, fur den zwei einfache Lemmata bendtigt werden.

Lemma 1. Fiir K € 87 st

(1) . rgn-—FI-/-gR

und fir die Kugel werden beide Gleichheitszeichen angenommen.
Lemma 2, Fir K € 8 ist

@) <

und fir kein ¢ > 0 kann r durch r(1 — &) ersetzt werden.

Satz. Fiir Ke &, K'e 2 mit K c K’ ist

V(K) V(K")
) FE) ="FE®)

IA

r

und fir kein ¢ > 0 kann n durch n(1 — &) ersetzt werden.

1. Bemerkung. Man kann leicht zeigen, daB das linke Gleichheitszeichen in (1)
nur dann auftritt, wenn K eine Kugel oder ein Tangentialkérper oder uneigentlich
ist, d.h. keine inneren Punkte hat. Ebenso leicht zeigt man, daB das rechte Gleich-
heitszeichen nur fiir eine Kugel moglich ist. Wir verzichten auf den Beweis, da nur
(1) zum Beweis von (3) benétigt wird.

2. Bemerkung. In (2) und (3) gilt das Gleichheitszeichen, wenn K uneigent-
lich ist.

Far eigentliche konvexe Korper gilt in (2) und (3) vermutlich < statt <. Statt
Lemma 2 gilt vermutlich sogar rF = V 4 (n — 1) V; (V;: Volumen der Inkugel).

Beweis zu Lemma 1. Da sich jedes K € 8 durch konvexe Polyeder approxi-
mieren 148t und V, F, r und R stetig von K abhingen (siehe z.B. [1]), geniigt es,
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sich auf konvexe Polyeder zu beschrinken. Sei also K & &7 ein Polyeder. Dann gilt
(siehe [1], S. 38):
) V=2Sh-f.

7

Dabei sind die f; die n — 1-dimensijonalen Volumina der Polyederflichen und ; die
Abstinde der zugehérigen Hyperebenen vom Nullpunkt. Zum Beweis der linken
Seite in (1) werde der Nullpunkt in den Mittelpunkt einer Inkugel von K gelegt.
Nach Definition des Inkugelradius ist dann fiir jedes ¢: ; = r = r(K). Also gilt

1 I
Vz%—'rlzfz—-; r F.

Zum Beweis der rechten Seite von (1) liege der Nullpunkt im Mittelpunkt der Um-
kugel von K. Dann ist fiir jedes ¢: &; < R, also gilt:

1 1
V§-7L-~R;fi_% R-F.

Fir eine Kugel S e & mit Radius ¢ ist 7(8) = R(S) = ¢, und Lemma 1 ist be-
wiesen.

Beweis zu Lemma 2. Wieder sei K € 87 ein Polyeder. Der Einfachheit halber
werde mit f; jetzt nicht nur das Oberflichenvolumen der Polyederfliche, sondern
auch die Polyederfliche selbst bezeichnet. Zu K wird folgender Hilfskorper Z kon-
struiert: Von jeder der f; aus werde orthogonal zu f; ins Innere von K ein Zylinder Z;
der Hohe r = r(K) aufgetragen. Dann ist V(Z;)) =r-f;. Sel Z = UZ?;. Dann ist

3

(5) V@) Er3fi=r F(K).

Nach (5) muB nur noch gezeigt werden V(K) = V(Z).
Dazu geniigt K ¢ Z. Es sei jetzt x € K und d; der Abstand von z zu f;. Weiter sei
d =d(x, K) = nind;. Ist S4 die Kugel um z mit dem Radius d, dann gilt S5 c K.

2
Nach Definition des Inkugelradius folgt daraus: d < r. Sei jetzt f,, eine der Flachen,
deren Abstand von z gleich d ist. Man beachte, dafi der FuBpunkt von d wegen
d = min d; auf j; liegt (fiir ein d; mit d; > d kann der FuBpunkt von d; durchaus

aubBerhalb von K, also nicht auf f; liegen). Also gilt nach Konstruktion der Z;:
xeZ;,,d.h. zeZ. Daxe K beliebig war, folgt K c Z, und damit V(K) < r - F (K).

10?

Zum Beweis, daB in (2) fir kein ¢ > 0 7 durch r(1 — &) ersetzt werden kann, wird
eine geeignete Folge von K € &7 konstruiert: Sei 0 < p = o und

E=FP,={z/|ln| e || £a;2<i = n}.

Dann ist der Inkugelradius » = r(Py) = o,
V{(Py)y=2%-r-g% %,

F(Pa) =2r[ar1 4 (n—1)-7-an-2],
und
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r-F r
7 =1—l—(n—1)-7>1.

Also LV—F — 1 fiir @ — oo. Damit ist Lemma 2 vollstindig bewiesen.

Beweis zum Satz. Seien Ke @7, K'e & und Kc K. Wegen K c K’ ist
r(K) < r(K’). Aus (1) und (2) folgt ‘K; < r(K) und r(K’) < n ;(‘ﬁ; , also (3).
Damit muB nur noch gezeigt werden, daf die Zahl » in (3) durch keine kleinere
ersetzt werden kann. Dazu werden geeignete K € &7, K' € &7 konstruiert. Sei
= (x1,...,%), @ >nund

K’ = K'(a) ={x/]x1] —i—;lz-iglxﬂ = 1}.

Esist K’ € @7. Die Punkte der Oberfliche von K’ liegen auf den 27 paarweise ver-

schiedenen Hyperebenen
n

ix1+a%;(:txi)=1

(wobei jeweils eines der Vorzeichen gilt).
Deren Abstand vom Nullpunkst ist

h=hia)= ( +Z a4>-1 2:( ‘4 n;l)—m-

Daraus folgt mit (4) wegen h; = h:

V(K’)
(6) "R = =h.
Sei jetzt
K:K(a)={ L] <a, 2§i§_n}.
Dann ist K € &7. Sei x € K. Dann ist
1< —1 1
Ix1i+;g_22|xil§1—”a +=—1a=1,
=

also z € K’ und damit K c K'. Weiter ist

V(K)=2n(1— n_1>-an—1
und
FE) =2 a1 2 (1 220
Mitotzg((a)=
V(K) 1 —«
(7) FE) ~ 1+aed—a) "

Da (3) schon bewiesen ist, folgt aus (6) und (7):

V(K’) V(K) 1—a
"FR) T FER T Traa—a =0
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Mit lim & (¢) = 1 und lim «(a) = 0 folgt
a—oo a4—r00
: JVEY V&
ool e 7 Bl o3 I
Das heildt, » kann durch keine kleinere Zahl ersetzt werden.
Damit ist der Satz bewiesen.
Den Beweis des Satzes konnte spiter HADWIGER in [2] anwenden.
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