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Endliche Gruppen, in denen alle das Zentrum enthaltenden
Untergruppen Zentralisatoren sind

Von

MANFRED 'REUTHER

Wir wollen in dieser Arbeit diejenigen endlichen Gruppen bestimmen, in denen alle
das Zentrum enthaltenden Untergruppen Zentralisatoren sind. 1955 charakterisierte
Gaschiitz [2] die zentrumsfreien endlichen Gruppen mit dieser Eigenschaft. Unser
Ergebnis lautet:

Hauptsatz. In einer endlichen Gruppe G sind genau dann alle das Zentrum enthalten-
den Untergruppen Zentralisatoren, wenn G die folgende Gestalt hat:

G=G1 X - XG,xH mit
(@) geT(|G:|, |Gs|) =1 fiiralle 1 <14, §<nmitij],
(b) G; ist eine Gruppe der Ordnung p*q>, pi und q; Primzahlen mit pi>qi, und
Gi|Z (Gy) ist eine Gruppe der Ordnung p;q;, oder :
Gy ist eine pi-Gruppe, p; eine Primzahl, mit
(1) G4/Z(Gy) ist modular,
(2) G; ist zyklisch.
(e) H ist abelsch.

Aus [2, Satz 1] folgt, daB es geniigt, das Problem fiir Gruppen von Primzahl-
potenzordnung zu behandeln, d.h. den folgenden Satz zu beweisen:

Satz. Sei G eine p-Gruppe, p eine Primzahl. Genau dann sind alle das Zentrum
enthaltenden Untergruppen Zentralisatoren, wenn gilt

(1) GIZ(G) ist modular,
(2) G ist zyklisch.

Aus dem Beweis ergibt sich auBerdem, daB unter den Voraussetzungen des Satzes
gilt:
G =G1"'G7, mit Z(G) é G¢ éG und

(a) [G1, 6y =1 fiar i =7,
(b) Gi/Z(G;) ist verbandsisomorph zur abelschen Gruppe vom Typ (p™, p™).
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Neben den allgemein iiblichen Bezeichnungen (siehe etwa [3, 6]) benutzen wir
U UV fiir das Erzeugnis zweier Untergruppen U, V von G, exp(G) fiir den Exponen-
ten von G, Z fir den Ring der ganzen Zahlen sowie €(G):= {Ce(U)|U = G},
B(G):={U|U =G} und, fir U <G, [G/U] := {V|[USV <G}

Die Arbeit stammt teilweise aus einer unter der Anleitung von Prof. R. Schmidt
(Kiel) angefertigten Dissertation. :

1. Modulare p-Gruppen. In diesem Abschnitt stellen wir der Ubersicht halber einige
Hilfssitze zusammen, die beim Beweis gebraucht werden. Wir beginnen mit einer
zahlentheoretischen Aussage.

Lemma 1. Seien i, n, s natiirliche Zahlen, p eine Primzahl und r := 1+ p5.

L Lort—1
a) Aus pi|n folgt pi| Pt

1
. L o ) - . rt—1 )
b) Sei s = 2, falls p = 2. Dann gilt: Aus p| o folgt pt| n.
c) Sei s =2, falls p=2. Dann ist die Abbildung ¢ : Z(p?) —ZL{(p*) definiert durch
R
ne 1= T (mod p') eine Bijektion.

~ Beweis. Wir zeigen zunichst die Aussage
(*) Sei - n=pta mit pta sowie k eine natiirliche Zahl mit 2 <k < n. p+l teilt dann

(Z) k-1, ausgenommen der Fall p =2,k =2,i =1, n = 2 (mod4).

Sei 0. Bd.A. k<i-+1. Esist

n el pk—lpia(pia——l)-..(pia__p)...(pia__tp)...(pi_a__k+1)
k = Lovopertp-(bk—1)-k .

pla—tp " T
7 — mit p Stp<<k. Sei tp =pib mit

Wir betrachten die Ausdriicke der Form

p+b. Dann ist p/b =tp <k <¢+1, also sicherlich j=<i. Somit ist pla—itp=
=p!(p*~ia ~b), und folglich kiirzt sich der gesamte p-Bestandteil von ¢p gegen den
von pfa — tp. Dies gilt fiir alle t mit p <tp<k. Ist also k& = 0 (mod p), so kiirzen sich
alle p-Bestandteile des Nenners auf diese Weise, und im Zahler bleibt pi+1 wegen k=2
itbrig. Ist aber & =0 (modp), etwa k =p?b mit p+b, so kiirzen sich alle p-Bestandteile
bis auf p/ auf die oben beschriebene Art. Somit bleibt pit¢ mit I := pib—1—j. Da
l=1, aufler fir p=2, =1, b =1, bleibt pi+1 im Zihler tibrig. Damit haben wir (*)
bewiesen.
Nach dem binomischen Lehrsatz gilt

R —1 2 (n
=n (E-1)s
. +k§2 (k) ¥

=1
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rr—1
a) Nach (*) teilt p? alle Summanden (;:) pE-Dsmit k =2, also auch -r————l—, auBer

eventuell, wenn p =2,k =2,i=1, n =2 (mod 4), s =1. Wegen (k— 1) s =1 ist aber
auch dann p%-Ds durch p teilbar.

b) Sei n=pia mit p+ra. Zu zeigen ist j =i. Angenommen, es sei j<C¢: Aus der
Voraussetzung folgt offenbar, daB » von p geteilt wird. Nach (*) haben wir damit

pi+l] (;:)p(’ﬂ—l)s fir alle2 <k < n (pi+!| (:;) pF~1 nach (*) auBer bei p=2, k=2,

n
j=1. Wegen s =2 teilt 4 dann aber (2) p%). Da p7+! nach Annahme und nach der
- . .

r 1
Voraussetzung auch ——1 teilt, folgt der Widerspruch pi+1|n.

¢) Es ist nur die Injektivitit von ¢ zu zeigen. Seien m, n natiirliche Zahlen ﬁlit
m =n. Aus m® = n? (mod p?) und der Definition von r folgt sofort rm —1=r2—1
(mod pi*+$) und somit (m — »)? = 0 (mod p?). Aus b) folgt nun m = n(modp?). g.e.d.

Die modularen nichthamiltonschen p-Gruppen sind genau die zu abelschen p-Grup-
pen verbandsisomorphen p-Gruppen. Aus [4, 5] folgt sofort der erste Teil des fol-
genden Lemmas.

Lemma 2. Die p-Gruppe G sei verbandsisomorph zur abelschen Gruppe vom Typ
(p%, p*). Dann gilt

G=Cay|a” =y =1; ylay =27 r=1+4p%; s 22, fallsp=2).

Fiir natirliche Zahlen <, j, m, n gilt auferdem

a) [yfad,ymar] =[y,x]* mit k:= rol n—j 1 ;
or—1 r—1
i ) . ot —1
b) (yz)r =ymialt mit .= A1

¢) olyizt) =kgV(o(y), 0(a)). .

Beweis. a) Aus y~lzy =ar folgt per Induktion [y¢, ] = [y, z]'~!. Aufgrund be-
kannter Kommutatorformeln gilt [y x/, ym xn] = [y, 2] [z, y™).

pla-1i__ |

b) Sei b:= . Durch Induktion nach = folgt

rt—1 »
(g 2I)" = y(n=1)i gib yi 27 — yni gid[gIb, 4] af = yni GIbHI'—1)Jo+] = yni I,

¢) Sei » =pm. Nach b) ist genau dann (y¢2/)? =1, wenn y®iail =1 mit | =
et — 1

1 d.h. wegen (2> N (y> =1, wenn y» =2z = 1. Mit Lemma 1 folgt die

Behauptung. g.e.d.
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Lemma 3. Sei G eine beliebige Gruppe. Dann ist G|Z (@) nicht hamiltonsch.

Beweis. Sei G/Z(G) hamiltonsch. Dann ist G/Z (G) = Q[Z(G) x A|Z(G) X B/Z(B),
wobei @/Z (G) eine Quaternionengruppe der Ordnung 8, 4/Z(G) eine Gruppe vom Ex-
ponenten 1 oder 2 und B/Z(G) eine abelsche Gruppe von ungerader Ordnung ist.
Es ist 0.B.d.A. B=Z((). Sei U[Z(G) die minimale Untergruppe von @/Z (®). G be-
sitzt modulo Z (@) ein Erzeugendensystem von Elementen der Ordnung 4 mit
Z(), x> N NLKZ(G), z,> = U. Dann ist aber

Z(G) =Ce(2x1,...,20)) =Cg(z1) N - N Cglzy) = U. qed.

Sei nun G/Z (@) eine modulare p-Gruppe. Nach [4, 5] existiert ein Normalteiler 4
von G mit Z(G@) < A4 und ein Element { € ¢ mit folgenden Eigenschaften:

(a) 4/Z(G) ist abelsch,

(b) G =4,

(¢) Es gibt eine natiirliche Zahl s (s =2, falls p =2) mit Z(G) t-1lat =Z(G)al*?’
fir alle a e 4.

Lemma 4. Sei G/Z (G) eine modulare p-Gruppe. Dann ist exp (G/Z (@) = exp (4]/Z(®)).
Beweis. Wir setzen m := max {exp(4/Z(®)), 0(Z(G)t)}. Sei g=tia mit ac 4.

gmi
ri—1 "~
Da nach Lemma 1 der p-Anteil von ! gleich dem p-Anteil von m ist, folgt (Z (@) tfa)m =
=Z/(G). Daher ist m = exp(G/Z(()).
Sei nun p® :==0(Z(G)t). Dann gibt es ein a € 4, das mit " nicht kommutiert.
Pty B |

Analog wie in Lemma 2b) zeigt man (Z(G)fia)m =Z(Q)t™a} mit [:=

Wegen 1 = [a, *" '] = [a, {]¥ mit k:= ergibt Lemma 1 1 = [a,{]?"" =

7 —1
= [, t]. Folglich ist a?"" ¢ Z(G) und somit

o(Z(G)t) = pm < exp(4/Z(G)). q.ed.

2. Beweis des Satzes. Wir zeigen zunichst, daB die angegebenen Bedingungen not-
wendig sind.

Lemma 5. Sei G eine p-Gruppe mit €(G) = [G[Z(G)]. Dann gilt

a) Die Abbildung v: [G/Z(G)] — [G|Z(G)] definiert durch UT := Cq(U) st eine Du-
alitdt.

b) G/Z(G) ist modular.

¢) G/Z(@Q) ist verbandsisomorph zu einer abelschen p-Gruppe.

Beweis. Die Aussage a) ist trivial. G/Z (G) ist semimodular nach unten und als
Gruppe, die eine Dualitét besitzt, damit auch semimodular nach oben. Folglich ist

G/Z(G) modular. Aus b) und Lemma 3 folgt bekanntlich (siche etwa [6]) die Be-
hauptung ¢). q.e.d.
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Lemma 6. Set G = HK mit Z{(G) = H, K und K < Cg(H). Aus €(G) =[G/Z (G
folgt €(H) =[H|Z(H

Beweis. Set U< H mit Z(H) sU. Aufgrund des modularen Gesetzes gilt

Ca(Cr(U)) =Ce(Ce(UYNH)NH = (Ca(Ce(U)) VCeH)NH =
—(UUCsH)NH=U. qed.

Lemma 7. Sei G eine p-Gruppe mit €(G) = [G/Z(G)]. Dann gilt:
G=GF"G mit ZGBZGZGE und

(@) [Gi,G) =1 Fiir & =3,

b) Gi/Z(G) ist verbandsisomorph zur abelschen Gruppe vom Typ (p™, p™).

Beweis. Nach Lemma 5 existiert eine abelsche p-Gruppe 4 und ein Verbands-
isomorphismus ¢ von [G/Z (G)] auf B (4). Sei 2, € G mit 0(Z (GF) ;) maximal in G/Z (G)
und X; : = {Z(&), z1).

Dann ist {X1/Z(()] eine maximale Teilkette nach Z(G) in [G/Z G)], und daher ist
auch B(X7) eine maximale Teilkette nach 1 in B(A4). Also gibt es ein Element cc4
von maximaler Ordnung in 4 mit X =<{a). Da B(X]) eine Kette ist, sind nach
Lemma 5 [4/Cg(X1)9] und B({a)) isomorphe Verbande. Wegen {a) < Cg(X1)%, und
da o(a) maximal ist, existiert ein Element b € 4 mit 4 = (4> X C¢(X1)° und o (a) =o(b).

Sei Y3 :==<b)"". Dann ist ¥1/Z(G) zyklisch. Sei also y1 € G mit Y1 =<{Z(G), y1>.
Es ist 0(Z(G) y1) = 0(Z(G) z1). AubBerdem haben wir @ =Y; C(X;) und Z(G) =
= Y31 N Ce(Xy). Somit gilt auch @ = X; Ce(Y)).

Wir setzen 61 :=X1Y; =G. Esist XN Y; =Z(0). Aus dem oben Gezeigten
folgt, daBl G1/Z(G) verbandsisomorph zu {(a) (b}, einer abelschen Gruppe vom Typ
(p™, ™) mit p™ :=exp(G/Z(G)), ist. BEs gilt G1C¢(G1) = X1 U {(T1U (Ce(X1) N
N Ce(Y1)) = X1V ((Y1U Ce(X1)) N Ce(Y1)) = X10¢(Y1) = G. Nach Lemma 6 ist
C(Ce(Gr)) = [Ce(G1)/Z (Ce(G1))]- Sukzessiv mit Ce(G:1) anstelle von G fortfahrend
erhilt man die Behauptung. q.e.d.

Lemma 8. Sei G eine p-Gruppe mit €(G) = [G/Z(R]. Dann ist & zyklisch.
Beweis. Nach den Lemmata 2, 7 ist @ =G1 -Gy mit
ZH =G =G, [G;,G5)=1 fir ¢ 47 und
={Z(G), 2, y:|0(Z(G) ) =0(Z(@) ys) =p™; y;'ays =2z mit
neZ(@); rn=1+p" mit 1<s<n; 622,
falls p = 2).
Sei n3 = -+ = np. Nach [7, Lemma 3] ist fiir 4 =2 ¢l(G) =2, d.h. wir kénnen 7 : =17,
und, fiir ¢ =2, r; =1 setzen. Ferner ist 6; = ([z;, %;]> und G’ = i, gl | L i <n).
Offenbar geniigt es, G; = G;. fir 1 <i<n—1 nachzuweisen. Nach Lemma 6 ist
damit 0.B.d.A. n=2.-
Wir setzen U :=<(Z(G), 7122, ¥y1y2). Da ni 2 ne und [z, z2] = [91, y2] =1, gilt
o{Z (G x172) = 0(Z(G) y1y2) = ™. Wegen Z(G) = {Z(BR), z1w2> N{(Z &), y1y2) ist

Archiv der Mathematik XXIX 4
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damit U/Z (G) verbandsisomorph zur abelschen Gruppe vom Typ (p™, p™). Nach den
Lemmata 5, 7 ist G/Z(G) verbandsisomorph zur abelschen Gruppe 4 vom Typ
(™, p™, p™, p™). AuBerdem sind aufgrund von Lemma 5 die Verbinde [C¢(U)/Z (®)]
und [G/U] isomorph. Eine Betrachtung in 4 liefert sofort einen Verbandsisomorphis-
mus von Cg(U)/Z(G) zu der abelschen Gruppe vom Typ (p™, p™). Daher gibt es in
Ce(U)/Z(G) ein Element Z (G) 2 45 2% 4% der Ordnung p™. Wir setzen gy :== 2liy$
und gp := 25 y5.

Angenommen, es sei g{,’"rl €Z(G). Wegen g192 € Ce(U) und (Z(G) glgg)?m_l =
= Z(@g?" ' ist dann [ay, P = [m20, #" 7 =1 sowie [y,¢7" "
= [y192, gg’”z_l] = 1. Also folgt g’l’m"1 €Cg, (x1) N C¢, (¥1) =Z (@) und damit der
Widerspruch (g1¢2)?™ ™" € Z(G). Somit ist & ez().

Da die Klasse von Gz zwei ist, gibt es ein Element ¢ € Z(G) mit ggm—i =t- xg“’m_l .
. y;w’““. Also teilt p nicht bg oder nicht cs. |

Aus {9192, y1y2] =1 folgt mittels bekannter Kommutatorformein

C2 C1
1= ([we, 92l ) ({an, ya)* .
Teilt p also nicht b, so ergibt sich die Behauptung G; gG;. Aus {g1g2, z122] =1 er-

halt man analog 1 =[xy, yJi*r+ -+ !
die Behauptung. q.e.d.

Damit haben wir die Notwendigkeit der Bedingungen nachgewiesen. Es bleibt zu
zeigen, daB in einer Gruppe mit der angegebenen Struktur jede Untergruppe oberhalb

des Zentrums ein Zentralisator ist. Wir beweisen zunichst

[x2, y2]® und daher, wenn p nicht ¢g teilt,

Lemma 9. Set G eine nilpotente Gruppe der Klasse zwei mit zyklischer Kommulator-
gruppe. Dann ist €(G) = [G/Z(G)].

Zum Beweis bendtigen wir ein Lemma von Baer {1]: Sei 4 eine abelsche Gruppe
und X eine zyklische Gruppe mit exp(4) | | X|. Hom (4, X) :={f|f: A ~X, f Grup-
penhomomorphismus} ist beziiglich af¥ :=a’a9 (ac 4; f, g Hom (4, X)) eine abel-
sche Gruppe. Es gilt

(8) 4 = Hom (4, X),

{b) Die Abbildung | :8(4)— B (Hom (4, X)) definiert durch

Bt :={f|feHom(4, X); B < Kern{}
ist eine Dualitdt. Fir B < 4 ist ferner B+~ A/|B.

Beweis. Wir setzen Z:=Z(G). Aus den Voraussetzungen folgt trivialerweise
exp(G/Z) | |@'|. Die fir jedes Zge@/Z durch (Zh)? := [g, h] definierte Zuordnung
fzg :G|Z — G ist ein Homomorphismus, da die Klasse von G zwei ist. Also wird
durch (Z g)f := fz4 eine Abbildung f: G/Z —-Hom (G/Z, G’) definiert. Wegen cl(G) =2
ist f ein injektiver Homomorphismus. Aus dem Lemma von Baer folgt nun, daB §
sogar ein Isomorphismus ist. Insbesondere gilt Hom (G/Z,G") = {fz,|Z g G|Z}.

Sei nun U <@ mit Z<U. Fir (U/ZY = {fz4|Zg € Cc(U)[Z} gilt, da | ein Iso-
morphismus ist, (U/Z)*>~C¢(U)/Z. Nach dem Lemma von Baer ist (U/Z)t >~ G/U.
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Damit haben wir insgesamt G/U =~ C¢(U)/Z. Fir C¢(U) anstelle von U folgt analog
G|Ce(U) == Ca(Ce(U))/Z. Also ist |Ce(Ce(U))| = |U|. Wegen U £ Ce(Cq(U)) ist
daher U = Cg(Ce(U)). q.e.d.

Bevor wir den Beweis beenden kénnen, miissen wir die vorliegenden p-Gruppen
noch nidher untersuchen.

Lemma 10. Sei G eine p-Gruppe mit modularer Zentrumsfaktorgruppe und zyklischer
Kommutatorgruppe. Dann ist G = G-+ G, mit Z(G) = G; = G und

(1) [Gi,G5] =1 fiir ¢ =14, .
(2) GijZ(Gy) ist verbandsisomorph zur abelschen Gruppe vom Typ (p™, p™).

Beweis. Wir setzen Z:=Z(G). Nach den Lemmata 7, 9 ist 0.B.d.A. cl(G)=3.
Wie wir bereits in Abschnitt 1 erwahnt haben, existiert ein Normalteiler 4 von G
mit Z < A und ein Element ¢ € G mit

(a) 4/Z ist abelsch,
(b) G =AW,

(¢) Es gibt eine natiirliche Zahl s (s =2, falls p =2) mit Zt-lat =Za" fir allea e 4,
wobei r=1- ps.

Sei AJZ ={Z a1y X+ X<{Zap)y mit pm :=0(Zay) =+ 2 0(Za). Es ist o(Zay)>
>o0(Zag); denn sonst wire wegen {(a1)> N<azd> <Z, und da (G/Z) = U;5(4/2)
zyklisch ist, Us(4/Z) =1, d.h. cl(G) £2. Wegen [a1,t]e@, G’ zyklisch und
G'ZIZ = (a1, tDZ|Z ist G ={[a1,t]). Sei Gh :=Z<a;,t>.

Wir zeigen

(*) [t af™"] 1.

Wegen o(Za1) > o(Zas) ist a?" " €Z fiir: =22, d.h. [a;,a?""] =1. Damit ist auch
[@2" 7 a;]) =1, d.h. A < Cg(a?™"). Da G = A(t), folgt die Behauptung (*).
Dann gilt aber auch [*"™, a;] == 1; denn wegen
Fo™ Ny
[a1, ") =[a1,6] "
folgt dieses aus (*) und Lemma 1.

Aus Lemma 4 folgt nun o(Zt) = o0(Za;) =p™. Wegen (*) ist ferner {Za;) N{Zt)=Z.
Also ist G'1/Z eine modulare nichthamiltonsche Gruppe vom Exponenten p™, die einen
zyklischen Normalteiler Z<{a;>/Z der Ordnung p™ mit zyklischer Faktorgruppe der
Ordnung p™ besitzt. Folglieh ist G1/Z verbandsisomorph zur abelschen Gruppe vom
Typ (p™, p™) mit ny :=m. Wir missen noch G =G1C¢(G1) nachweisen. Die Be-
hauptung folgt dann durch Induktion. '

Nach (*) ist |G| = p™. Fiir beliebiges b € G ist auBerdem

|G:Co(h)] =|{h9|geG}| = |{[h.gl| geG}]| < |6"| =pm.
Da #"7 ¢ Cg(a1) und da Cg(a1) normal in G ist, gilt G = Cg(a1) {t>. Genauso folgt,

4*



52 M. REUTHER ARCH. MATH.

weil Z<{a,) ein Normalteiler von G ist, G = Cg(t) {a1). Damit ist G106(Gh1) =
=<a1y U {{&) U (Ce(a1) N Ce ()} = <ar)> U {(Kt) U Cg(ar)) N Ce(t)} =G. q.ed.
‘Wir kénnen nun den Beweis unseres Satzes beenden.

Lemma 11. Sei G eine p- Gruppe mit modularer Zentrumsfakiorgruppe und zyklischer
Kommautatorgruppe. Dann ist € (@) = [G/Z (R}

Beweis. Aufgrund der Lemmata 2, 10 sowie wegen [7, Lemma 3] gilt
G ={Z(G),21,Y1,.... %0, Yu|0(Z (G 2:) =0(Z(R)ys) =
yrlaiyy =22 mit €Z(@); r =1+ ps mit 1< s < n;
s=2,falls p=2; 1w, y]eZ(@) fir i =2 2; [2,2]] =
N1 — N1
>

(i, y5] = [yi, 9] = 1 fiiralle ¢ &=4; [;, yi] = [71, 9117

mit #1 =+ Zn,. Ferner ist ¢’ = (21, y1]>. Der Gruppe G ordnen wir nun die fol-
gende Gruppe H der Klasse zwei zu:

H=(ZH),v1,w1,...,0,ws|0(Z(H)v;) = 0(Z(H)w;) = p™;
1={v;, ws]eZ(H) fir alle ¢;
[vi,v5] = [wg, wy] = [wy, wy] =1 fir alle ¢ 3=4; [v;, wi] = [o1, w1]P™ "> .

H erfiillt die Voraussetzungen von Lemma 9, und daher ist € (H) = [H[Z (H)]. Wir
stellen zunichst einige einfache Bemerkungen zusammen:

Die Darstellung eines Elementes aus G/Z(G) in der Form Z(G) y5'ad . ytrads
mit 1 =¢;, d; < p™ ist eindeutig. Ebenso ist die Darstellung eines Elementes aus
H|Z(H) in der Form Z (H)wvf -+ wirvd mit 1 < ¢;, dy < p™ eindeutig.

Unter Benutzung von Lemma 2 erhalt man

[yil x(il can y;n xz:»’ yell x{x . xfn] — [?/1 xl]k mlt,
1 —1

r—1

k.= fi— d1 —— + zpn‘_”‘(czfi —die).

i=2

Wegen cl(H) =2 gilt mit demselben %

i1 -1
et R Y. =1 Jfi... gt — 7
wy e ufrole " ol wiolt| = [wy,n1lF .

Aus Lemma 2 folgt
0(Z(G)yyaf - oy ) =kgV (0(Z(B)97), ..., 0(Z(6) 27)) .
Da die Klasse von H zwei ist, ist analog
o(Z(H)wi vl - wipolr) =kgV(0(Z(H) w}), ..., 0(Z(H) ")) -
Mit Lemma 1 ergibt sich

711

O(Z(Q) Yo - i) = 0(Z(H)w, ™ v uipul) .
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Aus diesen Bemerkungen und Lemma 1 folgt

o
|Colyfal - i at)|Z(G)]| = |Cn (w ™ oft - wipol) |Z(H)|.

Wegen € (H) = [(H|Z(H)] haben wir damit die folgende Aussage bewiesen:

*) Seien g, heG. Dann ist
(*1) |G:Cclg)| =0(Z(&)9),
(*2) Oc(9) *+ Cc(h), falls <Z(G),g> +{Z(G), k).

Sei g € G. Wir zeigen, daB dann [G/C¢(g)] eine Kette ist. Sei also Z (G) g ein Element
minimaler Ordnung in G/Z(G) mit der Eigenschaft, daB [G/Cg(g)] keine Kette ist.
Ferner sei p™ : = 0(Z(G) g). Nach (*) ist | C(9?) : Ce(g)| = p. Wegen der Minimalitat
von Z(G)g ist [G/C(g?)] eine Kette. Aufgrund der Modularitit von G/Z(G) ist
[G/C¢(g)] damit isomorph zum Untergruppenverband der abelschen Gruppe vom
Typ (p™-1, p). [(/Cg(g)] hat also genau p + 1 minimale Elemente, und davon haben
genau p — etwa Uh,..., U, — die Eigenschaft, daB [G/U;] eine Kette ist. Da G/Z(G)
eine Dualitit besitzt, folgt aus (*) und der Minimalitit von Z (G) g, dall es Elemente
gi€@, 1 £¢ < p, mit U; = Cg(g;) gibt. Sei 0.B.d.A. g =g?. Dann ist C¢(g1) =Ce(g?).
Wegen geCq(g) = Ce(g1) ist <Z(G) g, Z(G) g1)> abelsch. Nach (¥) ist 0 (Z (@) g1) =p™ 1.
Also ist {Z (@) g, Z(G) g1) isomorph zur abelschen Gruppe vom Typ (p™, p?) fiir ein
b mit b <m. Da wegen Cg(g1) = Ce(g?) auch (Z(G) g1> =+ {(Z (@) g7} ist, gilt b=1.
Daher gibt es ein Element Z(G)he{Z(G)g,Z(G)g:> mit o(Z(G)h) = p™ und
<Z(G) gy +<Z(G) k). Es ist C¢(g) < Ce(h), und aus (*;) folgt Ce(g) = Ce(h) im
Widerspruch zu (*2).

Also ist fiir jedes g € G [G/Ce(g)] eine Kette. Sei nun X eine Untergruppe maximaler
Ordnung mit Z (@) =< X, die kein Zentralisator ist. Aus (*) und dem eben Gezeigten
folgt, da G/Z (@) eine Dualitat besitzt, daB [G/X] keine Kette ist. Weil G/Z(G) eine
modulare nichthamiltonsche Gruppe ist, existieren also von X verschiedene Unter-
gruppen 4 und B von G mit X =4 N B. Aufgrund der Maximalitdt von X sind 4
und B Zentralisatoren von G. Daher ist auch X als Durchschnitt zweier Zentrali-
satoren ein Zentralisator. g.e.d.
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