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Endliche Gruppen, in denen alle das Zentrum enthaltenden 
Untergruppen Zentralisatoren sind 

Von 

MANFRED R~UTHER 
t 

Wir wollen in dieser Arbeit diejenigen endlichen Gruppen bestimmen, in denen alle 
das Zentrum enthaltenden Untergruppen Zentralisatoren sind. 1955 charakterisierte 
Gasch/itz [2] die" zentrumsfreien endlichen Gruppen mit dieser Eigenschaft. Unser 
Ergebnis lautet : 

Hauptsatz. In  einer endlichen Gruppe G sind genau dann alle das Zentrum enthalten- 
den Untergruppen Zentralisatoren, wenn G die ]olgende Gestalt hat: 

G = G 1 x  "" x Gn x H mit 

(a) ggT ([ G~], ] Gj] ) = 1 ]i~r alle 1 ~ i, ] ~_ n mit i 4 ], 

(b) G, ist eine Gruppe der Ordnunq ~a'ab' ~ ~i, P~ und q~ Primzahlen mit p~ ~ q~, und 

G~/Z(G~) ist eine Gruppe der Ordnung plq~, oder 

G~ ist eine p~-Gruppe, p~ eine Primzahl, mit 

(1) G~]Z(G~) ist modular, 

(2) G~ ist zyklisch. 

(c) H ist abelsch. 

Aus [2, Satz 1] folgt, dab es genfigt, das Problem fiir Gruppen yon Primzahl- 
potenzordnung zu behandein, d.h. den folgenden Sate. zu beweisen: 

Satz. Sei G elne p-Gruppe, p eine Primzahl. Genau dann sind alle das Zentrum 
enthaltenden UntergruTpen Zentralisatoren, wenn gilt 

(1) G[Z(G) ist modular, 

(2) G" ist zyIdisch. 

Aus dem Beweis ergibt sich aui~erdem, dal~ unter den Voraussetzungen des Satzes 
gilt: 

G = G 1 . . . G n  mit Z ( G ) ~ G ~  <=G und 

(a) [a~, al] = 1 fiir i ~= ], 

(b) G,/Z (G,) ist verbandsisomorph zur abelschen Gruppe yore Typ (p~',/o~). 
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Neben den allgemein iibliehen Bezeichnungen (siehe etwa [3, 6]) benutzen wir 
U w V ffir das Erzeugnis zweier Untergruppen U, V yon G, exp (G) ffir den Exponen- 
ten yon G, Z fiir den Ring der ganzen Zahlen sowie ~(G) : =  {Ca(U)[ U ~ G}, 
~(G) : :  {U]U ~ G }  und, fiir U <=G, [G/U] :---- {VIU <_ V <_G }. 

Die Arbeit s tamn]t  teilweise aus einer unter  der Anleitung yon Prof. 1~. Sehn]idt 
(Kiel) angefertigten Dissertation. 

1. Modularep-Gruppen. In  diesem Abschnitt  stellen wir der Ubersicht halber einige 
Hilfss/itze zusammen, die bein] Beweis gebraucht werden. Wir beginnen mit  einer 
zahlentheoretischen Aussage. 

Lemma 1. Seien i, n, s natiirliche Zahlen, p eine Primzahl und r := 1 + ps. 

r n -  1 
a) p'l,, lolgt p'l 7 - : - ; "  

�9 r n -  1 

b )  Sei s >= 2, /alls p = 2, nann gilt: Aus la~[ ~ - - 1  [olgt p~[ n. 

c) Sei s>=2, /alls p : 2 .  Dann ist die Abbildung q~ : Z/(p~)->Z/(p~) dejiniert dutch 
r n -  1 

n r  (modT i) eine Bi]ek~ion. 
r - - 1  

Bewei s .  Wir zeigen zun/iehst die Aussage 

(*) Sei n = pia mit p,r a sowie k eine nati~rliche Zahl mit 2 ~ k ~ n. p~+l teilt dann (n) 
p~-z ausgenommen der Fall p = 2,/r = 2, i = 1, n - 2 (n]od4). 

Sei o.B.d.A, k _--< i + 1. Es ist 

~k)[n~pk-1-- P ~ - l P i a ( p ~ a - - 1 ) ' " ( P i a -  p ) . . . ( p ~ a -  t p ) . . . ( 19 ia - - k  + 1 )  
1 . . . p . . . t p . . . ( k - - 1 ) . k  

p ta  -- tp 
Wit betrachten die Ausdriicke der Forn] - -  n]it p <= tp ~ k. Sei ts ----/oJ b n]it 

tp  
p~(b. D a n n i s t p J b  ~ t p  --<k _<i + 1 ,  also sieherlich ~=<i. Somit ist p~a--tp--~ 
=pJ(p~-Ja-  b) ,und  folglieh kiirzt sich der gesan]te p-Bestandteil  von tp  gegen den 
yon pla- -  tp. Dies gilt ftir alle t m i t  p <= tp ~ k. Is t  also k �9 0 (rood p), so kiirzen sich 
alle p-Bestandteile des I~enners auf  diese Weise, und in] Z~hler bleibt p~+l wegen/~ __> 2 
iibrig. I s t  aber k = 0 (n]odp), etwa k =pJb n]it p~(b, so kfirzen sich alle p-Bestandteile 
bis auf  pJ auf die oben besehriebene Art. Son]it bleibt pz+t n]it 1 :---- p l b "  1 --  ]. Da 
1 _--> 1, auBer ffir p ---- 2, ~ = 1, b ---- 1, bleibt pi+l in] Z~hler iibrig. Dan]it haben wir (*) 
bewiesen. 

Naeh den] binomisehen Lehrsatz ~ l t  

r n i  
--- n + p (k -z )s .  

�9 r - - 1  k = 9  
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) r n - - 1  
n P ( k - 1 ) s m i t k ~ 2 ,  als~ a u c h - - - -  auBer a) Nach  (*) teilt p~ alle Summanden  ]c r - -  1 ' 

eventuell, wenn p = 2 ,  ]r = 2 ,  i = 1, n = 2 (rood 4), s = 1. Wegen (k - -  1) s ~ 1 ist abet  
auch dann  p(~-l)s durch p teilbar. 

b) Sei n ~ - p i a  mit  p~'a.  Zu zeigen ist ~ ~ i .  Angenommen,  e s  sei ? ' ~ i :  Aus der 
Voraussetzung folgt offenbar, dab n yon  p geteilt wird. Nach  (*) haben wit  dami t  

p t + l l ( ~ ) p ' k - 1 ' s f f i r a l l e 2 ~ k ~ _ n , p t + l , ( ~ l T k - 1  nach ( * ) a u B e r  bei p - ~ 2 ,  k--~2, 
\ l \ ] 

~" ----- 1. Wegen s ~" 2 teilt 4 dann  aber 2 p )" Da  pi+1 nach Annahme  und  naeh der 

r n -  1 
Voraussetzung auch - - - -  teilt, folgt der Widerspruch pt+11 n. 

r - - 1  

c) Es ist nu t  die Injekt ivi t~t  yon  ~0 zu zeigen. Seien m, n natiirliche Zahlen mit  
m ~ n .  Aus me - nr (modp  t) und der Definition yon  r folgt sofort r m - -  1 =- r n - -  1 
( m o d p  l+s) und somit (m - - n ) r  = 0 (modp~). Aus b) folgt nun  m ~ n(modpt ) ,  q.e.d. 

Die modularen nichthamil tonschen p-Gruppen  sind g e n a u  die zu abelschen T-Grup- 
pen verbandsisomorphen p-Gruppen.  Aus [4, 5] folgt sofort  der erste Teil des fol- 
genden Lemmas.  

Lemma 2. Die p-Gruppe G sei verbandzisomorph zur abelschen Gruppe vom T y p  
(pa, pa). D a n n  gilt 

G = <x, y l x ~  = y ~ '  = l ; y - l x y  = x r ;  r = i + p s ;  s ~ 2 ,  ]alls p-----2> . 

.Fi~r natis Zahlen i, ], m,  n gilt auflerdem 

r l - -  I 
a) [y~ xi,  ym xn] _~ [y, x]~ mit  I t . -  

r - 1  

r ni ~ 1 
b) (y~ xl)n ~_ yni xt~ mi t  1 . - -  ri _ 1 

c) o (y~ xl) = kgV (o (yi), o (xl)) .  

r m -  1 

n - - j  r - - 1  

B e w e i s .  a) Aus y - l x y  -~x  r folgt per Induk t ion  [y~, x] -~ [y, x] r -1 . Aufgrund be- 
kannte r  Kommuta to r fo rme ln  gilt [y~ xl,  ym x n] = [yi, x]n [x, ym]l. 

r( n-1)i - -  1 
b) Sei 5 : - -  r i - -  1 . Durch  Induk t ion  nach n folgt 

(y~ xJ)n _~ y(n-1)~ xjb y~ x l  -~ yn~ xlb [xtb, yt] x] ~- yn~ x l b + ( r ' - l ) j b + j  ~ yn~ xl~. 

c) Sei n ~_pm. 1Nach b) ist genau dann  ( y~x t )n -~1 ,  wenn y n i x l z - ~  1 m i t  l 
r n~ - -  1 

- -  r~ - -  1 , d.h.  wegen (x )  n ( y )  ---- 1, wenn yn~ = xlz 1. Mit Lemma 1 folgt die 

Behauptung.  q.e.d. 
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Lemma 3. Sei G eine beliebige Gruppe. Dann ist G/Z (G) nicht hamiltonsch. 

Beweis .  Sei G/Z(G) hamiltonsch. Dana ist G/Z(G) = Q/Z(G) • A/Z(G) • B/Z(G), 
wobei Q/Z (G) eine Quaternionengruppe der Ordnung 8, A/Z (G) eine Gruppe yore Ex- 
ponenten 1 oder 2 und B/Z(G) eine abelsche Gruppe yon ungerader Ordnung ist. 
Es ist o.B.d.A. B=Z(G) .  Sei U/Z(G) die mirdmale Untergruppe yon Q/Z(G). G be- 
sitzt modulo Z(G) ein Erzeugendensystem yon Elementen der Ordnung 4 mit  
<Z (G), xl> (~""  c~ <Z (G), xn> = U. Dana ist abet 

Z(G) -~ Ca(<xl . . . . .  xn}) = Ca(x1) n ... n Cz(xn) ~_ U.  q.e.d. 

Sei nun G/Z (G) eine modulate p-Gruppe. Nach [4, 5] existiert ein Normalteiler A 
yon G mit Z (G) ~ A und ein Element t e G mit folgenden Eigensehaften: 

(a) A/Z(G) ist abelseh, 

(b) G = A <t), 

(c) Es gibt eine natiirliehe Zahl s ( s ~ 2 ,  falls p = 2 )  mit Z(G) t - la t  =Z(G)al+p" 
fiir aUe a e A. 

Lemma 4. Sei G/Z (G) elne modulate p.Grup'pe. Dann ist exp (G/Z (G) ) -= exp ( A /Z(G) ). 

Beweis .  WiT setzen m:----max{exp(A/Z(G)),o(Z(G)t)}.  Sei g-~t~a mit a e A .  
r mi -- 1 

Analog wie in Lemma 2b) zeigt man (Z(G)tia) m ~Z(G)tmia~ mit l:---- ri ~ .  

Da nach Lemma I der p-Anteil yon 1 gleieh dem p-Antefl yon mist,  folgt (Z (G) tia) m-- 
-=Z(G). Daher ist m = exp(G/Z(G)). 

Sei nun pn : =  o(Z(G) t). Dann gibt es ein a e A, das m i t t  ~"-~ nieht kommutiert.  
r (~"-1) -- 1 

Wegen 1 ~ [a, t p~-I] = [a, t] ~ mit /c.--  ergibt Lemma 1 1 ~= [a, t] ~"-~ = 
r - - 1  

= [a , t]. Folglieh ist ~ Z (G) und somit 

o(Z(G) t) ~_ :pn ~ exp(A/Z(G)), q.e.d. 

2. Beweis des Satzes. WiT zeigen zun~ehst, dab die angegebenen Bedingungen not- 
wendig sind. 

Lemma 5. Sei G eine p-Gruppe mit ~ (G) = [G/Z (G)]. Dann gilt 

a) Die Abbildung T: [G/Z(G)] ---> [G/Z(G)] de/iniert durch U T : =  Ca(U) ist eine Du- 
alitdt. 

b) G/Z (G) ist modular. 

c) G/Z (G) ist verbandsisomorph zu einer abelschen p-Gruppe. 

Beweis .  Die Aussage a) ist trivial. G/Z(G) ist semimodular nach unten und als 
Gruppe, die eine Dualit~t besitzt, damit auch semimodular naeh oben. Folglieh ist 
G/Z(G) modular. Aus b) und Lemma 3 folgt bekanntlieh (siehe etwa [6]) die Be- 
hauptung c). q.e.d. 
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Lemma 6. Sei G = H K  mit Z (G) ~ H, K und K ~_ Ca (H). Aus ~ (G) = [G/Z (G)] 
lolgt ~ (H) = [H/Z (H)]. 

B e w e i s .  Sei U =<H mit  Z(H) < U. Aufgrund des modularen Gesetzes gilt 

CH(Cn(U)) = C~(Ce(U) ~ H) ~ H = (Ce(Ca(U)) L) CG(H)) ~ H = 
= ( U t J C e ( H ) ) ~ H = U .  q.e.d. 

Lemma 7. Sei G eine p-Gruppe mit ~ (G) = [G/Z (G)]. Dann gilt: 

G=G1. . .Gn  mit Z(G)<=G,<=G und 

(a) [ ~ ,  r = 1 l~Zr i 4: i, 

(b) Gi/Z (G) ist verbandsisomorph zur abelschen Gruppe yore Typ (T n', pn,). 

Bewe i s .  Nach Lemma 5 existiert eine abelsche p-Gruppe A und ein Verbands- 
isomorphismus q yon [G/Z (G)] auf  ~ (A). Sei Xl e G mit  o (Z (G) Xl) maximal in G/Z (G) 
und Xi:----- <Z (G), xi>. 

Dann ist [Xi/Z (G)] eine maximale Teilkette nach Z (G) in [G/Z (G)], und daher ist 
auch !B (X~) eine maximale Teilkette nach 1 in !~ (A). Also gibt  es ein Element  a eA 

i f _ _  yon maximaler  Ordnung in A mit  X 1 --<a>. Da !~ (X~) eine Ket te  ist, sind nach 
Lemma 5 [A/Co (X i) ~] und !B(<a>) isomorphe Verb~nde. Wegen <a> ~ Ca (Xi) a, und 
da o (a) maximal  ist, existiert ein Element b e A mit  A = <b> x C~ (Xi) a undo  (a) ---- o(b). 

Sei Yi : - -  <b> "-*. Dann ist Yi/Z(G) zykliseh. Sei also Yi e G  mit  Yi-----<Z(G), yi>. 
Es ist o(Z(G) Yi) = o(Z(G) xi). AuBerdem haben wir G ----Yi Cv(Xi) und Z(G) = 
= Yi  n Cr Somit gilt auch G ----- X i  C~(Yi). 

Wir setzen Gi : = Xi  Yi --<_ G. Es ist X i  n Yi = Z (G). Aus dem oben Gezeigten 
fol~,  dab Gi/Z(G) verbandsisomorph zu <a> <b>, einer abelschen Gruppe yore Typ  
(pn,, pn~) mit  lo n` : =  exp(G/Z(G)), ist. Es gilt Gi CG(Gi) = X i  u (Yl u (CG(X1) n 
n C~(Yi))) = X i  L) ((Yi L) C~(Xi)) n Co(Yi)) = Xi  C~(Yi) = G. Nach Lemma 6 ist 

(C~ (Gi)) ---- [C~ (Gi)/Z (Co (Gi))]. Sul~essiv mit  Co (Gi) anstelle yon G fortfahrend 
erhi l t  man die Behauptung. q.e.d. 

Lemma 8. Sei G eine p-Gruppe mit ~ (G) = [G/Z (G)]. Dann ist G' zyklisch. 

Bewe i s .  Nach den Lemmata  2, 7 ist G = G I ' " G n  mit 

Z(G) <= Gi <= G, [Gi,G i ] = 1  ffir i=f=] and  

Gt=<Z(G) , x i , y t [o (Z (G)x , )=o(Z (G)y i )= p" ;  y~ lx iy ,=x~ ' z ,  mit  

zieZ(G); r i = l + p  s' mit  l<=sl<=nt; si>=2, 
falls p = 2>. 

Sei nl ~ "-" ~ nn. 2~ach [7, Lemma 3] ist fiir i ~ 2 cl (G~) = 2, d.h. wir k6nnen r : = ri  
und, fiir i => 2, r, = 1 setzen. Ferner ist Gi = <[x,, Yt]> und G' = <[xt, Yl]l 1 <--i <--n>. 

t �9 
Offenbar geniigt es, Gi >= Gi+1 fiir 1 --<i ~ n - -  1 naehzuweisen. ~Tach Lemma 6 ist 
damit  o.B.d.A, n = 2 .  

Wir setzen U : = <Z (G), Xl xe, Yl y2>. Da ni -->__ n2 und [Xl, x2] = [yl, Y2] = 1, gilt 
o(Z(G) xlx2) ~o(Z(G)  yly~.) =p,~i. Wegen Z(G) = <Z(G), XlXZ> n <Z,G),yly~> ist 

Archly  de r  M a t h e m a t i k  x x i x  4 
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damit U/Z (G) verbandsisomorph zur abelsehen Gruppe yore Typ (p~l, pnl). Naeh den 
Lemmata 5, 7 • G/Z(G) verbandsisomorph zur abelsehen Gruppe A vom Typ 
(pn,, pnl, pn~, pn~). Augerdem sind aufgrund yon Lemma 5 die Verb~nde [CG (U)/Z (G)] 
und [G] U] isomorph. Eine Betraehtung in A liefert sofort einen Verbandsisomorphis- 
mus yon Ca(U)/Z (G) zu der abelsehen Gruppe yore Typ (pnL pn~). Daher gibt es in 
Ca (U)/Z (G) ein Element Z (G) ~b, ~ ,  ~b~,,e~ der Ordnung p n" Wir setzen gl : = , ) , b i a , e ,  

,~b2 a,e2 und g2:-----~2 ~2- 

Angenommen, es sei g~n~-1 eZ(G). Wegen glg2 ~ Ca(U) und (Z(G) glg2)~ ~'~-I 
r ~ 2  - -  1 ~ p n ~  - -  11 pn2 - -  i ] Z(G)g~ n ' - i  • dann [xi ,g l  ] = [XlX2,gi j = 1 sowie [Yl,gl ] --~ 

= LYl Y2, gl j = 1. Also folgt e Ca~ (xl) n Ca, (yl) = Z (G) und damit der 
�9 , ~n.. - 1 g~n2 - 1 

Widersprueh it1 g2) e Z (G). Somit • ~ Z (G). 
..~b~ !o n s  - -  1 . Da die Klasse yon G2 zwei ist, gibt es ein Element t ~ Z(G) mit g ~ -  1 = t .  ~2 

c2 pn~ -- 1 
�9 Y2 . Also teilt p nieht b2 oder nicht c2. 

Aus [gl g2, yl  Y2] ---- 1 folgt mittels bekannter Kommutatorformeln 
ye~ yC~ . 

1 = ([x2, y~] ~ )b~ ([Xl, yl] ' )~' 

Teilt p also nicht be, so ergibt sieh die Behauptung G[ ___G~. Aus [glge, x~xe] = 1 er- 

h~lt man analog 1 =[Xl,  yl]l+r+-.. +r~-~[x2, ye]~ und daher, wenn p nicht ce teilt, 
die Behauptung. q.e.d. 

Damit haben wir die Notwendigkeit der Bedingungen nachgewiesen. Es bleibt zu 
zeigen, dab in einer Gruppe mit der angegebenen Struktur jede Untergruppe oberhalb 
des Zentrums ein Zentralisator ist. Wir beweisen zun/~ehst 

Lemma 9. Sei G eine nilpotente Gruppe der Klasse zwei mit zyklischer Kommutator- 
gruppe. Dann • ~ (G) = [G/Z (G)]. 

Zum Beweis benStigen wir ein Lemma yon Baer [1]: Sei A eine abelsche Gruppe 
und X eine zyklische Gruppe mit exp(A) I I x I- Horn(A, X ) : =  {/I / :  A ->X, / Grup- 
penhomomorphismus} • beziiglich aft  : =  alag (a e A  ; / ,  g ~ Hom(A, X)) eine abel- 
sehe Gruppe. Es gilt 

(a) A ~ Horn (A, X), 

(b) Die Abbildung _]_ : !8 (A) -> !~ (Horn (A, X)) definiert dureh 

B • : = {/[ ] e Horn (A, X) ; B =< Kern ]} 

• eine Dualit~t. Ffir B ~ A • ferner B •  

Beweis .  Wir setzen Z :=Z(G).  Aus den Voraussetzungen folgt trivialerweise 
exp(G/Z) IIG' I" Die ffir jedes Zg~G/Z  dureh (Zh)/z. : =  [g, h] definierte Zuordnung 
]za:G/Z--> G' • ein Homomorphismus, da die Klasse yon G zwei • Also wird 
durch (Z g)f : = / z g  eine Abbildung [ : G/Z-> Hom (G/Z, G') definiert. Wegen el (G) ---- 2 
• ] ein injektiver Homomorphismus. Aus dem Lemma yon Baer folgt nun, dab / 
sogar ein Isomorphismus • Insbesondere gilt Hom ( G /Z , G') = {[ za I Z g  ~ G/Z}. 

Sei nun U ~ G  mit Z ~  U. Fiir ( U / Z ) •  { / zg lZg  e Cv(U)/Z}  gilt, da ] ein Iso- 
morphismus • ( U / Z ) •  Nach dem Lemma yon Baer • (U]Z)Z-~  G/U. 
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Dami t  haben wir insgesamt G~ U ~-~ Cg(U)/Z. Ffir Ca (U) anstelle yon U folgt analog 
G/Ca(U) ~--CG(Ca(U))/Z. Also ist [Ca(Ca(U)) I ----[U]. Wegen V ~Oa(Oa(V)) ist 
daher U = Ca(C~(U)). q.e.d. 

Bevor wir den Beweis beenden kSnnen, mfissen wir die vorliegenden p-Gruppen 
noch n/iher untersuchen. 

Lemma 10. Sei G eine p-Grulalae mit modularer Zentrums/aktorgrupTe und zyklischer 
Kommutatorgruppe. Dann ist G ~ GI ' "  Gn mit Z (G) ~ Gi ~ G und 

(1) [G~, Gj] = 1 /~r i ~= i, 

(2) Gt/Z(G~) ist verbandsisomorph zur abelschen Gruppe vom Typ (pn,, pn,). 

Bewe i s .  Wir setzen Z :=Z(G) .  1Yach den Lemmata  7, 9 ist o.B.d.A, c l (G)~3 .  
Wie wir bereits in Absehnitt  1 erw~hnt haben, existiert ein Normalteiler A yon G 
mi t  Z ~ A und ein Element t e G mit  

(a) A/Z ist abelsch, 

(b) a = A <t>, 

(c) Es gibt eine natiirliche Zahl s (s ~ 2 ,  falls T = 2 )  mi t  Zt - la t  = Z a  r fiir aUe a e A, 
wobei r = 1 + ps. 

Sei A/Z = ( Z a l )  •  • <Za~) mit pm : =  o(Zal) >= .." >= o(Zaz). Es ist o(Zal)> 
>o(Za2); denn sonst w~re wegen <al> n<a2> ~ Z ,  und da (G/Z)' =Us(A/Z)  
zyklisch ist, Us(A/Z) = 1 ,  d.h. cl(G) =<2. Wegen [al,t]eG', G' zykliseh und 
G" Z/Z = <[al, t]> Z/Z ist G' = <[al, t]>. Sei G1 := Z <al , t~. 

Wir zeigen 

(*) It, a~ ~-1] ~= 2.  

W e g e n o ( Z a s ) > o ( Z a 2 ) i s t a i  e ~ f f i r i > 2 ,  d.h.  [al,ai j : l .  Damit  ist auch 
a s , aiJ = 2, d.h. A < r 1 ). Da G = A <t>, folgt die Behauptung (*). 

Dann gilt aber auch [t p~-~, al] ~= 1 ; denn wegen 

r (p~a-x)- S 

r - -1  [as, t~'-'] = [a~, t/ 

folgt dieses aus (*) und Lemma 2. 
Aus Lemma 4 folgt nun o (Zt) = o (Zal) =Tm. Wegen (*) ist ferner <Zal> ~ <Zt> =Z.  

Also ist G1/Z eine modulare nichthamiltonsche Gruppe yore Exponentenpm, die einen 
zyklischen :Normalteiler Z<as>/Z der Ordnung :pro mit  zykliseher Faktorgruppe der 
Ordnung pm besitzt. Folglich ist G1/Z verbandsisomorph zur abelschen Gruppe yore 
Typ (pn~ pn~) mit  nl  : = m .  Wir mfissen noch G=GsCa(Gs) naehweisen. Die Be- 
hauptung folgt dann durch Induktion.  

Nach (*) ist t G'I = pro. Fiir beliebiges h e G i s t  auBerdem 

[G:C~(h) t ] {ha]geG} l - - - - [ { [h ,g ] lgeG}I=<]G' [ - - - -p~ .  

Da t p'-' ~ Ca(as) und da Ca(a1) normal in Gist ,  gilt G == CG(al) <t>. Genauso folgt, 

4* 
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weil Z(a~)  efia Normaltei ler  yon  G i s t ,  G = C~(t)<al) .  Dami t  ist GIC~(G~)= 
= (a~) w { ( t )  ~ (Ca(a~) ~ Ca(t))} = (a~) u {(( t)  ~ O~(a~))~ Co(t)} = G. q.e.d. 

Wir  kSnnen nun  den Beweis unseres Satzes beenden. 

Lemma 11. Sei G eine p.Gruppe mit modularer Zentrums/aktorgruppe und zyklischer 
Kommutatorgruppe. Dann ist ~ (G) = [G/Z (G)]. 

B e w e i s .  Aufgrund  der L e m m a t a  2, 10 sowie wegen [7, Lemma 3] gilt 

G = ( Z  (G), x l ,  y l  . . . . .  x~, y,~ I o (Z (G) z~) = o (Z (G) yO = p~'; 

y ~ x l y l  = x~zl m i t  zl eZ(G) ;  r = 1 -}- ps mi t  1 ~-- s ~_ nl;  

s --> 2, falls p = 2; 1 ~= [x~, y~] eZ(G)  ftir i >_-- 2; [xi, xt] = 

[x~,Yt] = [Y~,Yt] = 1 fiir alle i ~=?'; [xi,yi] [x l ,y l]  ) 

mit  n l  ~ ""  --~nn. Ferner  ist G' = ([Xl, y l ] ) .  Der Gruppe G ordnen wir nun  die fol- 
gende Gruppe H der  Klasse zwei zn:  

H = ( Z  (H), vl ,  wl . . . . .  v , ,  w~ [ o (Z (H) v~) = o (Z (H) wt) = p~'; 

1 =~ [vt, w~] e Z (H) ffir alle i; 
[v~, vt] = [vi, wl] = [wi, wt] = 1 fiir alle i =~ ~; [vi, wl] = Iv1, Wl] pn'-n')  . 

H erfiillt die Voraussetzungen yon Lemma 9, und  daher  ist E (H) = [H/Z (H)]. Wir  
stellen zungchst  einige einfache Bemerkungen zusammen:  

Die I)arstel lung eines Elementes aus G/Z(G) in der Form Z ( G ) ~ x ~  . . . .  ~ ' x  d~ 
mit  1 ~ ci, d~ ~Tn ,  ist eindeutig. Ebenso ist die Darstellung eines Elementes aus 
H / Z  (H) in der F o r m  Z (H) w[ ~ ~ . . . .  -n~"c" ~n ~'~ mi t  1 =< c~, dt <___ p n' eindeutig. 

Un te r  Benutzung  yon  Lemma 2 erh~lt man  

an ~n , yl  ~1 yn -n J = [Yl, x~]~ mit  

re~-- 1 r e ` -  1 n 
k :-- - -  ]~ --  4 ~ - - - -  -F ~Pn~-n'(ct / t  - -  die~). 

r - - I  r - - 1  i=2 

Wegen cl (H) = 2 gilt mi t  demselben k 

w~ vT,, wi w~ @ [wi v i i i .  

Aus Lemma 2 folgt 

o(Z(G) ~ x ~  . . . .  Y,~ n = k g V  (~ y~ ) . . . .  o(Z(G) Xdn'~)) . 

Da die Klasse yon  H zwei ist, ist analog 

o(Z(H)  w~,v~ . . . . . .  ~ ~, . . . ,  o (Z(H)  v~o)) w n v~ ) ---- kgV (o (Z (H) w 1 ), 

Mit L e m m a  1 ergibt sich 
~.Cl __ 1 
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Aus diesen Bemerkungen und Lemma 1 folg~ 

rC~_l 

I (e) l = I C, . . . .  (H) I. 

Wegen ~ (H) = [H/Z(H)] haben wir damit die folgende Aussage bewiesen: 

(*) Seien 9, h e G. Dann ist 

( *~ )  ]G:Ca(g)[ =o(Z(G)9), 

(*2) Cr 4=4: C~(h), /all8 <Z(G),g> 4= <Z(G),h>. 

Sei g e G. Wir zeigen, da$ dann [G/C~ (g)] eine Ket te  ist. Sei also Z (G) g ein Element 
minimaler Orduung in G/Z(G) mit der Eigenschaft, dab [G/Ca(g)] keine Ket te  ist. 
Ferner sei pm : = o (Z (G) g). Nach (*) ist ]Cc (g~) : Ca (9) l = P" Wegen der Minimalit~t 
yon Z(G)g ist [G/Cc(g~)] eine Kette.  Aufgrund der Modularit~t yon G/Z(G) ist 
[G/CG(g)] damit  isomorph zum Untergruppenverband der abelschen Gruppe yore 
Typ (pro-1 p). [G/C~(g)] hat also genau p + 1 minimale Elemente, und davon haben 
genau p - -  etwa U1 . . . .  , Uv --  die Eigenschaft, dab [G/U~] eine Ket te  ist. Da G/Z (G) 
eine Dualit~t besitzt, folgt aus (*) und der Minimalit~t yon Z (G) g, dab es Elemente 
gt ~G, 1 _< { _<_ p, mit Ut = C~(g~) gibt. Sei o.B.d.A, g~ =gp.  Dann ist Cc(gl)4=Cc(g~). 
Wegen 9 e C~ (g) <= CG (gl) ist <Z (G) g, Z (G) gl> abelsch, l~ach (*) ist o (Z (G) gl) =io m-1. 
Also ist <Z (G) 9, Z (G) gl> isomorph zur abelschen Gruppe yore Typ (pro, pb) fiir ein 
b mit  b <--m. Da wegen Cc(gl) 4= CG(g ~) auch <Z(G)gl> 4= <Z(G)g~> ist, gilt b ~ 1. 
Daher gibt es ein Element Z (G) h e <Z (G) g, Z (G) gl> mit o (Z (G) h) =/~m und 
<Z(G) g> 4= <Z(G) h>. Es ist C~(g) <= C~(h), und aus (*1) folgt CG(g) = Ca(h) im 
Widersprueh zu (*2). 

Also ist fiir jedes g e G [G/Cq (g)] eine Kette.  Sei nun X eine Untergruppe maximaler 
Ordnung mit Z(G) <= X, die kein Zentralisator ist. Aus (*) und dem eben Gezeigten 
folgt, da G/Z (G) eine Dualit~t besitzt, da$ [G/X] keine Ket te  ist. Weil G/Z (G) eine 
modulare nichthamil~nsche Gruppe ist, existieren also yon X verschiedene Unter- 
gruppen A und B yon G mit X = A  ~ B. Aufgrund der Maximalit~t yon X sind A 
und B Zentra]isatoren yon G. Daher ist auch X als Durchschnitt  zweier Zentrali- 
satoren ein Zentralisator. q.e.d. 
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