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l~ber das Diriehletsche Aullenraumproblem 
fiir die Helmholt~sche Schwingungsgleiehung 

Herrn Professor Dr. KARL STRUBECKER zum 60. Geburtstag gewidmet 

Von 

I-IELMUT BR~B_AGE und PETER WERNER 

Einfiihrung und Problemstellung. In der vorliegenden Note soll ein neuer Existenz- 
beweis f/Jr das Dirichletsehe AuBenraumproblem ffir die Helmholtzsche Sehwingungs- 
gleiehung gegeben werden. Es sei F eine zweimal stetig differenzierbare gesehlossene 
F1/~che, die den Raum in das AuBengebiet G und das Innengebiet Gi zerlegt. Gesueht 
ist eine in G zweimal stetig differenzierbare und in G -k F stetige Funktion U, die 
in G der Gleiehung 

(1) A U + z ~ U = 0 

mit Im z ~ 0 genfigt, auf F vorgegebene stetige Randwerte annimmt und im Un- 
endlichen die Ausstrahlungsbedingung 

(2) U=O(1), (~--in) U=o(1) f/Jr r=Ixl--->oo 
erffillt. Die Bedingung (2) ist yon A. SOM~E~FELD eingefiihrt worden [6]. Ffir z = 0 
geht (2) in die fibliche Unendliehkeitsbedingung der Potentialtheorie fiber. 

F. RELLIC~ hat in [5] gezeigt, dab es h6chstens eine L6sung mit den verlangten 
Eigensehaften gibtl). Die ersten Existenzbeweise wurden yon W. D. KUI'RADSE [2], 
H. WEYL [11] und C. Mf~LLER [4] gegeben. Weitere Beitr/~ge zur Existenztheorie 
stammen yon P. R. GAI~ABEDIAZe [1], R. Lw.IS [3] und dem einen yon uns [8]. Obwohl 
das Existenzproblem in den zitierten Arbeiten bereits vollst~ndig gel6st ist, glauben 
wir, dab aus Griinden, auf die wir am Ende der Arbeit eingehen, der naehfolgend 
mitgeteilte einfache Beweis yon Interesse ist. 

Der Existenzbeweis. Es sei 
1 ei~]x--Y] 

(3) r  2~ Ix--y] 
die Grundl6sung der Helmholtzschen Schwingungsgleichung. Wir ffihren den Vor- 
zeiehenfaktor 

1) Der Nachweis, dab in dem Rwr~IcHschen Eindeutigkeitsbeweis die Greensche Formel an- 
gewendet werden karm, erforder~, falls man keine weiteren Reo~n~laritatsforderungen an U stellt, 
eine kleine zusatzliche L~berlegung (vgl. [8], Lemma 15). 
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1 ffir R e u ~ 0 ,  

(4) ~- - - -~(u)=  - -1  ffir R e u < 0  
ein und gehen yon dem Ansatz 

(5) v (x) = ]  (Y) ( a- T - o (x, y) 

aus, der ffir beliebige v in Ga die Gleiehung (1) und ffir r --> oo die Ausstrahlungs- 
bedingung (2) erffillt. Wit  verwenden also eine Kombination yon einem einfaehen 
und einem doppelten Fl~chenpotential, wobei die Belegungen in fester Weise durch 
den Faktor  iu  mitehlander gekoppelt sind. Hierin unterseheidet sich unser Ansatz 
yon dem yon KUP~ADSE, W E ~  und M~LE~ benutzten Ansatz. 

Die Randbedingung Ua = g fiihrt nach der Sprungrelation ffir Doppelpotentiale 
zu der Integralgleichung 

(6) ~ (x) + [ ~ (Y) ,v,o~(-~a _ i ~)O (x, y) dFy = g (x) (x e F) ,  
F 

die wir zur Abkfirzung in der Form 

(7) ~ + K ~ = g 

schreiben. Legen wit den Banach-Raum C(F) der auf F erkl~rten stetigen Funk- 
tionen ~ mit der Norm 

(8) II = Max 

zugrunde, so erweist sieh K als vollstetiger Operator yon C (F) in sich (vgl. z. B. [8], 
w 4). Wir kSnnen daher den Fredholmschen Alternativsatz zur Diskussion der Inte- 
gralgleichung (6) heranziehen. 

Es sei v eine stetige LSsung der zugeh6rigen homogenen Gleichung v + Kv = 0. 
Aus der Integralgleichung (6) (mit g = 0) und bekannten potentialtheoretischen 
S~itzen (vgl. z. B. [8], Lemma 5 und Lemma 6) folgt, dab r auf F h51derstetig diffe- 
renzierbar ist. Hieraus folgt weiter ([8], Lemma 3 und Lemma 7), dal3 die dutch (11) 
erkl~rte Funktion U in Ga "~ . F u n d  G~ + F stetig differenzierbar ist. Wegen 

v -~ K v = O gilt Ua - O 

auf F. Nach dem Eindeutigkeitssatz yon R~LLICH verschwindet daher U im ge- 
samten AuBenraum Ga. Mit Hilfe der Sprungrelationen fiir das Doppelpotential und 
die ~qormalableitung des einfachen Potentials ergeben sich somit die Beziehungen 

(9) U~ = -- 2 

und 
a 

(10) a-~ U~ ---- -- 2i~7 ~. 

Hierbei wurde beriieksichtigt, daI~ die ~ormalableitung des Doppelpotentials im 
Fall einer h61derstetig differenzierbaren Belegung bei dem Durchgang dutch F stetig 
ist ([8], Lemma 7). Nach (9) und (10) gilt 

a 
(11) a--n- U~ ---- i~ 7 U~. 
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Hieraus folgt mit Hflfe des Integralsatzes yon Gaul~ 

- 

iz] ~. ]U~IedF= .[ Vi-~ V~dF = S V ' ( U V  V)dV---- 
(12) P F G, 

= f (Iv v]2 + vt r = S ( Iv  v l  2 - I vl ) v. 
G* G~ 

Nach Wahl des Vorzeiehenfaktors U in (4) grit fiir alle 

(13) 1 im(~2) ~ 0.  
U 

Aus (12) ergibt sieh daher durch ]~bergang zum Imagin~rteil 

(14) f l v~pgr=- -  l I m ( ~ 2 )  f l V p d V ~ 0  
F ~ G~ 

und somit 

(15) U~ ---- 0. 

Aus der Sprungrelation ftir Doppelpotentiale folgt daher 

1 
(i6) v = -~ (Ua --  U~) = 0.  

Damit  ist gezeigt, dab die homogene Gleiehung v ~-Kv-- - -0  keine niehttriviale 
LSsung besitzt, lqach dem ersten Tefl des Fredholmsehen Alternativsatzes besitzt 
daher die Integralgleiehung (6) ftir jedes stetige 9 genau eine LSsung v. Bflden wir 
mit ihr die dureh (5) erkl~rte Funktion U, so erhalten wit die gesuchte LSsung des 
Dirichletschen Aul~enraumproblems. Damit ist der Existenzbeweis abgesehlossen. 

Bemerkungen. Das bier wiedergegebene Verfahren unterscheidet sieh yon den zitier- 
ten klassischen Existenzbeweisen yon KUP~ADSE, WEYL und Mt)~ER dadurch, dab 
nur der erste Teil des Fredholmsehen Alternativsatzes benutzt  wird. Die genannten 
Autoren verwenden Integralgleichungen, d ie  ftir abz~hlbar unendlich viele reelle 
Werte yon ~, n~mlieh ffir die Eigenwerte ~n des zugehSrigen Neumannsehen Innen- 
raumproblems, nieht eindeutig 15sbar sind. Ffir diese Werte yon z waren zus~tzliehe 
Untersuehungen erforderlieh. 

Wie bereits P. R. GARABEDIAN bemerkte [1], ist es wfinsehenswert, einen einheit- 
lichen Existenzbeweis ohne Sonderbehandlung yon Ausnahmef~llen zu geben, der 
ausschliel3lieh auf dem ersten Fall der Fredholmschen Alternative beruht. In  der 
zi~ierten Arbeit gab G ~ v ,  DIAN einen solchen Beweis ffir den ebenen Fall mit Hilfe 
konformer Abbfldung. Im r~umliehen Fall gelang es dem einen yon uns, das AuSen- 
raumproblem auf ein gekoppeltes Integralgleiehungssystem ftir eine Fl~ehenbelegung 
und eine Volumenbelegung fiber den Innenraum zurfiekzuftihren, ffir das ffir alle 
mit Im ~ ~ 0 der erste Tell der Fredholmsehen Alternative vorliegt [8]. Diese Me- 
tl~ode lie$ sieh aueh auf das Neumannsche AuBenraumproblem und auf das AuBen- 
raumproblem der Maxwellschen Gleiehungen iibertragen [8, 9]. 

Ein Vorteil der einheitliehen Art der Beweisffihrung liegt darin, dab sieh die Ab- 
h/ingigkeitseigenschaften der LSsungen in natfirlieher Weise diskutieren lassen. Zum 
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Beispiel konnte gezeigt werden, dab die LSsung des Dirichletschen AuBenraum- 
problems in der Halbebene Im z ~ 0 einschlieBlich der reellen Achse analytisch yon 
dem Koeffizienten z abh~ngt (Prinzip der Grenzabsorption) [8]. Darfiber hinaus ist 
es auch fiir die numerisehe Behandlung yon Bedeutung, die Ausartungsf~lle der 
Integralgleichung zu vermeiden. In dieser Hinsicht bietet die in [8] beschriebene 
Methode einen prinzipiell begehbaren Weg zur numerischen Bestimmung der LSsung. 
Allerdings ist der numerisehe Aufwand reeht groG, da neben den beiden Fls 
dimensionen aueh noch die drei Innenraumdimensionen zu beriieksichtigen sind. Wir 
stellten uns daher die Aufgabe, die erstrebte einheitliehe Beweisfiihrung allein mit 
Hilfe yon Fl&chenbelegungen zu erreichen. Zun~chst gelang es einem yon uns (B.) 
zu zeigen, dab sich ein soleher Beweis in sehr natfirlicher Weise im Rahmen der 
Theorie der singul~ren IntegTalgleiehungen fiihren l~Bt. Uber diese Ergebnisse wurde 
1963 in Vortr&gen in Kiel und Mainz berichtet. Der zweite Verfasser bemerkte 
sparer, dab sieh der Fall des Dirichletschen AuBenraumproblems bei geeigneter 
Modifizierung des Ansatzes aueh im Rahmen der Theorie der regul&ren Integral- 
gleiehungen (im Sinn der TheoHe yon SCHAUD~R und RIESZ) behandeln l~i8t, und 
gab die in dieser Arbeit dargestellte vereinfachte Beweisanordnung an. 

Die •bertragung tier Betrachtungen auf beliebige Raumdimensionen bereitet keine 
Schwierigkeiten. Ferner lassen sich die in [10], w 3 und w 5 betrachteten Dirichlet- 
schen Zwisehenraumprobleme in entspreehender Weise dureh zu (5) analoge Ans~tze 
auf reine Fl~eheniutegralgleichungen zuriickf/ihren. Dagegen scheint eine Ubertra- 
gung der hier dargestellten Methode auf das Neumannsche Aul~enraumproblem und 
auf die Randwertprobleme ffir die Maxwellschen Gleichungen nur m6glieh zu sein, 
falls man singul~re Integralgleichungen in die Betraehtungen einbezieht. Auf die 
hiermit zusammenh~ngenden Fragen wollen wit in einer sp~teren Arbeit eingehen, 
in der versehiedene Anwendungen der Theorie der singul~ren Integralgleichungen auf 
Beugungsprobleme besprochen werden sollen. 

Die in dieser Arbeit besehriebene Methode eigaet sieh besonders gut als Ausgangs- 
punkt fiir die numerisehe Bereehnung der LSsung U des Diriehletschen AuBenraum- 
problems. Uber einige Erfahrungen in dieser Hinsieht sell an anderer Stelle beriehtet 
werden. 
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