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Uber das Dirichletsche AuBenraumproblem
fiir die Helmholtssche Schwingungsgleichung

Herrn Professor Dr. KArL STRUBECKER zum 60. Geburtstag gewidmet

Von

HEervur BRARKHAGE und PETER WERNER

Einfiihrung und Problemstellung. In der vorliegenden Note soll ein neuer Existenz.-
beweis fiir das Dirichletsche Auflenraumproblem fiir die Helmholtzsche Schwingungs-
gleichung gegeben werden. Es sei F eine zweimal stetig differenzierbare geschlossene
Fliche, die den Raum in das Aullengebiet G und das Innengebiet G; zerlegt. Gesucht
ist eine in G zweimal stetig differenzierbare und in G + F stetige Funktion U, die
in G der Gleichung

(1) ' AU + 22U =0

mit Im 5% = 0 geniigt, auf F vorgegebene stetige Randwerte annimmt und im Un-
endlichen die Ausstrahlungsbedingung

(2) U=0(%), (%—iz)U:o(%) fir r=|x|—>o0
erfiillt. Die Bedingung (2) ist von A. SOMMERFELD eingefiihrt worden [6]. Fiir » = 0
geht (2) in die iibliche Unendlichkeitsbedingung der Potentialtheorie iiber.

F. RELLICH hat in [5] gezeigt, daB es hochstens eine Losung mit den verlangten
Eigenschaften gibtl). Die ersten Existenzbeweise wurden von W. D. KuPRADSE [2],
H. Weyws [11] und C. MULLER [4] gegeben. Weitere Beitrige zur Existenztheorie
stammen von P. R. GARABEDIAN [1], R. LE1s [3] und dem einen von uns [8]. Obwohl
das Existenzproblem in den zitierten Arbeiten bereits vollstindig geldst ist, glauben
wir, dal aus Griinden, auf die wir am Ende der Arbeit eingehen, der nachfolgend
mitgeteilte einfache Beweis von Interesse ist.

Der Existenzbeweis. Es sei
(3) D(z,y) =

1 eixlo—v]
27 [z —y]

die Grundlésung der Helmholtzschen Schwingungsgleichung. Wir fithren den Vor-
zeichenfaktor

1) Der Nachweis, dal in dem REerricaschen Eindeutigkeitsbeweis die Greensche Formel an-
gewendet werden kann, erfordert, falls man keine weiteren Regularititsforderungen an U stellt,
eine kleine zusitzliche Uberlegung (vgl. [8], Lemma 15).
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4 _ 1 fir Rex =0,
@ T=16 =1 _1 fir Rex<0
ein und gehen von dem Ansatz

(3) fv (— —1 77> D(x,y)dFy

aus, der fiir beliebige v in G die Gleichung (1) und fiir » — oo die Ausstrahlungs-
bedingung (2) erfiillt. Wir verwenden also eine Kombination von einem einfachen
und einem doppelten Flachenpotential, wobei die Belegungen in fester Weise durch
den Faktor i#n miteinander gekoppelt sind. Hierin unterscheidet sich unser Ansatz
von dem von KUPrADSE, WEYL und MULLER benutzten Ansatz.

Die Randbedingung U, = ¢ fihrt nach der Sprungrelation fir Doppelpotentiale
zu der Integralgleichung

(©) @ + [v0) (o — im0 9) Ay =g(@) (e ),

die wir zur Abkiirzung in der Form
o v+ Kyv=g

schreiben. Legen wir den Banach Raum C(F) der auf F erklirten stetigen Funk-
tionen » mit der Norm

(8) [7] = Max |»(z)|
zeF

zugrunde, so erweist sich K als vollstetiger Operator von C(F) in sich (vgl. z. B. [8],
§ 4). Wir kénnen daher den Fredholmschen Alternativsatz zur Diskussion der Inte-
gralgleichung (6) heranziehen.

Es sei » eine stetige Losung der zugehoérigen homogenen Gleichung » + Ky = 0.
Aus der Integralgleichung (6) (mit g = 0) und bekannten potentialtheoretischen
Sitzen (vgl. z. B. [8], Lemma 5 und Lemma 6) folgt, daB » auf F holderstetig diffe-
renzierbar ist. Hieraus folgt weiter ([8], Lemma 3 und Lemma 7), daf} die durch (11)
erklirte Funktion U in Gy + F und G; + F stetig differenzierbar ist. Wegen

v+ Kyv=0 giit Us,=0

auf F. Nach dem Eindeutigkeitssatz von RELLICH verschwindet daher U im ge-
samten AuBenraum G,. Mit Hilfe der Sprungrelationen fiir das Doppelpotential und
die Normalableitung des einfachen Potentials ergeben sich somit die Beziehungen

(9) Ui=—2v
und
(10) 2 U= —2igy.

Hierbei wurde beriicksichtigt, dafi die Normalableitung des Doppelpotentials im
Fall einer holderstetig differenzierbaren Belegung bei dem Durchgang durch F stetig
ist ([8], Lemma 7). Nach (9) und (10) gilt

2 .
(11) == Ui=inUi.
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Hieraus folgt mit Hilfe des Integralsatzes von GauB}
2
on
=[((VU]E+TAU)dV = [(|[VU|2—2|U|?)dV.

Gi Gy

in [ |Vi2dF = [ Us-2 U:dF = [V - (0 U)dV =
F F Gi

(12)

Nach Wahl des Vorzeichenfaktors # in (4) gilt fir alle x

(13) L Tm () 20.

Aus (12) ergibt sich daher durch Ubergang zum Imaginirteil

(14) FﬂUilmF_—.— %Im(ZZ)G{]UPdV_s_o -
und somit

(15) U;=0.

Aus der Sprungrelation fiir Doppelpotentiale folgt daher

(16) y =+ (Ua— Us) = 0.

Damit ist gezeigt, daB die homogene Gleichung » 4 Ky = 0 keine nichttriviale
Lésung besitzt. Nach dem ersten Teil des Fredholmschen Alternativsatzes besitat
daher die Integralgleichung (6) fiir jedes stetige g genau eine Losung ». Bilden wir
mit ihr die durch (5) erkliarte Funktion U, so erhalten wir die gesuchte Losung des
Dirichletschen Auflenraumproblems. Damnit ist der Existenzbeweis abgeschlossen.

Bemerkungen. Das hier wiedergegebene Verfahren unterscheidet sich von den zitier-
ten klassischen Existenzbeweisen von KurrapsE, WEYL und MULLER dadurch, dal
nur der erste Teil des Fredholmschen Alternativsatzes benutzt wird. Die genannten
Autoren verwenden Integralgleichungen, die fir abziblbar unendlich viele reelle
Werte von x, nimlich fiir die Eigenwerte », des zugehoérigen Neumannschen Innen-
raumproblems, nicht eindeutig 16sbar sind. Fiir diese Werte von » waren zusitzliche
Untersuchungen erforderlich.

Wie bereits P. R. GARABEDIAN bemerkte [1], ist es wiinschenswert, einen einheit-
lichen Existenzbeweis ohne Sonderbehandlung von Ausnahmefillen zu geben, der
ausschlieflich auf dem ersten Fall der Fredholmschen Alternative beruht. In der
zitierten Arbeit gab GARABEDIAN einen solchen Beweis fiir den ebenen Fall mit Hilfe
konformer Abbildung. Im riumlichen Fall gelang es dem einen von uns, das Auflen-
raumproblem auf ein gekoppeltes Integralgleichungssystem fiir eine Flichenbelegung
und eine Volumenbelegung iiber den Innenraum zuriickzufiihren, fiir das fiir alle »
mit Im »% = 0 der erste Teil der Fredholmschen Alternative vorliegt [8]. Diese Me-
thode lieB sich auch auf das Neumannsche AuBenraumproblem und auf das AuBen-
raumproblem der Maxwellschen Gleichungen tibertragen [8, 9].

Ein Vorteil der einheitlichen Art der Beweisfithrung liegt darin, daB sich die Ab-
hangigkeitseigenschaften der Losungen in natiirlicher Weise diskutieren lassen. Zum
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Beispiel konnte gezeigt werden, dall die Losung des Dirichletschen AuBenraum-
problems in der Halbebene Im 7 = 0 einschlieflich der reellen Achse analytisch von
dem Koeffizienten » abhingt (Prinzip der Grenzabsorption) [8]. Dariiber hinaus ist
es auch fiir die numerische Behandlung von Bedeutung, die Ausartungsfille der
Integralgleichung zu vermeiden. In dieser Hinsicht bietet die in [8] beschriebene
Methode einen prinzipiell begehbaren Weg zur numerischen Bestimmung der Losung.
Allerdings ist der numerische Aufwand recht groB, da neben den beiden Flichen-
dimensionen auch noch die drei Innenraumdimensionen zu beriicksichtigen sind. Wir
stellten uns daher die Aufgabe, die erstrebte einheitliche Beweisfithrung allein mit
Hilfe von Flachenbelegungen zu erreichen. Zunichst gelang es einem von uns (B.)
zu zeigen, daB sich ein solcher Beweis in sehr natirlicher Weise im Rahmen der
Theorie der singuléren Integralgleichungen fithren 148t. Uber diese Ergebnisse wurde
1963 in Vortrigen in Kiel und Mainz berichtet. Der zweite Verfasser bemerkte
spater, daB sich der Fall des Dirichletschen AuBenraumproblems bei geeigneter
Modifizierung des Ansatzes auch im Rahmen der Theorie der reguliren Integral-
gleichungen (im Sinn der Theorie von ScHAUDER und Rresz) behandeln 148t, und
gab die in dieser Arbeit dargestellte vereinfachte Beweisanordnung an.

Die Ubertragung der Betrachtungen auf beliebige Raumdimensionen bereitet keine
Schwierigkeiten. Ferner lassen sich die in [10], §3 und § 5 betrachteten Dirichlet-
schen Zwischenraumprobleme in entsprechender Weise durch zu (5) analoge Ansétze
auf reine Flichenintegralgleichungen zuriickfiihren. Dagegen scheint eine Ubertra-
gung der hier dargestellten Methode auf das Neumannsche Aufienraumproblem und
auf die Randwertprobleme fiir die Maxwellschen Gleichungen nur méglich zu sein,
falls man singuldre Integralgleichungen in die Betrachtungen einbezieht. Auf die
hiermit zusammenhéngenden Fragen wollen wir in einer spéteren Arbeit eingehen,
in der verschiedene Anwendungen der Theorie der singuldren Integralgleichungen auf
Beugungsprobleme besprochen werden sollen.

Die in dieser Arbeit beschriebene Methode eignet sich besonders gut als Ausgangs-
punkt fiir die numerische Berechnung der Losung U des Dirichletschen AuBenraum-
problems. Uber einige Erfabhrungen in dieser Hinsicht soll an anderer Stelle berichtet
werden.
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