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Abstract. Using R.P. Langlands '  method,  we give an analytic p roof  of  the 
classification theorem of the uni tary  representat ions of  R a m o n d  and Neveu-  
Schwartz  superalgebras, first p roved  by D. Friedan, Z. Qiu, and S. Shenker by a 
numerical  argument .  
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I. Enonc~ du probl~me 

1.1. Introduction 

O n  s'intrresse aux reprrsentat ions de l 'algrbre de Virasoro  et ses analogues super- 
symrtr iques  (Ramond  et Neveu-Schwartz) :  on construi t  une forme bilinraire 
cont ravar iante  sur l 'espace de la reprrsenta t ion (cf. [4, 6, 10]), et on cherche les 
reprrsentat ions  qui sont unitarisables pour  cette forme. 

Le fait majeur  est que l 'on t rouve un quar t  de plan <~ trivial>> d'unitarisabili tr ,  et 
des <~ srries ~ index~es par  des entiers (cf. [1-3,  7, 8, 10 et 11 ]). Le pa ragraphe  II. 1 est 
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consacr6/t l'analyse du cas ~ trivial)) z > 3/2 et h > 0. Et,/t partir de ce paragraphe, le 
plan de l'ouvrage suit celui de [8]. Les propri6t6s d6coulant imm6diatement de [8] 
(et, pour certains points techniques, de [9]) seront 6nonc6es par souci de 
compl&ude, mais non red6montr6es. 

Les Th6orSmes 2 et 3 ont 6t6 6nonc6s, et une preuve reposant essentiellement 
sur des calcuts num6riques est donn~e dans [2, 3]. Les th6orSmes r6ciproques sont 
d6montr6s dans [7]. Une d6monstration analytique du Th6or6me 2 est donn6e 
clans [8]. 

1.2. Super-alg~bres et Super-algObres de Lie 

Ddfinition I. Si G est un groupe ab61ien, une alg6bre A est dite G-gradu6e si A se 
d6compose en une somme directe de sous-espaces A = @ A~, pour lesquels 

A,ApC__A,+p. Un 616ment a de A~ est dit homogSne de degr6 c~, on note dega=e.  

Remarque. Si dans une formule, on 6crit deg a, ceci sous-entend que a est homog6ne 
et que la formule s'6tend par lin6arit6/t A. 

Ddfinition 2. Une super-alg6bre est une algSbre Z2-gradu6e. Les 61ements 
homog~nes de degr6 0 sont dits pairs, ceux de degr6 1 sont dits impairs. 

Ddfinition 3. Une super-algSbre de Lie est une super-alg6bre A = A o G A i  avec un 
crochet [ ,  ], tel que: 

(SL1) [a,b]=(--l)(dega)(degb)[b,a] (anticommutativit6), 

(SL2) [a,[b,e]]=[[a,b],e]+(-1)(aeg")td~gb)[b,[a,e]] (identit6 de Jacobi). 

Remarques. Ao est une alg6bre de Lie ordinaire. A i e s t  un A6-module. 

La donn6e de cette super-alg6bre de Lie est alors 6quivalente/t la donn6e d'un 
homomorphisme de Ao-moduIes (p:S2Ai-~Ao tel que q)(a,b)e+~o(b,c)a 
+ q)(e, a)b = O. 

Exemple fondamental: Si A est une super-algSbre associative, le crochet [a, b] 
= ab-(-l)(aega)(d~gb)ba en fait une super-alg6bre de Lie. 

Remarque. On construit, comme pour les algSbres de Lie, la super-alg6bre 
enveloppante universelle par T ( A ) = K @ A @ ( A ® A ) @  .... Les A®. . .®A &ant 
tous Zz-gradu6s, T l'est aussi par lin6arit6. On a alors U(A)= T(A)/R oh R e s t  
l'id6al bilat&e engendr~ par les [a, b ] - a ® b  +(-1)~aeg")(d~gb)b®a. 

Th60r6me 1 (PBW). S i A = Ao O A i est une super-alg Obr e de Lie, a ~ , a2 ... . .  am une 
base de A 0 et b~, b2, ..., b, une base de Ai,  alors une base de U(A) est donnde par les 
~l&nents de la forme @ ... a~mbh ... bi~ avec ki > 0 (pour 1 <- i <- m) et 1 < i~ < i2 <. . .  
<i~<n. 

Cf., par exemple, [5]. 

1.3. L'alg~bre de Virasoro. Le thdorOme de Friedan-Qiu-Shenker 

On peut construire l'algabre de Virasoro de diff&entes manihres (toutes instruc- 
tives). L'une de celles-ci consiste fi s'intSresser fi l'algSbre v, alg6bre de Lie des 
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champs de vecteurs sur le cercle/t s6rie de Fourier finie (i.e. polyn6miaux). On sait 
alors que H2(v, C)~C.  Un cocycle non nul est donn6 par: 

f l  kiO d 1 u o d )  k(k2-1) 
?,~Te ~ , - f e  , =6k.-i 12 

pour k, l e Z. L'alg6bre de Virasoro est alors isomorphe fi l'extension centrale 
(universelle) N=v@C,  correspondant au cocycle 7. 

/ - -  

{~ ek,0 a 1} et Z sur (0,1). Et, en fait • est le L'isomorphisme envoie Lk sur \ i dO 
rev~tement universel de v. / 

On obtient ainsi une alg6bre de Lie complexe ayant pour base {Lk, Z}k~z, 
satisfaisant aux relations: 

k(k 2-1) 
ILk'L"] =(k--n)Lk+'+ak'-" 12 Z ,  

[Ln, Z]=0.  

La sous-alg6bre de Cartan associ6e est alors a f = C L o @ C Z ,  et, pour 2ear '*  tel 
que 2(Lo)= h et 2(Z)= z, on d6finit 

M a = {v e M/Lov = hv, Zv = zv}, 

off M est un a~O-module. 
Une repr6sentation M de (g avec plus haut poids 2 est alors une repr6sentation 

engendr6e par un vecteur v, tel que: 

{ LklA ~ = 0 

Lovx=hva et Zvx=zva p o u r k > 0 ,  

vx est alors appel6 vecteur de plus haut poids de M. 
Le module de Verma associ6/t 2 est alors ainsi construit: 

M(,0 = U(~)® u(~)C(,Z), 

off N e s t  le sous-espace de Borel associ6/t G (i.e. ~ = a f @ X ,  avec A/ '= q~ L i -  
i>0 

on note 6galement Y - =  • L~-), et off C(2) est le M-module de dimension 1 
i<o 

avec une ~ -ac t i on  donn6e par 2 et une Jv~-action triviale. 
Par simple calcul de crochets, il est alors clair que M(2)= (i) M(;0a-,,. On 

m 6 N  

construit ensuite une forme bilin6aire sym6trique contravariante ainsi: Soit co 
l 'antiautomorphisme linbaire de U(f~) tel que (o(Lk)=L_g, k e Z  et qui laisse 
invariant Z. Soit fl la projection de U(fg)=U(~)@(,/ff-U(fg)+U(f~).N) sur 
U(af); remarquons enfin que l'on peut prendre pour v~. le vecteur 1 ® 1 de M(2). On 
d6finit alors: 

< xv~, rye> = (,Z o 13) (o~(x) Y) . 

La forme est contravariante en ce sens que: 

< X v ,  w> = <v, a~(X)w> 

pour X e U(N) et v, w e M(2). Grace fi cette contravariance, on a une d6composition 
en somme directe orthogonale (i.e. <v, w) = 0 siv e M(2)u et w e M(2)~ pour # # v). It 
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est alors clair que le Radical de cette forme est l'unique sous-module maximal de 
M(2), et doric que L(2) = M(2)/Rad ( . , - )  est l'unique quotient irrtductible de M(2). 

On dit alors que la reprtsentation dtfinie par 2 est unitarisable si, sur L(2), elle 
donne une reprtsentation unitaire. D'une mani+re 6quivalente, ceci signifie que la 
forme ( . ,  .) est non-ntgative sur M(2). 

On a alors le th tor tme suivant (cf. I-2, 8]): 

Thtor~me 2 (Friedan-Qiu-Shenker). La forme ( . , . )  est non-n~gative si et seulement 
si: 

(i) soit z > 1 et h > O, 
(ii) soit il existe un entier m> 2 et deux entiers p, q teIs que i <q<=p<m et: 

6 ((m+ 1 )p -mq)  2 - 1  
z = 1  h =  

m(m+ I ) '  4m(m+ 1) 

L'objet de la prtsente 6tude est de prouver 1'analogue de ce thtor~me dans le cas 
super-symttrique (cf. 6galement [3]). 

1.4. Les super-algkbres de Ramond et de Neveu-Schwartz 

Celles-ci sont dtfinies par les relations suivantes: 
(i) v, est engendrte par Z, {Lk}(k~Z ), {Ft}tt~+z), e = 0 0 U  1, 

(ii) ELi, Lj] = ( i - j ) L  i +; + ~2(i 3 - i)6 i - Z ,  
(iii) EFt, Fj] = 2Li+j+ ½(i2 _ ¼)6~, _;Z~ (,) (iv) [Fi, L i]= t - -~  Fi+j, 

(v) Z e s t  central. 
v~, ~ est engendrte par Z et les Lk, et v~, i e s t  engendrte par les Fk. 
La sous-algtbre de Cartan est dtfinie de la m~me manitre, en rajoutant (si 

ntcessaire) Fo. 
Les notions de sous-espaces propres associts ~ un poids, de reprtsentations 

avec plus haut poids, de modules de Verma se gtntratisent immtdiatement;  et on a 
encore (avec exactement la m~me construction) une unique (~ multiplication par 
un scalaire prts) forme bilintaire symttrique contravariante, ainsi qu'un unique 
quotient irrtductible. 

Nous nous proposons alors de dtmontrer  le th tor tme suivant: 

Thtortme 3. La forme ( , . ,  ) est unitarisable si et seulement si: 
(i) soit z>3/2;  h>0(~=1/2)  ou 2 r~el (e=O), 

(ii) soit il existe un entier m e t  deux entiers p e t  q tels que: 

O < q ~ p + l - - 2 e < m + 2 - 2 ~  et p - - q + l - - 2 e ~ 2 Z ,  

( 8 ) ( ( m + 4 ) p - - ( m + 2 ) q ) 2 - 4 1 ( ~  ) 
z=3/2  1 (m+2)-(m+4) et h= 8 (m + 2) (m + 4) + ~  - e  . 

On abrkgera souvent 7z(X) . ven  Xv. 
Si ~ et [3 sont deux multi-indices (nl . . . .  ,n~) et (I1 . . . .  , l~) (respectivement), 

avec nl > nz > ... >-nt>O et l~ > l z >. . .  > l~, r, s ~ N, on note: ~ . fl le double multi- 
indice donn4 par ~ et [3, 

v~.a= F_t,...F_llL_n~...L_niv4,. 
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Alors le module de Verma V(=M(2)), est engendr6 par les G.a pour ~ et [3 
dkcrivant tous les multi-indices entiers. 

Z 
On a n6cessairement /~2=h-~,  en effet: 

2 2 = ( F ~ v ~ , v ~ ) =  1 = L o -  v~,v~ =h  24" 

Et donc, les repr&entations sont indici6es soit par h et z, sie = 1/2, soit par 2 et z 
sinon. 

II. Premiere analyse du probleme 

II.1. Premiers param~tres: p, q et m 

Premi6re r6duction. 
( z 

Lemme 1 [8]. Si la forme ( . ,  .)  est non-ndgative, alors hER+, zeR+,  et h>  ~ si 

~=0) .  

Posons: 

3 8 
z(m)= ~ (1 (m+ 2)(m + 4)) 

eth~,~(m)= ( ( m + 4 , p - ( m + 2 ) q ) 2 - 4  1 ( 2  ) 
8(m+2)(m+4) t- ~ --~ . 

Pour k 1 > k z > . . .  > k r > 0 et 11 > . . .  > l~ > O, soit c~ • fi = (k 1 . . . . .  kr) • (l 1 . . . .  , l~), notons 

O ( e . f i ) = r + s e t v ( e o f l ) =  ~ k~+ ~ lj. 
i = 1  j = l  

AIors V = G V. avec V, = Vect(G.a/v(e • [3) = n), et les V~ sont 2 ~ 2 orthogonaux 
n>O 

pour la forme ( . , . ) .  

I1 existe une autre forme sesquilin6aire d6finie sur V, /t savoir {v~.p, vvo } 
= 6~,rfa,~ &endue par lin6arit6. Les V, sont encore orthogonaux pour cette forme 
et, en se restreignant/t V,, on peut 6crire: 

(u,v).={H.(u),v}. 
avec H, op&ateur lin6aire hermitien (d6pendant de (h, z) ou de (2, z) selon le cas). 

D6notons par P(n) la dimension de V~. Le point crucial de la d6monstration est 
la formule de Kac pour le d&erminant de H, (cf. [7] par exemple): 

P n - - - f  de tH,=A,  H I] (h-h , ,q(m))  ( P q )  si z = z ( m ) ,  
k<=2n pq=k 

1 - 2 ~ + p - q e 2 N  

avec A, > 0. 3 
Cette formule permet de d6montrer la non-n6gativit6 pour h>0, z>  ~, et 

Z . 
h ~  ~(S l  e=0): 
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Proposition 1. La forme ( . ,  .)  est non-n~gative pour h _>- O, z _>- 2'3 h=> 24z (st" ~ >= 0). 

D~monstration. Par  continuit6, il suffit de le voir pour  h > 0, z > ~, 2 ~ R. Si z = z(m) 
> -32-, alors: 

pour e = 0  

h -  z - h~,,q(m)- z = h  24 8 ( m + 2 ) ( m + 4 )  ' 

0 or z(m) > ~ impose (m + 2) (m + 4) < 0. Donc h -  hp, q > 0, Pour  e = }, z(m) > ~ impose 
m e ] - - 4 ,  - -2[  ou m = 3 + i 6 ( 6 ~ R ,  i 2=  --1). 

1/2 Dans le premier cas 2q<=(m+4)(p -q )+2q  prouve que hv.q(m) <= O, dans le 
second cas, on a Im(hl!E(m))4=0. 

D'ofi de tH,  4: 0. I1 suffit donc de prouver la proposition pour une paire (h.. z) (ou 
(2, z)...). 

On va dhmontrer par r6currence que: 

(i) (v~.p,v~.p)=c~,ph~(~'~)(1 +o(1)), G ,~>0 ,  

(ii) (G.p, v v ~ ) = o k  h 2 )s i  (e • fl)+(y • 6). 

La r6currence se fait sur O(e ° ~)+ 0(? • 6). 
Pour  prouver ceci, nous avons besoin de deux Lemmes de ~rhordonnement>> 

assez naturels et dont  les dhmonstrations sont triviales: 

Lemme 2. Pour tout r>__ 1, (k/) l<i<,eN *~, (8i)1_<i_<r e {0, 1} r 

X %  . . .X~k lv~= Y s(~ • fl)v~.~, 
r 

Q(a-//)<r 

oft on a convenu X ° k ,  = L_k~ et X L a, = F_~  et oft les s(o~ • fl) sont des rSels ( en fait  au 
plus demi-entiers), ind~pendants de h, z et 2. 

Lemme 3. 
l t 

0 si l >  Y ni; 
FIL-  n,... L_, lv~ = i = 1 t 

i ~ s ( c ~ . f l ) G ,  a s i l <  E ni 
k i = 1  

t 

oft les s(~ * fl) sont nuls si v(a • fl)+- - l +  E ni, ou si ¢(ct • fl)>t. 
i = 1  

Et oft (n 1 . . . .  , nt) est quelconque dans N t, l ~ N, t ~ N*. 

D~montrons la proposition. Si ¢(ct • fi)+ ¢(Y ° 6)= 2: 

I er cas. 

<F_I~v~,F-12v¢)= <FI2F-I,vck, v~> = <(2Lt2-1~ ' ~-t-Olz-l~ ~4/2--1 Z "~) v4,ve~> 

2h + 41 1 - -  z ,  si tl =t2.  
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2 e cas. 

(F_hv4, L_.~v¢> = (L.,F_hv4,, re> 

= (t~ + ~ )  (F,,,-~v4,,vo> 

I i + 2, sinon. 

3 e COS. 

(L_.~v¢,, L_,~v,> = (Ln~L_.~v¢,, v¢> 

= f ( ( n l + n z ) L n 2 - n l + ~ n ~ - n ~ - -  

r t O, nl(nZl - 1) 
2nlh+ 6 z, 

t.  

C o m m e  2 ~  h 1/2, la propri6t6 est v6rifi6e. 
Hr_ i ~ H~: 

nl (n~- l )  z )  v°'vO 

s in  1 4:n 2 

sinon , 

1 er cas: fl ou  6 # 0; alors no tons  6 celui qui cont ient  le plus peti t  indice t dans  son 
6criture (ll . . . . .  l,). O n  a: 

<vo~.a, v~,.,~> = < Lkl ... Lk,.Fml... Fm, F_ts... F_hL_ ,  ... L_,lv~, vo) 

avec m u < Is (et 6ventuel lement  s = 0, i.e. F _  ts... F _  t , L - , . . .  L _ , ,  = L _ , . . .  L_, , ) .  
O n  a donc:  

(v~. a, re. ~> = ( - 1) 2 (Lk~... LkrFmt... F r o ,  ' _ ~ F  _ t ~ " "  F _ hF~,L _ , ... L_.~vo, v~> 

+ s= (--1)s-'i[2(Lk,...F,,._,F-t....F-tj+,L-(lj-,,,,,) 
x F_  lj- 1"'" L_nlV~, v4,> 

4m .-1 
+6m.,Zj 12 Z(Lk '" 'F""-~F- l ' " 'F-zJ* '  

x F_ t:-l... L_,ivo, %}1" 

P o u r  le I e" terme, on appl ique  d ' a b o r d  le L e m m e  3 et le L e m m e  2, puis 
{ Qta'fl)+(Q(T'6)- 1)), 

l 'hypoth~se  de r6currence, et on  obt ient  un O~.h 2 c'est-fi-dire un  

ot h 2 ]. 
Au dernier  terme, on appl ique  l 'hypoth6se de r6currence, et on obt ient  un 

{ a(~<' ¢) + e(~,' <~)- 2'~ 
Oth Y J. 
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Q u a n d  aux autres  termes, on peu t  leur appl iquer  le L e m m e  2, sauf  peut -&re  
p o u r j = s  - dans  le cas off l~=m,, -, et on obt ient  le m~me ordre  de g randeur  que 
p o u r  le p remier  terme, sauf  si on est dans  le cas l~ = m,, off on obtient :  

2 ( h +  ~ n J+ ~ 1J) ~=l 

avec f l ' = ( m  i . . . . .  m ,_ l )  et 8'=(li,...,l~_l). En app l iquan t  une derni6re fois 
l 'hypoth6se de r6currence, on obt ient  H ,  

2 ¢ cas: fl = 5 = 0. O n  pose  alors y = (k i . . . .  , k~) e t a  = (n l, . . ,  nt). O n  suppose,  de 
puls, que k, < tl t. 

(v~,.p, vr.~) = (Lk~...Lk L_,,,...L_,,lv 4, v4) 

= ~ I(k~+ lj) (Lkl...La._~L_,,,...L_,,~. ~L_(,,j_k.)L_,,~_,...L_,,v O, v4) 
j = l  t. 

k~(k2~ I) ] 
8~_krZ ( Lkl . .. Lkr_ IL_nt . .. L_nj + ~L_~_ 1"'" L_,~ v ,, v , ) j .  

12 

P o u r  tes te rmes  tels que l j - k ~  > 0, on  appl ique  le L e m m e  2 puis l 'hypoth~se de 
r6currence, et c'est fini. P o u r  les autres  - i.e. j > i - on obt ient  

t 

2k~ 2 (Lk~'" L,~_ ,L_ ~;... L_ ~ ÷ 1L_ ,j_,.. .  L_ n~v,, v , )  (h + c(j, z)). 
j=i 

(~(~) + ~(7)'~ 
C'est-h-dire Ah(Lk~...Lk. ~L_,~_~...L_,~v~,v~)+okh 2 ) avec  A > 0 .  

Et  la r6currence se p ropage  une lois de plus. 
DSs lors la positivit6 est claire en d6composan t  sur la base formhe par  les 

v~.~. Q.E.D.  

II.2. Domaine d'dtude ; Premier point caractdristique 

Cons t ruc t ion  du doma ine  d'6tude: 
R e m a r q u o n s  que z(- -  6 -  m) = z(m) et hp,~(-  6 -  m ) -  hp, q(m), donc  on  se 

limite ~ 0 _-< z___ ~ pou r  m__> 0. 
(m + 3 ) ( p 2 -  q2) . 

O n  a alors:  h•, q(m) - hi,,(m) = (m + 2) (m + 4) ' 1. e. p > q ~ h;, q(m) > hl, v(m). 

P o u r  m > 0  d~finissons M(m) tel que: 

M2=4+8(m+2) (m+4)h  et M > 0 .  

Remarquons que M > 2, et que M > m + 4) si ~ = 0. 

Soit D l e  domaine  de R 2 d6fini pa r  

[(m+ 2)x-(m+4)y[<=M 

( m + 4 ) x - ( m +  2)y> M 

O<y<x. 
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Propri6t6 1 [8]. 
(i) h•,q(m) >__ h >= hl, p(m) ~ (!3, q) ~ D, 

(ii) D contient  un point  de N 2 avec y > 0. 

Posons p(h,z)=Minp et q(h,z)=Minq (respectivement pour (2,z)) ot~ les 
minima sont pris sur {(p, q) e D / p -  q + 1 - 2e e 2N}. 

Alors 3 ,q' tels que (p,q')eD et (p,q)' ~ D. Et on a q<__q' et p<=p', 

donc * p>=q'>=q 

*(m+ 2 ) p - ( m + 4 ) q > ( m +  2)p-(m+4)q'>= - M ,  

* (m + 2 )p - (m  + 4)q <=(m + 2)p ' - (m + 4)q N M , 

*(m+4)p-- (m+ 2)q>(m+4)p-- (m+ 2)q'> M .  
Et donc (p, q) e D. 

Ddfinition I. Si p - - q + l - - 2 e ~ 2 N ,  on pose P(h,z)=(p,q) (respectivement pour  
(2,z)). Sinon, on peut  remarquer  que (p+  1,q) et (p, q +  1) sont dans D, car, en 
regardant  le ra isonnement  pr6c6dent on s'aper~oit que (p, y) e D pour  q_< y =< q' (et, 
ici, q' > q), et que, de m~me, (x, q) e D pour  p =< x __< p' (et p' > p). On  est alors amen6 fi 
poser, dans ce dernier  cas: P(h, z) = (p + 1, q) (respectivement pour  (2, z)). 

Propri6t6 2. Si (Po, qo) e D, avec P o -  qo + 1 - 2e E 2N, alors le produi t  Poqo est 
inferieur au produi t  des coordonn6es  du point  P(h,z) si et seulement si 
P(h, z) =(Po, qo)- 

Ddmonstration. Posons  P(h, z) = (p, q) (ceci est une nouvelle no ta t ion  et non  pas une 
supposit ion) et 2n = pq. 

Si (p(h, z), q(h, z))= P(h, z), alors: 
si Poqo <-- 2n et Po > qo avec (Po, qo) + (P, q) et Po - qo + 1 - 2e s 2N, alors soit 

po < p, soit qo < q. D o n c  (po, qo) ¢ D. 
Si P(h, z) = (p(h, z) + 1, q(h, z)), alors: 
Si Poe t  qo v6rifient les m~mes hypoth6ses que pr6c6demment,  alors on a Po < P 

ou qo < q. Darts ce dernier cas (Po, % ) ¢  D. Dans  le premier  cas, si Po < P - 1  on a 
encore  (Po, qo) ~ D; on 6tudie donc  le cas off Po = P -  1 et qo = q + 1. On  a p q -  Poqo 
= p(h, z ) - q ( h ,  z); donc il est n6cessaire qu'il y ait 6galit& p(h, z )=  q(h, z). Alors, en 
repor tan t  clans les in6galit6s de d6finition de D 

(m + 2 ) p - ( m  + 4)q > - M ; (m + 4 )p - (m  + 2)q >= M , 

on obt ient  p(h, z) = q(h, z)-- M.  Mais alors (m + 2)p o - (m + 4) qo -- - M -  (m + 4) 
< - M .  

/ . ,  

E t  on a encore (Po, qo) ¢ D (le cas qo > q + 1 est exclus, car, dans ce cas, Poqo > Pq 
+ p - q - 1  > pq; en effet p - q - 1  =p(h,z)-q(h,z)>_O). 

Proposit ion 2 [8]. Si P(h, z) (respectivement P(,~, z)) est intdrieur d D, alors la forme 
( . ,  .) prend des valeurs ndgatives sur V. 

Ddfinition 2. Soit r__> s des entiers naturels non  nuls. Posons  

f ( h -  h~,~(m))(h- h~. r(m)), s i r  ~ s 
~b," ~(m) -- [h  - h, ~, ~(m), s i r  -- s. 
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De sorte que si (r, s)¢D et rg=s, alors ~b~,,(m)>0. On a 6galement: 

M 
¢, , ,<0 ~* r>-~-. 

Remarquons que si r2=pq, alors ~b,,r>0: 
(r + 1, r - 1 ) ~ D ,  sinon ceci contredirait le fait que pq est minimal; donc, en 

tenant compte de: 

(m+2)(r + 1)--(m+4)(r--1)=2m+6-2r 
(m+4)(r +1)--(m+ 2)(r--1)= 2m+6+ 2r 

et, en remarquant que M < 2r < M + 2 entra~ne 2m + 6 + 2r > M e t  2m + 6 -  2r 
> -- M, on obtient: 

2 m + 6 - 2 r > M  car (r+ 1 , r -  I)¢D. 
Deplusp>__rcarp> qetpq=r2. 0 r p = r  =~ q=r, etalors~pr.r=O.Etsip>r + l , 

q =< r-- 1 (pq = r2). En reportant, on trouve: 

(m+2)p-(m+4)q>(m+2)(r+ 1)--(m+ 4)q 

>(m + 4)(r+ 1 --q)--2(r + 1) 

= > 2 ( m + 4 ) - 2 ( r +  1) 

> 2 m + 6 - - 2 r  

> M .  

Et ceci est une contradiction. 

III. Analyses locales; fin de la demonstration 

III.1. Domaine de variation du paramktre rdel m 

Posons maintenant P(h,z)=(p, q). On voit qu'il y a trois cas: 

(A) (m + 2)p - (m + 4) q = M,  

(B) (m + 4) p-- (m + 2) q = M, 

(C) (m+2)p-(m+4)q= - M  (p+q). 

Lemme 1 [8]. Le cas (C) ne se produit pas. 

D6sormais nous fixons (p, q). Darts le cas (A) [respectivement (B)], on aura 
h = h~,p(m) [respectivement h~,q(m)]. 

Lemme 2 [8]. (i) L'ensemble de tousles m>O pour lesquels h=hq, p(m) et z=z(m) 
/ 

cas (A) est l'intervalle m > p + q - 4  (gt condition d'exclure le cas non donnent le 

intdressant > M q= -~).  
\ 

(ii) L'ensemble de tousles m >O pour lesquels h=hp, q(m) et z=z(m) donnent le 
cas (B) est l'intervalle m> p + q - 3 ,  sauf si p=q= 1, auquel cas c'est m>O. 

Remarque. Dans le cas (A), avec e = ½, si q > M la forme (. -) prend des valeurs 
2 '  n6gatives sur V 
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Ddmonstration. On a ~b~,~<0, et si r e s t  tel que 2 ( r - 1 ) < M < 2 r ,  alors r < q  et en 
raisonnant comme dans la Proposition 2 du II, on obtient detH~2 <0.  

Pour  0 < z < 2, m est une fonction analytique de z, et on peut 6crire: 

h~.q(m)= h~.q(z)=h(z) et de m~me pour  le cas h~. v. 

Fixons z et consid6rons H~,(h, z) comme une fonction de h, au voisinage de h(z). 
Ses valeurs propres sont les solutions d'une 6quation polyn6miale it coefficients 
polyn6miaux (doric analytiques r6ets). De plus ses valeurs propres sont r6eUes pour  
h r6el, car H~l(h, z) est sym6trique; on peut ainsi faire un d6veloppement de Puiseux 
des racines: 

~,(h)--.~io-t-~it(h-h(z))l/k--}-o~i2(h-h(z))2/k+... pour  l<_k<_P(n0. 

Mais alors aij est r6el pour  tout j: 
~i(h) est r~el pour  h rhel; h(z) est aussi r4el. 
Donc c% est r6el; mais alors aussi 

h-,h(z) L(h--h(z))l/k l " 

Et ainsi de suite pour  tout j. 
Mais, en multipliant h - h ( z )  par eV=-l~ = - 1  eR,  on obtient: 

Doncj  ¢ kZ ~ chj = 0. 

On peut aussi prendre k = 1 et: 

Propri6te I. 

el(h) = C~io + c~il(h - h(z)) + cha(h- h(z)) 2 + . . . .  

Donc, cf. [8], dans un voisinage de (h(m), z(m)), on peut trouver une fonction 
analytique v(h, z) it valeurs dans V, telle que v(h, z) soit de norme 1, soit vecteur 
propre pour  H~,(h, z), et corresponde it la valeur propre 0 quand h = h(m); z = z(m), 
cf. [9]. 

De plus, 

Lov(h(m), z(m)) -- (h(m) + n) v(h(m), z(m)) , 

Lkv(h(m), z(m)) = 0 pour k > 0, 

car ( Lkv(h(m), z(m)), u )  = (v(h(m), z(m)), L _ ku) = 0 Vu e V, _ k" 

Or, Lkv(h(m), z(m))e V,_ k et H~,_k(h(m), z(m)) est inversible (car n - k  < n). 

Donc, Lkv(h(m), z(m)) e V,X_k = {0}. 

I1 existe donc un homomorphisme de L-modules 

: gh(m) + n, z(m) . ~  vh(m), z(m) 

transportant v~ (")+"'~(~) sur v(h(m), z(m)). 
Grgce it ce vecteur, on va pouvoir 6tudier la structure de la forme hermitienne 

contravariante quand m tend vers l'infmi. 
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Ddfinition t. Pour n 1 <n '  ou m+m', posons U , I=  U,l(m ) l'espace des vecteurs 
propres pour  0 darts V~. 

Pour  (h, z) voisin de (h(m'), z(m')), on pose: 

U, ~(h, z) = {L_ , ... L_,IF_ t~..- F _ ,~v(h, z)/Xk, + Slj = n' - n}. 

On dhfinit alors U,,(m)= U,,(h(m), z(m)). Les deux d6finitions coincidant quand 
elles s'appliquent toutes les deux cf. [-8]. Alors, U,,(m) est d6fini et est une foncfion 
analytique de m: I1 existe {vl(m), ..., vp(,~)(m)} tel que vi(m) soit analytique en m, et 
{Vl(m),---, Vaimu (re)} soit une base de U,~(m).). 

. n l  • 

Soat Wn~ son orthogonal par rapport  a la forme {.,.  }. 

111.2. Deuxi~me point caractOristique du problOme 

On va, maintenant, chercher /t d6finir un deuxi~me point caract6ristique du 
probl6me. Ce point va correspondre au deuxi6me point minimal pour  la fonction 
produit sur la fronti6re de D, avec la bonne parit& 

Si on regarde les droites x - y  = p - q  + 2k, avec k e Z, et leurs intersections 
avec D, on se rend compte que les points minimaux correspondent (si cette 
intersection existe) /t k = - 1  dans le cas (A), et /t k = l  dans le cas (B). 
Matheureusement, cette intersection n'existe pas toujours dans le cas (A), comme le 
montre un petit calcul. Aussi, dans ce cas, il faut distinguer deux sous-cas, 
correspondant, respecfivement,/t: 

Cas (A1): p - q > 3  ou p - q = 2 ,  avec m non entier. 
Cas (A2): p - q = l  ou p - q = 2 ,  avec m entier. 

Remarque. Le cas m entier ne nous int6ressera pas, puisque c'est justement ce que 
l'on veut d6montrer. 

Dans le cas (A1), l'intersection des 2 droites (m + 4 ) x - ( m  + 2 ) y =  M e t  x - y  
= p -  q -  2 est un point (x(m), y(m)) avec p' - 1 < x(m) < p' pour un certain p' > p -  1. 
Si x(m)=p', alors y (m)=q '=p ' -p+q+ 2, et m = p ' + q - 2 .  

Dans le cas (A2) ou (B), l'intersection des 2 droites (m + 2 ) x - ( m  + 4)y = M et 
x - y = p - q + 2  est un point (x(m), y(m)) avec p ' - I  <x(m)<p' pour  un certain 
p'>p. Si x(m)=p', alors y ( m ) = q ' = p ' - p + q - 2 ,  et: 

Dans te cas (A2): m = p ' - p - 4 .  
Dans le cas (B): m = p + q ' - 2 .  
Et on a doric m e Z. 

Remarque. En plus, dans le cas (A2), on a aussi 

(m + 2)p--(m + 4)q= M ,  

(m+ 2 ) (p -q )=M + 2q, 

m + 2 = M + 2 q .  

D~finition - Propriktd 2. * s i p ' -  1 <x(m)<p' et si (Pl, qO est sur la fronti+re de D 
avec la bonne parit6, et si Plql <P'q', alors (pl, qO=(p,q). 

• si x(m)=p' et (t91, q0  eomme ci-dessus, alors (Pl, ql) est soit (p, q), soit (p', q'). 

Ddmonstration. 
Cas (A1): 

On 6crit p l - q ~ = p ' - q '  + 2k, k~Z.  



Repr6sentations Unitaires des Super-Alg6bres 651 

Si k < 0, alors 

(m + 4)pl - (m + 2)qi = (m + 2) (p~ --ql)  + 2pi 

< (m + 2) (x(m) - y(m)) + 2p i 

< M + 2 ( p  1 --x(m)). 

Doric p~ >x(m), soit p~ >p' .  On a aussi qt =q '+ (pa  - p ' ) - 2 k ;  et donc le seul cas 
possible d'6galit6 est: (pl, ql) =(P', q')- 

Si k = l ,  on a P-q=Pa-ql.  Et de 

l (m+2)pl--(m+4)ql=M ou 

(m+2)pl-(m+4)ql=--M ou 

(m + 4)p 1 - ( m  + 2)q~ = m ,  

on tire: 

(P, q) 

(pl, q l )=  (p+M,q+M). 
( - q ,  --p) 

Le troisi6me cas est clairement impossible; quant au premier, il est admis dans le 
lemme. Reste le second: 

(m+4)(p+ M -  2)-(m+ 2)(q+ M)=M + 2(m+ 3) (p-q-1) -2> M. 

Donc p' __< p + M - -  2, soit q' < q + M, d'ofi la contradiction s ur le produit  plqi .  
Si k > 1, remarquons 

(m + 2) (x(m)- y(m)) + 2x(m) = (m + 2) (iv-- q)-- 2q, 

m+ 2=x(m)+q. 

Soit alors x' = x(m) + 2k, 

(m + 2)x' - (m + 4) y(m) = M - 2x(m)-  2y(m) + 2k(m + 2) 

> M + 2 (2 (m + 2) - x(m) - y(m)) 
=> M + 2(x(m) - y(m) + 2q) 

> M + 2(p+q-2)> m. 

Donc Pi > x '  et ql > y ;  soit qi >q '  et pa >p' .  Contradiction. 
Cas (A2): 
Ce cas est trivial, car, en 6crivant p ~ -  q t = p - q  + 2k, on a: 
Si k <  - 1 ,  la droite x - y = p a - q l  ne rencontre pas D. 
Si k = - 1 ,  on a encore: 

[(P,q) 

(Pl, ql) = ~ (P+ 7 ,  q + M) 
[(-q -p). 

Encore une lois, seul le deuxi6me cas pose probl6me, et on a: 

(m+ 2)(p+ M-2)-(m+4)(q+ M)= - M - 2 ( m +  2)<M. 
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On conclut encore que p ' < p + M - 2 ,  et q ' < q + M ;  
Si k>0 ,  

(m + 2)p 1 - ( m +  4)ql > M + 2 ( x ( m ) - p 0 ,  

d'ofl p~ =>p'. Contradiction. 
Cas (B): 
On procMe de m~me. 
Si k_>_0, 

(m + 2)p~ - (m + 4) q~ = M + 2(y(m)-  q t) + 2k(m + 2). 

On retrouve comme seule possibilit6 (Pl, q l )=(P ', q'). 
Si k = - 1, en 6crivant de m~me les 6quations de la fronti6re de D, on obtient 

comme possibitit~s: 

( - q , - - p )  

(p~,q~)= (M--q,  M--p)  

(P, q). 

Seul le deuxi~me cas pose probl6me: 

(m+ 2 ) ( M - - q ) - ( m + 4 ) ( M - p - 2 ) =  - M + 2 ( m + 4 ) .  

Sip+q,  alors M = ( m + 4 ) ( p - q ) + 2 q > m + 4 ;  et donc i f < M - q ,  soit q ' < M - p ,  et 
on a une contradiction sur le produit  P~ql. 

Si, au contraire, p = q le seul point commun entre la droite x = y e t  D est (p, q), 
donc le probl6me est clair [en fait, p = q = p ~  =ql  =M/2] .  

Si k < - 1, on a encore m + 4 = x(m) + q et 

(m + 4) x(m) - (m + 2) (y(m) - 2k) __< M - (p - q + 2). 

Soit pl<=p' et ql>q' .  Q.E.D. 

I1 nous faut 6tablir la Proposition suivante: 

Proposition 3. Si Ie cas (A) ou (B) se produit, et que p ' -  1 < x(m) < p', alors la forme 
( . ,  .) prend des valeurs ndgatives sur V. 

Nous allons faire un raisonnement par l'absurde. 

Remarque. On peut fixer p, q, p' et laisser m param6trer la courbe z=z(m); 
h = h;,q(m) (B) ou h = h;,q(m) (A). 

111.3. Analyse locale de la forme hermitienne contravariante 

L'6tude se conduit assez simplement, mais demande un peu de technique. Tout  
d'abord, il s'agit d'6tudier l 'homomorphisme mis fi jour  au Paragraphe 1. 

Lemme 3. d~ t  [-'lh(m')+n'z(m') -I- 
. . . . .  n "  - n ~ v .  

Ddmonstration. On dolt pro uver que h(m') + n 4= hm,ql pour P lql < 2(n' - n), i.e.: 
Dans le cas (A): 

[(m' + 2) p -  (m' + 4) q3 2 + 8 (m' + 2) (m' + 4) ~ ,  [(m' + 4) p 1 - (m' + 2) ql] 2. 
z 
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Darts le cas (B): 

[(m' + 4) p - -  (m' + 2) q] 2 + 8 (m' + 2) (m' + 4) ~ff + [(m' + 2) p i -- (m' + 4) q 1] 2. 

Et, ceci est 6quivalent ~t: 

{ (m'+2)p+(m'+4)q:~ _+[ (m '+4)p l - (m '+2)q l ]  (A) ou 

(m' + 4) p + (m' + 2) q 4= +_ [(m' + 2) p, - (m' + 4) q 1 ] (B). 

m ' + 2  
m' + 2 et m' + 4 sont premiers entre eux sim' est impair (m' e N); et, sinon, - - 2 - -  et 

m' + 4 le sont. 
2 

Raisonnons par l'absurde: Dans le cas contraire, 

~P+-ql =k(mi+4)  et - t -pl -q=k(m'+2)  (A) ou 
3 k e Z  tel que (P+-P~ =k(m +2) et +_ql-q=k(m'+4) (B). 

Ecrivons Plql < 2 ( n ' -  n) = p'q' - pq sous la forme: 

P~q~ +Pq=(p+_Pj( +_q~-q)+(P+_pjq-(  +q~-q)p  

= (P-+ q J  (---P~ -q)+(P+-q~)q-(+Pl -q)P 
f a = 4  si (A) 

= k2(m' + 2) (m' + 4) + k(m' + a)q - k(m' + 6 - a)p 
a = 2  si(B) 

< p'q' = [(m' + 6 -  a)-- q] [(m' + a ) -  p].  

Soit: 

(1 - k 2) (m' + 2) (m' + 4) - (q + kq) (m' + a) - (p - kp) (m' + 6 - a) + pq  > 0 

[(1 -k)(m'  + 6 - a ) - q ]  [(1 +k)(m'+a)-p]  >__0 

m ' + 6 - a =  { M + 2 q  (A2).  > q  
Or, 

(P + q' 
m'+a= ~ ( M + 2 p  (A2) >P" 

Si k +  ___ 1 le signe du produit est donc celui de (1 -k2) (m '+2) (m '+4) .  Et donc, 
n6cessairement, k = 0. 

Si k = + 1 le produit est clairement n6gatif. 
Mais si k = 0, alors 

{ p ± q l = 0  t q = _ _ p l ( A )  ou 
p+pl=O et q=+__ql(B). 

Et ceci est 6videmment une contradiction. Q.E.D. 

On volt facilement (cf. [8]) que J,,l(m), restriction de H,i(m ) it W,I, est non- 
singuli6re sauf peut-atre sin = n' et m = m'. L'op6rateur J,1 6tant continu, et marne 
analytique, notre supposition implique alors que J,1 est positive (en tant que 
forme) pour tout m, si nl < n'. I1 s'agit, maintenant, de l'&udier au point critique: 
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Lemme 4 [8]. Au voisinage de (h(m'), z(m')), on a: 

e(h, z) = a(h, z).  (k--  h(z)) avec 0 < A < Ta(h, z)1 < I /A  

si: A est une constante, 

H.(h, z).  v(h, z) = e(h, z).  v(h, z) cf. III.l, 

h(z)=h;,q(m) ou h•,.(m), s i z = z ( m ) .  

Lemme 5 [8]. Soit K.,(h, z) la restriction de H.,(h, z) fi U,,(h, z). 
Dans un voisinage de (h(m'), z(m')), on a: 

det K.,(h, z) = k( h, z) . 7( h, z) P("'- ") 

et, iI existe une constante K telle que: 0 < K  < lk(h, z)l _-< I /K.  

On en d6duit la propri6t6 fondamentale suivante: 

Propri6t6 3 [8]. Au voisinage de m', il existe D e R 

tel que det J.,(m) = d(m). ( m -  m') avec 0 < D < ld(m)l < a/D. 

Ainsi, on obtient que pour m ' > m ,  la forme prend des valeurs n6gatives car 
detJ.,(m) change de signe en m'. 

Corollaire 1 [8J. (a) si x ( m ) > p ' - l ,  x (m)+p '  et n a < ' ~ ' ' = n = 5p q, alors la dimension 
de l'espace des vecteurs nuls dans V,~ est P ( n l - n ) .  

(b) si x(m) = p' et n~ < n', cette dimension est encore P(nl  - n), mais si n~ = n' c'est 
P(n~ -- n) + 1. 

111.4. Etude locale it rinfini 

La conclusion de cette 6tude est donc: 
La supposition que H,~(h(m),z(m)) est non-n6gative pour un m donn6 

(p' - 1 < x(m) < p') a amen6 la conclusion que J,~(m) est positive pour des m grands, 
si n, <n',  mais que J,,(m) a au moins une valeur propre n6gative pour m grand. 
Nous montrons maintenant, pour conclure, que ceci est impossible en 6tudiant ce 

q u i s e p a s s e / l l a l i m i t e ( i . e . z - - + 3 / 2 ) . . .  ( ( 8  , 3 / 2 )  si 
Quand m tend vers l'infini, (h~,q(m),z(m)) tend vers le point P q)2 

e =  1/2, et (2(m), z(m)) tend vers ( +_ ~-P-q, 3/2) sinon. On d6signera le point limite 

par un indice 0 (e.g. (ho, Zo)). v ~  1 
S i p  4: q, on peut param&rer la courbe par # = - - ;  sinon, on peut prendre 

m 

#=3 /2 - - z .  D6s lots les matrices H,~(#)=H.~(m)=H,~(h(m),  z(m)) sont des fonc- 
tions analytiques du param6tre #, et les valeurs propres de Hn~(#) sont alors 
donn6es par des s&ies enti&es: 

e~ = c~(~) = e~0 +e i l#  + .... 

Nous d6finissons v(,~) "0,k comme 6tant l'espace des valeurs en # = 0 des f germes de 
fonctions holomorphes au voisinage de 0, fi valeurs dans V,~, et telles qu'il existe g 
germe en 0 de fonction holomorphe ~ valeurs dans V,1 et: 

H,I(#)U(#) =/~kg(#). 
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Lemme 6 [9]. I1 existe P(#) et Q(#), deux matrices analytiques telIes que: 
Leur ddterminant commun est constant, dgaI dt 1. 
La matrice P(#)H,~(#)Q(#) est diagonale (et on peut mdme faire en sorte que les 

coefficients diagonaux soient ordonnds par ordres en # = 0  ddcroissants). 

.7(,i)_ r~.-~v(,1)~ ators: Lemme 7 [9]. Si on note "k --,-" .... ~'0.k ,, 

d~"l)=ordo detH,  l(#). 
k > l  

II1.5. Conclusion. Le thdor~me FQS 

Ddfinition 3. S i f  et g sont deux germes, en 0, de fonctions/t valeurs dans V,~, telles 
que H,~(#)f(#) est d'ordre au moins k, en 0 (respeetivement pour g), on pose: 

( f  g)k(#) = #-k {H,I(# ) f(#), g~)}.  

Siv, we  Vo~"~ ), avec v = f ( 0 )  et w=g(0), on pose: 

(v, w)k = lim #-k {H,~(#) f(#), g(#)}. 
# ~ 0  

La d6finition est licite car, si f(0)=h(0),  alors ( f - h ) ( 0 ) = 0 .  Et alors, en 
s'int6ressant au cas ~ ( f - h ) ( # ) =  #fl(#), on obtient: 

H,,(#)g(#) = #kg~(#), 

#-k {H,~(#) ( f  -- h) (#), g(#)} = #-k +a { f l  (#), #kg ~ (#)} 

=#{L(#),g~(#)}- 

On peut 6galement remarquer que le calcul pr6c6dent prouve que V0("~)+ ~ et V0(7~ ) 
sont orthogonaux par rapport/ t  la forme ( , . ,  }k; et done, celle-ci induit une forme 
bilin~aire sym6trique sur le quotient V(o"~)/Vo("~)+ 1, not6e similairement. 

Propri~t6 4 [9]. La forme ( -, )k est non-d~g6n6r6e sur E ("1) k>0 .  O,k ~ 

Posons 
V k= 0 v('~) 

v O , k  , 

x v /v = • 
n l  

On &end la forme bilin6aire que l'on avait pour chaque ha, fi tout l'espace, en 
d6cr6tant que les v(,~) sont orthogonaux deux fi deux, pour des n~ distincts. r 0 , k  

I1 est ators clair que H~(#) est non-n6gative pour de petits #, si et seulement is 
les formes ( , . , ) k  sont toutes positives. 

Corollaire 2 [8]. (a) Les espaces V k sont invariants par rc = ~ho,~o et done v~ opkre 
sur X k. 

(b) La forme ( . ,  ")k sur X k, v&ifie: 

(Lmx, Y)k=(X,L_mY)k m ~ Z  

(Fnx, y )k=(X,F_nY)k  n ~ Z .  

Pour  h >__ O, la repr6sentafion ~h, 3/2 sur V h' 3]2 a un unique quotient irr6ductible 
~h, 3/2, sur X h'a/2, sur lequel on a une forme hermitienne qui fait de ~h,3/2 une 
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repr6sentation unitaire, dans le sens que: 

Qh, 3/2(Lm). = Qh. 3/2(L_ m) et O h, 3/2(Fn)* = O h, 3/2(F__ n). 

Une teUe forme est unique,/ t  multiplication par un scalaire pr6s. 
r 2 

Prenons, en particulier, h = -8-, r E Z (avec r = p - q ) .  

Alors, _ 1/2 h-hp2,o2(O ) si et seulement s i r  2 = ( P 2 -  q2) 2- 
r 

De marne, si 2-- _+ ~ ,  r~N,  alors h = h°2,~2(0) si et seulement si r 2 = (P2-q2)  z. 
g - .  

En particulier h = h~+ 1.1(0). Doric r + 1 est le plus petit entier pour  lequel Hn est 
d6g6n~r6e et comme, de plus, l'espace propre associ6/L 0 est de dimension 1, V 1 
s'envoie dans un quotient de V h+r+l'3/2. En continuant, on obtient: 

Propri6t6 5 [8]. V h' 3/2 admet une filtration de sous-modules V h" 3/2(k), k_-> 0, telle 
que: 

V h, 3/2 = y h, 3/2(0 ) 2 yh" 3/2(1) 2. . -  _D V h, 3 /2(k ) D . 

la repr6sentation sur le quotient V h' 3/2(k)/Vh' 3/2(k + 1) est Qh(~)' 3/2. 
En posant: h ( k ) = ( r + 2 k ) 2 / 8  si e=  i/2, et 2(k)= + ( r + 2 k ) / ] / / 8  sinon. 
En conclusion, X k est une somme directe de sous-espaces irr6ductibles et 

invariants X~, et la restriction de { , . ,  ) k / t  X~ est soit positive, soit n~gative. 
L'hypoth~se que nous essayons de contredire implique, alors, que la forme est 
positive si X~ contient des vecteurs de poids h + n~, nl < n', et qu'il existej et k tels 
que, sur X~, la forme est n6gative et contient un vecteur de poids h + n'. 

Le Lemme suivant assure donc la contradiction: 

r 2 (r + 2/) 2 
Lemme 8. Udquat ion  ~ + n ' -  ~ n'a pas de solut ions dans Z .  

Ddmonstrat ion .  On peut r66crire l'6quation sous la forme: 2n '=l ( l+r) .  
Or 2 n ' = p ' q '  et r = p - q ,  donc: 

(p' + [) (q' - / )  = p' q' - 12 + l(q' - p') 

= p'q' - 12 + l(q - p) +_ 21 

= +_21. 

Or p '+  1 > l, donc la seule solution est: 

1 (All 
p ' = l  et q ' - l =  _ 1 ( A 2 )  ou(B) .  

Dans le cas (At), on obtient p ' - q ' =  1, et ceci est une contradiction. 
Dans les cas (A2) ou (B), on obtient p -  q = p ' -  q ' -  2 = - 1, et on a encore une 

contradiction. Q.E.D. 

Ceci ach6ve la d6monstration du Th6or6me. 
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