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Das einzelne Element der Gruppe. 

a ~ bedeute eine infinitesimale halb-einfsehe Gruppe von r Parametern, 
a~ diejenige infinitesimale Gruppe, welche aus ihr dutch die am Schlul3 
des vorigen Kapitels gekennzeichneto ,,unit~ire Besch~nkung" hervorgeht. 
Die zu ihren Elementen a adjungierten infinitesimalen linearen Transfor- 
mationen dx ~ [ax] erzeugen eine kontinuierliehe Grnppe linearer Tram- 
formationen ~, bzw. ~,. Da zu ~, naeh Kapitel III,  Satz 6 eine invariante 
definite quadratische Form geh6rt, ist au ein g~r Gebilde. Das 
infinitesimale Element h ~ h ( 2 1 , 2  ~ . . . .  ,An) der ~ljungierten Gruppe er- 
teilt dem willkiirliehen Element 

x- -h(~ l ,  ~ ,  . . . ,  ~ , ) +  2 ~ e ~  

yon a ~ mit den ,,Hauptparametern" ~ und den ,,Nebenparametern" z~ 
den Zuwaehs dx = [hx],  der sich aus den Formeln ergibt: 

dx~=ffiO ~ i =  1, 2, . . . , n ) ,  dz~ ~ ~.z~. 

Die daraus dutch Iteration entstehende endliche Transformation (~)yon ~: 

(1) ~ ' =  (,) x (~) -I,  
die man zweckm~l~ig dutch e h bezelchnet, lautet dsher, in den Parametern 
ausgedriickt: 

(2) ' ' 
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Die ,,Hauptelemente" (~) bilden eine n- parametrige A b e 1 sehe Untergruppe 
in ~. Geh6rt (e) zu au, so sind die 2 i rein imagintlr; wit schreiben dann 

2 1 - - ~ 2 ~ - - 1 ~  und 2~--~--lu an Stelle yon a. Es gilt: 

Satz 1. Jedes Element t yon au laflt sich in die Form bringen 

t = 

wo u sowbhl wie das Hauptelement (e) gleich]alls zu au geh6ren. 

In-den in Kapitel I und II behandelten Sonderfiillen traf dieser Satz 
mit bekannten algebraisehen Tatsaehen zusammen. Hier soll er allgemein 
mittels der Kontinuitiitsmethode durch die gleichen Reehnungen begriindet 
werden, die uns friiher zur Volumbestimmung dienten. 

Man gehe n~imlieh yon eineni in der Form (3) dargestellten Element t 
zu dem endlich benaehbarten t q -d t  fiber und suche (e) und u dabei so 
zu variieren, dab die Gleichung (3) bestehen bleibt. Die  Abweiehung des 
infinitesimalen Elementes (t "k-dr)t -1 yon der Identit~it werde mit f t  be: 
zeiehnet, ebenso sei d u . u - l - ~  f u  gesetzt. Die in Kapitel I, w 6 ein- 
gefiihrten Begriite werden sinngem~il] iibertragen. Wit finden analog zu 
der dort aufgestellten Gleiehung (25): 

( 4 )  u . f t . , , - '  = 2 , , i d a , )  - 1 -  

Sind fu~ die Nebenparameter yon fu ,  so sind die Haupt- und Neben- 
parameter yon u. fit. u -1 also 

(5) 2n~--ld~v~, bzw. ( e ( a ) - - l ) f u ~ .  

Bei gegebenem Zuwachs dt bestimmen sich daraus eindeutig 1. die Ande- 
rungen der ,,Drehwinkel" ~0 i von t oder die J~nderung yon (e), und 2. 6u 
und damit die Variationen der Parameter yon u, wenn wit die Haupt- 
parameter von f u  gleieh 0 nehmen, d.h. festsetzen, dall der Ubergang 
yon u zu u q- du ,,senkreeht" zur ,,Geraden" [u] effolgen soll. Nut mull 
vorausgesetzt werden, dal] (e) nicht singuliir ist, dal] ngmlieh e(r fiir 
keine der Wurzeln a gleieh 1, keiner der r ~ n Wurzelwinkel a eine Voll- 
drehung ist. 

Es durehlaufe u die ganze Mannigfaltigkeit flu, bzw. die dutch ,,Pro- 
jektion" daraus entstehende Mannig~altigkeit [flu] yon n Dimensionen 
weniger, deren Elemente die ,,Geraden" yon au sind, (e) aber alle nicht- 
singuliiren Hauptelemente yon flu. Unter diesen U~nst~inden besehreibt 
t =~u- l (e)u  ein Gebiet ~ auf au- Denn gem~B unserer Rectmung, welche 
lehrt, dal] die Funk~ionaldeterminante nieht versehwindet, gehSrt m i t t  
stets aueh eine ganze Umgebung yon t dem Bereiche 5E an. Wegen der 
Gesehlossenheit des Gebildes au, auf welehem u und (e) variieren, ist ]edes 
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Randelement t n yon ~ gleichfalls in der Form i3i darstellbar, abet bier 
wird nun wenigstens eines der e (~) gieich 1. Die Mnguldren Elemente t, 
die man aus (3) erhiilt, wenn u ganz ~ durchl~iuft, (8) hingegen nut die- 
jenigen Hanptelemente, fiir welche einer der Wurzelwinkel a -~  0 ist, bil- 
den ein Kontinuum t. Wir haben erkannt, daI] ~: eines der dutch t auf 
~ bestimmten Gebiete ist." Der Beweis yon Satz 1 wird zu Ende gefiihrt 
dutch die Erkenntnis, dab das Kontinuum t drei Dimensionen weniger hat 
als au und folglich ' ~  dutch t nioht zerlegt wird. 

Ist (8) ein singu]~res Hauptelement, fiir welches die Wurzel a ~ 0  
ist, so kann man, olme t zu ~indern, u in (3) ersetzen dureh irgendein 
Element yon der Gestalt 8.u, wo s die (n~-2)-parametrige Gruppe 
durchliiuft, deren infinitesimale Elemente sich linear aus den Haupt- 
elementen h und e~, e-a zusammensetzen. Denn fiir ein infinitesimales 
Element s o yon ~ stimmt (8)80(8) -1 nach den Gleichungen (2) mit s o 
iiberein; und die Vertauschbarkeit mit (8) iibertr~gt sich yon den infini- 
tesimalen auf alle Elemente der Gruppe ~. Die zu einem festen singu- 
l~iren (8) gehSrigen Elemente yon der Form u -1 (8)u bilden also nut eine 
( r ,  n -- 2)- dimensionale Mannigfaltigkeit, die singul~ren Hanptelemente, 
selber eine (n -- 1)- dimensionale. 

:Nach (3)s ind die r - - n  GrSBen e(a) saint der n-fach zu rechnenden 
Zahl 1 die charakteristischen Wurzeln, die Multiplikatoren der linearen 
Transformation t yon ~ (oder ~); die e(a) sind also bis auf die Reihen- 
folge eindeutig durch t bestimmt. 

Will man die analogen •berlegungen fiir die ganze Gmppe ~, nicht 
die unit~ir beschr~inkte au durchfiihren, so muB man diejenigen Transfor- 
mationen t als singul~ire ausnehmen, die nicht bloB n, sondern n ~ 1 Mul- 
tiplikatoren -~ 1 besitzen. Sie bilden ein Kontinuum t yon 1 Icomplexen 
Dimension weniger als ~. Da infolgedessen ~ dureh t nicht zerlegt wird 
und die Randpunkte des analog wie oben definierten Gebietes ~: sicher 
zu ~ gehSren, ergibt sich auch bier das Resultat, das jedes nieht-singuliire 
Element t von ~ sich mit Hilfe eines Elementes u und eines Hanpt- 
elementes (~) yon ~ in der Form (3)schreiben l~i0t. Auf dis za t ge- 
hSrigen singul~iren Elemente iibertr~igt sich diese Darstellungsweise aber 
nicht, denn sonst h~tte t nicht 1, sondern 3 komplexe Dimensionen weniger 
als ~; bier treten ~hnliche Komplikationen auf, wie sie die Elementar- 
teilerthe0rie kennen lehrt. 

Der Aufbau einer halb-einfachen Gruppe in w 1 des vorigen Kapitels 
ging davon aus, dab ein beliebiges nicht-singul~res (infinitesimales) Element 
zum Hauptelement ernannt wurde. Wit verstehen jetzt, warum die Resul- 
rate davon unabh~ingig sind, auf welches nicht.singulRre Element t o unsere 
Wahl dabei fiel. Denn da man to stets aus einem Hauptelement durch 
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Transformation mittels eines gewissen zu ~ gehSrigen u gewinnen kann, 
kommt die Abiinderung jener Wahl darauf hinaus, dat3 alle Elemente der 
Gruppe mittels des festen u transformiert, die Elemente ~ der infinitesi- 
malen Gruppe a ~ dem Automorphismus x ' ~ u - l x u  unterworfen werden. 

w 

Analysis situs. Yolumbestimmung. YolleReduzibil itat.  

Im vorigen Paragraphen legten wit, obschon es sich um reine Struktur. 
fragen handelte, die adjungierte Gruppe der Betraehtung zugrunde, damit 
die Gruppe auch hinsiehtlich ihrer Zusammenhangsverh~ltnisse genau fest- 
gelegt war. ~ ist nicht notwendig einfach zusammenhiingend, i e h  be- 
haupte abet: 

Satz 2. Ein gewi88es endlichbldttriges Uberlagerungsgebilde iiber fi~ 
ist ein]ach zusammenhdngend. 

Dieses universelle Uberlagerungsgebilde a u ist als die wahre abstrakte 
Gruppe zu betrachten , deren Darstellung dureh lineare Transformationen 
unser Problem ist. Jede Darstellung der infinitesimalen Gruppe a ~ liefert 
eine dndeutige Darstellung von au. 

Ein Element t auf ~,, besehreibe eine gesehlossene Kurve ~,  welche 
alas ( r -  3)-parametrige Kontinuum t der singul~iren Elemente nicht triitt. 
Ich verfolge die stetige )[nderung der Drehwinkel ~i yon $ bei Durch- 
laufung~ der Kurve und die damit verbundene stetige Xnderung der Wurzeln 

a = a i q~1 + a.~ tp, z + . . .  + a,  q~,, 

und der OzSl3en e(a) .  Ich behaupte: Kehren alle e(a) zu ihren Ausgangs- 
werten zuriick, so kann ieh die Kurve ~ auf au stetig in den Einheits- 
punkt Zusammenziehen. Denn kehren die e(a) zu  ihren Ausgangswerten 
zuriick, so gilt das gleiche fiir die Wurzeln a selber, weil e(a) niemals 
den Weft 1 passiert, a niemals gleieh einem Vollwinkel wird. In (3) 
h~ngen u und die aus n Einsen und den GrSl~en e(a) bestehende Diagonal- 
matrix (e) stetig yon dem Kurvenpaxameter ab. Die Deformation nehme 
ich so vet, dal] u veto Ddormationsparameter a unabh~ngig bleibt, ~i je. 
doch ersetzt wird dutch a . ~  ; a nimmt stetig yon 1 bis 0 abl). - -  Da die 

1) Wiihlen wir als Ausgangspunkt fiir die zu durchlaufenden geschlossenen 
Kurven ~ eiu Hauptelement to, dessen e (~) nicht bloB yon 1, sondern auch alle 
untereinander verschieden sind, und startet u als Einheitsmat~ix, so ist der Endwert 
yon u naeh Durehlaufung der Kurve eine mitt o vertausehbare Matrix, zerf~llt also 
in ein n-zefliges und r - n  einzeilige Quadrate, die sich l~ng s der Hauptdiagonale 
aneinanderreihen. Info|gedessen bleibt ~ bei-der gesehilderten Deformation eine 
geschlossene Kurve. Eine analoge Bemerkung wRre sehon der topologisehen Unter- 
suchung der Drehungsgruppe in Kapitel II hinzuzufiigen gewesen. 
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e (a) bei Fortsetzung liings einer geschlossenen Kurve ~ aul 5u hSehstens 
eine Permutation eriahren, ist damit der Satz bewiesen; das einfach zu- 
sammenhiingende Uberlagerungsgebilde ist hGehstens (r -- n) !- bl~ttrig. 

Well o~ geschlossen ist, gilt der Hauptsatz yon w 1 so gut fib a u 
~i.e fiir ~ .  

Das Volumen d~2 desjenigen Teiles yon a u, auf welchem die Elemente t 
liegen, deren Drehwinkel ~ dem Spielraum ~ i ' "  r ~ d ~  angehGren, wird 
bereehnet auf Grund der Gleichung (4) bzw. (5). Die Volummessung auf dez 
dureh Projektion entstehenden Mannigialtigkeit [a,] ist .mGglieh, well dez 
Ubergang yon dem beliebigen Element 5u der infinitesimalen Gruppe a ~ zu 

(e)  u(e) 

mittels einer zu ~u geh6rigen Haupttransformation (e) volumtreu ist. Denn 
es multiplizieren sich dabei die bTebenparame~er Ju~ yon Ou mit den Fak- 
toren e (a); and da die Wurzeln a paarweise einander eritgegengesetzt gleieh 
sind, ist das Produkt der Fakt0ren ~-1 .  Dieselbe Tatsache geniigt naeh 
einer Bemerkung in w 3 des II. Kapitels, um einzusehen, dal] der Ubergang 

~t  --~ u . ~ t . u  -~ 

unimodular ist. Somit erhalten wir, unter Fortlassung eines konstanten 
yon den Drehwinkeln unabhgngigen Faktors, 

d~2 = f / ( e  (a) " 1 )  d~v a d~o~.., d~0, 

oder 

6) 

(7) 

dg2 = d d dqJ~ aq~ . . . dq~,, 

+ 

= I 1  . 
cl 

Oas letzte P~odukt erstreckt sich nut uber die ToMtiven Wurzeln. 

Die folgenden beiden Tatsaehen: 

1, au ist gesehlossen; 

2. eine Linearform der Haupt- und Nebenparameter hi, ra des will- 
kiirlichea ~ Elementes yon a ~ verschwindet identisch, wenn sie unter 
der unitgren Einschdinkung 

~ rein imaginiir, z_a = ~ (8) 
versohwindet, 

fiihren auI bekannten Wegen zu dem 
Satz 3. Yede Dars te l lung  yon a ~ durch lineare Trans /ormat ionen  

zer/dllt  i n  eindeutig bes t immter  Weise in  irreduzible Dar~.tellungen. 
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w 

BesUmmung der Dimensiogszahl und Charakteristik einer irreduziblen 
Darstellung yon gegebenem h~chsten Gewicht. 

Die Hauptparameter 2~ mSgen so gewi~hlt sein -- sie sind dadurch 
bis auf eine ganzzahlige unimodulare Transformation b e s t i m m t - - ,  dab 
eine Linearform ~ derselben dann und nut dann ganzzahlige Koeffizienten 

23~ besitzt, w e n n  fiir jede Wurzel a eine ganze Zahl ist (,,ganzzahlige 
~ 0 t  

Form", Kapitel i II ,  w 4). Die Wurzeln ~ selber sind ganzzahlige Formen. 
Dieienigen Lineariormen der 2~, welche aus einer, A, dureh die Substitu- 
tionen ~ der endlichen Gruppe (S) hervorgehen (Kapitel I I I , w  4), mSgen 
zu A d~ui~lenl  heif~en. Schon im vorigen Kapitel erkannten wir: 

Satz 4. Die in einer irreduziblen Darstellung yon a ~ vorkommen- 
den Gewiehte sind ganzzahlige Formen, Mit viner l_.inear]orm treten auch 
immer die &luivalenten als Gewichte der gleiehen Multi1~lizitdt au]. Das 
h6chste Gewicht ist demnach eine ganzzahlige Linear/otto, die yon keiner 
ihrer d~q,iivalenten i~bertro]]en wird. Es existieren nichl zwei ind~uivalente 
irreduzible Darstellungen yon demselben h6chsten Gewicht. 

Der letzte Satz ist naeh C a f t a n  wie in Kap. I, w 3 zu beweisen. 

Bei Beschr~nkung auf au ersetzen wir die Parameter 2~ dureh die 

Winkelvariablen ~o~ (2 i = 2 z ]/------~o~). Durehl~iuft 

A = mi 21 + ms 2~ + . . .  + m,, 2, 

die s~lutlichen vorkommenden Gewiehte in der riehtigen Multiplizitgt, so 
ist die der Darstellung entspreehende primitive Charakteristik 

Z = 2: ea = ~ e(m, q~i + m.,. q% + . . .  + m , ~ , ) .  
A 

Die endliche Fourierreihe Z ist invariant gegeniiber den Substitutionen der 
Gruppe (S).  Nach I. Schur  gilt unter Verwendung des Integrations- 
elementes (6) 

(9) ~fZ(q))Z(--~)dD=l mit t 2 = f d I 2  

. . .  o~ and fiir die Charakteristiken Z, Z' zweier lnaqmvalenter irreduzibler Dar- 
stellungen 

(10) I Z ( ~ ) Z ' ( - - ~ ) d Q  = O. 

Um auf {~rund dieser Orthogonalit~tsrelationen die Charakteristiken 
zu  berechnen, liegt es nahe, das Produkt 

(11) z.a 
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einzufiihren. Das ist eine endliehe Foarierreihe, die sich gegeniiber der 
Gruppe (S) nicht wie g symmetriseh, sondern alternierend verh~ilt. 

Zun~chst n~mlich ist A eine Fourierreihe, d.h. eine end]iehe lineare 
Kombinati0n yon Termen der Gestalt e (~ ) ,  wo die ~ ganzzahlige Linear- 
formen der Drehwinkel ~ bedeuten. Um dies einzusehen, miissen wit 
zeigen, dal3 nicht erst die Summe ~'+~ der positiven Wurzeln, sondern 
bereits die H~lfte davon eine ganzzahlige Form 

r rl ~1 § r~ ~,  ~ . . .  -~ r~ ~ 

ist, oder dal3 ffir jede Wurzel a 

( 12 ) 

eine ganze ZaM ist. Beweis: Zu jeder positiven Wurzel ~ gehSr~ die aus 
ihr dutch die Substitution S, hervorgehende Wurzel 

2 e .  

~a 

Dieselbe Substitution verwandelt e' in Q. I n  (12) kommt neben ~) die 
Wurzel ~ = ~ e'  oder -- e '  vor, je nachdem e'  positL, oder negativ ist. 
Im ersten Fall liefert das Wurzelpaar e, ~ zar Summe (12) den Beitrag 0. 
Wenn ausnahmsweise ~, d.i.  ~'--~ ~, also e~-----0 ist, bleibt dies giiltig; 
der Beitrag der einen Wurzel ~ ist dann ebenfalls = 0. Im zweiten 
Fall ist, ~ e Vorausgesetzt, der Beitrag des Wurzelpaares ~, ~ die 
ganze Zahl 

~a ~a O~a 

kann hier nur dann ~-~ sein, wenn ~ ein Multiplum yon a, mithin ~') 
0 ~ - 4 - a  ist; der Beitrag dieses Gliedes zu der Summe (12) ist q-I  

zl ist aber nieht nut eine Fourierreihe, sondern geht dureh die Sub- 
stitution S~ in - -A fiber. Wir kSnnen die Wurzel r als posi$iv voraus- 

~) Denn neben ~ ~ kann nicht  ein weiteres konstantes  Mult iplum c a yon 
gleichfalls als Wurzel auftreten. Man stelle sonst n~im]ich diejenige ~-Serie yon 
Wurzeln auf, zu welcher c a gehSrt: 

(*) .... ( c -1 )~ ,  c~, ( c + l ) ~  . . . . .  

Die bekannte SchluBweise lehrt, dab t ier  Schwerpunkt der  Zahlenreihe . . . ,  c - - 1 ,  c, 
c-{-1, . . .  im Nul lpunkt  liegt, c ist also entwedor eine ganze Zahl oder cine halb- 
ganze. DaI] der erstg Fall ausgeschlossen ist, wurde in Kap. III,  Satz 4 gezeigt. Is t  

c halbganz, so kommt ~- in der  Reihe (*) vor. Es ist abet  unm6glich, dull neben 

cg 
2 auch a = 2.9~ als Wurzel auftri t t .  
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Im Produkt (7)verwandelt  sich der eine Faktor s (~1 dureh se tzen .  s~ 
(, o) 

in s ~ = - - s  . Ist e �9 g und e' negativ, so lielert das positive 

,~, iibergeht in s ( . ~ ) s ( - - ~ ) ,  also unge~ndert bleibt. I s t  hingegen .o' 

positiv, so ist der entsprechende Beitrag 

je nachdem ~ Q' oder Q = e '  ist; er ist wiederum invariant gegen- 
fiber S~. : 

Eine Substitution der Gruppe (S) heine gerade oder ungerade, je 
nachdem sie ~ in -~ J oder --zl  fiberfiihrt. Das Produkt einer geraden 
Anzahl yon Erzeugenden Sa ist gerade, das Produkt einer ungeraden An- 
zahl ungerade. Mit zJ ist aueh (11) eine alSernierende Fourierreihe, d. i. 
eine solche, welehe bei den geraden Substitutionen yon (S) unge~ndert 
bleibt, bei den ungeraden ihr Vorzeichen weehselt. Jede alternierende 
Fourierreihe ist eine lineare Kombination aus den Blementarsummen 

(13) ~(z1, z~, . . . .  z . ) = ~ + e ( ~ S ) ;  ~ = z l ~ , + ~ + . . . + z ~ . .  
s 

Darin bedeutet ~ eine ganzzahlige Form, welche hSher steht als alle ihre 
~luivalenten. (Diese sind dann saint und sonders untereinander ver- 
schieden.) Die Summe erstreckt sich alternierend fiber alle Substitutionen S 
der Gruppe (S). 

Jede attemierende Fourierreihe, inbesondere ]ede Elementarsumme ~ (l) 
ist in dem Sinne dutch z~ teilbar, da~ der Quotient wiederum eine end- 
liche -- gegeniiber (S) symmetrische --Fourrierreihe ist. Der Nachweis 
beruht auf dem 

Hilfssatz :  Eine Fourierreihe ist dann und nut dann teilbar d~reh 
e ( a ) -  1, wenn 8ie /fir alle ArgumentwerSe q~ versehwinde~, die a zum 
Vollwinkel machen. 

Jedes Glied e ( ~ )  einer Fourierreihe ~ nimmt bei tier Substitution 

S~ einen Faktor e(g~r an, g = -- 2 ~__~ = ganzeZahl. Es ist also y S ~ = y ,  
~ a  r 

wets  ec ein Yo~llwinke! ist. Aut~erdem gilt, wenn y alternierend ist, iden- 
t iseh in allen ~Argumenten ~ S~ ~ -~ ~. Folglich mu~ in diesem Falle 
y ~  0 "sein fi~ nile-Argument-were, d ie  a zun4 Vollwinkel machen. Naeh 
dem Hilfssatz kann man daher'setzen 

y = (e(~) -- 1)~*, ~* ~ Fourierreihe. 
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Ist fl neben t~ eine zweite positive Wurzel, so verschwindet, well die Ebenen 
fl = 0 und ~ ~- 0 im n-dimensionalen Raum der Winkelvariablen ~i nicht 
zusammenfallen, mit ~] auch ~* auf allen Ebenen: fl~- ganze Zahl. 
Datum enthi~lt ~/* den Faktor e ( f l ) -  1. So ergibt sieh sehlieBlieh, daft 
~7 dutch das Produkt  

/]+ (e (r -- 1 ) und damit dureh zl 
a 

teilbar ist. 
Im Hilfssatz mSge r irgendeine ganzzahlige Form bedeuten. Ist g 

der grSl]te gemeinsame Teiler ihrer Koeifiziente n, so kann man voraus- 

setzen, dal~ ~q = ~ ist; denn dies ist dutch eine unimodulare Transforma- g 
tion immer zu erreiehen. ~7 ist ein Polynom 3) in z ~ e ( ~ ) ,  dessen Koef- 
fizienten Fourierreihen der Argumente ~%, . . . ,  ~v, sind. Naeh Voraussetzung 
versehwindet dieses Polynom fiir die g-ten Einheitswurzeln z, welehe der 
Gleichung zg =--1 geniigen, und enthglt darum den Faktor z g -  1 oder 

( . )  - 1 .  

Zu jeder Elementarsumme (13) kann man also die geg6niiber (S) sym- 
metrisehe Fourierreihe 

(14) ~(1,, l,, ...,/~) _= / (ml, me m~) 

bilden. Da e(q~), 

(15) q5 : ll  q~ 1 ~ l~ q~ - - ? . . .  q-  I n %  , , 

das hSchste Glied in ~(1) und e(qJ~ 

o = rl ~% + r,. ~ q- . . .  ~ r~ ~o,~, 

das hSchste Glied in A ist, w;rd das hSehte Glied e ( ~ ) ,  

yon g (m) gegeben dutch 

~ =  q, _ ~ o ,  m ~ =  l~ - r i. 

Weil g (m) symmetriseh ist, kann ~ nicht tiefer stehen als irgendeine der 

iiquivalenten Formen ~ S .  
Fiir eine beliebige Linearform X ist die Summe aller ,gS gleieh 0. 

Denn diese Summe ist eine Linearform H, welehe gegeniiber allen Sub- 
stitutionen S~ invariant ist, d .  h. iiir jede Wurzel a die Gleiehung H~ = 0 
erfiil]t. Darum ist naeh einem in w 4 des vorigen Kapitels erbrachten 
Beweis in der Tat H = 0. Wird also X yon keiner seiner Xquivalenten 
3 8  tier HShe naeh iibertroffen, so ist -= notwendig 0 oder positiv. 

8) In etwas crweitertem Sinne: lineare Kombination endlichvieler ganzzahliger 
(nicht notwendig positiver) Potenzen yon z.  

Matbematische Zeitschtift. XXIV. 2~ 



386 H. Weyl. 

Mithin ist ( i6) nicht negativ. Ordnet man verschiedene Fourier- 
reihen nach der HShe ihres hSchsten Gliedes, so ist also keine Elementar- 
summe ~(1)niedriger als A. Doch A ist als alternierende Fourierreihe 
gleich ~(rl,  r.~, . . . ,  r~) + niedrigeren Elementa~summen. Da solche nied- 
rigeren Elementarsummen nicht existieren: ergibt sich, dab A selbst die 
niedrigste Elementarsumme, 

sein muB. - -  Is~ umgekehrt (16) eine vorgegebene ganzzahlige Form, die 
yon keiner ihrer ~quivalenten der HShe nach iibertroffen wird, so steht 

_ ~ +  ~cJ hSher als a!le iibrigen dazu ~luivalenten Formen. Man kann 
daher naeh ( 11 ) dasienige Z (m) bilden, dessen h6chstes Glied das gegebene 
e (~ )  ist. 

Piir das Produkt zweier verschiedener Elementarsummen finder man 
die Orthogonalitdtsrelation 

I 1 

(17) f . . . f  ~ z,, l~, . . . ,  L )~ (z ; ,  z;, . . . ,  Z ' )dv l  . . . ~ ,  = o. 
0 0 

Denn in keinem Glied des Produktes 

e( ~ S ) . e ( - -  q~' S ' ) =  e( qS S--q>' S ')  

ist die ganzzahlige Form r S -- q~' S '  = 0", weil ein r S nicht mit einem 
q~'S' iibereinstimmen kann, ohne dab die ganze Gruppe ~quivalenter 
Formen r  mit der ganzen Gruppe qs'~q zusammenf~illt und daher such 
in beiden Gr~Tpen die hSchsten Formen �9 bzw. q5' iibereins~immen. 
~hnlich ergibt sieh a]s Weft des Integrals 

1 1 r 

( is)  J ' . . f ~ ( ~ , z ,  . . . .  ,z,)~(1,,z,  . . . .  , z , ) d ~ . . . d ~ ,  
0 ,) 

die Ordnung der Gruppe (S). Verwendet, man die letzte Gleiehung ins- 
besondere fiir di~ niedrigste Elementarsumme, l~----r~, so finder man', dab 
das G'esamtvolumen D ~- fd~ mit dieser Ordnungszahl iibereinstimmt. 
Datum kann man an Stelle yon (18) such schreiben 

,j. 
w~ihrend (17) ~leichbedeutend ist mit der Gleichung 

(2o) f z ('~) ~ ( ~ ' ) ~  = o (~  + m'): 

die GrSflen ;((m) geniigen denselben Orthogonalit~itsrelationon, welcho 
nach (9), (.10) fiir die 0haxakteristiken der irreduziblen Darstellungen 
bestehen. 
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Daraus soll bewiesen werden, dab jene primitiven Charakteristiken 
mit den z(m) identisch sind. ,M5gliches hSchstes Gewicht" ist jede ganz. 
zahlige Linearform (16), die yon keiner ihrer ~iquivalenten iibertroffen 
wird. Ist (16)das hSehste Gewicht der primitiven Charakteristik ~, so 
ist die alternierende Fourierreihe ~ = z.A additiv zusammengesetzt aus 
Elementarsummen (13), deren h6chste zu den Z~hlen l~= m i + r~ gehSrt. 
Es gilt also eine Gteiehung 

(21) z =  z(m) + c 'z (m')  + . . . .  

wo der erste Koeffizient c ~ 0 ist und die fotgenden Glieder z ( m ' ) , . . .  
niedriger stehen als z ( m ) .  In den friiher behandelten Sonderfiillen babe 
ieh hieraus, aus den OrthogonalitKtsrelationen (9), (10) und den ent- 
spreehenden flit die GrSBen g (m)  dutch induktives Fortschreiten yon 
niedrigeren zu hfheren Gewiehten die Gleichung g = g ( m )  ersehlossen, 
indem ieh reich auf die yon Ca f t an  siehergestellte Tatsaehe stiitzte, da$ 
zu jedem mSgliehen hfchsten Gewicht wirklich eine irreduzible Darstel- 
lung gehSre. Dadurch erschien die Bestimmung der Charakteristik einer 
irreduziblen Darstellung an die Existenz und Beherrschung ~lter gebunden: 
Direkter kommt man gum Ziel aufGrund der arithmetisehen Bemerkung, 
daft die Koeffizienten c, c' . . . .  in (21) ganze Zahlen sind. Denn die 
Fourierreihe ~ hat ganzzahlige Koeffizienten, ebenso jede der Elementar- 
summen ~(1). Aut~erdem ist abet der Koeffizient des hfchsten Gliedes in 
$(1) gleich 1 .  Daraus ergibt sieh in der  Tat Glied flit Glied die Oanz- 
zahligkeit yon c, c',  . . . .  Die Beziehung (9) abet liefert mit Hilfe der 
Orthogonali~tsrelationen flit die z (m)  die ~ Gleiehung 

I = c~" + c'-*+.... 

Durum mug 
c-~ 5= I ,  C ' = 0 ,  . . .  

sein. Da alle Koe~fizienten yon Z, insbesondere der des hSchsten Gliedes, 
positive ganze Zahlen sind, ist notwendig c = + 1, Z -~ Z (m). Von neuem 
ist damJt der Car tansehe 8atz bewiesen, dat3 das hSchste Gewicht in einer 
irreduzlblen Darste|luug die Multiplizit~t 1 besitzt, und dal~ nur eine 
irreduzible Darstellung yon gegebenem hSehsten Gewieht existieren kann. 
Denn der Koeffizient des hSchsten Gliedes in Z(m) i s t =  1; und g~ibe es 
zwei in~iquivalente irredazible Darsteilungen yore hSchsten Gewicht (16), 

s o  miiBten naeh unserem Resultat ihre Charakteristiken X und ;( beide 
~ x ( m )  sein; und das widerstreitet der Relation (I0)  (oder dem 
Burns ideschen Theorem). 

Aus der Charakteristikentormel Z ~-Z(m)  ermitteIt man die Dimen .  
sionszahl, indem man alle Drehwinkel ~ = 0 setzt. Wit fiihren die 

25* 
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Berechnung folgendermaflen dutch. In Kap. III,  w 4 lernten wit eine positiv- 
definite, gegeniiber den Substitutionen der Gruppe (S) invariante quadra- 
tische Form 

t k  

im Gebiete der wiltkfirlichen Linearformata~ x 1 91 "~- x~ 9~ ~ . .  �9 ~ x, 9 ,  
kennen. Gleiehzeitig mit ihr trat die reziproke Form 

Q(v )  == 27q,~P, gk ( = ~ T q  ~) 
auf. Wit setzen allgemein 

xi' = 27 a~ ~ x~, x~ = 2 :  q~ x l  
k k 

und maehen unter Benutzung einer einzigen Variablen 9 in ~ (/1, l~ . . . . .  l ,) 
die Substitution 9~ = r~9. Das hSchste Glied in ~(l) lautet dann 

~ ( 9 2 : ~ , g ) =  ~ ( v 2 7  ' ' q~k r~ l~). 
t i k  

Wegen des invarianten Charakters der Form Q geht 

2q~k r[.1/, 
i k  

dureh Ausiibung einer zu (S) gehSrigen Transformation S a u f  die GrSBen r..' 
in densetben Ausdruek fiber wie dutch Ausiibung der inversen S -~ auf 
die l~. Infolgedessen hat die alternierende Summe 

_+ e (9  Z q ~  r~ li) S 
S i k  

den gleiehen Weft, ob man nun die Operationen S a u f  die GrSfien r~ oder 
auf dis GrS~ten l~ ausfibt. Mit andern Worten: die Elementarsumme 

(l~, l:, . . . ,  1,) geht dutch die Substitution 9 ~ = r l 9  in dieselbe Funk- 
t tion yon ~ fiber wie ~(rl ,r~,  . . . ,  r,) dureh die Substitution ~o~1~9 .  

Wail aber 

ct 

ist, kommt fiir ~o~----r~9: 

~ (1,, l. . . . .  , l,,)--= I I+sC~-G(1 ,  a)) ,  
e t  

wo sieh das Produkr rechts fiber alle Systeme ganzer Zahlen a ----- a~, a : , . . . ,  a~ 
erstreekt, denen positive Wurzeln 

korrespondieren. Ffir ~ - r "  9, ~ unendlieh klein, gilt datum 

~(~1, ~,  . . . ,  ~,) ~ ( 2 - i  ~) -~- . / /+  G(~, a). 
~z 
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Daraus finder man als Wer~ yon 

z(m) ='~(r .~,  . . . . .  ~.) 

fiir versehwindende Drehwinkel ~ :  

TI+ G(I, a) 

H+(~O',a) 

Sa~z 5. Die Oharakteristik der irreduziblen Darstellung yore h6eh- 
ste~ Gewicht 

ist 

~(1) bedeutet die alternierend i~ber alle Substitutionen S der Gruppe (S) 
zu erstreckende Elementarsumme 

Z •  e ( ~ ) ,  ~ = l ~  + z ~  + . . .  + 1 . ~ .  
8 

= ~(r) ist die niedrigste dieter Elementarsumm~, 

(gleich der halben Summe alter positiven Wurzdn) die niedrigste ganz. 
zahlige Form, welche hSher steht als alle ihre dquivalenten. Die ganzen 
Zahlen l~ sind ~ m~--~ r~ zu nehmen. Die Dimensionszahl jener Dar- 
stellung betr~gt 

~-~, 

wo das Prod, ukt sieh i~ber alle Wurzeln 

in solcher Wei~e erstreckt, daft ]edes Paar entgegengesetzt gleicher Wurzeln 
~ , -  ~ nut  dutch einen Faktor ver~reten ist. 

w 

~ber die Konstruktion aller irreduziblen Darste]lungen. 

Es gilt endlieh einzusehen: 
Satz  6. Zu ,jeder ganzzahligen Linear[orm ~, die yon keiner ihrer 

dquivalenten i~bertro//en wird, geh6rt eine 4rreduzible Darstellung, deren 
h6ehstes Gewieht ~ ist. 

Dies ist bereits von C a r t a n  bewiesen worden4). Abet seine Kon- 
struktion griindeg sieh auf die explizite Herstellung aller einfaehen Gruppen 

9 Cur~an ~. 
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und mul~ fiir jede Gruppe besonders durehgefiihrt werden Er zeigt in 
jedem Falle, daft unter den m6glichen hSehsten Gewichten n angegeben 
werden kiinnen: PI~ ~s, .. -, P~ ,  aus denen sich jedes linear mittels ganzer, 
nicht-negativer Koeffizienten p~ kombinieren l~iflt: 

(22) pl + p.. + . . .  + ( p , >  o). 

Es g~ling~ ibm, die irreduziblen Darstellungen ausflndig zu machen, welehe 
zu diesen h6ehsten Gewichten ~1, ~ , . . . ,  ~ geh6ren. Dutch Komposi- 
tion gewinnt man daraus, wie wir wisse~, eine Darstellung mit dem h5ch- 
sten Gewicht (22), und aus ihr l~iflt sich eine irreduzible mit demselben 
hSchsten Gewicht abspalten. Car tans  Methode besteht also in einer 
direkten algebraischen Konstruktion; sie baut die Darstellungen yon unten 
her durch Komposition auf. Die halb-einfachen Gruppen werden aus den 
einfachen zusammengesetzt. 

Ein anderer Weg, den man einschlagen kann, ist der des hbbaus 
yon vornherein bek~nnter Darstellungen. Es liegt nahe, als Ausgangspunkt 
wiederum die adjungierte Gruppe ~ zu benutzen und dutch Reduktion 
dieser Darstellung und i hrer Potenzen die irredaziblen zu konsSruieren. 
Start der Potenzen kann man allgemeiner jede Darstelhmg der vollen 

linearen Gruppe 9(~) in r Dimensionen verwenden; denn eine solche liefert 
natiirlieh immer aueh eine Darstellung der in g~) enthaltenen Untergruppe ~. 
Abet auf diesem Wege wird man nut solehe irreduzible Darstel|ungen ge- 
winnen, welche auf 5 eindeutig sind. 

Der richtige h:usgangspunkt fiir den Abbau liegt nicht in der adjun- 
gierten Gruppe, sondern in der sogenannten reguldren Darstellung, die 
F roben ius  in der Theorie der endlichen Cruppen zu analogem Zwecke 
verwendet hat. Sie liefert durch ihre Reduktion mit einem SeMage alle 
irreduziblen Darstellungen. Ihr Substrat kann deshalb selbstverst~ndlich 
nicht ein Raum yon endlich vielen Dimensionen sein, sondern sie ist eine 
Gruppe linearer Transformationen im ,,Raume" aller eindeutigen stetigen 
Funktionen ~/(s), deren Argument s die geschlossene einfaeh zusammen- 
h~iagende Gruppenmannigfaltigkeit % durchl~iuft. Und zwar entsprieht dem 
Elemente s o von a,, die Transformation T(so): ~--* ~' jenes Funktional- 
raumes, welehe dutch die Gieichung 

(s) = (s; 8) 

gegeben wird. Man sieht sofort, da~ Iiir irgend zwei Elemente So, t o 

T(~o) T(to) ----- T(8oto) 
gilt. Durch die Reduktion dieser reguls Darstellung kommt man, analog 
wie in der Frobeniussehen Theorie der Gruppeneharaktere operierend, 
zu dem Ergebnis: 
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Satz  6a. Die primitiven Charakteristiken bilden ein (zum Integra. 
tionseleraent d.Q gehdrige,) voll , ldndiges Orthogonal, y, tem /iir die Ge- 
,amtheit der au] a. eindeutigen Klassen/unktionen. 

Das ist die natiirliehe, ohne Fallunterseheidungen durehfiihrbare, frei- 
lich transzendente Konstruktionsmethode. In Verbindung mit den uns 
bekannten Eigensehaften der primitiven Charakteristiken geht aus dem 
angegebenen Resultat hervor: 

1. Zwei Hauptelemente (e), (e'), fiir welehe die (bis auf eine uni- 
modulare Transformation bestimmten) normierten Winkelvariablen rood 1 
gleiche Wefts haben: 

~ ~ c ~  (mod l ) ,  
fallen auf a M zusammen. 

2 .  Zwei Hauptelemente (e), (e') sind innerhalb a u konjugiert, wenn 
das eine aus dem andern dutch sine auf die Winkelvariablen auszuiibende 
Substitution S der Gruppe (S) hervorgeht; oder zu jedem solehen S gibt 
es ein Element u~ von a~ derart, dab 

= u l( )u S 
ist. 

Die S~itze 6 und (~a kommen zur Ubereinstimmung, wenn von diesen 
beiden Behauptungen die Umkehrung zutrifft. Sie gilt es also direkt zu 
beweisen. Ieh verzichte vorl~ufig aut die exakte Durchfiihrung dieser 
ganzen Methods, weft sie mir beim gegenw~irtigen Stand der Untersuehung 
einen zu grol~en Kraftaufwand an sin Ziel zu verschwenden scheint, das 
bereits auf anderm Wege erreieht ist. Doeh hoffe ich, dal~ sieh das bald 
~indern wird;  gewisse Ans~tze yon Caf tan ,  welehe an die vorliegende 
hrbeit ansehliel~en und yon denen der Verf. brieflieh Kenntnis hat, ver- 
spreehen in dieser Hinsieht merkliehe Erleiehterungen. 

w 
Beziehung zur Invariantentheorie. 

Es sei a eine gegebene Gruppe homogener linearer Transformationen 
in m Dimensionen. Liegen eine oder mehrere willkiirliehe Formen be- 
stimmter Ordnung der ra-gliedrigen Variablenreihen x, y , . . .  vet, so ver- 
steht man unter einer Invariante dieser Formen gegeniiber der Gruppe a 
bekanntlich eine ganze rationale Ftmktion dsr Koeffizienten jener Formen, 
welche homogen ist in den Koeffizienten jeder einzelnen Form und sieh 
nieht ~ndert, wenn man die Formen dure~ jene ersetzt, die aus ihnen 
durch eine willkiirliehe, kogredient auf die Variablenreihen x, y , . . .  aus- 
zuiibende Transformation s der Gruppe a hervorgehen. Nun erleiden abet 
z. B. die Koeffizienten einer willkiirliehen kubisehen Form der x unter 

dem Einflul3 der Variablentransformationen gleiehfalls sine Gruppe linearer 
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Trandormationen, die auf a isomorph bezogen ist. Wir kSnnen das Problem 
daher so fassen und zugieioh verallgemeinern. Es liegeu mebrere Dsr- 
stellungen ~ , ~  . . . .  der in abstracto gegebenen Gruppe a dutch lineare 
Transiormationen vor. Dem Element s yon a mSge in ~ die lineare Trans- 
formation S des willkfir|iehen m-dimensionalen Vektors x, in ~ die ]ineare 
Transformation T des willkfirlichen n-dimensionalen Vektors y , . . .  ko~e- 
spondieren. Eine ganze rationale Funktion J (x ,  y . . . .  ), welche homogen 
ist in den Komponenten jedes der Vektoren x, y . . . . .  heiflt eine zugehSrige 
Invariante, wenn sie bei den simultanen Transformationen S, T , . . . ,  welche 
das beliebige Element s yon a an ihren Argumenten induziert, unge~ndert 
bleibt. Der Hi lber tsehe  Beweis des Fundamentalsatzes: daft alle zu 
den gegebenen Darstellungen ~,  ~ . . . .  geh6rigen Invarianten sich aus 
endlich vielen ganz rational au]bauen lassen, erfordert eine Methode, 
d ie  aus jeder in den Komponenten der einzelnen Vektoren homogenen 
ganzen rationalen Funktion f (x, y . . . .  ) eine Invariante Jf erzeugt, die ins- 
besondere dann, wenn f selber schon eine Invariante ist, mit f zusammen- 
f~llt (evtl. bis auf einen konstanten yon 0 verschiedenen Faktor). Zu diesem 
Zweek hat Hurwi tz  die Integrationsmethode ersonnen. Wit erkennen jet~ 
die Tragweite dieser Methode: sie ]i~hrt nicht bloB fii~ die projektive und 
die orthogonale Gruppe zum Ziel, auf welche Hurwi t z  sie allein an- 
gewendet hatte, sondern /fir alle halb.dn]achen Gruppen. Sie erweist da- 
mit ihre grot~e Uberlegenheit fiber die rein algebraisehen Methoden, welche 
Diiterentiationsprozesse nach Art des Cayleyschen ~-Prozesses heran- 
ziehen. Zum erstenmal ist damit au/ natiZrliche Weise ein gruppen- 
theoretischer Gi~ltigkeitsbereich ]iir die Invariantentheorie abgegrenzt. 

Man fiihrt die unitiire Beschr~inkung ein und bildet das fiber die ge- 
sehlossene Mannigfaltigkeit a~ zu erstreckende Integral 

f f ( x S ,  y T , . . . ) I d a  I = Jr(x, y , . . . ) .  
flu 

Jr(x, y . . . .  ) ist gewiB eine Invariante gegenfiber a~. DaB hier abet die 
unit~re Besehr~nkung wieder fortgelassen werden kann, zeigt man am be- 
quemsten, indera man durch die infinitesimalen 0perationen hindurehgeht. 
Die J~nderung d Jr von Jr bei einer infinitesimalen Operation yon a ist eine 
Linearform von deren Parametern. Die Form verschwinde~, wenn diese Para- 
meter der unit~ren Beschr~inkung (81 unterworfen sind; also verschwindet 
sie iiberhaupt identiseh. Jf ist folglieh gegenfiber den infinitesimalen Opera- 
tionen yon a, clemnach auch gegenfiber allen Operationen yon ~ invariant. 

Betrachtet man nur diejenigen Invarianten, welche in bezug auf jeden 
der Argumentvektoren x, y . . . .  yon bestimmter Ordnung sind, so entsteht 
die viel weniger tiefliegende Frage naeh den linear unabh~ngigen unter 
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den Invarianten der so definierten endliehen Bchar. Ist  z. B. in x die 
Ordnung 3, in y die Ordnung 2, .... vorgeschrieben, so kann man die 
Seharinvariante~ als Lineafformen der Variablen 

betrachten, die ihrerseits dss Substrat flit eine in gewisser Weise aus den 
Darstellungen ~{, ~ ,  . . .  komponierte Darstellung ~ abgeben. Das Problem 
besteht also in abge~inderter Bezeichnung darin: im z -Raum einer Dar- 
stellung 9~ der Gruppe a die s~mtlichen Lineafformen J-----J(x) zu er- 
mitteln, welehe s ich  bei den linearen Transformationen der Gruppe 
nicht iindern. Die Anzahl der linear unabh~ingigen J gibt offenbar an, 
wie oft in 9I bei vollst~ndiger Reduktion die Identit~t J ' -~  J als i rre-  
duzible Darstellung yon a vorkommt. Enthalt 9~ die irreduzible Darstel- 
lung veto hSehsten Gewicht (16) und der Charakteristik Zm bei Vollstiin. 
diger Reduktion g -real, so gilt fiir die Charakteristik ~ yon 9~: 

Daraus folgt mittels der Orthogonalit/itsre]ationen flit die ~m: 
1 

(9.3) g,,, -- f ( -  ~p)d~. 

Insbesondere ist die Anzahl der linear unabhiingigen Seharinvarianten 

Di~ese Formel  wurde yon Hrn. I, Sehur  im Falls der orthogonalen 
Gruppe entwickelt 5) und zu interessanten Folgerungen verwendet. 

i b e r  auch dis allgsmeinere Formel (23) hat ihr Interesse. Ist J 
eine Invariante mshrerer Formen, so stetlt die Gleiehung J - ~ - � 9  eine in- 
variante Beziehung zwischen diesen Formen dar. Es gibt jedoeh auch 
invariante Beziehungen zwischen Formen, welche nicht dutch eine, s o n -  
dern durch mehrere, z.B. dutch zwei Gleichungen J1 ~-0 ,  J2 ~ 0 aus- 
gedriickt werden. Dann gehen J1, Js unter dem Einflul~ der Substitutionen 
der Gruppe fiber in lineare Kombinationen dieser beiden Funktionen. 
Wenn nieht jede der beiden Funktionen einzeln invariant ist, muB J1 in 
den Komponenten jeder Form yon der gleichen Ordnung sein wie Js. 
Betrachten w~r wiederum nur solche Paare (J~, J2), fiir wetche diese Ord- 
nungszahlen vorgeschrieben sind, so kann man das Problem so stellen: 
alle Paare (J1, J~_) yon Lineafformen im x-Raum zu bestimmen, die 
unter dem EinfluB der Gruppenelemente yon a vorgegebene, ihnsn isomorph 
zugeordnete lineare Transformationen t erleidsn: 

9 Sit~.ung~ber. d. Pmulk Akad. 1924, S. 189-208 und 846--355. 
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Die letzteren sollen eine irreduzible Darstellung yon a bflden. Kommt bei 
vollst~ndiger Reduktion der Transiormatlonsgruppe 9~ der Variabten ~ diese 
irreduzible Darstellung g-real in 9[ vet,  so behaupte ich, gibt  es g der- 
artige Paare 

(J;,&, . . . ,  

aus denen ~ieh alle mittels konstanter Koeffizienten linear zusammen- 
setzen lassen: 

J1= 'J  §  

In der Tat: entsprechen demselben Element yon a in der N-dimen- 
sionalen Darstellung 9~ die Matrix T, in der vorgegebenen zweidimensio. 
nalen irreduziblen Darstellung die Matrix $, so kommt die Forderung, 
da~ des Paar 

J1 ~-  a~l z l  t a12 x,2 -~- . . . § a12r ~,1r , 

J~ ~-  a~l ocI § a ~  oc~ + . . .  § a ~  oe~ 

die Transformation $ erleidet, wenn die x dutch T transformiert werden, 
fiir die rechteekige Matrix ,4 der Koefllzienten a anf die Gleichung hinaus: 

S A = A T .  

Enth~tt das allgemeine T, in vollst~indig reduzierter Form geschrieben, 
!~ngs der Hauptdiagonale g-real die Matrix $, im iibrigen abet lauter za t 
in~cluivalente irreduzible Matrizen, so teile man diesem Zeffall ent- 
spreehe~ad die Reihe der Variablen :vl, z~, . . . ,  ~v und damit dieMatrix.A[ 
in Abschnitte ein. Fiir ]eden der ersten g quadratisehen Absehnitte A 
yon A hat_man die Gleiehung 

t A  : A t ,  

fiir die iibrigen reehteekigen Absctmitte B Gleiehungen 

t B - ~ B t , ' ,  

in denen t '  irreduzibel und in~iquivalent zu t i s t .  Naeh einem in Kap. I ,  
w 6 erwiihnten Satz yon Schur  folgt darans, da6 die Abschnitte A zwei- 
dimensionale Einheitsmatrizen sind, die Absclmitte B versehwinden. Das 
ist abet genau die aufgestellte Behauptung, daft (J1, J~) sieh linear zu- 
sammensetzt aus den Paaren 

. . . ,  

an deren jedem T die Transformation t induziert. Das Resultat lautet: 
In zwei DarsteUungen einer gegebenen halb-einfachen, Gruppe, yon denen 
die zweite irreduzibel ist, m6gen einem willkiirlichen Gruppenelement die 
linearen Transformationen oder Matrizen T bzw. t korrespondieren. Die 
erste Darstellung, deren Tr~iger der x-Raum ist, sei N-dimensional, die 
zweite n-dimensional. Es gilt, Systeme J~, J~ , . . . ,  J~ yon n Linearformen 



Darstellung kontinuierlieher halb-einfacher Gruppen, III. 395 

der N VariabIen x za ermitteln,  welche  allgemein untereinander nach t 
t ransformier t  werdeu, wenn die Variablen x der Transformation T unter- 
woden werdem Die Anzahl der linear unabh~ngigen dieser , invar ianten 
Systeme" ist, wenn ~ und Zm die Charaktexistiken der beiden Darstel- 
hngen  sind, aus der Formel (23)  zu entnehmen. 

I n h a l t s i i b  e r s i c h t ,  

Kap i t e l  L Das g r u p p e n t h e o r e t i s c h e  F u n d a m e n t  der  Tensor rechnung ,  

w 1, Ziel der Untersuchu~g. 
w 2. Caftans infinite~imale Methode: Die Gewiehte. 
w 3. Caftans infini~e~imale Methode: Bestimmung einer irreduziblen Darstel- 

lung dutch ihr hSchstes Gewicht. 
w 4, Erzeugung der irreduziblen Darstellungen, 
w 5. Der Satz yon der vollen ReduzibilitRt, 
w 6. Bestimrnung der Charakterlstiken uud Dimensionszahien. 
w 7. Zusammenhang mit der symmetrischen Gruppe uud ihren Charakteren, 
w 8. Die Gruppe aller lineareu Transformationen, 

Kap i t e l  IL Die Dars t e t tungen  der Kom p lexg ruppe  und der  Drehungs-  
gruppe.  

w 1. Das einze]ne Element der Komplexgruppe. Die ,unit~re B e s c ~ u n g ,  
w 2, Darstellungen der Komplexgruppe: Infiniteslmaler Tell. 
w 3. Darsteltung,,n der Komptexgruppe: Integraler Tell. 
w 4. Die Darstellungen der Drehungsgruppe: Infinitcsimater Te.q. 
w 5. Die Darsteltungen der Drehungsgruppe: Integraler Teil. 

Kap i t e l  III, S t r u k t u r  der ha lb -e in faehen  Gruppen.  

Einleitung. 
w 1. Grundbegriffe. Zerlegung naeh einer maximalen auflSsbaren Untergruppe. 
w 2. Die Gewiehte. 
w 3. Caftans Kriter~um fiir dis auflSsbaren und fiir d~e halb-einfachen Gruppen. 
w 4. Die Gruppe (S), 
w 5. Die unit~re B~,schr~inkung. 
Anhang. 

Kap i t e l  IV. Dar s t e l l ung  a l le r  ha tb -e in faehen  Oruppen.  
w L Das einzelne Element der Gruppe. 
w 2. Analysis situs, Vo]umbestimmung. Volle Reduzibilit~t. 
w 3. Bestimmung der Dimensionszahl und Charakteristik einer irreduziblen 

Darstellung yon gegebenem hSchsten Gewieht. 
w 4. ~ber die Kon.-truktion aller irreduziblen Darstellungen. 
w 5. Beziehung zur Invariantentheorie. 

(Eingegangen am 23. April 1925.) 

Ber ich t igung  zu Tell I (28, S. 271-309): 

Auf S. 292, Zeile 3, ties n + 1 anste]le yon n -h 2: 
Das in Kap. I, w 3 (2:|, S. 28t) und Kap, IV, w 3 Burns ide  zugesel~iebene 

grundlegende Theorem riihrt in Wahrheit yon Froben ius  und J. Schur her: 
d. Berliner Akad. 1906, S. 215. 


