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Sylowtiirme in subnormalen Untergruppen

Herrn Oskar PERRON zum 80. Geburtstag am 7. Mai 1960 gewidmet

Von
HELMUT WIELANDT

1. FRAGESTELLUNG. Schon oft ist die Frage behandelt worden, was man
tiber die arithmetischen Eigenschaften einer endlichen Gruppe sagen kann,
wenn man etwas iiber die arithmetischen Eigenschaften der Faktorgruppen
in einer von & bis 1 absteigenden Normalreihe (z.B. einer Kompositionsreihe
von &) weiB; eine besonders eingehende Untersuchung verdankt man
P. Hatr [2]. Im folgenden geht es um eine verwandte Frage: & sei das
Erzeugnis gegebener subnormaler Untergruppen @, ..., ®,; welchen Einflufl
haben die arithmetischen Eigenschaften der ®, auf diejenigen von &? Eine
grindliche Untersuchung erscheint lohnend. Man wird damit beginnen, daB
man spezielle arithmetische Eigenschaften daraufhin betrachtet, ob sie sich
von den &, auf @ iibertragen. Das soll im folgenden fiir eine in mancher Hin-
sicht besonders interessante Eigenschaft geschehen, nidmlich die, daBl die
Gruppen ®,, kurz gesagt, n-Hallgruppen mit Sylowtiirmen gegebener An-
ordnung enthalten. Wir denken uns eine Menge » von Primzahlen und eine
vollstindige Ordnung * von s gegeben und festgehalten; die Relation pxg
lesen wir als',,p unterhalb von ¢*.

DEeFINITION 1.1. Unier einer mw*-Hallgruppe von & verstehen wiv eine Unter-
gruppe &* von &, die esne Normalreihe der Gestalt

(1.2) P< PP PP RS- < PP ... PO =0

besitzt. Dabei bedeutet B esne Sylowgruppe von & zu demjenigen in ww anftretenden
Primteiler p der Ordnung |®|, der der unterste beziiglich der Ordnung * ist;
B’ bedeutet eine Sylowgruppe von ® zum nichsthiheren Primtedler p' von |®|
in 7, usw. Liegt kein Primieiler von |®| in 7, so setzen wir 8*=1. Die Normal-
rethe 1.2 nennen wiy im Anschiuf an HUPPERT [3, S. 415] einen m-Sylowturm
der Anordnung =, oder kurz einen m*-Turm (von ® und &*).

Bevor wir die Frage untersuchen, ob sich die Eigenschaft, eine s*-Hall-
gruppe zu enthalten, von subnormalen Untergruppen auf ihr Erzeugnis ver-
erbt, stellen wir einige Definitionen und allgemeine Tatsachen iiber subnormale
Untergruppen und Hallgruppen zusammen.

2. BEZEICHNUNGEN, HILFssATZE. Im folgenden bedeuten ¥, B, ... stets
Untergruppen einer beliebigen Gruppe & von endlicher Ordnung. Das Erzeug-
nis von % und B bezeichnen wir mit <%, B>, Normalitit von ¥ in B mit
A< P, Kann man U von einer Obergruppe B aus durch eine absteigende
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Normalkette erreichen, so heit Y% subnormal in 8 und wir schreiben Y == B.
$ heiBt eine 7-Gruppe, wenn jeder Primteiler von | §| in = liegt. Eine n-Unter-
gruppe $ von ® heiBt eine n-Hallgruppe von ®, wenn ihr Index durch keine
Primzahl aus #x teilbar ist. Die in 1.1 definierten s*-Hallgruppen sind auch
n-Hallgruppen. Man weil:

24. Ist U=B=® und A<= ®, so st A==V [4, 3)]-

2.2. Das Erzeugnis subnormaler Uniergruppen @, von & ist subnormal in &;
in seiner Ordnung gehen nur Primieiler von I1|®,| auf [4, (10)].

Ferner gilt:

2.3. Eine subnormale n-Hallgruppe von & ist normal in & und enthilt alle
n-Untergruppen von &.

Bewers. Die normale Hiille (das Erzeugnis aller Konjugierten) von § ist
nach 2.2 eine n-Untergruppe von ® und enthilt die n-Hallgruppe $, stimmt
also mit 9 liberein: esist H < @. Ist B eine beliebige #-Untergruppe von &,
so ist auch B eine n-Gruppe = H und stimmt daher mit H iiberein.

2.4. Es seten &y, ..., O, subnormal in ®, und es sei D, eine beliebige Unier-
gruppevon ®, (v =1, ..., n). Dann enthilt der Index des Evzeugnisses {9y, ..., 9,>
m (®,...,8,> nur Primieiler, die in einem der Indizes |®,:9,| aufgehen
[, (2.3)].

2.5. Es sei § eine n-Hallgruppe von &, und @, ..., ®, seien subnormal in &.

A. Dann ist H®, eine n-Hallgruppe von &,.

B. Es ist <Hn @y, ..., 506, > =9 {6, ..., 8,>.

C. Ist O eine n*-Hallgruppe von @, so ist DG, eine s*-Hallgruppe von G,.

Beweis. Fiir den Fall, daB = aus nur einer Primzahl besteht, sind A und B
bekannt [4, (3.1—2)], und C fillt mit A zusammen. Im allgemeinen Fall sei p
eine beliebige Primzahl aus 7. Dann gibt esin § eine p-Sylowgruppe 4§ von &.

A. Da $~©®, die p-Sylowgruppe Pn®, von @, enthilt, tritt im Index
von $~@, in @, kein Primteiler aus m auf. Andererseits ist H$~ S, eine n-
Gruppe, also eine s-Hallgruppe von ,.

B. Die Beziehung < ist trivial. Die Beziehung = gilt deswegen, weil die
linke Seite fiir jedes pE€s eine p-Sylowgruppe der rechten Seite enthilt,
ndmlich (En@,, ..., PG, >.

C. Der #*-Turm von § (nach 2.3 gibt es nur einen) geht beim Schneiden
mit @, in einen m*-Turm von $~ @, iiber.

2.6. Je zwei s*-Hallgruppen von & sind in & konjugiert (P. Harr [2]
Th. A1).

3. DER EXISTENZSATZ.

Sarz 3.1. Es seien ®,, ..., ®, subnormale Uniergruppen von &, welche die
ganze Gruppe ® erzeugen. . Jedes ®, enthalte eine m*-Hallgruppe ®F. Dann
enthilt & eine m*-Hallgruppe ©*.
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BewEgis. Wir erledigen zunichst einige Sonderfille.

A. © sei eine n-Gruppe. Zu zeigen ist, daff & eine Normalkette 1.2 besiizt.
Gibt es keinen Primteiler von [@[ in =z, so ist @*=1 zu setzen und wir sind
fertig. Weiterhin gebe es solche Primteiler; p sei der unterste von ihnen und
P eine zugehorige Sylowgruppe von &. Wir zeigen, da3 f in & normal ist.
Der Durchschnitt 8,==P~®, ist nach 2.5 eine p-Sylowgruppe von &,. Nach
der Definition 1.1 enthilt ®, eine normale p-Sylowgruppe (=1, wenn p nicht
in |®,] aufgeht). Sie ist nach Syrow zu 5, konjugiert, daher ist $,26,.
Da ®, <= ® vorausgesetzt ist, folgt B, <= @. Nach 2.2 ist auch Q= %,
..., B,> subnormal in . Nach 2.5B ist andererseits £ =@ =P, also ist
P<<@. Hieraus folgt nach 2.3 P=2@®. Wir gehen zur Faktorgruppe &/P
iiber. Sie hat eine kleinere Ordnung als & und erfiillt wieder die Voraus-
setzungen von A, also kommen wir durch einen InduktionsschluB beziiglich
|®| ans Ziel.

B. Nun sei n=2, 8, <®, ®,<®. Fiirjede Wahl der G,€®, ses (Gi*C} Gy,
G3'®% G,> =®. Uber die Ordnung von ® wird wichis vorausgesetzt. Behauptet
wird.: & ist eine n-Gruppe und besitzt einen w*-Turm.

Wir bilden ® = ®;n®,; dann ist Da® und G/D=G/D X Gy/D.

Wenn in |D| kein Primteiler aus 7z aufgeht, dann enthilt ,/D eine zu
®* isomorphe n*-Hallgruppe, nimlich &} ®/D. Also enthilt &/D eine zu
®F x®F isomorphe m*-Hallgruppe, nidmlich 8 D/D x8FD/D =B/D. Da in
| ®| kein Primteiler aus z aufgeht, ist (| |, | B/D|) =1. Nach einem bekannten
Satz von ScHUR und ZAsSENHAUs [6, Kap. IV Satz 25] enthdlt ¥ eine zu
®F x ®¥ isomorphe Vertretergruppe &* zum Normalteiler D; &* ist eine =*-
Hallgruppe von ®. Wir haben noch zu zeigen, da8 & eine z-Gruppe, d.h.
=@®* ist. Dazu geniigt es nach der Voraussetzung von B, zu zeigen, daBl G*
zwei Untergruppen der Gestalt Gi'®¥G,, G;'®FG, enthilt. Untergruppen
dieser Art sind aber in der Tat nach 2.5C und 2.6 die Durchschnitte @*~®,.

Weiterhin kénnen wir also annehmen, daB [@] durch eine Primzahl g€n
teilbar ist. Wir bilden die beiden Durchschnitte D¥ = ®¥D; es ist D¥ 2B
Nach 2.5 ist D* eine w*-Hallgruppe von ®; wegen |D|=0mod g, g€ ist
also D¥==1. Nach 2.6 sind Df und D¥ in D konjugiert, also gibt es ein G, € G,
mit D¥=G;'D¥G,. Hieraus folgt DF =(Gf, G;'GFG,> =®. Wir kénnen
nun zur kleineren Gruppe ®/®# iibergehen, die offenbar wieder die Voraus-
setzungen von B erfiillt und daher schon als z-Gruppe angenommen werden
kann. Da D ebenfalls eine z-Gruppe ist, ist auch & eine solche. Nun zeigt
das Ergebnis von A, dal @ einen s*-Turm besitzt, und wir sind auch in diesem
Fall fertig.

C. Wir mildern die Einschrinkungen von B. Es sei n =2, $; 36, §, 2.
Behauptung : & enthilt eine n*-Hallgruppe. Wir konstruieren sie nach einem
Minimalprinzip: Unter allen Erzeugnissen {$f, 95>, worin $;* alle n*-Hall-
gruppen von ®, durchliuft, wihlen wir irgendein minimales aus; es heile 9.
Wir behaupten, daB § eine n*-Hallgruppe von @ ist. Wir legen die Gruppen
H* so fest, daB = (H¥, H¥> ist. Es wird $¥<9H,=<®,, wenn wir die
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normale Hiille von ¥ in $ mit §, bezeichnen. Daher erfiillen 9, 9,, H¥ die Vor-
aussetzungen, die wir in B fir @, ®,, & gemacht haben. Also ist § eine
a-Gruppe mit einem z*-Turm. Dieser baut sich aus g-Sylowgruppen (g€ )
von § auf; aber da nach 2.4 der Index von $ in ® durch keine Primzahl
aus s teilbar ist, sind das zugleich Sylowgruppen von &. Also ist D, wie
behauptet, eine s*-Haligruppe von @.

D. Nun sei # beliebig und &, 9@ fiir =1, ..., #. Dann ergibt ein Induk-
tionsschluB beziiglich #, ausgehend von dem eben erledigten Fall # =2, die
Existenz von G*. ,

E. Jetzt beweisen wir den Satz 3.1 in voller Allgemeinheit durch einen
InduktionsschluB beziiglich |®|. Dabei kénnen wir annehmen, daB jedes
®,==® ist. Dann ist wegen &, ,=2<2® auch die normale Hiille R, von &,
kleiner als @, daher darf der Satz 3.4 auf %, schon angewandt werden. Wir
priifen die Voraussetzungen nach: Es ist ®,=<..., G1@,G, ...>; nach 2.1 ist
G18,62aN,, und G1G,G enthilt die ax*-Hallgruppe G1@FG. Nach
Induktionsvoraussetzung enthilt RN, eine ax*-Hallgruppe NF. Daher enthilt

® nach dem Ergebnis von D, angewandt auf R, statt @,, eine #*-Hallgruppe
- @*. Damit ist Satz 3.1 bewiesen. Als nichstes wollen wir das unter ein-
schrinkenden Voraussetzungen verwendete Minimalprinzip auf die allgemeine
Situation des Satzes 3.1 erweitern, um niheren Aufschlul iiber die Gruppen
®&* zu erhalten.

4. Di1E MINIMALEIGENSCHAFT VON &*,

Wir schicken eine Folgerung aus Satz 3.1 voraus:

SATZ 41. Es seien &y, ..., ®, subnormale Untergruppen von &, welche ®
erzeugen. Sei § eime beliebige Untergruppe von &. Genau dann enthilt  eine
a*-Hallgruppe von &, wenn O fir jedes v eine n*-Hallgruppe von &, enthilt,

BeEweEs. A. Sei §*< §, ®* eine m*-Hallgruppe von ®. Dann ist *~@®,
nach 2.5 C eine z*-Hallgruppe von @, und in § enthalten.

B. Sei B}< 9, @F eine a*-Hallgruppe von ®,. Wir setzen $,=6,~H.
Wegen ®,<<2@ ist 9,229, ferner ist @F eine n*-Hallgruppe von §,.
Nach 2.4 hat das Erzeugnis €=<{$,, ..., 9,> in ® einen Index, der keinen
Primteiler aus # enthdlt. Nach Satz 3.1 besitzt € andererseits eine n*-Hall-
gruppe C*. Diese ist dann auch eine z*-Hallgruppe von .

Wir geben nun eine charakteristische Minimaleigenschaft von &* an.

Satz 4.2. Es seien ®,, ..., ®, subnormale Unteigruppen von &, die ®
erzeugen. Dann sind die s*-Hallgruppen &* von ®& die minimalen unier den
Eyzeugnissen

(42’) <@],.k! ret @:>1

wenn man- &F alle n*-Hallgruppen von ©, durchiaufen lipt.

Ist die Menge dieser Erzeugnisse leer, weil eine der Gruppen &, keine
s*-Hallgruppe enthélt, so ist die Behauptung des Satzes so zu verstehen, daB
dann auch keine sz*-Hallgruppe von & existiert.
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Bewzls. A. Jede m*-Hallgruppe ®&* von & 14Bt sich in der Form 4.2’
darstellen. Denn der Durchschnitt @F=@&*~®, ist nach 2.5C eine z*-Hall-
gruppe von @, , und nach 2.5B ist

O @y,..., 8% 8> =6*n (@, ...,8,> = G*~ @ = B*.

®&* enthilt keine kleinere Gruppe $ der Gestalt 4.2’. Denn eine solche
miifte nach 4.1 wieder eine n*-Hallgruppe von & enthalten, also mindestens
die Ordnung | ®*| haben.

B. Sei § eine minimale Gruppe der Gestalt 4.2’. Da § von jedem ®, eine
m*-Hallgruppe enthilt, enthdlt § nach 4.1 eine a*-Hallgruppe ®* von ®.
Da &* nach A ebenfalls die Gestalt 4.2" hat und $ eine minimale Gruppe
dieser Art ist, folgt § =@®%*, also ist § eine m*-Hallgruppe von &.

5. HALLGRUPPEN MIT MEHREREN SYLOWTURMEN. Wie bisher sei eine Menge
7 von Primzahlen gegeben, Wir wollen aber jetzt nicht nur eine einzelne voll-
stindige Ordnung % von 7 betrachten, sondern eine beliebig gegebene Menge
von solchen, etwa O ={x, #x, ...}.

DeFINITION 5.1. Unier einer n°-Hallgruppe von & verstehen wir eine m-Hall-
gruppe von O, die sowohl einen mw*-Turm wie einen w**-Turm usw. im Sinne
von Definition 1.1 besiizt.

Wir fragen, wann das Erzeugnis subnormaler Untergruppen eine #°-Hali-
gruppe enthdlt. Zur Vorbereitung beweisen wir die folgende Bemerkung:

HiLrssaTz 5.2. Es seien * und sx vollstandige Ovdnungen von mn. In ®
gebe es eine m-Hallgruppe, die sowohl einen n*-Turm wie einen n**-Turm
besitzt. Dann sind die m*-Hallgruppen von ® identisch mit den n**-Hallgruppen
von &.

BEwrls. Sei O={* **}, ®° eine n’-Hallgruppe von ® und ®* ecine
n*-Hallgruppe von @. Nach 2.6 sind ° und &* in & konjugiert. Daher
besitzt &* einen m**-Turm, ist also auch eine m**-Hallgruppe. Ebenso ist
jede m**-Hallgruppe zugleich eine n*-Hallgruppe.

Dieser Hilfssatz gentigt noch nicht, um den Existenzsatz 3.1 auf die
#%-Hallgruppen zu erweitern; denn aus der Existenz der ®0 folgt zunichst
nur die Existenz eines &* und eines ®** woraus auch mit 5.2 noch nicht auf
die Existenz von &° geschlossen werden kann. Wenn wir jedoch die kenn-
zeichnende Extremaleigenschaft heranziehen, so folgt aus der Existenz der
®?9 nach dem Hilfssatz, daB die ®* mit den ®** identisch sind. Dann sind
aber auch die beiden durch Satz 4.2 gegebenen Darstellungen von &* und @**
identisch, also ist dann jedes &* zugleich ein ®**, das heilt ein &Y. Damit
koénnen wir die folgende Zusammenfassung und Erweiterung aller bisherigen
Ergebnisse aussprechen:

Havurrsatz 5.3. Die endliche Gruppe & sei das Erzeugnis subnormaler
Untergruppen &, ..., ®,. Es sei O eine Menge von vollsidndigen Ordnungen
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einer gegebenen Menge 7 von Primzahlen. Genaw dann enthilt ® eine n°-Hall-
gruppe tm Sinne der Definition 5.1, wenn jedes ®, eine a®-Hallgruppe enthilt.
Die &° sind die minimalen unter den Erzeugnissen (&Y, ..., 89>, wenn &° alle
n°-Hallgruppen von &, durchiduft.

Wenn eine s-Gruppe mehrere z-Sylowtiirme besitzt, so sind die méglichen
Anordnungen von z nicht unabhingig voneinander. Wenn z.B. eine Gruppe
der Ordnung $*¢f#" Sylowtiirme zu den drei Anordnungen (pg7), (g7), (rpg)
besitzt, so enthilt sie je eine normale $-, ¢g- und 7-Sylowgruppe, d.h. sie ist
nilpotent ; ‘dann aber besitzt sie Sylowtiirme zu allen sechs méglichen Anord-
nungen von p, ¢, 7. Als Nebenergebnis dieser Uberlegung kénnen wir dem
Sonderfall des Hauptsatzes, der durch Aufnahme aller Anordnungen von x
in die Menge O entsteht, die folgende Form geben:

5.4. In 5.3 darf man ,m*-Hallgruppe'* diberall durch , milpotente m-Hall-
gruppe’’ ersetzen.

Welche Anordnungen von 7-Sylowtiirmen bei einer gegebenen z:-Gruppe
& auftreten kénnen, hat BAER [I] ermittelt. Es sind das diejenigen vollstdndi-
gen Ordnungen von 7, die mit einer durch & bestimmten #eilweisen Ordnung o
von sz vertriglich sind. Umgekehrt gibt es zu jeder teilweisen Ordnung ¢
von m auch z-Gruppen, welche die mit ¢ vertriglichen Anordnungen von
ni-Sylowtiirmen gestatten, aber keine andern; es sind dies genau die von BAER
eingefithrten o-verstreuten s-Gruppen. Ihre nicht ganz kurze Definition findet
man z.B. in [1] auf S. 242.

Auf Grund dieses Zusammenhanges 148t sich der Hauptsatz auch als ein
Satz iiber o-verstreute Hallgruppen formulieren:

5.5. In 5.3 darf man ,,nO-Hallgruppe'* diberall durch ,,c-verstreute m-Hall-
gruppe'’ ersetzen, wenn anstelle von O eine letlweise Ovdnung o von z gegeben ist.

6. D1E ANzAHL DER 7i°-HALLGRUPPEN VON ®. Wieder sei ® das Erzeugnis
subnormaler Untergruppen &,,...,®,; x sei eine Menge von Primzahlen,
O eine Menge von Ordnungen von ;. Wir bezeichnen die Anzahl der verschie-
denen n°-Hallgruppen von & mit N, die entsprechende Anzahl fiir &, mit N,.
Dann konnen wir den Existenzsatz so aussprechen: Sind alle N,==0, so ist
N ==0. Dies legt die Frage nach genaueren Aussagen iiber den EinfluB der
N, auf N nahe. Wir beweisen:

Sarz 6.1. A. N teilt |®|; kein Primfakior von N liegt in m.
B. Esist N)|N firv=1,2,...,n

C. N enthilt genau dieselben Primfaktoven wie N;N, ... N,.

D. Esist NSN,N,...N,.

BEweEIs. A. Je zwei z0-Hallgruppen &° von & sind in ® konjugiert (2.6).
Daher ist N der Index des Normalisators von &° in ®, also ein Teiler von
|®:@°|.

Mathematische Zeitschrift. Bd. 73 27



392 HerLmuTr WIELANDT: Sylowtiirme in subnormalen Untergruppen

B. Wir kénnen N>0 annehmen. Wir verteilen die N % Hallgruppen
von & auf Aquivalenzklassen, indem wir die zusammenfassen, die denselben
Durchschnitt mit @&, haben (v fest). Die auftretenden Durchschnitte sind
n°-Hallgruppen von &,, und zwar treten alle N, derartigen Gruppen wirklich
auf, da sie zueinander in ®, konjugiert sind. Also gibt es genau N, Aquivalenz-
klassen, und je zwei Klassen sind konjugiert, enthalten also die gleiche Anzahl,
etwa k,, von aC-Hallgruppen von &. Daher ist N =%,N,.

C. Nach B ist jeder Primfaktor von N, ¥, ... N, auch einer von N. Sei
nun umgekehrt p eine Primzahl, die in keinem der N, aufgeht; zu zeigen ist,
daB p auch nicht in N aufgeht. Die Voraussetzung besagt, dal der Index des
Normalisators einer #°-Hallgruppe @ in @, nicht durch $ teilbar ist. Dann
enthilt dieser Normalisator eine p-Sylowgruppe von &,. Multiplizieren wir
®2 mit dieser Sylowgruppe, so entsteht eine g°-Hallgruppe von &,, wenn wir
unter ¢° die Menge 7. p in denjenigen Anordnungen verstehen, die aus ¢
durch Hinzufiigen von $ als hochstem Element entstehen (wir kénnen anneh-
men, daB 4 nicht in & liegt, da sonst p schon nach A nicht in N aufgeht).
Unter unserer Voraussetzung enthilt also jedes ®, eine p°-Hallgruppe, daher
enthilt nach dem Existenzsatz auch & eine solche. Das besagt aber, daf} der
Normalisator einer z%-Hallgruppe ®° von @ eine volle p-Sylowgruppe von &
enthilt, also ist sein Index N nicht durch # teilbar.

D. Jede #°-Hallgruppe von & liBt sich nach 5.3 auf mindestens eine Art
in der Form ®°=<(®¢, ..., ®°> darstellen. Also ist die Anzahl N der ver-
schiedenen Gruppen ®&° héchstens gleich der Anzahl Ny N,... N, der ver-
schiedenen #n-tupel &9, ..., ®%. Damit ist der Beweis des Satzes 6.1 beendet.

Die Aussagen 6.1C und D legen die Vermutung nahe, daB N ein Teiler
von N} N, ... N, ist. Doch scheinen die bisher entwickelten Hilfsmittel zum
Beweis nicht auszureichen.

Literatur

[1] BAER, R.: Sylowturmgruppen. Math. Z. 69, 239—246 (1958). — [2] HaLL, P.:
Theorems like Sylow’s. Proc. London math. Soc. (3) 6, 286— 304 (1956). — (3] HUPPERT,
B.: Normalteiler und maximale Untergruppen endlicher Gruppen. Math. Z. 60, 409—434

(1954). — [4] WisLanDT, H.: Eine Verallgemeinerung der invarianten Untergruppen.
Math. Z. 45, 209—244 (1939). — [§] WiELANDT, H.: Sylowgruppen und Kompositions-
struktur. Abh. math. Sem. Hamburg 22, 215—228 (1958). — [6] ZassENHAUS, H.:

Gruppentheorie. Leipzig u. Berlin 1937; zweite Auflage (englisch) Goéttingen 1958.

Tiibingen, Mathematisches Institut dev Universitit

(Eingegangen am 14. Mdrz 1960)



