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Es sei G ~ GL(2,•) eine endliche Untergruppe, die wir in kanonischer Weise auf S 
= C ~u, v] operieren lassen. Ziel dieser Arbeit ist es, ein minimales Erzeugendensy- 
stem ftir die invariante Algebra S G anzugeben. Da diese Algebra nach einem Satz 
yon Chevalley [4] fiir Spiegelungsgruppen wieder isomorph zu S ist, k6nnen wir 
uns dabei auf sogenannte kleine, d.h. spiegelungsfreie Gruppen beschr~inken. 
Diese sind (bis auf Konjugation) wohlbekannt (vgl. z.B, [3], p. 94-112,  [2], 
p. 346); wir bezeichnen sie als zyklische Gruppen C,,q, Diedergruppen D,,~, 
Tetraedergruppen T,,~, Oktaedergruppen Oh, und Ifcosaedergruppen i,,~ (zur Defini- 
tion vgl. w 1). Fiir die C,,,q und D,,q liegen die gewfinschten Ergebnisse schon vor 
([8] und [1]); sie werden der Vollst~indigkeit halber noch einmal kurz dargestellt. 
Die restlichen F~ille k6nnen in einfacher Weise auf die schon von Klein [5] 
behandelten Untergruppen yon SL(2,C) (in unserer Bezeichnungsweise T1, O 1 
und I1) zuriickgeftihrt werden. Die notwendigen Rechnungen werden fiir die 
Tetraedergruppen im Detail mitgeteilt; bei den fibrigen begniigen wir uns mit 
einer Aufz~ihlung der Resultate. 

Der urspriingliche Zweck dieser Untersuchung war es,/ihnlich wie in [8] aus 
der Kenntnis der Invarianten die Gleichungen der zugeh6rigen Quotientensingu- 
larit~it zu gewinnen. Wegen des neuen Resultats yon Wahl fiber die allgemeine 
Struktur der Gleichungen einer beliebigen rationalen Singularit~it ([10], 
Theorem 2.1) ist dies nunmehr eine einfache Ubungsaufgabe, der wir uns aul3er in 
den schon bekannten F~tllen der zyklischen Quotienten und der Diedersingulari- 
t~iten nut noch im Fall der Tetraedergruppen und der Determinantensingularitii- 
ten unter den Quotientensingularit~iten unterzogen haben. Die letzteren sind 
genau diejenigen Quotienten der Einbettungsdimension e > 3, in deren minimaler 
Aufl6sung eine rationale Kurve mit Selbstschr~it tzahl-(e-l)  auftritt ([t0], 
Corollary 3.7). Unter ihnen kommen also insbesondere, wie wohlbekannt ist, die 
Tripelpunkte vor. Ihre Gleichungen findet man auch in [10] und im Fall der 
Tripelpunkte schon bei Tjurina [9]. Es sollte dem interessierten Leser nicht 
schwerfallen, die tibrigen Gleichungssysteme selbst aufzufinden. 
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w 1. Klassifikation der endlichen Untergruppen 

Wir setzen stets ~k = exp ( 2 ~ ) ,  k~N.  Die zyklische Gruppe  Cn, q,O<qKn,(n,q) 

= 1, wird dann erzeugt yon 

Sie ist offensichtlich yon der Ordnung  n. 
Wir setzen ferner: 

~ _~3) 1 [ 5-r :~ 5 
5 - -~5 ~5 

10), 
c o ~  

Sind n, q nattirliche Zahlen mit 1 < q < n und (n, q) = 1, so wird die Gruppe  D,, q 
erzeugt yon 

a) 0zq, r, q52~, falls r e = n - q - 1  m o d 2 ,  

b) 02q, "C~ falls m = 0  m o d 2 .  

Es gilt ordD,,q=4mq. 
Die Gruppe  Tin, m = 1, 3, 5 mod  6, wird erzeugt von 

a) ~p,, "c, 77, ~b2 m, falls m =  1, 5 rood 6, 

b) ~'4, z, t/o~b6m, falls m - 3  rood 6. 

Ihre Ordnung  ist 24m. 
Die Gruppe  Ore, (m, 6) = 1, wird erzeugt von ~8, z, t / und  ~bzm, die Gruppe  I m, 

(m, 30)= 1, yon a, co, z und q52m. ES gilt ord Om=48m, o r d l m =  120m. 
C,,q ist konjugiert  zu C,,,r genau dann, wenn n=n' und q=q' oder  

qq'= 1 mod  n. Ansonsten sind die o.a. Gruppen  paarweise nicht konjugiert.  Jede 
spiegelungsfreie endliche Untergruppe  yon GL(2,~2) ist konjugiert  zu einer der 
Gruppen  C,,~, D.,q, T,~, O~ oder  Ira. 

w 2. Die Invarianten 

A. Die zykIischen Gruppen C,,q. Wir setzen m = n - q  und bilden die Hirzebruch-  
Jungsche Ket tenbruchentwicklung 

n - l ~ a  3 . . . . .  1~ G - ~ ,  - ..., - - = a  z G_>2, e = 2 ,  e - 1 .  
m 
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Weiter sei 

C I ~  ~ 

d i = 0 ,  

c 2 = n - q ,  C~+x=a~c~-c~_l ,  2 < e < _ e - 1 ,  

d 2 = l  , d~+l=a~d~-d~_ , ,  2_<e_<e- 1. 

Dann  gilt [8] : 

Satz 1. Die Monome z~ = u ~ v d~, ~ = 1 . . . . .  e, bilden ein minimales Erzeugendensystem 
~)On S Cn' q. 

B. Die Diedergruppen Dn, q. Wie oben entwickeln wir n/m in einen Kettenbruch, 
setzen diesmal aber 

c2=1  , c 3 = 0  , c4=1  , 4 _ < ~ < e - 1 ,  

d2=O , d 3 = l  , d 4 = a 3 - 1  , d~+l=a~d~-d~_ l, 4 _< e, _< e - 1 ,  

t 2 = a  2, t 3 = a 2 - 1  , t 4 = a 3 ( a 2 - 1 ) - i  , t~+l=a~t~- t~_ l ,  4_<g_<e-1,  

s~=c~+d~, 2 < ~ < e - 1 ,  

r~=mt~-qs~,  2_<e_<e-1.  

Ferner sei bei festem n, q 

WI=O~Ul) , W2=U2q-]-(--1)a2v 2q, Wa=1A2q-t-(--l)a2-11) 2q, 

wobei c~ =c%q so gew~ihlt sei, dab die Relation 

besteht. Nach [1] gilt dann 

Satz 2. Die PoIynome _ 2m =W~ ~ 3, "" , Zl--  % , Z~ ~W a" e=2,  . e, bilden ein minimales 

Erzeugendensystem yon S ~ ~. Ein weiteres Erzeugendensystem wird gegeben durch 

z t u n d  

Z2=-(UV)r~(U2qs~q-(--1)t~l)2qs~), g=2,  . . . ,e .  

C. Die Tetraedergruppen T~. Die Gruppe D3, 2 wird erzeugt yon @4 und ~, ihre 
invariante Algebra nach Satz 2 (nach Anderung der Bezeichnungen) yon 

x~=~(uv) ~, x2=~o(UV)(u~-v~), x3=u~+vL 
wobei C~oeC so gewiihlt werden kann, dab die Relation 

besteht. Die Invarianten yon T~ sind genau die Polynome in x 1, x 2 und x3, die 
unter ~/invariant sind. Solche sind z.B. 

12 2 36 2 
W 1 = N2 "~- CZ~ X 1 , W 2 = X 3 - - ~ o X I X  3 , W3 = ] ~ 0  X 2 , flO =t= 0 .  

Klein hat in [5] gezeigt, dab diese Polynome S rx erzeugen. Man kann flo noch so 
w~ihlen, dab die zwischen ihnen bestehende erzeugende Relation v o n d e r  Form 

2 3+w4 W 2 ~ W  1 
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ist. Um die Invarianten yon T m zu finden, m - l ,  5 mod 6, beachte man, dab ein 
homogenes Polynom in u und v genau dann invariant unter q52m ist, wenn sein 
Grad  durch 2 m  geteilt werden kann. Die invariante Algebra von T,, wird daher 
erzeugt von den Polynomen w i w a w 3 mit durch 2m teilbarem Totalgrad. Unter  
diesen braucht man dann nur noch ein minimales Erzeugendensystem auszuw~ih- 
len. 

Nach derselben Methode k6nnen wir auch die Oktaeder- und Ikosaedergrup- 
pen abhandeln. Nur  im Fall T m mit m - 3  m o d 6  bedarf es eines anderen 
Vorgehens. 

a) m---1 mod 6. Nach dem oben Gesagten miJssen wir die Gleichungen 4c~+ 6/~ 
+ 3 ~ = m t ,  t >  1, 16sen. Wegen der Relation zwischen wl, w 2 und w 3 k6nnen wir 
uns dabei auf die F~ille/3 = 0 und 1 beschr~inken. Wir setzen noch m = 6 ( b -  2)+  1, 
b __> 3, und erhalten far t = 1 die b -  2 L6sungen (c~,/3, 7)--(1 + 3 e, 0, 2 b -  5 -  4e) und 
( l + 3 e ,  1, 2 b - 7 - 4 e ) ,  e=0 ,  1 . . . . .  Zwischen den entsprechenden Polynomen 
besteht keine lineare Relation. Die LiSsungen im Fall t = 2  lauten (2+3e,  0, 4b 
- 1 0 - 4 e )  und (2+3e,  1, 4 b - 1 2 - 4 e ) ,  e = 0 , 1 , . . . .  

Nun gilt 

w~2-w3~b- l~  ~ w2b- 5) 2 

und 
W 2 + 3 e w ~ b - l O - 4 e @ W 2 + 3 ( ~ + l ) , A , 4 b - l O - 4 (  --'v12+3e3(Wl@W3 )4 ,W4b-10-4(e+l )  

u ,2b-  7-4el~(u~l + 3e2 w 2 b - 7 - 4 e a ]  =(W~ +3ez W2 "/3 ] t " l  W2 3 1, 

wobei e~ + ~2 = e und 2 b -  7 -  4e~ > 0, v = 1, 2. Ebenso erh~ilt man eine Darstellung 

W2 + 3e W2 14/3" 4b -  12-4e  =~,W l + 3~l u~2b-  5 -4et~[vt~l + 3e2 3 ]~,'V l vv2 u~2b- 7 - 4 e 2 ) ~ , v 3  

e=e~+e2 ,  2 b - 5 - 4 e ~ > 0 ,  2 b - 7 - 4 e 2 > 0 ,  sofern nut  e < b - 3 .  Dies zeigt, dab 
7 W2 sich alle diese Polynome mit Ausnahme von w~ b- als Polynome in den 

Invarianten vom Grad 2m schreiben lassen. In gleicher Weise firldet man unter 
den Polynomen m i t t  = 3 nur noch zwei weitere unabh~ingige Invariante, n~imlich 
w 6 b - ~  und w 2 w 6b-13. Insgesamt haben wir also b + l  invariante Polynome 
gefunden; da die Einbettungsdimension der entsprechenden Quotientensingulari- 
t~it nach Brieskorn (I-2], Satz 2.11) gerade b + 1 ist, bilden sie schon ein minimales 
Erzeugendensystem. Dies k6nnte man selbstverstiindlich auch direkt beweisen, 
indem man zeigt, dab sich jedes invariante Polynom vom Grad 2mr ,  t => 4, durch 
invariante Polynome niedrigeren Grades ausdriicken l~il3t. 

U m  spiiter handlichere Gleichungen zu bekommen,  ist es zweckm~il3ig, die 
Beschr~inkung auf/~ = 0, 1 aufzugeben. Wir zeigen 

Satz 3. Die  A l g e b r a  ST% m = 6 ( b -  2)+ 1, bes i t z t  das  m in ima le  E r z e u g e n d e n s y s t e m  

a) wl ,  w 2, w 3 im Fa l l e  b = 2 ,  

- w  ~ b - l i  =w~ ~ - ~  w~ w~w~ ~ - ~ - ~  b) z 1 -  3 , z 2 , z3+~= , e = 0  . . . .  , b - 3 ,  

_ 2. Zb-5 i m F a l l e  b > 2 .  Zb+ 1 - - W  1 w 2 

Beweis .  Wir kbnnen uns auf b > 2 beschriinken. Vier von den oben angegebenen 
Invarianten kommen unter den z~ vor, n~imlich fiir e =  1,... ,4. Durch leichte 
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Rechnung  folgt 

wl +a: w~ ~- ~ - ~ :  ~ +  ~ + e,(z~, ..., z: + ~), 

wI + ~w:  ~ -  ~-~::z~+ :o+ ~(za,...,:3+ :~), 

W~b-TWz=Zb+I +P3(Z>...,Zb), q.e.d. 

b) m-= 5 m o d  6. D a  wir hier wie im Fall  a) arbei ten k6nnen,  geben wir nur die 
Resul ta te  an. 

Satz 4. Die Algebra S Tm, m = 6 ( b -  2 )+  5, besitzt das minimale Erzeugendensystem 

w4.b - 6 w4b - 8 Zl = W 6 b - 7 ,  Z2=W2W63 b-9 ,  Z 3 = W 1  3 ' Z 4 = W I W 2  3 ' 

zs+~ =wzw~2w2<b-:)-53 , e = O , . . . , b - 3 ,  

=w3b-Sw32, b > 2 ,  =w~wa, b = 2 .  Zb+ 3 Zb+ 3 

c) m - 3  m o d 6 .  Es seien x l ,  x 2 und x 3 wie zu Beginn dieses Abschnit ts  gew~ihlt. 
Wir  setzen dann  fiir ein beliebiges Po lynom P = P(Xl, x2, x3): 

zj(P)=P+~tl(P)+~2JtlZ(P), j = l , 2 .  

Wegen 

r / ( x l ) = - � 8 9  q(x3)=  - �89  j ,  

q2(x,) = --�89 1 --ix3), r/2(x3) = - �89 

(man beachte  ~2=2i) und ~ a - ~ 2 = i l / 5 ,  ~3 2 +~a  = - 1  erh~ilt m a n  durch eine 3 
leichte Rechnung,  die wir dem Leser iiberlassen, das folgende 

L e m m a .  Fiir c~ + 7 - 0  rood 3 gibt es ein Polynom P:, 7(xl, x3) mit 

/ , (-1)J 

�9 ( - 1 ) +  
Wir setzen w 3 +~ = x ,  + ~ -  x3, j = 1, 2. Offensichtlich gilt tl(w a +/) = ~{ wa +~. 

g - 

Die Invar ian ten  yon T m sind diejenigen Po lynome  in Xl, x 2 und x3, die unter  
t/o 056m invar iant  sin& Wegen t /3o~Z=id  mtissen diese insbesondere unter  05~m 
= 052m unge~indert bleiben. Wie oben geniigt es also, homogene  Po lynome  vom 
G r a d  2rot, t >  1, zu betrachten.  Die Invar ian ten  werden dann erzeugt yon den 

1 
Elementen  ~ e y - -  ~ 05 (vgl. [6]). Gil t  4 c ~ + 6 f l + 4 y = 2 m t  Z(x, x2 x3), wobei  Z = o r d T  m q~erm 

und t - j  m o d  3, j = 1, 2, so ist 

Z(x~ x2 x 3 ) -  x2 &(x~ x j ,  

und da wegen m-= 0 m o d  3 auch ~ + 7 =- 0 rood 3 ist, l~il3t sich aus jeder  Invar ian ten  
yore  G r a d  2m t mit t -=j  rood 3,j = 1, 2, der Fak to r  w a +/herausziehen.  Der  Rest  ist 
invar iant  unter  ~. Die Invar ian ten  yore  G r a d  2m t mit  t - 0  rood 3 sind offensicht- 
lich die Invar ian ten  unter  T,. Wir  erhal ten somit :  
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Fi~r m = 6 ( b - 2 ) + 3  wird S rm erzeugt yon den Elementen 

w]w~zw~w4, 4 c ~ + 6 f i + 3 7 + 2 = m t ,  t = l  rood3, 

w]w~2w~ws, 4 ~ + 6 f i + 3 7 + 2 = m t ,  t = 2  rood3, 

w]w~2w~, 4 c ~ + 6 f i + 3 7 = m t ,  t = 0 ' m o d 3 .  

Beachtet man noch die Relationen 

- 3 w 4 w s = w  1, 3 ] ~ w 3 + j = ( - 1 ) J w 2 + w  2 (wegen / ~ = 3 1 ~  ), 

so schlieBt man hieraus unmittelbar 

Satz 5. Die Algebra S r'~, m = 6 ( b - 2 ) +  3, besitzt das minimale Erzeugendensystem 

zl=w b-9, z2=w2w b-11, 
z~+~=l/3wl w~w~(~-~)-~w~, e=0,...,b-3, 

b>2, b=2. 

D. Die Oktaedergruppen 0~. Wegen ~ 2 = ~ 4  sind die Invarianten von O 1 auch 
invariant unter T 1, und wir brauchen zur Bestimmung der Invarianten von O 1 nut  
die Polynome in wa, w 2 und w 3 auszuw~ihlen, die unter ~8 unge~indert bleiben. 
Nun gilt Os(Xl)=xl,  Os(x~) = - x ~ ,  j = 2 ,  3, und damit @8((D1)=W1, @a((Dj)~- 
- w j ,  j = 2 , 3 .  W l = w  ~, W2=w2w 3 und W3=w 1 erzeugen die Algebra S ~ (vgl. 
[5]); die zwischen diesen Elementen bestehende erzeugende Relation lautet 

W ? =  WI ( W ? - ~  W?) .  

Urn die Invarianten yon Om zu bestimmen, brauchen wir wie unter C nur alle 
Exponenten (e, fi, 7) mit 12a + 18fl + 8 ? = 2 m t, t > l, fl = 0, 1, zu bestimmen. Wir 
listen die Ergebnisse im folgenden Satz auf, wobei wir statt der groBen W wieder 
kleine benutzen. 

Satz 6. Die Algebra S ~ wird minimal erzeugt 

a) im Fall m = 12(b - 2) + 1 yon 

WI~ W2~ W3~ 

falls b = 2, bzw. yon 

z3+ =w~w2w~ (b-~)-8, e=0,...,b-3, 
. 6 b - - 1 6 .  3 

Zb+ 1 ---~W1 W2~ 

falls b > 2 ;  
b) im Fall m= 1 2 ( b - 2 ) + 5  yon 

w 1 2 b - - 1 9  w 6 b - - l l  
Z I ~  3 ~ Z 2 ~ W 1  3 

W2eW W 3 ( b - ~ ) - 7  e = 0 ,  . , b - 3 ,  Z3+e  ~ 1 2 3 ~ "" 

w6b - 1 Zb+ 1 ~ 1 W2 ~ 

z . 4b-7. b>2 ,  4 b = 2 ;  b+2~--W1 W3~ Zb+2~W2W3~ 
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c) im Fall m = 1 2 ( b - 2 ) + 7  yon 

w12b- -17  w 6 b -  l0 
Z I ~  3 ~ Z 2 ~ W 1  

Z3+ = W 2 a + I W 2  W3(b-~)-8 ,  ~=0,...,b-3, 
w 6 b -  lO W Zb+ 2 ~ W 2  W9b-15  Zb+ 1 ~-- 1 2~ 

_ .  3 .6b-13 b > 2 ,  w4w3, b = 2 ;  Z b + 3 - - w 1 w 3  ~ Zb+3 

d) im Fall m = 1 2 ( b - 2 ) + l l  yon 

zl=w  2b-'3 z  -wlw  
W 2~+1 W W 3 ( b - a ) - 7  z3+~= , 2 3 , E = 0 , . . . , b - 3 ,  

Zb+l W2~ Z b + 2 ~ W 2  ~ Z b + 3 ~ W 1 W 3  : 

w4b - 5 zb+4= w3, b>2, zb+4=w2w2 w33, b = 2 .  

E. Die Ikosaedergruppen Im. Beziiglich I~ verweJsen wir wieder auf [5]. Die 
Po lynome  

aoWl=(uv ) (u l~176  %:t=0, 

w 2 =(u2~ + v 2 ~  228(ul 5 v 5 _ u  5 vts)+494u 1~ v 1~ 

w3 = (u3O + v3O) + 522(u2S v s _ u s v25)_ 10005(U20/)10 .q_ b/lO V20) 

erzeugen S h. Bei geeigneter Wahl  yon c%(1728c~g=1) lautet die erzeugende 
Relation 

3 

Zur Best immung der Invar ianten yon I~ geniigt daher die L6sung der Gleichun- 
gen 12cr t > l ,  y = 0 , 1 .  Es ergibt sich der notwendigerweise 
tiberaus lange 

Satz 7. Die Algebra S x~ wird minimal erzeugt 

a) im Fall m = 30(b - 2) + 1 yon 

W D W2~ W 3, 

falls b = 2, bzw. yon 

Z3 +~: = w ~ ( b - 8 ) - 1 4 W I + 3 c W 3 ,  , ~ = 0 ,  ""7 b - 3 ,  

1- -  W125b- 37 W 5 Zb+ -- 3~ 

.falls b > 2; 

b) im Fall m = 30(b - 2) + 7 yon 

Z 1 ~W.115b-29W3~ 

7 Zz=W~ ~ b > 2 ,  z2=wl ,  b=2, 

Z3+~=wS(b-~-13W12+3~W3, e = 0 , . . . , b - 3 ,  

=w w9b-lSW b > 2 ,  =w~w2, b = 2 ,  Zb+ 1 1 2 3~ Zb+ 1 

Zb+ 2 ~ W125b- 28 W3 ; 
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c) im Fall m=30(b-2)+11 yon 

z l=w~sb-27w3, Z2=W~~ 

Z3+~=W~(~-~)-14W~+3~W3, e=O,. . . ,b-3,  
=wlOb-23W 4 b>2, =Wa w6, b=2, Zb+ 1 2, Zb+ 1 

Z b+2 ----w15b-26W3~2 

d) im Fall m=30(b-2)+13 yon 

Z - -W  W 6 b - l ~  Zl  ~ W ~ 5 b - 2 6 W 3 ~  2 - -  1 2 

Z3+ ~ w ~ ( b - e ) - 1 2 W l + 3 e  W 2 3, e=O, . . . ,b-3,  
Zb+I=W6W 6b-a3, b>2, Zb+l=wVl w2, b=2, 

Zb+ 2 ~ W 1 5 b -  25 W3; 

e) im Fall m=30(b-2)+17 yon 

z l = w ~ s b - 2 4 w 3 ,  Z2=wI~ 

Z a + ~ = w ~ ( b - e ) - l a w 2 + 3 ' W 3 ,  e = O , . . . , b - - 3 ,  

Zb+ 1 =Wl ~ 21 w4, b>2, Z b + I = W 3 W  52, b=2, 

2 b + 2 = W I  W 9 b - 1 5 W 3 ,  Zb+3~.. W125b-23W3;  

f) im Fail m=30(b-2)+19 yon 

z3+~=w~ (b-~) 11w~+a'w3, e = O , . . . , b - 3 ,  

. 3 . 6 b - l O  b > 2 ,  =wllw2, Zb+ 1 -- W 1 W 2 ~ Zb+ l 

. 2 . 9b -15  Z b + 2 - - w  1 w 2 W 3, Z b + 3 ~ W  1 w 1 2 b -  17 

g) im Fall m=30(b-2)+23 yon 

Z~+~=w~b-~)-12W2+~W3, e=O, . . . , b - 3 ,  

w 6b-s, b>2, =w~w3w> b=2, Zb+ 2 ~---- W 1 Zb+ 2 

Zb+ 3 ~ w 1 5 b -  20 W3 ; 

h) im Fall m = 30(b - 2) + 29 yon 

Z 3 + e = w ~ ( b - e ) - l l w 2 + 3 E W 3 ,  e = O , . . . , b - 3 ,  

. l O b - - 1 7 .  4- 
Zb+ 1 ~ W1 w2~ 

3. 6 b - 8  Zb+2=Wl W2 b>2, Z b + 2 = W 7 W 3 W 3 ,  

2 9 b - 1 2  Z b + 3 ~ W 1 W  2 W3~ Z b + 4 ~ W 1 w 1 2 b - 1 3 ~  

b =2, 
Zb+ 4 Z W125b- 22 W3 ~ 

b z 2 ~  

W~ 5 b - 1 7  
Zb+ 5 ~ W3" 
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w 3. Gleichungen der Quotientensingularit~iten 

In diesem Paragraphen sollen (in einigen F~illen) die Relationen zwischen den 
erzeugenden Invarianten angegeben werden. Dies ist gleichbedeutend damit, die 
Gleichungen der (algebraischen oder komplex-analytischen) Singularit~it (C2/G, O) 
zu finden. Da jede beliebige Quotientensingularit~it der Dimension 2 analytisch 
isomorph zu einer Singularit~it (~2/G, 0) mit einer der in w 1 angegebenen Gruppen 
G ist ([7, 21), kann man auf diese Weise prinzipiell die Gleichungen aller 
Quotienten bestimmen. Das in der Einleitung zitierte Resultat yon Wahl besagt, 
dab jede rationale Singularit~it der Einbettungsdimension e dutch �89 (e -1 )  (e - 2) 
Potenzreihen der Multiplizit~it 2 mit linear unabh~ingigen Leittermen beschrieben 
wird. Unsere Aufgabe reduziert sich demnach darauf, jeweils l ( e - 1 ) ( e - 2 )  
unabh~ingige ,,quadratische" Relationen zwischen den e erzeugenden Invarianten 
anzuschreiben. 

A. Zyklische Quotientensingularitfiten, Die Gleichungen yon (G2/C,,q,O) wurden 
schon in [8] angegeben. 

Satz 8. Die zyklischen Quotienten werden beschrieben durch 

_ a r  
Z e _ I Z e + I - - Z  ~ ~ e : 2 , . . . , e - 1 ,  

._z .~+~-~z~+~-2 ..~_~-2.~_~-~ 2__<6+1<~-1_<e-1.  Z ~  ~ :  - -  a + l  6 + 2  " " ~ e - - 2  " e - - I  ~ - -  

Hierbei ist zu beachten, daft im ZweifeIsfall der Exponent a~ - 1 dem Exponenten a t 
- 2  vorzuziehen ist. 

Der duale Graph der minimalen AuflSsung ist in diesem Fall 

- b  1 - b  2 -b~_ 1 - b  r 
e -  | . . .  �9 . e , ,  e ~ I P ~ ( r  

wobei 

q 

B. Diedersingulariti~ten. Der duale Graph der minimalen AuflSsung von 
(C2/D,,q, 0) sieht nach [23 folgendermal3en aus: 

- 2  

| 
I~- �9 " " 0  ~ ,  

- 2  - b  3 - b 4  - b , _ l  -b~ 

wobei 

q 
bo>2, p = l  .... ,r, r>4.  

Die Gleichungen wurden in [1] gefunden. 
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Satz 9 .  ( [~2 /On ,  q, O) wird beschrieben durch 

a2 -- 1 2 __ 2 __ a3 -- 1 a2-- 1 
Z I ( Z  I - ~ - Z 3 ) - - Z 2 ,  Z 2 Z r  3 (Z 1 - [ -Z3 2)  

- - , r  ~ a 3 - - 2  ~a~- z-- 2 za~_ l --1 4 < ~ <_ e Z I  Z ~ - -  ~2  ~3 " " ~ ' e - 2  ~ - 1  

~2~=~-~.. .z~_~~ . . . .  -*(z;~-~+~), 5<_~<_~ 

z ~ _ a z ~ + l = z  a~, 4 - < e < e - 1  

__ a ,~+l- -1  a 6 + 2 - 2  a e - 2 - - 2  . ~ - ~ - - *  4 < 6 + l < g - l _ < e - 1 .  ZaZe--Za+I Z a + 2  . - . Z g _  2 Z s _  1 ~ __ 

Hierbei ist dieselbe Konvention wie in Satz 8 zu beachten. 

C. T e t r a e d e r s i n g u l a r i t & e n .  Ftir m =  6 ( b - 2 ) +  1 hat die minimale Aufl6sung von 
( C 2 / T ~ ,  0) den dualen Graphen 

O. Riemenschneider 

- 2  

A A ~ A A 
w w w w w 

- 2  - 2  - b  - 2  - 2  

Satz 10. Die Gleichungen dieser Singularit& lauten 

a) im Fall b = 2 :  

z ~ = z ~ + z  4 

b) im Fall b = 3: 

z t<2 
Z 2 Z I - ~ Z  3 Z 4 ]  

c) im Fall b > 4: 

Rg zl  z2 z3 "'" zb-1 < 2 .  
Z 2 Z1-Jr'Z 3 Z 4 "'" Zb Zb 1 

B e w e i s .  Den Fall b = 3 tiberlassen wir dem Leser. Im Fall b > 4 erh~ilt man ohne 
Miihe: 

2 . 2 .  12b 26 . 3 . 1 2 b - 2 6 - - .  1 2 b - - 2 2  
Z 2 z W 2 W  3 ~ W  1 W 3 -'I-W 3 

= w~b- 11(w 6b- l l  + ( w l  w~b-513)= z1(~1 +~), 

~ z ,  = w~ wX w~ ~- ~o = w, w~ b- 5(w~ ~-11 + (w~ w~ ~- st3) -- z~ ( <  + ~t. 

2 Die Relationen z~_, z~+ ~ = z~, c = 4, . . . ,  b - 1, sind klar. Schliel31ich gilt 

b - - 4  3 2 2 b -  
Z b - l  Z b + l = ( W l  W2 W 3 ) ( W l  W2 5 ) = ( W l  W b - 3 w 3 ) 3 = Z 3 .  

Die restlichen Relationen sind leichte Folgerungen aus den soeben bewiesenen. 
Die Unabh~ingigkeit der Relationen ist ebenso leicht einzusehen, q.e.d. 
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Zu m = 6 ( b - 2 ) + 3  geh6rt der Graph 

_2 �84 
o 
i 

! 

-3  - b  -2  -2  

Satz 11. Die Gleichungen dieser Singulari t i i t  sind 

a) im Fall  b = 2: 

R g ( Z l Z 3  Z z + Z  1 z4 ) < 2 ,  
\ z4 --z 3 zz--z l 

b) im Fall  b >  3: 

aE .. .  z 3 z s = z ~ , " - l ( z Z + z 3 ) ,  z ~ _ l z ~ + l = z  ~ , e=5 ,  b + l ,  

ar . . . .  ab=2,  av+ 1 =3,  etc. 

Beweis .  Es sei b =2.  Dann gilt 

Z 2  2 2 2 3 4- 3 2 3 2 W2 W3=W3(WI -~  W3)-~.(W3) -~- W 1W 3 = Z 2 - -  3(W1W5)(Wl W2W4)=---- Z~--Z3 Z4-, 

Z 2  2 4- 2 3Wl w 3 w 4 --9w 1 w 4 w ] w  5 - - z  1 z 3 ( 3 ] ~ w 3 4 v v 3 ) ~ Z  1 Z3(Z 2 - -Z1) ,  

Z 2 Z 4. = ] ~  W 1 1/f 2 W 3 W 4 = ] ~  W3 W1 W4.(3 ] ~  W3 - -W 2) 

= - z~(z 4 + 3 w 2 w=s) = - z 1(z4- + z~). 

Die anderen Relationen beweist man ebenso, q.e.d. 

Wir behandeln schliel31ich noch den Fall m-- -6 (b-  2)+ 5 mit dem zugeh6rigen 
Graphen 

-2  

�9 ! . 
-3 -b  -3  

Satz 12. Die Gleichungen dieser Singulari t i i t  lauten: 

a) im Fall  b = 2: 

Z 1 Z 4 : Z 2 Z 3 ~  Z 2 Z 5 : Z 2 Z 4 ~  

Z1Z5:Z3~  

b) im Fal l  b>:3: 

z 4 z 6 = ( z 3 + z 2 )  2, b = 3 ,  z 4 z 6 = z s ( z 3 + z ~ ) ,  b > 3 ,  
as z ~ _ l z ~ + l = z  ~ , 5=6  .. . .  b + 2 ,  

a 6 . . . . .  ab+l =2 ,  ab+==3,  etc. 
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D. Determinantensingularit&en. Mit Hilfe von Corollary 3.7 in [10] und Bries- 
korns Liste in [2] kann man sofort die dualen Graphen und die zugeh6rigen 
Gruppen derjenigen Quotienten angeben, die ,,determinantal" sind. Wir beschriin- 
ken uns selbstverstiindlich auf den Fall e__> 4. Man fiberzeugt sich leicht, dab die 
angegebenen Gleichungen bis auf analytische Isomorphie mit denen in [9] bzw. 
[10] tibereinstimmen. 

- 2  - 2  - ( e - l )  - 2  - 2  
1. �9 - . -  �9 �9 ;, -:- �9 p ~ > 0 ,  p2>0.  

Pl Pz 

C,,e, n = ( p l + l ) ( p 2 + l ) ( e - 1 ) - ( 2 p a + l ) p 2 - P l ,  

q =p,(p~ + 1) (e -  1 ) - (2p l  - 1)P2 - ( P l  - 1). 

Es gilt az=pa  +2,  a~_ 1 = p 2 + 2 ,  a~=2, 2 < e < e - 1 .  Die Gleichungen kiSnnen 
daher geschrieben werden in der Form 

(zx z2 1 
- < 2 .  

Rg zp l+  1 Z3 Z e - 1  Ze / 

- 2  

- 2  - 2  . - ( e -  i) - 2  
2. .-. �9 ; 

, / /  
--2 p ~ 0 ,  p 2 ~ 0 ,  

-2  

P2 

nicht beide gleich 0. 

D,,q, n,q wie unter 1. 

z~2+1, Rg zl z2 z3 ..- ze-2 -1 } <2.  
z2 zP~+l+z~ z4 . . .  ze_l ,ze / 

3. Bei den Tetraedergruppen treten Determinantensingularitgten nur in den 
F~illen m = 6(b - 2) + 1, b > 2 beliebig, und m = 3 auf. Die Sgtze 10 und 11 geben die 
Gleichungen schon in Determinantenform an. 

4. Bei den Oktaedergruppen kommen nur die Werte m =  1 2 ( b - 2 ) +  1, b >2  
beliebig, m = 5 und m = 7 in Betracht, Es ergibt sich in diesen F~illen: 

-2  

a) 
v 

- 2  - 2  - b  - 2  - 2  - 2  

R g (  zl z2 z3(z~-z2)]<2,  b = 3 ,  
z~ ~ - ~  ~, I 

( Z1 Z2 Z3 "'" Ze-2 Ze-~ <2,  
Rg \ Z 2 2 Z23 - -  Z2 Z4 �9 �9 " Z e -  1 Ze 

b=>4; 
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- 2  

b) i 
w 

- 3  - 2  -~2 -•2 
- - -0  

- 2  

Rg(Zl z2 z~ ) 
z4 z3 zlz3(zl+z2 ) <2;  

c) 

- 2  

I w w 

- 4  - 2  - 2  
A 
w 

- 2  

R g (  z2 z3 z4 z5 ) < 2 .  
Z 4 ZS-~-Z 2 ZlUr-Z 2 Z 2 Z  3 

5 Bei den Ikosaedergruppen kommen nur die Werte m = 3 0 ( b - 2 ) +  1, b > 2  
beliebig, und m=7,  11, 13, 19 in Betracht Es ergibt sich 

- 2  ,p 

al l A A A A 
w w w w ~ - -  w 

- 2  - 2  - b  - 2  - 2  - 2  - 2  ( 5) 
Rg zx z 2 z 3 .., z~_ 2 z~_~ <2;  

Z 2 Z  3 Z 2 - - Z 2  Z 4 . . ,  Ze_  1 Z e 

b) 

- 2  
e 
! 

- 3  - 2  - 2  - 2  
- - - 0  

- 2  

Z2 Z 3 ) Rg z~ <2;  
~ z~ z~-z~ 

- 2  

0 - -  - -  G .  

- 3 '  - ~  - 2  

Rg ( 2'1 z 2 z  4 z~+z3t <2;  
Z2 Z3 Z4 / 

A 
w 

- 2  
O 

- 2  
O 

- 2  

d) 

- 2  

0 - - -  G I- 
- 2  - 3  - 2  - 2  - 2  



50 O. Riemenschneider 

Z1 Z2 Z3 ) <2; 
Rg z~+z 3 z~ z lz  2 

- 2  

e) l 
A A A 
w w w 

- 5  -1"2 - 2  - 2  

zl  z2 z3 z4 z s ]  < 2 .  

Rg  z 3 + z  ~ z4 ZlZ2 z s + z  ~ z6/  
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