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Es sei G GL(2,C) eine endliche Untergruppe, die wir in kanonischer Weise auf S
=C€[u, v] operieren lassen. Ziel dieser Arbeit ist es, ein minimales Erzeugendensy-
stem fiir die invariante Algebra S¢ anzugeben. Da diese Algebra nach einem Satz
von Chevalley [4] fiir Spiegelungsgruppen wieder isomorph zu S ist, konnen wir
uns dabei auf sogenannte kleine, d.h. spiegelungsfreie Gruppen beschrinken.
Diese sind (bis auf Konjugation) wohlbekannt (vgl. z.B. [3], p.94—112, [2],
p.346); wir bezeichnen sie als zyklische Gruppen C, ,, Diedergruppen D
Tetraedergruppen T,,, Oktaedergruppen O, und [kosaedergruppen I, (zur Defini-
tion vgl. §1). Fiir die C, , und D, , liegen die gewiinschten Ergebnisse schon vor
([8] und [1]); sie werden der Vollstdndigkeit halber noch einmal kurz dargestellt.
Die restlichen Fille kénnen in einfacher Weise auf die schon von Klein [5]
behandelten Untergruppen von SL(2,C) (in unserer Bezeichnungsweise T, O,
und I,) zuriickgefiihrt werden. Die notwendigen Rechnungen werden fiir die
Tetraedergruppen im Detail mitgeteilt; bei den iibrigen begniigen wir uns mit
einer Aufzdhlung der Resultate.

Der urspriingliche Zweck dieser Untersuchung war es, dhnlich wie in [8] aus
der Kenntnis der Invarianten die Gleichungen der zugehorigen Quotientensingu-
laritdt zu gewinnen. Wegen des neuen Resultats von Wahl iiber die allgemeine
Struktur der Gleichungen einer beliebigen rationalen Singularitit ([10],
Theorem 2.1) ist dies nunmehr eine einfache Ubungsaufgabe, der wir uns auBer in
den schon bekannten Fillen der zyklischen Quotienten und der Diedersingulari-
titen nur noch im Fall der Tetraedergruppen und der Determinantensingulariti-
ten unter den Quotientensingularititen unterzogen haben. Die letzteren sind
genau diejenigen Quotienten der Einbettungsdimension e >3, in deren minimaler
Avpflosung eine rationale Kurve mit Selbstschnittzahl—(e—1) auftritt ([10],
Corollary 3.7). Unter ihnen kommen also insbesondere, wie wohlbekannt ist, die
Tripelpunkte vor. IThre Gleichungen findet man auch in [10] und im Fall der
Tripelpunkte schon bei Tjurina [9]. Es sollte dem interessierten Leser nicht
schwerfallen, die {ibrigen Gleichungssysteme selbst aufzufinden.
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§ 1. Klassifikation der endlichen Untergruppen

. 2ri .
Wir setzen stets {, =exp (%), kelN. Die zyklische Gruppe C

=1, wird dann erzeugt von

(G 2

0 &)

Sie ist offensichtlich von der Ordnung n.
Wir setzen ferner:

i N E R S

O 1 IR )
_L(Cg—é’s C%—C?)
G- =)

/5

Sind n, g natiirliche Zahlen mit 1 <g<#nund (n,g)=1, so wird die Gruppe D, ,
erzeugt von

O<g<n, (n,q)

n,q°

a) Yag T, @ay falls m=n—g=1mod?2,
b) ‘//2[1; oy, falls m=0 mod?2.

Es gilt ord D, ,=4mgq.
Die Gruppe T, m=1,3,5 mod 6, wird erzeugt von

a) Wy, T, N, ¢y, falls m=1,5 mod 6,
b) ¥y, T, Hog,,, falls m=3 mod 6.

Thre Ordnung ist 24m.

Die Gruppe 0,,, (m, 6)=1, wird erzeugt von ¥4, 7, # und ¢,,,, die Gruppe I,
(m,30)=1, von o, ®, 1 und ¢,,,. Es gilt ord 0,,=48m, ord I,,=120m.

C,, ist konjugiert zu C, , genau dann, wenn n=n' und g=¢g' oder
gq'=1modn. Ansonsten sind die 0.a. Gruppen paarweise nicht konjugiert. Jede
spiegelungsfreie endliche Untergruppe von GL(2,C) ist konjugiert zu einer der

Gruppen C, ,, D, ., T,,, 0, oder I,,.

14>

§ 2. Die Invarianten

A. Die zyklischen Gruppen C, ,. Wir setzen m=n—g und bilden die Hirzebruch-
Jungsche Kettenbruchentwicklung

lzaz—%—m—l a, ., a,z22, ¢e=2,..,e—1.

m
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Weiter sel
CL=N, Cy=N—(, C,1=0,C—C,_y, 25eSe—1,
d, =0, d,=1, d,.,=ad,—d,_,, 25ese—1.

Dann gilt [8]:

Satz 1. Die Monome z,=uv*, e=1, ..., e, bilden ein minimales Erzeugendensystem
von S§Cma,

B. Die Diedergruppen D, ,. Wie oben entwickeln wir n/m in einen Kettenbruch,
setzen diesmal aber

cy=1, ¢;=0, c,=1, 4<e<e—1,
d,=0, d,=1, dy=a;—1, d,.=a,d,—d,_;, 4Ze<e—1,
ty=d,, ty=a,—1, ty=asla,—1)~1, t ,=ait,—t,_,, 43ese—1,

s,=c,+d,, 2Z¢efe—1,
=mt,—qs,, 2Zese—1.
Ferner sei bei festem n, g
wy=oun,  wy=utlt (120, wy=uti (1)1 p%
wobei a=a, , so gewdhlt sei, daB die Relation
w3 =w3+wif
besteht. Nach [1] gilt dann

Satz 2. Die Polynome z,=wi", z,=wrwsw¥, e=2,...,e, bilden ein minimales
Erzeugendensystem von SP~<. Ein weiteres Erzeugendensystem wird gegeben durch
z, und

z = (o) e (Ut 4 (= 1o p?e%),  ¢=2,...,e.

C. Die Tetraedergruppen T,,. Die Gruppe D; , wird erzeugt von y, und t, ihre
invariante Algebra nach Satz 2 (nach Anderung der Bezeichnungen) von

x, =wduv)?,  x,=aouv)t—vY), x;=u*+v*,
wobei a,eC so gewihlt werden kann, daB} die Relation
x5=x,(x3+x7)
besteht. Die Invarianten von T sind genau die Polynome in x,, x, und x;, die

unter # invariant sind. Solche sind z.B.

wi=X3+ Xl Wwp=Xxi——gxix;,  wi=fuX;,  fo+0.
%o %o

Klein hat in [5] gezeigt, daB diese Polynome ST erzeugen. Man kann f, noch so
wihlen, daB die zwischen ihnen bestehende erzeugende Relation von der Form

23 4
W5 =Wj+wj
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ist. Um die Invarianten von 7,, zu finden, m=1, 5mod 6, beachte man, dal3 ein
homogenes Polynom in # und v genau dann invariant unter ¢,,, ist, wenn sein
Grad durch 2m geteilt werden kann. Die invariante Algebra von T,, wird daher
erzeugt von den Polynomen w? w/ w} mit durch 2m teilbarem Totalgrad. Unter
diesen braucht man dann nur noch ein minimales Erzeugendensystem auszuwéh-
len.

Nach derselben Methode konnen wir auch die Oktaeder- und Ikosaedergrup-
pen abhandeln. Nur im Fall 7, mit m=3 mod6 bedarf es cines anderen
Vorgehens.

a) m=1mod 6. Nach dem oben Gesagten miissen wir die Gleichungen 4u+6p
+3y=mt, t=1, 16sen. Wegen der Relation zwischen w,, w, und w; kdnnen wir
uns dabei auf die Falle f=0 und 1 beschrinken. Wir setzen noch m=6(b—2)+1,
b=3, und erhalten fiir t=1 die b—2 Losungen (a, §,y) =(1+3¢,0,2b—5—4¢) und
(14+3e, 1,2b—7—4¢), £6=0,1,.... Zwischen den entsprechenden Polynomen
besteht keine lineare Relation. Die Losungen im Fall t=2 lauten (2+ 3¢, 0, 4b
—10—4g) und (2+3¢, 1, 4b—12—4¢), e=0,1, ... .
Nun gilt

g-b—10=( %b‘S)Z

2
wiw Wy W

und
2+43g, 4b—10—4z 24+3(+1),, 4b—10—d(e+1)_, 2+3e(,,3 4y Ab—10—4(e+1)
wi w3 +wy W3 =wi T (Wi +w3)ws

2b*7—481)

_ 1+3e; 2b—T7—4¢e
=(wi W, W3 ),

1+ 3¢z
(wy Wy W3

wobei &, +&, =¢ und 2b—7—4¢, >0, v=1,2. Ebenso erhilt man eine Darstellung

2+ 3¢ 4b—-12—de__( 14381, 2b~5—deyy 1+ 3e2 2b—T—4s;
wi Wy Wy =(w; w3 Jwi Wy W3 )

=g, t&,, 2b—5—4¢,20, 2b—T—4¢, =0, sofern nur ¢ <b—3. Dies zeigt, dai
sich alle diese Polynome mit Ausnahme von w3®*~7w, als Polynome in den
Invarianten vom Grad 2m schreiben lassen. In gleicher Weise findet man unter
den Polynomen mit =3 nur noch zwei weitere unabhingige Invariante, ndmlich
wSt~11 und w, w3?~13. Insgesamt haben wir also b+1 invariante Polynome
gefunden; da die Einbettungsdimension der entsprechenden Quotientensingulari-
tit nach Brieskorn ([2], Satz 2.11) gerade b+ 1 ist, bilden sie schon ein minimales
Erzeugendensystem. Dies kénnte man selbstverstindlich auch direkt beweisen,
indem man zeigt, daB sich jedes invariante Polynom vom Grad 2m¢, t 24, durch
invariante Polynome niedrigeren Grades ausdriicken 148t.

Um spiter handlichere Gleichungen zu bekommen, ist es zweckmiBig, die
Beschrinkung auf =0, 1 aufzugeben. Wir zeigen

Satz 3. Die Algebra S™, m=6(b—2)+ 1, besitzt das minimale Erzeugendensystem
a) w,, w,, wy; im Falle b=2,

b) z,=w 1z, =w§T1 g, =w o ws w973 =0, b3,
Zy, =Wiw3P=%  im Falle b>2.

Beweis. Wir kénnen uns auf b>2 beschrinken. Vier von den oben angegebenen
Invarianten kommen unter den z, vor, ndmlich fiir e=1,...,4. Durch leichte
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Rechnung folgt

1+3g,,2b—5—4ds _

wy w3 =Z342.+0(23 -, 255 20)s
14 3e 2b—T—4de__

w1 Wy W3 =242, B(23, 23,2
3b-7

wi'T Wy =2+ B(25,..,2), qed.

b) m=35 mod6. Da wir hier wie im Fall a) arbeiten k6nnen, geben wir nur die
Resultate an.

Satz 4. Die Algebra S™, m==6(b—2)+ 5, besitzt das minimale Erzeugendensystem

b7 6b—9 4b—6 . _ 4b-8
Zy=w3?T Zy=wowit T, Za=wo w3t Tl za=wiw, wil T,

26-9-5
Z5,,=wiwiwit=? ¢=0,...,b—3,

—3b-8 4,3 — w3 -
Zp 3=wi T %w3, b>2, oz, i =wiw,, b=2.

¢) m=3 mod 6. Es seten x,, x, und x; wie zu Beginn dieses Abschnitts gewéhlt.
Wir setzen dann fiir ein beliebiges Polynom P=P(x,, x,,x;):

1(P)=P+Lin(P)+ 3 n*(P),  j=12.

Wegen

7lx,)=— %(X1+ix3)’ 17(x3)=—%(x3+3ix1),
1
2 (

n?(xy) = —3(x; —ixs), nz(x3):—%(x3—3ix1)

(man beachte af=2i) und {;—{3=i1/3, {34+{3= —1 erhilt man durch eine
leichte Rechnung, die wir dem Leser iiberlassen, das folgende

Lemma. Fiir o +7=0 mod 3 gibt es ein Polynom B, ,(x,,x;) mit

(—1y .
u(x] x3)= (x +— x3> P (x5,x3), Jj=12.

/3

. -1y
Wir setzen w,, ;=x; +

—7)- X3, j=1,2. Offensichtlich gilt n(w,, )=, w,, ;.
3

Die Invarianten von T, sind diejenigen Polynome in x,, x, und x,, die unter
o ¢, invariant sind. Wegen #°o1?=id miissen diese insbesondere unter ¢2,,
=¢,,, ungeidndert bleiben. Wic oben geniigt es also, homogene Polynome vom
Grad 2mt, t=1, zu betrachten. Die Invarianten werden dann erzeugt von den

Y ¢ (vgl. [6]). Gilt 40+ 65 +4y=2mt

1
Elementen y(x% x4 x1), wobei y =
x(x7 x5 x%) X ord T, 451,

und t=jmod3, j=1,2, so ist
2 (% x5 x3) =35 py(x3 x3),

und da wegen m=0mod 3 auch 2 +y=0mod 3 ist, [46t sich aus jeder Invarianten
vom Grad 2m¢ mit t =jmod 3, j=1, 2, der Faktor w,, ; herausziehen. Der Rest ist
invariant unter #. Die Invarianten vom Grad 2m¢ mit =0 mod 3 sind offensicht-
lich die Invarianten unter T;. Wir erhalten somit:
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Fiir m=6(b—2)-+3 wird ST erzeugt von den Elementen

wiwhwiw,, 4da+6B+3y+2=mt, (=1 mod3,

wiwbwiws, 4a+6B+3y+2=mt, (=2 mod3,

wé whwy, d0+6f+3y=mt, t=0mod3.

Beachtet man noch die Relationen

—3waws=w;, 313wl ;=(—1Yw,+wi (wegen p2=31/3),
so schlieBt man hieraus unmittelbar

Satz 5. Die Algebra S™™, m=6(b—2)+ 3, besitzt das minimale Erzeugendensystem
2 =wS0  z=ww$ Lz =1/3w, wit B wy,

W4, 820,...,b'—3,

— £ ,2(b—8)—5
Zyy =) 3W Wiw3

_ 2.,2b—5,,2 /1 2 _
Zpo,=3Wiws" TP wi,  b>2, zb+2—]ﬁw1w3w4, b=2.

D. Die Oktaedergruppen O,. Wegen 3=, sind die Invarianten von O, auch
invariant unter T;, und wir brauchen zur Bestimmung der Invarianten von O nur
die Polynome in w,, w, und w, auszuwihlen, die unter Y5 ungeéindert bleiben.
Nun gilt ¥g(x)=x;, Yslx)=—x;, j=2, 3, und damit Yg(cw)=w,, Ys(w;)=
—w;, j=2,3. Wy=w}, Wy=w,w; und W;=w, erzeugen die Algebra S°* (vgl.
[5]); die zwischen diesen Elementen bestehende erzeugende Relation lautet

W72 =W, (W2 +W5).

Um die Invarianten von O,, zu bestimmen, brauchen wir wiec unter C nur alle
Exponenten (¢, f,7) mit 1200+ 18 +8y=2m¢, t=1, f=0,1, zu bestimmen. Wir
listen die Ergebnisse im folgenden Satz auf, wobei wir statt der groBen W wieder
kleine benutzen.
Satz 6. Die Algebra SO wird minimal erzeugt

a) im Fall m=12(b—2)+1 von

Wl: W27 W3,
falls b=2, bzw. von

Z1=Wé2b—23, ZZ=W1 ng—l?a’

2 3b—s)—8 _
Zy,,=witw, w3978 =0, b=3,

N
falls b>2;

b) im Fall m=12(b—2)+5 von

2, =Wl o e, w8

an2e 3b—e)—7 _ -
Zy, =W W, W3 , &=0,...,b=3,

., 6h—11
Zpi1 =Wy Wi,

4T - 4 —9.
Zp,2=WiP Twy,  b>2, oz, ,=wyw3,  b=2;
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c) im Fall m=12(b—2)+7 von

12b-17 _ 66— 10
21:\/\}3 5 Zz——-W1W3 N
2641 3(b—5) -8 _
2y, =W wowit=9-8  £=0,...,b-3,
_ 6610 _ 9b-15
Iy =Wy Wy, Zpyp2 =Wy W3 )

3 4,00—13 a4 .
Zpy3T Wi W3 » b>2a Zy 3= Wi Wy, b—2,

d) im Fall m=12(b—2)+11 von

. 12b-13 _ 6b—8
Z;=W3 s ZgT=W W3,
_ 261 3b—e)—7 -
Z3, =W W wy , €=0,...,b-3,
_ .,,6b—8 _ 912 3, 6b—1L
Zpe1 =Wy Was  Zp =Wy W3 s Zpe3=WiWg s

— A5 w2 3 =
Ty a=Wi TCws,  b>2 oz =wiw,wi,  b=2.

E. Die lkosaedergruppen I,. Beziiglich I, verweisen wir wieder auf [5]. Die
Polynome
aowy =)@+ 11u 03— 0%,  o,+0,
w, =(20 + 02— 228(u' v° —u’ '3 + 494410 10,
wy =304+ 039+ 522(?% v® —u® 925)—10005(u?° 010 + ul® %)
erzeugen S™. Bei geeigneter Wahl von 0,(1728a3=1) lautet die erzeugende
Relation
w3 =w;+w3.
Zur Bestimmung der Invarianten von I, geniigt daher die Ldsung der Gleichun-

gen 120+208+30y=2m¢, t=1, y=0,1. Es ergibt sich der notwendigerweise
itberaus lange

Satz 7. Die Algebra S wird minimal erzeugt
a) im Fall m=30(b—2)+1 von

Wi, Wy, Wa,
falls b=2, bzw. von
zy=wi*t 3wy, 2, =w{%" 3wl
Z3,,=wiCTI Wi T3 e=0,..., b3,
Zb+1:W;5b_37Wga
falls b>2;
b) im Fall m=30(b—-2)+7 von
2 =wish-29y,
z,=wi%"" 2wl b>2,  z,=wl  b=2,
Z3+e:Wi(b_5)_13W§+3£W3, 320,.,.,b_3,
Zyp1=wiwat Bwy, b>2, Zy 1 =Wiw,, b=2,

gy l5b=28. .
Zpr2=W3 Wi
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¢) im Fall m=30(b—2)+11 von

2 =wiSh=2T gy 1018y
Zy,,=wilm Aty 2 3ey, o e=0,...,h—3,
Zb+1:W}Ob_23W§s b>29 Zp 1 =Wy Wg, b=2,
2y =w3> 2wy,

d) im Fall m=30(b—2)+13 von

_ ,15b-26 — 66—10
2, =Wi Wi,  Z; =W W) ,

o aSb—e)—12 ., 1+ 3¢ —
Zy,,=wiTAT 2wl ey 0 e=0,...,b—3,

— 64,6613 —w? -
Zpe 1 =WiW; , b>2, z, =wiw, b=2,

o 15b-25 . .
Zpr2= W3 Ws;

e) im Fall m=30(b—2)+17 von

15p—24 .. 10b—16
1 W3,  Zp=W; W,

Z,=w
e d(b—8)—13 . .2+ 3¢ _

Zy,,=W] witfwy,  e=0,...,b=3,
10621 4 w3 wS _

Zpy g = W] w3, b>2, oz, . =wiw;, b=2

— 9h—15 15623 .
Zp =W W3 W3,  Zpi3=W3 W35

f) im Fall m=30(b—2)+19 von

115623 410017 ...2
Z,=Wj Wi,  Z,=W; w3,

g 3b—e)—11 1+ 3¢ — _
Zy ,=W] w3 w,,  e=0,...,b—-3,

13 4,6b—10 —plt -
Zy  =WIW3 , b>2, .  =wi'w,, b=2

9b—15 12b—17 156-22
2 H

— 2 _ _ .
Zpypa =W W Wi,  Zpi3=Wi W, Zpra=W3 Wi,

g) im Fall m=30(b—2)+23 von

_yy15b-21 — 1w 10b—14
Z, =W W3,  Z, =Wy w,,
5(b—2)—12,,2+ 3¢ . _
Z3, =W3 wit 3wy, e=0,...,b=3,

., 10b-19 4
Zp41 =Wy W2,

_ 6b—8 A3 _
Zp =W W' TS b>2, oz, ,=wiwswy, b=2,
_ ., 15b-20. .
Zp+3= W3 W3

h) im Fall m=30(b—2)+29 von

—.,156—18 —.,10b-12
=W W3,  Zp=Wy Was

S (b—e)—11 .2+ 3¢ .
Zy,,=wiTOT w3y g=0,...,b—3,

L 106—17 4
Zpr1 =Wy W,

3 ,,6P—8 — w7 3 —
Zpr2=Wi1 W) > b>2: Zpp 2 =W W5 Wy, b—2,

y2.,9b-12 _ 12613 o, 15b—17
Zpy3=Wi W, W3,  Zpia =Wy W3 > Zpes= W3 W3-
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§ 3. Gleichungen der Quotientensingularitiiten

In diesem Paragraphen sollen (in einigen Fillen) die Relationen zwischen den
erzeugenden Invarianten angegeben werden. Dies ist gleichbedeutend damit, die
Gleichungen der (algebraischen oder komplex-analytischen) Singularitit (C2/G, 0)
zu finden. Da jede beliebige Quotientensingularitit der Dimension 2 analytisch
isomorph zu einer Singularitdt (C?/G, 0) mit einer der in § 1 angegebenen Gruppen
G ist ([7, 2]), kann man auf diese Weise prinzipiell die Gleichungen aller
Quotienten bestimmen. Das in der Einleitung zitierte Resultat von Wahl besagt,
daB jede rationale Singularitdt der Einbettungsdimension e durch Z(e—1){e—2)
Potenzreihen der Multiplizitédt 2 mit linear unabhingigen Leittermen beschrieben
wird. Unsere Aufgabe reduziert sich demnach darauf, jeweils 3(e—1)(e—2)
unabhingige ,,quadratische” Relationen zwischen den e erzeugenden Invarianten
anzuschreiben.

A. Zyklische Quotientensingularititen. Die Gleichungen von (€C?/C, ,,0) wurden

schon in [8] angegeben,

n,q°

Satz 8. Die zyklischen Quotienten werden beschrieben durch

Zy 1 Zgp1 =2z, €=2,...,e—1,

Zyz, =gy g T gsepm bl DSt l<e~1ZSe—1.
Hierbei ist zu beachten, daf3 im Zweifelsfall der Exponent a,— 1 dem Exponenten a,
— 2 vorzuziehen ist.

Der duale Graph der minimalen Auflosung ist in diesem Fall

—-b -b, —b,_, —b,
oo - o—e, exIP(),

wobei
g-=b1—1 by—--—1[b, b,22, p=1..,r

B. Diedersingularititen. Der duale Graph der minimalen Auflésung von
(€?*/D, ,,0) sieht nach [2] folgendermaBen aus:

wobei
g=b3~1 by—--—11b, b,22, p=1,...,r rz4

Die Gleichungen wurden in [1] gefunden.
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Satz 9. (C%/D, ,,0) wird beschrieben durch

n.q
12y (a1

2z 42 =22, z,z,=zP M2t 42D

202,=2,287% g0~ 220171 4<¢g<e

Zyz,=z57 2zl Rl T 2 4 23),  S5=e<e

Z,_ 12,0172, 4Zsse—1

Z5z, =200t T 022 gmeam e iml 45 <p—1<e—1.
Hierbei ist dieselbe Konvention wie in Satz 8 zu beachten.

C. Tetraedersingularititen. Fiir m=6(b—2)+1 hat die minimale Auflésung von
(C?/T,,0) den dualen Graphen

-2

o @ & ®
-2 -2 -b -2 -2

Satz 10. Die Gleichungen dieser Singularitit lauten
a) im Fall b=2:
=z3+2%

b) im Fall b=3:

2
Zy Z; Z3
<2.
Rg(zz Z1+Zg Z4)

¢) im Fall b= 4:

Rg(zl Zy  Z3 .. Zy_y  Zi )<2‘

3
Z, zytzZ3 Z4 ... Zy  Zpiy

Beweis. Den Fall b=3 iiberlassen wir dem Leser. Im Fall b>=4 erhidlt man ohne
Miihe:

22 =w2wl2b- 26 W?Wéﬂ’_%-}—wé”"”
. 6b—11(,,6b—11 2b-5\3y _ 3
=Wz (w3 +(wy,w3' 7)) =z,(z; +23),
86-20 26— 5(,,6b—11 2b-5\3y _ 3
ZyZg=W,y Wz W3 =w; w3 " (W3 +(wyw3" 7)) =2z5(z, +23).
Die Relationen z,_, z,,  =z2, ¢=4,...,b—1, sind klar. SchlieBlich gilt
b—4 . 3 2b-5 b3 3_.3
Zy_ 1 Zpp g =Wy W5 3)(W1W2 )=(wywy P wy) =1z,

Die restlichen Relationen sind leichte Folgerungen aus den soeben bewiesenen.
Die Unabhingigkeit der Relationen ist ebenso leicht einzusehen, q.e.d.
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Zu m=6(b—2)+3 gehort der Graph

-2

®

|

3 4 = 3 ®

-3 —b -2 -2

Satz 11. Die Gleichungen dieser Singularitdt sind
a) im Fall b=2:

Rg zy2y Zp+Z Za N oo
Zy —Z3  Zy,—Z4 ’

b) im Fall b=3:
25221(21_2324)» 252_24(21 +2,)
2y25=28" (22 4+23), z, ,z,,,=z% &=5,..,b+1],
a4_:u-=ab::2’ ab+1:3’ etc.

Beweis. Es sei b=2. Dann gilt

22=wiwl=wiwl+wd=wd)2+wIwi=z2—3(w, ws)(w, wiw,)=2{ 2324

2702 42 4.3 _ 3.0 .

za=3wiwiwi=—9w wiwiws=—z, 23031/ 3wiw;)=z,25(z,~2,),
- 3.0 3 3_ 2

2y2,=1 3wy wywiw,=1/3wiw, w,(37/3wi—wl)
- 2,52y _ 2
=—z,(z4+3Wiwi) = —z,(z,+23).

Die anderen Relationen beweist man ebenso, q.e.d.

Wir behandeln schlieBlich noch den Fall m=6(b—2)+ 5 mit dem zugehdrigen
Graphen

-2
[ 2 I —®
=3 —b -3

Satz 12. Die Gleichungen dieser Singularitit lauten:

a) im Fall b=2:

2.2, .3 _ 2_ 2.2

y=zi+z3,  2324=25(2,+25), Z3=1z3(z5—723),
N .2

212472923, ZpZ5TI3Zy,
3

Zy25=23,

b) im Fall b=3:

2.2, .3 _ 2 2 2
z3=271+23, Z,Z,=2,(25+25), zi=2z3(z3+23),
2y2 .
z,26=(23+23)", b=3, Z4Z6:‘S(ZS+Z§)= b>3,

Z, 1 Zy =2, &e=0,...,b+2,

Ag=-=0y, =2, dy,,=3, etc.
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D. Determinantensingularititen. Mit Hilfe von Corollary 3.7 in [10] und Bries-
korns Liste in [2] kann man sofort die dualen Graphen und die zugehdrigen
Gruppen derjenigen Quotienten angeben, die ,,determinantal” sind. Wir beschrin-
ken uns selbstverstdndlich auf den Fall e>4. Man iiberzeugt sich leicht, daB} die
angegebenen Gleichungen bis auf analytische Isomorphie mit denen in [9] bzw.
[10] iibereinstimmen.

) -2 —(e—1) -2 -2
. ¢ - @ ° o - o p;=0, p,=20.
(S S——— .

14 D2

Copp n=@+D,+H(e—1)-Cp;+1)p,—py,
q=p,(p,+1)(e—1)~2p, — 1) p,—(p; = 1).

Es gilt a,=p,;+2, a,_,=p,+2, a,=2, 2<e<e—1. Die Gleichungen konnen
daher geschrieben werden in der Form

z Zy ez, _, zP2H1
Rg(l 2 e—2 e1)<2‘

Bz 2z, 2,
-2
—2 -2 —(e=1) -2 _2
2 ® e
[————— [
121 P2
-2 p; =20, p,=20, nicht beide gleich 0.
D, ,, n,q wie unter 1.
1
z, z, Zy . Z,_y ZP2T
Rg p1+1 2 <2.
Z, Zj TI3 Zy s Zoq Ze

3. Bei den Tetraedergruppen treten Determinantensingularitdten nur in den
Fillen m=6(b—2)+ 1, b= 2 beliebig, und m=3 auf. Die Sdtze 10 und 11 geben die
Gleichungen schon in Determinantenform an.

4. Bei den Oktaedergruppen kommen nur die Werte m=12(b—2)+1, b=2
beliebig, m=5 und m=7 in Betracht. Es ergibt sich in diesen Fillen:

)
a) I »
-2 -2 -b -2 -2 -2
Re (Z; Z3 Z3(Z§_Zz))<2, h=3,
zZ5 53—z, Z,
Zy Zy Zy e Zon Zoy



Invarianten endlicher Untergruppen 49

~3 -2 -2 -2 -2
z, Z z
Rg ( 1 2 4 2)<2;
7y zy 2y23(z(+23)
-2
° o——A—fA—I——*-—o————on
—4 -2 —2 -2
z z z z
Rg ( A 3 , 4 5 5 ><2‘
Z4 ZstZy ZitzZhy ZyZy

5. Bei den Ikosaedergruppen kommen nur die Werte m=30(b—2)+1, b=2
beliebig, und m=7, 11, 13, 19 in Betracht. Es ergibt sich

—2
’
X 0—\——4A0*—-———lH——4~——0~*4—-0*‘————0~—~*—40
-2 -2 —b -2 -2 2 -2
Zy Z, Z3 Zo2 22-1
Rg <2;
ZyZ3 Z3—Zp; 24 Zog Ze
-2
'Y
b) l
*«——o— .- —e
-3 -2 -2 -2 -2
Z, z z
Rg<1 g R ? )<2,
Z4 253 Z3—Z,
-2
C) o-\A——¥I—
.- .- e
—3 -2 —2 -2 -2 -2
2
4 Z,Z z5+z
Rg(l 224 I3 3) 2:
Z; Z3 Z4
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Rg( “1 Z% % )<2;

2
Zy+Zy Z4 Z;2Z,
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