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Einleitung 

Sei A ein noetherscher Ring, S=A[Xo, . . . ,Xr] ,  Jg die Menge der ersten m 
Monome yon S vom Grad d in der lexikographischen Ordnung, J das von J g  
erzeugte Ideal. Ftir das Hilber tpolynom Q yon J gilt Q(n)=rangA(J,) ftir alle 
n > d. Auf den folgenden Seiten wird bewiesen: 

Satz. Sei I ein graduiertes Ideal yon S, erzeugt yon der homogenen Komponente 

yore Grad d und M=S/I .  Wenn M, flach fiber A yore Rang P(n)=  -Q(n) 
ffir n=d und n = d + l  ist, dann ffir aIle n>=d. 

Man kann also theoretisch leicht entscheiden, ob ein gegebenes Ideal ein 
gegebenes Polynom als Hilber tpolynom hat (vgl. hierzu Korollar  3.9). Insbeson- 
dere wird eine Frage von Berman (J. Algebra 45) positiv beantwortet. 

Leider ist es nicht mSglich gewesen, ftir den Fall, dab A ein KSrper ist, einen 
einfachen Beweis zu finden. Im Abschnitt 1 wird zun/ichst der Satz unter der 
zus~itzlichen Voraussetzung bewiesen, dab M in den Punkten von SpecA das 
Hilber tpolynom P hat: Im Abschnitt 2 wird mit Hilfe yon S~itzen von Macaulay 
und Sperner der Fall A KSrper, I monomiales Ideal behandelt. Trotz detaillier- 
ter Rechnungen ist es nicht m6glich, diesen Spezialfall zu erledigen. Man mul3 
deshalb einen Umweg machen: Die im Satz genannten Bedingungen kann man 
durch ein Schema W darstellen, das Hilb Pa l s  Unterschema enth/ilt. Man hat 
dann zu zeigen, dab Hilb P sogar gleich W ist, denn das bedeutet, dab M flach ist 
mit Hilber tpolynom P, wenn nur die ersten beiden Komponenten  die richtigen 
Bedingungen erfiillen. Nun gestattet eine Methode von Hartshorne, ein Ideal in 
ein monomiales Ideal zu deformieren. Man kann sie in unserer Situation dazu 
benutzen, jeden abgeschlossenen Punkt von W mit einem abgeschlossenen 
Punkt zu verbinden, von dem man nach den Ergebnissen des Abschnit ts2 
annehmen kann, dab er in Hilb P liegt. Da  nach Abschnitt  1 Hilb P ein offenes 
und abgeschlossenes Unterschema yon W ist, folgt die Behauptung. 

Herrn Professor Nastold, dessen Unterstiitzung es erm6glichte, diesen Artikel zu schreiben, mSchte 
ich herzlich danken 
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1. Hilfssiitze fiber Ideale mit gegebenem Hilbertpolynom 

(1.1) Bezeichnungen. Es gibt eine kleinste natiirliche Zahl re(Q) (Regularitgts- 
schranke), so dab jedes Ideal J c (9~,r, mit X(J(n))= Q(n), n ~ N, re(Q) regul~ir ist, 
d.h. Hi(J (m(Q) - i ) )=O fiir i>0,  ([M], S. 99). 

In diesem Abschnitt wird vorausgesetzt: k Kbrper, S=k[Xo , . . . ,X r ] ,  I c S  
graduiertes Ideal, erzeugt yon 

la, d>=m(Q), M = S / I ,  d i m M d = P ( d  ), P ( T ) = ( T ; r ) - Q ( T ) .  
/ \  

(1.2) Satz. Wenn M das Hilbertpolynom P hat (d.h. d i m M , = P ( n )  fiir alle n>0), 
dann ist fiir n > d 
(i) I ,=  H~ [(n)), (ii) M,--,H~ (iii) d imM,=P(n ) .  

Beweis. Man hat ein kommutatives Diagramm 

0 ,I~-- ,Se 'Me ,0 

0 , H~ , H~ , H~ - , O. 

Da d>m(Q), ist Ht(f(d))=O, daher die untere Zeile exakt. Also ist der letzte 
senkrechte Pfeil surj ektiv. Wegen H i (M (d)) = 0 for i > 0 ist P (d) = dim H~ (~r(d)), 
folglich der letzte senkrechte Pfeil bijektiv und damit auch der erste. Es ist 
weiter H ~ ( [(n + 1)) = S1 H~ ([(n)), n > d ([M], S. 99), folglich H ~ ([(n)) = 1,. Wegen 
HI ([(n)) = 0 folgt hieraus M ,  = H ~ (S(n))/H ~ ([(n)) = H ~ (f4 (n)). 

(1.3) Satz. Wenn k ein unendlieher K6rper ist und M das Hilbertpolynom P hat, 
dann gibt es eine Linearform t ~ $1, so daft die Sequenzen 

O---~ M.  t-~ M~+ l--~ M,+ i/tM,---~O (i) 

exakt sind und M', = Mn/t M ._ 1 die Dimension P ' ( n ) = P ( n ) - P ( n - 1 )  hat ffir alle 
n>_d. 

Beweis. Es gibt bekanntlich ein t~S1, so dab 0---~/V/(- 1) ~ ,/V/---~/V/'--~ 0 exakt 
ist. M' hat das Hilbertpolynom P', und es ist m(Q')<=m(Q). Nach (1.2) sind in 

M, , M.+ 1 , M'.+ 1 ~0 

,H~176 , H~ + 1)) ,0 

die Zeilen exakt und I ,=H~ n>=d. Sei L = { x e S a _ l l t x E I a } .  Aus den 
Aquivalenzen 

x ~ L  ~=~txcIa ~ Xi ( tx )e!a+t  ~=> X i x e I  a (O<-<_i<r)~ xeH~ 



Flachheit und Hilbertpolynom eines graduierten Ringes 63 

(S+ ist nicht zu S/I assoziiert), folgt L=H~ Da Hl([(d-1))=O, ist 
Se_~/L~-H~ und wegen H~(M(d-i))=O, i>0,  folgt d imSe_ l /L= 
P(d-1) .  Nach (1.2) reicht es zu zeigen, dab dimM'e=P'(d) ist. Dies folgt aus dem 
komrnutativen Diagramm mit exakten Zeilen 

0 , S e _ IlL , M e , M'~ ,0 

0 , H~ - 1)) , H~ , H~ , O. 

(1.4) Wenn I d yon f l  . . . . .  f,, erzeugt wird, dann ist der Relationenmodul R von 
I beziiglich f =  (fl, .-.,fro) definiert durch 

R , = { x = ( x  1 ... .  , x m ) ~ S ~ l f . x = ~ f i x i = O } ;  

R = @ R, ist ein graduierter S-Modul. 
n->O 

Satz. Wenn M das Hilbertpolynom P hat, dannist R,+ 1 = S, R 1, n >_>_ O. 

Beweis. Sei k ein algebraischer AbschluB yon k; wegen der Invarianz des 
Hilbertpolynoms bei Basiserweiterungen ist der Relationenmodul yon I |  
gleich R | k, so dab man ohne Einschr/inkung annehmen kann, k sei unendlich. 
Man schliegt dann durch Induktion nach r, wobei der Fall r = 0  klar ist. Die 
Aussage sei ffir r - 1  richtig. Mit den Bezeichnungen von (1.3) setzen wir S' 
= S / t S ( - 1 )  und I I = I + t S ( - 1 ) / t S ( - 1 ) .  Dann ist M'=S' / I '  ein graduierter S'- 
Modul, und die Restklassen der f erzeugen I~. Wegen m(Q)>m(Q') gilt nach 
Induktionsvoraussetzung fiir den Relationenmodul R' von I' 

e n +  1 ~-- Sin e i �9 (2) 

Wie man leicht nachrechnet, ergibt sich aus der exakten Sequenz (1) von (1.3), 
dab ftir n > 1 der Homomorphismus (S~,/t SnC 1)/(R, + t S~" 1/t S~_ l) -~ I'd +,, der die 
Restklasse yon x eS,  ~ auf die Restklasse yon f.  x ele+ . in I}+, abbildet, bijektiv 
ist. Man erh~ilt R', =R,  + tS~_ 1/tS'2_ 1 und durch Einsetzen in (2) 

R,+ ~ c R ,  S 1 +tS'~. (3) 

Sei xeR,+~;  wegen (3) kann man schreiben x = y + t z  mit y e R ,  St, zeS'~. Dann 
ist t zeR,+a,  daher zeR , ,  und es folgt R,+~ c R ,  Sa. 

(1.5) Mit den vorhergehenden Hilfssgtzen kann man nun zeigen: 

Satz. A sei ein lokaler Ring mit A im=k ,  S = A [ X o ,  . . . ,Xr] , I c S  ein graduiertes 
Ideal er zeugt yon I d, dim Md|  k = P ( d). Jt'quivalent sind 

(i) M, ist frei vom Rang P(n) ffir alIe n>_> d, 
(ii) M, ist frei yore Rang P(n) fiir alle n>>O, 

(iii) M |  hat das Hilbertpolynom P, und Me+l ist flach yore Rang P(d+ 1). 

Beweis. Die Aquivalenz von (i) und (ii) folgt mit Hilfe yon (EGA III, 7.9.9), kann 
aber auch direkt gezeigt werden. Man w/~hlt dazu ein t eSe, e>0,  so dab 
0--+ll,)| t ,~r(e) |  exakt ist. Nach (1.2,ii)ist M. |1 7 6 1 7 4  daher 
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O--*M,| t , M , + , |  exakt f'tir n>d. Wenn M,+,  ffei ist, dann auch M,,. Sei 

nun Me+ 1 flach. Sei R der Relationenmodul von I, i~ der Relationenmodul yon 
I m ( I | 1 7 4  Da I d+l flach ist, bleibt die exakte Sequenz 
0--+ R 1 --~ ST ~ Ie + 1 ~ 0 nach Tensorieren exakt, folglich ist R a | k -~/~1, und 
nach (1.4) wird der S |  /~ yon R 1 erzeugt. Ms+" ist frei, falls 
Ie+v|174 injektiv ist. Sei x |  1 ein Element aus dem Kern. Man kann 
schreiben x = f - x  mit xeS~'. Da f . ~ = 0 ,  ist f~sR,=(S~_I|  folglich x 
= ~ c i x i + y  mit ci~Sv_l, xi~R1, y i~mS m. Es folgt x = f  . yemld+~. 

2. Ergebnisse yon Macaulay und Sperner, 
formale Eigenschaften yon Hilbertpolynomen, monomiale ldeale 

Im folgenden ist S=k[Xo ..... X,], r> 1. 

Erinnerung an Sgttze yon Macaulay und Sperner 

(2.1) Sei J g c S e  die Menge der a ersten Monome in der lexikographischen 
Ordnung, $1 J / /=  {Xi x lx ~ ~,, 0 < i < r}. Die Kardinalzahl [$1 J/g[ = a (') h~ingt 
nicht mehr yon d a b ,  d.h. man kann dg durch X"oJgcSe+, ersetzen. Ein Satz 
von Macaulay sagt, dab ftir irgendeine Menge J V c S e  yon a Monomen stets 
IStJdl<=lStJg" [ist (IS], S. 151). 

Hieran kann man einige Bemerkungen anschlieBen. 

(2.2) Wenn J/g die Menge der a ersten Monome yon S e ist, dann ist SaJg die 
Menge der a (') ersten Monome yon Sa+ 1 (IS], S. 151). 

(2.3) Wenn a<b ist, dann ist a( ')<b ('). 

(2.4) Wenn 0 < a < eine ganze Zahl ist, dann gibt es eindeutig bestimmte 

ganze Zahlen 0__<ao< ... <-_as<d, O<s<-r- 1, mit 

a = (  ) ( d - a l + r - l )  ( d - a s + r - s  ] 
d-a~ + \ r - 1  + " ' +  r - s  ! 

und es ist 

, _  (,+ 1 ;oo+.) + +  as+r-   
r - s  /" 

Sei J das yon der Menge .~  in (2.1) erzeugte graduierte Ideal. Ftir das Polynom 

(T os+.- t 
+ ' "  + \ r - s  I (*) 

O<ao <. . .  <as<d, O<_s<-r-1, ist Q.,e,a(n)=dimJ.=lS,,_dJCZ[ fiir n>=d; insbe- 
sondere hat J also das Hilbertpolynom Q,,d,a ([S], S. 161 - 163). 
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(2.5) Jedes QeQ[T] ,  das Hilbertpolynom eines graduierten Ideals in S ist, l~iBt 
sich eindeutig in der Form (,) von (2.4) darstellen ([S], S. 161 - 163). 

Definition. n(Q)= a, fiir Q 4: O. n(Q)= 0 ffir Q = 0 oder r = 0. 

Es ist also immer n(Q~,a,,)<d. 

(2.6) Wenn no>n(Q ) und 1 ein graduiertes Ideal ist mit diml,o=Q(no) , dann 
folgt dimI ,>Q(n) ,  n >n  o. Wenn d imI ,  o>Q(no) ist, dann folgt dimI ,>Q(n) ,  
n~_~n o. 

Beweis. Setzt man a=Q(no), dann ist a(~)=Q(no + 1), wie aus (2.4) folgt. Welter 
ist d imS t I ,  o>a ~) ([S], p. 157-158).  Dutch Iteration folgt die erste Aussage, 
und die zweite folgt hieraus wegen (2.3). 

Formale Eigenschaften yon Hilbertpolynomen 

(2.7) Wenn man setzt Q'(n)= Q,,a,o(n)-Q~,a,a(n-1), (n>=d+ 1), und a' = a  (r)-a,  
dann ist Q'(n) = Q,. 1, ~ + 1, a'(n), (n > d + 1). 

Beweis. Zun~ichst ist die Sequenz 

X 
o ~  s . / j ,  - z ~  s.+ ,IJ.+ l ~ s.+ dJ.+ l + x r s . - ~  o 

exakt. AuBerdem hat man eine Zerlegeng S ~ J ~ = X , . J g w J { ' ,  in der $13g die 
Menge der a (r) ersten Monome vom Grad d + 1 und J# '  die Menge der a' ersten 
Monome in Xo, . . . ,Xr_~ ist. Wenn man J + X r S ( - 1 ) / X ~ S ( - 1 )  mit einem Ideal 
in k [X 0 .. . .  , X~_ 1] identifiziert, sieht man, dab es von J / '  erzeugt wird. 

(2.8) Mit den Bezeichnungen von (2.5) und (2.7) ist n(Q)>n(Q'). 

Beweis. Ftir r =  1 ist das klar, sei daher r>2 .  Wenn in Gleichung ( , ) y o n  (2.4) 
s < r - 1 ist, erh/ilt man n(Q') = a~ = n(Q). Wenn s = r - 1, dann gibt eine Rechnung 
mit Binomialkoeffizienten, dab n(Q) = a~_ 1 > ar_ 2 > a~_ 2 - -  1 = n(Q'). 

(2.9) Lemma. Ffir die Regularitiitsschranke aus (1.1) und die in (2.5) definierte 
Zahl gilt re(Q)< n(Q) (insbesondere also m(Qr, e,,) < d). 

Beweis. Induktion nach r, wobei der Fall r = 0  klar ist. Sei d=n(Q), X=IP~,, k 
algebraisch abgeschlossen, J c (9 x Ideal mit Z(J)  = Q, W = (gx/~. Wenn d = 0, 

ergibt sich Q=O oder ( T + r ) ,  d.h. A = O  oder =(gx, und beide Garben sind O- 

regul~ir. Daher kann man d>  1 voraussetzen. Es gibt ein tESt, so dab 

O ~ Y ( - 1 ) ~ '  ~ - - ~ ' ~ 0 ,  O - - ~ J ( - 1 )  ' , ~ r  

mit 

J '  = J  + t (gx ( -  1)/t(gx(- 1), 2 '  =((gx/t(gx(-  1))/J'  

exakt sin& Es folgt )~(J')=Q'. Da n(Q')<n(Q) und nach Induktionsvorausset- 
zung n(Q')>m(Q'), ist J '  d-regul~ir. Aus der letzten exakten Sequenz folgt 
H*( j (d - i ) )=O,  ( i>2) ([MJ, S. 102). Es bleibt zu zeigen, dab H l ( J ( d - 1 ) ) = 0 .  
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D a  die h/Sheren K o h o m o l o g i e g r u p p e n  0 sind, ist 

Q(d - 1) = d im H ~ (d(d - 1)) - d im H l ( J ( d  - 1)) 

und daher  dim H ~ ( J ( d -  1))> Q ( d -  1), wenn m a n  ann immt ,  dab H 1 ( d ( d -  1))~ 0. 
Nach  Gleichung (,) yon (2.4) ist 

Q(d_ l)= (d-  l -ao  +r) (d-  l - G  +r - s )  +. . .+ 
Y F - - S  

b= + " ' +  r - t  I 

mit  

O<=bo <... <_bt<d-1, r - t > l .  

Es k6nnen  zwei F~ille eintreten: 

1. Es gibt ein O<q<min(s,t) mit  ai=bi fiir i<q und aq>bq. 
2. a~=b~ fiir O<i<__s und t>s. 
I m  ersten Fall  folgt mit  (2.2) und (2.4) f'tir v > 0 

t -Q(d+v)> 
(v+ I)-mal ~ r - - q  \ P - - ~ s  # = q  

> (d+v-bq+ 

r-q)>=O" 
r - - q  r --q 

I m  2. Fall  erh/ilt m a n  

[ d + v - b , + r - t ) >  l. 
b (')'(~) - Q(d + v) >= \ r - t 

Nach  (2.6) folgt 

dimH~176 (v>0) .  

Das  ist ein Widerspruch  zu )ffJ(n)) = dim tt~ n ~> O. 

(2.10) Wenn d>n(Q) und L~Na_ 1 ein V e k t o r r a u m  mit  dimL>Q(d-1) ist, 
dann  ist d im S 1 L > Q(d). 

Beweis. Nach  (2.6) ist d i m S 1 L > ( d i m L )  (r), und  im Beweis yon (2.9) hat te  sich 
(dim L) (r) > Q(d) ergeben. 
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Monomiale Ideale 

(2.11) Hilfssatz. Sei d>=n(Q), IaCSd Vektorraum der Dimension Q(d), I das 
yon Id erzeugte Ideal. Wenn folgende Bedingungen erffilh sind: l~  
fiir n=d,  d + l , 2  ~ es gibt ein teS1, so daft fiir l ' = l + t S ( - 1 ) / t S ( - 1 )  in 
S ' = S / t S ( - 1 )  dimI~=Q'(n) fiJr alle n>__d ist, dann ist d imI ,=Q(n)  for 
allen >- d. 

Beweis. Sei R bzw. R' der Rela t ionenmodul  von I bzw. I '  (vgl. (1.4)). 

Man hat die exakte Sequenz ffir v=> 1 

m m m t ~  O--~S~/R~ ~Sv+I/Rv+~---~S,+I/R~+I+tS ~ O. (1) 

m Da S , / R , - - I d + ,  ist dimS"d/R 1 = Q ( d +  1). Wenn man wiJf3te, dab 

dim (S,~ I/R~+ ~ + t S'y) = O'(d + v) (v > 1), (2) 

dann wfirde mit (l) sofort die Behauptung folgen. Aus der Voraussetzung 2 ~ 
/ m  ~ _ _  folgt dim S , /Rv  - Q'(d + v), v _  0. 

Es reicht daher  zu zeigen, dab S',"~ 1/R~v+ 1 ~Smv+ 1/R,+ 1 q- tS~ n, d.h. 

R,+I + tS'~/tS~-R',+ 1, (v > 0). (3) 

Beweis von (3). Aus Dimensionsgri inden ist die Sequenz 

S' It, i ~ 0 o- .  s, l s , ~  s~+~lS,+~-. ~+,.,+ 

exakt. Wie man  leicht nachrechnet,  folgt hieraus S'~/R~ + tS~"-I~+ 1 und daher  
RI+tS'~/tS"~=R'I. Da d>n(Q'), folgt nach (1.4) R . . . . .  

- -  ,+1 =S,  R1 =S,  RI + t S , / t S , .  
Hieraus folgt (3). 

(2.12) Hilfssatz. Sei d eine Menge yon a Monomen aus Sd, I das yon d erzeugte 
Ideal, und sei dim I~ = Q,, a,~(n) ffir n = d, d + 1. Unter der Voraussetzung, daft der 
anfangs genannte Satz fiir r - 1  gilt, folgt dim I ,  = Q,, a,~(n) fiir allen > d. 

Beweis. Man kann ohne Einschr/inkung annehmen,  k sei algebraisch abgeschlos- 
sen. Man schlieBt durch Indukt ion nach d, wobei der Fall d = 1 klar ist, da dann 
Ie von einer Anzahl der X~ erzeugt wird. Man hat ~r = N ~cg, wobei ~ bzw. 
die Menge der M o n o m e  von ~ '  ist, die X o als Fak tor  enthalten bzw. nicht als 
Fak to r  enthalten. Sei [~r I = a, I M[ = I bl, I~1 = c, und ohne Einschr~inkung ist c + 0. 
Fiir ein teS~ haben S', I', Q' die gleiche Bedeutung wie in (2.11). Es ist Q'(d+ 1) 
= a (') - a (2.7). 

I. Fall. c( ' -a)>a( ' ) -a .  Mit t = X o  ist die Sequenz 

Me ~ Me :~ 1 -~ M} + 1 ~ 0 (1) 

exakt, daher  dim I'a + ~ < Q'(d + 1). Es folgt dim I~ + ~ = Q'(d + 1), und der erste Pfeil 
in (1) ist injektiv. Fiir L={x~Sa_~ItX~ld}  gilt daher S ~ L c l a .  Die Sequenz 
O~Sd_~ /L  ~ , M a ~ M ' a - - , O  ist exakt. Angenomrnen,  es ware dimMj>P'(d) .  
Dann w/ire d i m L > Q ( d - 1 )  und wegen (2.10) dann d i m t a > d i m S ~ L > Q ( d ) ,  

2- ' Widerspruch. Wegen d =  n(Q) folgt aus (2.6) dim I~ = Q'(d). Nach Voraussetzung 
ist dann dimI',=Q'(n) ftir alle n>d, so dab mit (2.11) die Behauptung folgt. 
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2. Fall. c (~ 1)< a(~)_a. Sperner zeigt in seinem Beweis des Satzes yon Macaulay 
(erste Gleichung auf S. 153), dab dann b (~) + c (r- ~)> a (~) ist. Da Si s~ ~ S~ ~ S[cg, 
ISls41=a (~) (nach Voraussetzung) und ISlNl>b(*), IS'lCgl>c ~-1) (Satz yon 
Macaulay), folgt dann 

a ~) = IS ~ d l >  tS~ NI + tXl ~gl > b ~) + c ~ -  ~ > a (~), 

Hieraus erhiilt man 

S I . ~ = S I  ~uS'lC~, I S l ~ [ = b  (r), iSi ~ l : c  (~-~). (2) 

Aus (2) folgt zun~ichst X0 cg ~ Si ~ und hieraus mit (2) 

s ~ s ~ = s ~ u s ; ~ ,  (v>O).  (3) 

Sei Q1----O~,d-t,b, Q2=Q~-I,d,~, J das von N erzeugte Ideal, K das von ~ in S' 
= S/Xo S ( -  1) erzeugte Ideal. Nach Voraussetzung folgt aus (2) 

dim J, = Q ~(n), dim K,  = Q2(n), n > d. (4) 

Man hat eine exakte Sequenz yon graduierten S-Moduln 

O--~ J--~ I--~ L--+ O, 

wobei wegen (3) L,~-K,+XoS,_i /XoS, ,_i .  Folglich ist der Tfiiger des (gn,~- 
Moduls L in V+(Xo)~-Ip~-i enthalten, und Hi(L(n))=Hi(K(n)). Hieraus erNilt 
man eine lange exakte Kohomologiesequenz, in der wegen n(Q1)<d, n(Q2)<d 
die Garben a v u n d / (  d-regul~ir sind (2.9), folglich auch i. Aus (3) und (4) folgt z(D 
= Q 1 + Q2, daher dim H~ = Z(/(n)) = Q i(n) + Qz(n), (n > d). Hieraus folgt fi irn 
=d, d + l  aus (2) und (4) I,=H~ n=d, d + l .  Da Hi([(n))=O, n>d, ergibt 
sich hieraus M,=H~ n=d, d + l .  Daher gibt es ein teS1, so dab 
0 ~ Md t ~ Me + 1 exakt ist. Man schlieBt dann wie im ersten Falt weiter. 

3. Zusammenhang des Satzes mit dem Hilbertschema 

(3.1) Bezeichnungen. Sei K ein algebraisch abgeschlossener KiSrper, C~: die 
Kategorie der noetherschen K-Schemata, AeC~ soll heil3en, dab A noethersche 
K-Algebra ist. S bezeichnet K[Xo,.. . ,X,.] oder A[Xo,. . . ,X~ ]. Sei d>n(Q), p 
= Q(d), q = Q(d + 1), V= GrassP(Sd)K x Grassq(Sd + i). W sei folgendes Untersche- 
ma von V: Ftir AeCK sei W(A)={(F,G)IFCSd, GcSd+I lokale direkte Sum- 
manden vom Rang p bzw. q fiber A mit S1F~G}.  

Bemerkungen. (3.2) Man hat W(A) = {(F, G)E V(A)[S i F = G}. 

(3.3) W ist ein abgeschlossenes Unterschema von V, also projektiv. 

Die Beweise sind einfach und werden weggelassen. 

(3.4) Das Hilbertschema H = Hil'c~, ist ein offenes und abgeschlossenes Unter- 
schema yon W. 
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Beweis. Sei ~ = ( g w [ X o ,  . . . ,Xr],  (~,N) das universelle Element yon W(W), Jr  

= @ ~ + a / ~ .  Aus der Konstruktion yon H in ([M], Lecture 15) ergibt sich, 
,~>0 

dab H das ,,gr/SBte" Unterschema von W ist, so dab der (9~-Modul  Jg~@(9 H 
w 

flach tiber H mit Hilbertpolynom P ist. Sei Z die Menge der Punkte zsW, in 

denen J @ k ( z )  das Hilbertpolynom P hat. Nach (1.5, iii) ist das gleichbedeutend 
w 

damit, dab /d,  | (9~ frei vom Rang P(n) fiber (9 z ist ftir alle n >  d. Man sieht 
leicht, dal3 Z dann eine offene Menge, also H ein offenes Unterschema von W 
ist. 

Sei andererseits Z,  das gr613te Unterschema von W, so dab /e l , |  (~z. flach 
fiber (9z, vom Rang P(n) ist. Wegen (2.6) ist dimJ{,|  fiir alle x~W, 
n > d, daher Z ,  abgeschlossen ([G], 3.6). Man kann nun direkt zeigen, dab es ein 
no gibt, so dab Z,=Z,o ffir alle n>n o. Nach (1.5,ii) ist dann H=Z,o , also 
abgeschlossen. 

(3.5) Operation yon Gm auf W 

Sei O<_i<_r, fiir A~CK und 2eA* sei ~0~ der Automorphismus von 
A IX0 . . . .  , Xr] definiert durch Xi--' 2Xi, X j ~  Xj fiir i4=j. G i soll die multiplika- 

sei., die o 0  e,t tive 

(2, (F, G))--+ ((p~(F), (p~(G)). 

(3.6) Sei x~W(K) ein abgeschlossener Punkt. Dann gibt es einen abgeschlosse- 
nen Punkt ye W(K), invariant unter G~, und einen K-Morphismus f :  1P~c-. W, so 
dab x und y aus dem Bild von f sind. 

Der Beweis ist w6rtlich derselbe wie der des Th6or~me de point fixe in 
( [ D - G ] ,  S. 531). 

(3.7) Beweis des Satzes. 1 ~ Wit zeigen, dab W gleich dem Hilbertschema H yon 
(3.4) ist. Sei xeW(K). Nach (3.6) kann man x dutch eine zusammenh/ingende 
Kurve Co in W mit einem Xo e W(K) verbinden, das invariant unter G ~ ist. Dann 
verbindet man Xo dutch eine zusammenh~ngende Kurve C~ in W mit einem 
x~ ~ W(K), invariant unter G~. Da aber die Operation yon G ~ und G~ vertausch- 
bar sind und x o invariant unter G ~ ist, ist auch x~ invariant unter G ~ Nach r 
Schritten bat man x mit einem x ~  W(K) verbunden, das invariant unter G~m ist, 
O< i<r. Wenn (F, G)~ W(K) dem Punkt x~ entspricht, dann sieht man leicht, dab 
der Unterraum F = Sa von Monomen erzeugt wird. 

Man schlieBt jetzt durch Induktion nach r2 Ftir r = 0 ist der Satz klar, da Id 
entweder 0 oder Sa ist. Nach (2.12) hat das dutch F erzeugte Ideal das 
Hilbertpolynom P, d.h. x~eH. Wit haben jedes xEW(K) mit einem Punkt aus 
H(K) verbunden. Wegen (3.4) folgt W = H. 

2 ~ Der Beweis ist zun~ichst nur fiir A6C1r gefiihrt worden. Sei nun ohne 
Einschr/inkung A ein beliebiger lokaler Ring mit Restklassenk6rper k, k ein 
algebraischer Abschlul3. Nach 1 ~ hat M |  k das Hilbertpolynom P, daher auch 
M | k, so dal3 die Behauptung nach (1.5) folgt. 
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(3.8) Korol lar .  Wenn Md und Me+ v flach yore Rang P(d) bzw. P(d+v) ffir 
irgendein v > 1 ist, dann fiir allev > 1. 

Beweis. M a n  k a n n  A loka l  a n n e h m e n .  A u s  (2.6) folgt, d ab  d im  M d + l |  
P(d + 1) ist. A l so  h a t  M | k das H i l b e r t p o l y n o m  P. D a  m a n  im Beweis v o n  (1.5) 
die  Z a h l  d +  t d u t c h  d+v, v >  1, e rse tzen  k a n n ,  folgt h i e r aus  das  Koro l l a r .  

(3.9) Korol lar .  Sei I c S ein graduiertes 1deal, erzeugt yon le, d>=n(Q) (vgI. (2.5)), 
M = S/I und d i m  M e | k (x)<=P(d)f f i r  alle xESpec(A).  Folgende Bedingungen sind 
iiquivalent : 

(i) m ,  ist flach fiber A yore Rang P(n) )fir alle n > d. 

(ii) M, ist flach fiber A yore Rang P(n) ffir ein n > d. 

Beweis. M a n  k a n n  A loka l  a n n e h m e n .  Aus (2.6) folgt d i m  M e | k =P(d ) ,  so dab  
n a c h  (3.8) M | k das H i l b e r t p o l y n o m  P hat .  D a n n  schlieBt m a n  wie im  Beweis 

y o n  (3.8). 
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