
Uber die Absolutabweichung einer differentiier- 
baren Funktion von ihrem Integralmittelwert 

Von ALEXANDER OSTROVr Basel 

Ist  die Funk t ion  h (x) im Intervall  <: a, b > stetig, so kann  ihre Ab- 
1 b 

weichung yon ihrem Integralmittelwert ~ ~ h (x)dx dennoch beliebig 

nah an die Differenz zwischen ihrem Maximum und Minimum heran- 
reiehen. 

Dies wird nun  anders, wenn man die be sch r~k t e  Differentiierbarkeit 
yon h(x) voraussetzt. Ist etwa in unserm Interval l  Ihl(x) l ~ m, so kann 
die Differenz zwischen dem Maximum und dem Minimum von h (x) den 
Wert  ( b -  a ) m  nicht fibersteigen, kann  aber diesen Wert  sehr wohl 
erreichen. 

Die Absolutabweichung yon h(x) yon ihrem Integralmittelwert  tiber- 
schreitet aber in diesem Falle 12(b - -  a) m nicht, ja, im Mittelpunkt des 
Intervalls  gilt sogar ftir die Absolutabweichung die Schranke �88 - -  a) m. 

Genauer gilt folgendes: 

E8 sei h(x) im Intervall J :  a < x ~ b stetig und di//erentiierbar, und es 
sei in J durchweg 

Ih '(x)l  ~_m, m > 0 .  (1) 

Dann gilt ]~er ]edes x aus J : 

dx \ . _ _ ~ !  | h(x) b l-'a/h(X)a "~ ~- (b__a)2 / ( b - - a ) m .  (2) 

Offenbar n immt  hier der erste Faktor rechts in der Mitte yon J den Wert  
�88 und  steigt sodann monoton gegen den Wert  �89 den er in den beiden 
Endpunk ten  yon J annimmt.  

Beim Beweis der obigen Behauptung darf offenbar angenommen wer- 
den, dab der Integralmittelwert  yon h (x) verschwindet, da man  sonst nur  
h(x) um diesen Mittelwert zu verkleinern braucht.  Ferner daf t  m ~ ] 

angenommen werden, da man  sonst h(x) dureh h(x) ersetzen kann,  
m 

und endlich daf t  das Interval l  J als das Interval l  (0, 1) vorausgesetzt 

werden, da man sonst h(x) durch h (a -~ x (b - -a ) )  ersetzen kaml. 
b - - a  
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Wir  di i r fen daher  unsere  A m l a h m e n  fiber h (x) dureh  
1 

~h(x)dx--O,  Ih'(x)l <=1, ( O < x < l )  (3) 
o 

ersetzen,  und  die zu beweisende B e h a u p t u n g  reduzier t  sich a u f  

L h ( x )  l < i +  x - -  5 �9 (4) 

U m  nun  eine Sehranke  ffir I h (x) [ hi e inem P u n k t e  x o yon J herzulei ten,  
da r f  m a n  offenbar  unbesehade t  de r  Al lgemeinhei t  h (x0) > 0 vorausse tzen,  
da  m a n  sonst  --h(x)  ans t a t t  h(x) be t r aeh t en  karm. Danrt  gi l t  aber  

wegen (3) h(x) ~ h(xo) - - I x - -  xol . 

In t eg r i e r t  m a n  dies zwischen 0 und  1, so ergib t  sich wegen (3) 

1 1 

o =~h(x)dx ~ h(x,,)--~ I ~--~01 dx, 
0 o 

1 

I x 1~2 h(xo) g S IX--Xol dx=-~-~-, o--~2, , 
o 

w o m i t  (4) bewiesen ist. 
Zugleich sieht man,  daft das Gleichhei tszeichen in (4) nur  gilt ,  wenn  
h ( y ) =  ~ +  (x - -  �89 - -  ] y - -  x [ ist. 

Analoge  B e t r a c h t u n g e n  f i ihren natf ir l ich auch bei endl ichen S u m m e n  
zu solehen Ungle ichungen .  Gilt  z. B. ffir reelle a v 

~" a~ = 0 ,  ta~+l--a~l <=d, ( ~ = 1  . . . . .  n - - l ) ,  (5) 

so gi l t  ffir jedes feste k ~ 1, 2, . . . ,  n, wenn  a k > 0 ist, 

av ~ a k - - d l v - - k ] ,  v =  l . . . . .  n 

und  daher ,  wenn m a n  fiber v summier t ,  

nak ~ Z I T ' - - I c l =  2 + --k d 

oder  

ak ~ 2 2-n -~-~ 1 - -~-~  . (6) 

I s t  aber  a~ nega t iv ,  so kann  m a n  die gle ichen Be t r~ch tungen  a u f  die 
Zahlenfolge - - a  v anwenden ,  so dai~ in j edem Fal le  die Ungle ichung  (6) 
ftir j edes /c  ~ 1 . . . . .  n aus  den A n n a h m e n  (5) folgt.  

(Eingegangen den 18. J a n u a r  1938.) 
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