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R ~ s u m ~  de  l a  s e c o n d e  p a r t i e  

20. L a  p remi4re  p a r t i e  de  ce m4moi re  a p a r u  d a n s  le m~me p4r iodiquem).  
S e u l l e  c o m m e n c e m e n t  de la seconde p a r t i e  se r a t t a c h e  si d t r o i t e m e n t  ~ la 

p r emie re  qu ' i l  en  p r4suppose  la  conna issance .  Toutefois ,  nous  a v o n s  t r o u v 4  

a v a n t a g e u x  de c o n t i n u e r  la  n u m 4 r o t a t i o n  de la p remi4re  p a t t i e  p o u r  les 
formules ,  les p a r a g r a p h e s  e t  les a n n o t a t i o n s .  

Les p r emie r s  n ~ (n ~ 2 1 - - 2 6 )  d o n n e n t  que lques  corol laires  p lus  ou  
mo ins  i m m 4 d i a t s  des  th4or~mes  I e t  I I  (n ~ 1 - -2 )  de  la p remiSre  p a r t i e  e t  

p r 4 p a r e n t ,  soit  p a r  la  md thode ,  soi t  pa r  les r4su l t a t s ,  no t r e  o b j e t  pr inc ipa l .  

Le b u t  p r i n c i p a l  de  ce t t e  seconde p a r t i e  es t  de  d 4 m o n t r e r  d e u x  th4o-  

r~mes  qui  s en t  4 t r o i t e m e n t  li4s l ' un  s l ' a u t r e  b i en  que leurs  4nonc4s 
so ien t  assez  diff4rents .  Ce s e n t  les th4or6mes  I I I  e t  I V  d e n t  on  t r o u v e r a  
l ' 4nenc~ comple t  a u x  n ~ 47 e t  49. Les d e u x  se r a p p o r t e n t  a u x  fonc t ions  

ent i~res  de  t y p e  e x p o n e n t i e l  de  n v a r i a b l e s ;  il sera  plus  c o m m o d e  de 
n ' e x p l i q u e r  ici que  le c a s n  ~ 1. 

Le  c a s n  ~ 1 d u  t h4o r~me  I I I  con t i en t  en  pa r t i cu l i e r  le f a i t  s u i v a n t  : 

Soit p u n  hombre positi/ et F (z) une /onction enti~re de type exponentiel, 
assu]ettie 5 la condition que 

l im r -1 log ( ] F ( - -  i t)  ] -{- I F(ir) [ ) < ~ . (42) 

Alors, l'intdgrale 
IF(x) I~dx (43) 

gtendue dt routes les valeurs rdelles de x et la sdrie 

�9 -. + I F ( - -  m) I~+  . . .  + I F ( - - 1 ) I ~ +  I E ( 0 ) [ ~ + I F  (1)l~-[ -- .  . + I F  (m) l~+  . . .  (44) 

sent ~quiconvergentes, c'est-d-dire que la convergence de l'une entra~ne celle 
de l' autre. 

~1) Commentarii math. helv., vol. 9 (1937), p. 224--248. Le th6orbrne II  de la premibre 
13artie (n ~ 2) a certaines relations avee un travail de W. T. Martin 13aru entre temps, 
Spec ia l  r eg ions  of r e g u l a r i t y  of f u n c t i o n s  of s e v e r a l  complex  v a r i a b l e s  
[Annals of Math., vol. 38 (1937), 13. 602--625]. 
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P o u r  p ~ 1, cet dnoncd est essent ie l lement  dquiva len t  h u n  l emme  
i m p o r t a n t  de Wiener  sur les sdries de Fourier22). Pour  p ~ 2 l ' iutdgr~le 
et la sdrie on t  l~ m~me va leur  (voir 11 ~ 24). L%noncd ~ une cer ta ine  
~na.logie ~vec le r~sultat  su ivan t  de 5Ille Cartwright23): 

Si F(z) est une ]onction enti~re de type exponentiel qui satis/ait d la condi- 
tion (42) et reste born~e pour toutes les valeurs enti~res ..., - -  2, - -  ], 0, l ,  2, ... 
de z, clle reste aussi borneo pour toutes les valeur8 r~clles de z. 

E n  effet, ce rdsult~t  peu t  6tre considdr6 comme  le cas limi~e p - ~  co de 
no t re  dnoncg uu  peu pr~cisg (voir n ~ 40). 

Nous  ddmontrerons  d 'a i l leurs  plus que nous n ' avons  duoncd ici. La  
convergence  de l ' intdgrale  (43) en t ra lne  celle de l~ sdrie (44), que la 
condi t ion  (42) soit rempl ie  ou non ;  elle ent r~ine  mSme la convergence 
d 'une  sdrie plus gdndrale, f o r m i c  ~vec une sui te  assez urbi t ra i re  de 
points  k l~ place de la sui te  des ent iers  . . . .  - - 2 ,  - - 1 ,  0, l ,  2, ... (~o 31). 
Lu condi t ion  (42) ne peu t  pas ~tre compl~tement  ndgligde quand  il s '~git  
de conclure de la convergence  de ]a sdrie celle de l ' intdgrale,  mais clle 
peu t  Ctre remplacde  par  une  autre  moins res t r ic t ive  pou rvu  que p soit  
sup~rieur ~ 1 (voir l%noncd d u n  ~ 33). Pr~cisSment ce dernier  po in t  
demande  des moyens  de ddmons t ra t ion  plus spdciaux que le reste e t a  
uue impor tance  part icul ibre  pour  le th~or~me IV.  

Le eas n ~ 1 du thdor~me IV peu t  ~tre dnonc~ ainsi :  

IV  ~. Pour qu'une ]onction enti~re F(z) soit de type exponentiel et possr 
les deux propridt~s 8uivantes : 

(I) l im r -~ log (IF(--ir)l+lF(ir)l)  ~ 

c o  

(II)  f IF(x)l~dx existe pour un certain p ) 1, 
- -  a o  

il ]aut et il su//it qu'elle puisse ~tre reprdsentdc par la ]ormule 

F(z) = f [ ( l - - z )  T ( z )  ~ - z T  (y)] e~udy, (45) 

32) N .  Wiener, T h e  F o u r i e r  I n t e g r a l  a n d  t e r r a i n s  of  i t s  a p p l i c a t i o n s  
(Cambridge  1933), l emme 6, p.  80. 

2a) M . L .  Oartwright, O n  c e r t a i n  i n t e g r a l  f u n c t i o n s  of  o r d e r  o n e  [ Q u a r t e r l y  
J o u r n a l  of Math . ,  Oxford  ser., vol.  7 (1936) 10.46--55)] .  Une  seconde d~mons t r a t ion  d u  
th(~or~me a 6t4 donn~o p a r  A.  !P]luger, O n  a n a l y t i c  f u n c t i o n s  b o u n d e d  a t  t h e  
l a t t i c e  p o i n t s  [Proceedings  L o n d o n  Math .  Soc. (2), vol. 42 (1936), p.  305- -315] .  I1 con- 
v ien t  encore  de  citer  ici une  des solut ions  d ' t m  probl~me pos6 p a r  u n  de nous :  L. Tsehaka- 
loll, Z w e i t e  L 6 s u n g  d e r  A u f g a b e  105  [ J ah re sbe r i ch t  der  deutsch .  Ma th .  Vere in igung,  
Bd.  43 (1933), p.  11--13J. L'~nonc4 donn~ d~passe u n  peu  celui de Mlle Ca r twr igh t ,  vo i r  
l 'annotat iona~).  
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,oit W (y) ddsigne une /onction continue de p&iode 2~ dont la s&ie de Fourier 

.~ cne -i~u ~. .~(y)  (46) 

poss~de la propridtg particuli&e que 

Z Inch1 ~ (47) 
converge. 

Ce thdor~me est moins ~ldgant, mais plus g~n6ral, que le th6or~me de 
Pa ley  et de Wiener dont  nous nous sommes occup~s dans la premiere 
part ie .  En effet, la condition que la sdrie (47) converge pour p ~ 2 est 
.~quivalente, d 'apr~s des th~or~mes fondamentaux connus, ~ la condition 
que bY(y) soit l ' int~grale d 'une fonction TZ(y) de carrd intdgrable dans 
, ( - - g , g ) .  Nous pouvons alors, en int6grant  par  parties,  t ransformer la 
formule (45) dans la suivante 

7Y 

F(z) : S [~ (z )  -k i ~ ' ( y ) ]  e~Y dy , 

formule qui, avec l ' intdgrabil i td de ]~Z(y)]~, caract6rise le cas oh F(z) est 
de carr~ intdgrable. 

Nous ddmontrerons d ' abord  les thdor~mes I i I  et IV pour n ~ 1. Le 
passage de l ' intdgrale (43) s la sdrie (44) occupera les n ~ 27--32, le 
passage inverse de la s~rie ~ l ' int~grale les n ~ 33--40. Apr~s cela, nous 
d6montrerons  le c a s n - - ~  1 du thdor~me IV et  nous construirons une 
fonction enti~re de type  exponentiel  et de puissance p-i6me int~grable 
(p > 2) qui n ' a  pas de transform~e de Fourier ;  puis, nous 4tablirons des 
relations don t  le caract~re nous para i t  nouveau entre les coefficients 
de Fourier  e t  la t ransformde de Fourier  d 'une  fonction d~finie et  int6- 
grable dans l ' interval le  ( - - z ,  z) (nOS41--44). 

Nous passerons ensuite, pa r  induction complete, au cas g6ndral n > 1 
des th6or~mes I I I  et  IV (n ~ 45---50) et nous terminerons le m6moire en 
mont ran t  que la relat ion que nous avons 6tablie dans les th6or~mes I e t  I I  
en t re  la fonction h (2), qui caract6rise la croissance d 'une fonction enti~re 
F(z 1, zz, ..., z~) de type  exponentiel  et de carrd int6grable, et  la fonction 
d ' appu i  g(2) d 'un  certain domaine convexe n-dimensionnel ~ subsiste 
dans le cas oh l 'hypoth~se que F est de carr~ intdgrable est remplac~e 
par  celle, plus g~n6rale, que F est, pour un certain p > 0 ,  de puissance 
p-i~me int4grable. 
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Corollaires 

21. Nous ajoutons quelques corollaires de nos thdor~mes I e t  I i  ~ eeux 
dgjh donn6s dans la premiSre partie. En  voici un dent  l'dnoned est parti- 
culi~rement simple. 

S o i t  F ( z l ,  z 2 , . . . ,  z~) u n e  / onc t i on  entidre. S ' i l  ex i s t e  quatre  cons tan tes  

pos i t i ves  a, A ,  c, C telles que p o u r  routes les va leurs  rgelles x l ,  x 2 . . . .  , x n 

[ F ( X l ,  X2 . . . .  ,Xn) I < A e -a(Ixll+lx2l+'''+lxnl) ( 4 8 )  

et p o u r  routes les va l eurs  c o m p l e x e s  Zl , z 2 . . . .  , z~ 

] F ( Z  1 , Z 2 . . . .  , Zn) ] < C e  c(Izd+lz2]+'''+lzn]) , ( 4 9 )  

alors  F ( z l ,  z2, . . . ,  z~) est i d e n t i q u e m e n t  nul le .  

Autrement  dit, la d~croissance exponentielle dans le r6el d 'une fonction 
enti~re non identiquement nulle dolt 6tre compensde par une croissance 
plus forte qu'exponentielle dans le complexe. 

Le thdor~me dnonc6 ddcoule immddiatement du thdor~me I. En  effet, 
si la fonction F satisfait ~ la condition (48), la fonction ~b, ddfinie par (9), 
est analytique pour toutes les valeurs rdelles de Yl, Y2 . . . . .  Yn; elle est 
mSme analytique dans le domaine eomplexe oh la partie imaginaire de 
chaque y~ est infdrienre s a. Si la fonction F satisfait ~ (48), elle est cer- 
ta inement  de carr6 int6grable; F dtant, d'apr8s (49), aussi de type 
exponentiel, la fonction ~b est nulle en dehors d 'un  domaine born6, en 
vertu du th6orbme I. E tan t  analytique, q5 s 'annule identiquement.  Par 
consgquent, la formule (2) fair voir que F est aussi nulle. 

22. Le thdorgme d u n  ~ pr6c6dent est bien connu si n = 1 et il peut 
alors 6tre ddmontr6 par la th6orie des fonctions analytiques, sans l'aide de 
l'int~grale de Fourier23bis). I1 est donc ddsirable d 'en donner, lorsque n >  1, 
une d6monstration inddpendante du thdorbme I, ceei d ' au tan t  plus que 
son 6noncd ne contient explicitement aucune propridt6 d'int6grabilit6. 
M. Behnke, ~ qui nous avions communiqu6 le th6or6me, a trouvd une 
d6monstration tr6s simple qui rambne le cas g6n6ral au cas n = 1 par 
induction complgte. Nous la reproduisons iei avec sa permission. I1 sera 
d'ailleurs suffisant de ddcrire en ddtafl le passage de n = 1 ~ n = 2. 

2~bis) Voir  p a r  exemplo lee. cit.le), Bd .  I,  Abschn i t t  I I I ,  Nr. 327, p.  148, 333. D 'a iUeurs  
on  p e u t  d 6 m o n t r e r  d a v a n t a g e ,  avec  o u  sans  eons id6ra t ion  de l ' int~gralo de Four i e r ;  vo i r  
A. E. Ingham, A n o t e  o n  F o u r i e r  t r a n s f o r m s  [ J o u r n a l  L o n d o n  Math .  See., vol.  9 
(1934), p.  29---32];  voir  auss i  hr. Levinaon, O n  a t h e o r e m  o f  I n g h a m ,  m6mo p~rio- 
clique, vol. 11 (1936), p. 6 - - 7 .  
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Soit  x~ u n  n o m b r e  rdel, a rb i t r a i r e ,  fixe. Consid6rons  F(z, x~) c o m m e  

fonc t i on  d ' u n e  va r i ab le ,  de la  va r i ab l e  complexe  z. D ' ap rSs  les hypo-  
thgses  (48) e t  (49) ( c a s n  = 2) nous  a v o n s  

IF (x ,  x~) l <: A e-'C*l , [ F(z  , x~) ] < C e~l *~l .e ~[~1 , 

p o u r  t o u t e  v a l e u r  r@lle  x e t  r o u t e  va l eu r  complexe  z. Donc,  pu i sque  nous  
a d m e t t o n s  le c a s n  ~ 1 d u  thdorSme  c o m m e  d~mont rg ,  F(z, x2) s ' a n n u l e  

i d e n t i q u e m e n t ,  c ' es t -~-d i re  que  F(zl ,  x~) s ' a n n u l e  p o u r  c h a q u e  v a l e u r  
complexe  z 1 e t  c h a q u e  v a l e u r  r@l le  x2. On en  conc lu t  que la  f onc t i on  
F(Zl, z), cons ide r@ c o m m e  fonc t i on  d ' u n e  va r i ab le ,  de la  v a r i a b l e  z, 

s ' a lmu le  i d e n t i q u e m e n t ,  quel le  que  soit  la  va lou r  complexe  zl ,  car  c 'es t  
u n e  fonc t i on  en t ig re  de  z qui  e s t  nul le  p o u r  rou te s  les va l eu r s  r~elles de  
ce t t e  va r i ab le .  E n  r@um~,  F(zl ,  z2) est  nul le ,  quels  que so ien t  les deux  

n o m b r e s  complexes  z 1 e t  za. C. q. f. d. 

Obse rvons  que  ce procdd~ de d 6 m o n s t r a t i o n  r e s semble  au  procgdd des  
n ~ 9 c t  10 de la  p remiSre  p a r t i e  en  ceci que  d a n s  la  d d m o n s t r a t i o n  d u  

c a s n  > 1 le c a s n  = 1 es t  ut i l is~ ((en bloc~), de  m an i ~ r e  que nous  a r r i vons  

b ien  ~ u n e  d d m o n s t r a t i o n  du  cas ggngra l  ~ l ' a ide  d u  cas pa r t i cu l i e r  n = 1, 
ma i s  que  nous  n ' a r r i v o n s  pas  ~ u n e  e x t e n s i o n  au  cas ggndral  de  la  mdthode 
de dgmonstration qui  nous  a se rv i  d a n s  le cas par t icu l ie r .  Ce procddd 
p a r a l t  b i en  a d a p t g  h n o t r e  s u j e t ;  nous  e n  fe rons  usage  p lus ieurs  lois a u x  
n ~ 45- -48 .  

23. Si ~1, ~2 . . . . .  ~n, les n coordonndes  d ' u n e  d i r ec t i on  (2), son t  des  
n o m b r e s  ent ie rs ,  n -  1 p a r m i  el les son t  dgales & z~ro e t  une  es t  ~gale 
] ou  ~ - -  1 ; u n e  te l le  d i r ec t i on  se ra  appel6e direction cardinale. I1 y a donc  
d a n s  l ' e space  h n d i m e n s i o n s  2 n d i r ec t ions  card ina les .  (Ainsi, p o u r  n = 2, 

le sens que  n o u s  d o n n o n s  ici s l ' a d j e c t i f  ((cardinab~ ne  s 'd loigne pas  t r o p  

de  l 'usage  c o u r a n t . )  
Soit  F(z  1, z 2 . . . .  , z,) u n e  f o n c t i o n  en t i~re  de  t y p e  exponen t ie ] .  L a  

fonc t ion  h(2) ,  ddfinie p a r  (5), qu i  mesure  la  cro issance  de  F ,  p r e n d  2 n 

va l eu r s  p o u r  les 2 n d i r ec t ions  card ina les .  Soi t  c la p lus  g r a n d e  de  ces 2 n  
v a l e u r s ;  nous  appe l l e rons  c la  croissance cardinale de F .  Si n = 1, la  

c ro issance  ca rd ina le  c e s t  s i m p l e m e n t  le p lus  g r a n d  des  deux  n o m b r e s  h 
e t  h '  considdr~s a u  n ~ 5, e t  elle p e u t  ~tre auss i  d~finie p a r  la f o rmu le  p lus  

condensSe 
c = l im r -1 log  ( [ F ( - -  Jr) [ ~, ] F( i r )  [ ) . (50) 

D~finissons u n e  n o t i o n  vois ine .  E t a n t  donn~  u n e  fonc t ion  ent i~re  
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F(z l ,  z2, ...,z,~) de type exponentiel, non identiquement nulle et un  
nombre rdel a arbitraire, deux cas peuvent se presenter: le produit 

] F(z l ,  z 2 . . . . .  zn) [ e -~  (l~lH~l+...+l~nl) 

reste ou ne reste pas born~ quand chacune des variables zl, z2, ..., z, 
prend, inddpendamment des autres, routes les valeurs complexes. Nous 
appellerons le nombre r~el g, qui s~pare les deux classes de valeurs a cor- 
respondant aux deux cas, la croissance globale de la fonction F.  Naturelle- 
ment, g ~ 0. On voit facilement, en comparant les d(~finitions que nous 
venons d'expliquer ~ la ddfinition (5), que pour chacune des 2 n direc- 
tions cardinales, h(~t) g g;  donc, en rdsum~, la eroissance cardinale ne 
peut pas ~tre supdrieure d la croissance globale. Les deux croissances peu- 
vent  ~tre effectivement diff~rentes pour des fonctions enti~res de 
type exponentiel qui ne sont li~es par aucune condition suppl~mentaire. 
Par contre, si une /onction enti~re, non nulle, de type exponentiel, 
F(z~, z2 . . . .  , %) est, pour un  certain p ~ O, de puissance p-i~me intdgrable, 
c'est-5-dire si o r  

. . . . .  

converge, sa croissance cardinale a la m~me valeur que sa croissance globale. 
Cette proposition qui, dans le cas de p positif quelconque, sera dSmon- 

tr~e au n ~ 51, peut dans le cas p --  2 se ddduh-e comme suit: F peut ~tre 
reprdsentde, d'apr~s le th~or~me I, par l 'int~grale (2), et d'apr~s le thdo- 
r~me II ,  la croissanee cardinale de F est simplement la plus grande valeur 
que le module d 'une quelconque des coordonn~es y~, Y2 , . . . ,  Yn peut  
atteindre dans le domaine born~ et ferm6 ~. Ceci dit, le calcul que nous 
avons fair au ddbut d u n  ~ 3 (la premi4re formule de la page 227) d~montre 
la proposition. 

24. La notion de la croissance cardinale joue un rSle essentiel dans le 
thdor~me qui suit. 

Si  les /onetions enti~res F(z~, z 2 . . . . .  z,,) et G(z 1, z2 . . . . .  z,) sont de type 
exponentiel et de carrd intdgrable et si la croissance cardinale de chacune 
d'elles eat in/drieure ou dgale ~ l, on a 

~ ~. . . ~ F(x~,  x~ . . . . .  x ,)G(x~, xe . . . . .  Xn) dx ,  dx~. . .dx~ 

r) (7 = . . . . . .  . . . . .  

(5~) 
115 



Si, pour les valeurs rdelles des n variables G = F (le trai t  horizontal 
dgsignant comme d 'habitude la valeur conjugu@ complexe), on obtient 
comme cas particulier de (51): 

(52) 
Dans le second membre la sommation est dtendue s routes les combinai- 
sons des nombres entiers ml,  m2 . . . . .  ms, donc ~ tous les sommets d 'un  

r~seau (<cubique>) s n dimensions, l'ar~te d 'un  cube ~tant ~ ~ .  Si 1 crolt, 

le rdseau se resserre. Si l e s t  infdrieur ~ la croissance cardinale c de F,  
l'dgalit6 (52) peut ~tre inexacte, mais elle est certainement juste si 
1 ~ c, et elle devient en quelque sorte dvidente pour 1-+ c~. 

Pour d~montrer (51), il suffit de d~montrer le cas particulier (52). En 
effet, on passe de (52) ~ (51) par un raisomlement familier qui peut ~tre 
concentrd dans la formule 

la-k b l2- -[a- -b]2-~  i]a q - i b ] 2 - - i l a - - i b l  '2 ~- 4 ab . 

Pour ddmontrer (52), il faut remarquer que, d'apr~s le thdor~me I I  de la 
premiere partie, la transformde de Fourier ~ de F,  satisfaisant s (2), 
s 'annule presque par tout  en dehors du domainc 

- - c  g y ~  ~=c ,  - - c  g y 2  <=c  . . . . .  - - c  g y ,  < = c .  (53) 

Ddveloppons r en sdrie de Fourier multiple dans le domaine 

- -  I ~ Yl ~ l, - -  1 ~ Y2 g l . . . . .  - -  l ~ y~ ~ l, (54) 

qui, par hypoth~se, contient (53); nous obtenons par les formules classi- 
ques, en uti l isant (2) et c ~ l ,  

i w  

(55) 
Ecrivons la ,formule de Parseval,  deux fois, d 'abord pour la s6rie de 
Fourier (55) puis pour l 'intggrale de Fourier (9): 

S I _ ~ S ]  �9 I , d y ~ d y , . . . d y e =  ( 2 ) ~  [F(Xl'X" . . . . .  x ' l [~dx~dx""dx""  
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Les premiers membres sont 6gaux, puisque c _< I .  On en d6duit (52). 
En particulier, nous avons d6montr6 (cas 1 = ~) que, sous la condition 
(42), l 'int6grale (43) et la s6rie (44) ont la m6me valeur lorsquo p -= 2, 
ce que nous avons d6j~ 6nonc6 au n ~ 20. 

25. Le th6or~me qui suit n 'est  pas un simple corollaire de la proposition 
du n ~ pr6c6dent, mais il r6sulte de la combinaison de cette proposition 
avee certains th6or~mes que nous d6montrerons plus loin. 

Soient l, p, pl  des hombres positi]s, les deux derniers dtant lids par la 
condition 1 1 - - +  - ~ ]  

p ~ " 

Soient F(Zl, z2 . . . . .  z~) et G(zl, z2 . . . . .  Zn) des [onctions entis de type 
ex!~onentiel , la premiere de puissance p-i~me intggrable, la seconde de 
puissance p'-i~me intdgrable. Soit c la croissance cardinale de F, e ~ eelle 
de Get  soit en/in 

c<=l, e1<=l .  

La ]ormule (51) est encore valable sous ces hypotheses. 
Les hypotheses relatives d c et d c ~ restant les ms la [ormuIe (51) est 

encore exacte lorsque 19 = 1 et p~ ~ oo, c'est-d-dire lorsque F eat intggrable 
et G bornge dans l' espace rgel dtn dimensions. 

Remarquons d 'abord que les deux membres de la formule (51) ont  des 
valeurs finies (int6grale et s6rie sont absolument convergentes) sous les 
hypotheses ci-dessus. Pour le premier membre c'est une cons6quence 
imm6diate de l'in6galit6 de HSlder; pour le second membre cela r6sulte 
de la premiere partie du th~or~me I I I  (n ~ 47) et de l'in6galit6 analogue 
de HSlder pour les s6ries. 

La d6monstration 6tant  la m6me quel que soit l 'entier n nous ne la 
donnerons que dans le cas n = 1. 

Supposons d 'abord l < p _ ~ 2  et c ' < l .  Soit 6 > 0  et c ' + O < l .  
D'apr6s u n  th6or6me que nous d6montrerons au n ~ 30 (pour n > 1 voir 
n ~ 46), IFI 2 est int6grable et G(z) est une fonetion born~e pour les valeurs 

sin ~z 
r~elles de z; donc G ( z ) ~  est de carr6 int6grable et sa croissance 

cardinale est inf6rieure ou 6gale ~ c ' +  8. Nous obtenons donc, en appli- 
quant  la formule (51) aux fonctions (de carr6 int6grable), 2'(z) et 

G(z) sin ~z (s la place de F(z) et de G(z) ) 
~ m  

sin - -  1 

l 
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Faisons  t endre  5 vers zdro. On vol t  a is~ment  que le premier  membre  a 

la l i m i t e _ ~  F G d x  et le second m e m b r e  la l imite  -~lm_2_,~v F - ~  ~ [ - ) - -  . 

La  proposi t ion est done d6montr~e.  

Si 1 < p ~ 2 et e ~ = l, ol! appl ique  le r~sultat  qu i v ien t  d 'e t re  d6montr6  
~ la fonet ion F(z) et  5. la fonet ion G(z(1 - -  ~)), 0 < ~ < 1, qui, elle, a une 
eroissanee eardinale  6gale ~ c'(1 - -  5), done inf~rieure ~ l. I1 vient ,  par  
suite,  

- - o r  

Le passage ~ la l imite 5-->0 condui t  encore ~ la formule (51). I1 faut  

s ' appuyer ,  pour  le voir, sur  la r emarque  que ~ ]G(~m)l ~r converge uni- 

]ormdment en  a dans  l ' in terval le  c% ~ ~ < cr si cr 0 est u n  nombre  posit if ;  
voi r  la fin d u n  ~ 31. 

Le cas p ~ 1, p '  -= co se t r a i t e ra i t  d ' u n e  manigre  analogue avec des 
modif icat ions insignif iantes  dans les ra isonnements .  

26. a) E n  p r e n a n t  l = zt dans  la formule (52), nous obtenons  immd- 
d i a t emen t  le cas p ~ 2 du  th~orSme su ivant  : 

Soit F(z l ,  z2, . . . ,  zn) une ]onction enti~re de type exponentiel et de 
p-i~me puissance intdgrable (p > 0). S i  sa croissance cardinale est in]drieure 

ou dgale ~ ~ et si 
F ( m l ,  m s  . . . . .  m~) = 0 

pour toutes les combinaisons des hombres entiers mi  , m ,  , . . . ,  m~ , 

F ( z l ,  z2 . . . . .  z~) est identiquement nulle. 

C'est  u n  thdor6me tr~s precis. II  comporte  quat re  hypotheses  relat ives 
au  type, s l ' intdgrabil i t4,  s ta croissance cardinale  et aux  valeurs  enti~res 
des variables.  Si une  seule est en  d~faut, mSme tr8s peu,  la conclusion 
tombe .  Ainsi  la fonet ion enti~re 

s i n n z , . ,  s in  n z .  
s in  u z ~ - -  

z,. z~ 

n ' e s t  pas i den t iquemen t  nulle,  b ien  qu'elle remplisse toutes  les hypotheses  
s a u f  celle de l ' int~grabil i t~.  La fone t ion  

sin ztz~ s in  ~ z ~ . . .  s in  ztz n 

Zi Z2 Z n 
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montre que l 'hypoth~se relative au r6seau des points h coordonn~es 
enti~res ne peut pas ~tre remplac~e par l 'hypoth~se correspondante 
relative h une partie au r~seau. 

Le cas n = 1 ddcoule d 'une proposition connue24). Le cas n => 1, 
p > 0  est un corollaire de la partie 1 du th6or~me du n ~ 46 et de la 
formule (132). Si c < ~ ,  la condition d'int6grabilit6 tombe ; voir (128). 

b) Si l 'on prend dans la formule (51) 

G = sin lzj sin lz~ . . .  sin Iz n 

Zl Z 2 Zn 

et si l 'on observe que la croissance cardinale de cette fonction est l, on 
obtient (en faisant appel, s i p  r 2, aux n ~ 25 et 46) le th~or~me suivant. 

Si 1 est supdrieur ou dgal 5 la croissance cardinale c de la /onetion enti~re 
F(z~, z2, . . . ,  z,) de type exponentiel 
(p > 0), on a 

S~ . . .~F(x l ,  x~ . . . . .  x,)Sin lx ,  sin lx~ 
- -  ~ Xl X2 

et de p-i~me puissance intdgrable 

sin lx~, dxl dx2...dx,, = ~  F(O,O ... . .  0). 
X n 

(56) 

Cette formule ressemble en ceci ~ la formule (52) qu'elle peut ~tre 
inexacte pour l ~ c, mais devient exacte pour l ~ c et eu quelque sorte 
triviale pour 1--> c~, puisque l 'on salt que, pour une classe assez 6tendue 
de fonctions F,  le premier membre tend vers le second pour 1-+ c~. La 
formule rend 6videntes les valeurs de quelques int6grales d6finies connues, 
par exemple ~) 

~f Jt , (x)  sin IX d x _  
- ~  x ~+1 2~F(# + 1) ( # > - � 8 9  / ~  1), (57) 

sin al x . . .  sin a m X sin 
x - ~  l x  dx  = ~ a l a  2. . .a m . (58) 

( a l > 0 ,  a 2 > 0  . . . . .  a , n > 0  , 1 ~ a  1 + a2 + . . .  -{-a~) 

24) Le th~or~me en  ques t ion  a 6t~ ~nonc6 p a r  u n  de nous  ~, une  s6ance de  la Soci~t~ 
m a t h .  suissc (voir L ' E n s e i g n e m e n t  m a t h . ,  vol. 22 (1922), p.  299, n ~ 4) c t  re t rouv~ p lus  
t a r d  p a r  G. Valiron, S u r  l a  f o r m u l e  d ' i n t e r p o l a t i o n  d e  L a g r a n g e  [Bul le t in  des  
sciences m a t h .  (2), vol.  49 (1925), p. 181- -192  et  p.  203 - -224] ;  voir  son (~th6or~mc fonda-  
mentab), p .  204. 

~s) C o m p a r e r  Watson, loc. cit. 11), p.  401, formule  (2) e t  p.  403, fo rmule  (2). Vo i r  
pou r  (58) G. PSlya,  B c r e c h n u n g  e i n e s  b e s t i m m t e n  I n t e g r a l s  (Math.  Armalen ,  
Bd.  74 (1913), p. 204- -212) .  L a  signif icat ion g6om~tr ique  d u  p remie r  m e m b r e  de (58), 
donn6e loc. cir., m o n t r e  qu ' i l  est  inf6r ieur  a u  second  m e m b r c  si l ~ a 1 -~- a z ~- . . .  -~- a n . 
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Lo pa s sage  de l ' i n t 6 g r a l e  ii l a  s6rie dans  le eas  n - - - - 1  

27. Le passage de la convergence de l 'intdgrale (43) ~ celle de la sdrie 
(44) dont nous avons parld au n ~ 20 d6pend du thdor6me suivant : 

S i p  est un nombre positi/, y un nombre r~el et F(z) une /onetion enti~re 
de type exponentiel et de croissance cardinale c, on a l'indgalitg 

f F ( x  § iy) l~dx<ewlul  ~ IF(x)  lpdx . (59) 
- - o o  - - o r  

Les deux intdgrales sont dtendues ~ routes les valeurs rdelles de x. 
En  ddmontrant ce thdor6me nous allons supposer que l 'intdgrale dans le 
second membre de l'indgalitd (59) converge; dans le cas contraire, 
l'indgalitd n'affirme rien et nous n 'avons rien ~ ddmontrer. 

Avant  d 'aborder le cas gdndral, observons que le cas p = 2, donc le cas 
oh F est de carrd intdgrable, n 'est  qu 'un corollaire facile des thdorbmes I 
et II ,  ou, n dtant  dgal h 1, du thdorbme de Paley et de Wiener (le 
raisonnement est le m6me pour n ~ 1 et pour n > 1). En  ver tu  de ce 
thdor~me (n'oublions pas la ddfinition de la croissance cardinale donn6e 
au n ~ 23) on peut  mettre F(z) sous la forme 

F(z) -~ ~ ~ (t) e~ztdt . 
- - g  

Nous en tirons pour y rdel et fixe 
0 

F(x  ~- i y) = S q5 (t) e-~teixtdt. 
- - C  

On a donc par la formule de Parseval 

) o 
I F(x)12dx = 2 ~ I Iq~(t)l~dt, 

l l F ( x  +iy)12dx  = 2 ~  Ir 
- -  oo  - - C  

< e21~l ~. 2~ ~ IqS(t)l~dt 

et la comparaison des deux dernigres formules ddmontre (59) dans le 
cas p = 2. 

28. Pour ddmontrer l'dnoncd d u n  ~ prdcddent dans le cas gdndral oh p 
est un nombre positif  quelconque, nous sommes obligds d 'etre plus longs 
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et de nous servir de plusieurs lemmes2S). Les trois lemmes du prdsent n o 
ont certaines notations et hypoth8ses en commun; commen9ons par les 
dnumdrer : 

x et y ddsigneront des nombres rdels et z z x~ - i y .  G(z) ddsignera une 
fonction analytique, rdguliSre dans le demi-plan supdrieur ferm6 y ~ 0, 
et qui ne se rdduit pas h une constante. La fonetion T(z)  sera ddfinie par 

T(z) = ~l G(z +~) [~ds ; 
--a 

le ehemin d ' int6gration est rectiligne, a et p sent des hombres positifs 
fixes. 0bservons que T(z) est ddfinie et continue pour y ~ 0. 

Lemme 1. Ddsignons par ~ un domaine bornd et /erred contenu dans le 
demi-plan y ~ O. Le maximum de T (z) clans ~ n ' est atteint qu 'd la /rontidrc 
de ~.  

Nous utiliserons l'indga]it6 
2~r 

1 !~ ]G(~+rei~)lVdq ~ (60) l a ( ~ ) l  ~ __< ~-~,  

due ~ Hardy;  la fonction G(z) y est supposde rdguli6re dans le eerele 
Iz - -  $] g r; on salt que le GaS d'dgalit6 ne s 'y prdsente que lorsque G(z) 
est une constante~7). Done, G (z) dtant supposde non constante, s i r  g y, 

~(z)  = i I G(z-~s)[~ds 
--a 

< -~ -~,~, I G ( z - ? s + r e i V ) ] v d T  ds (61) 

2ze 

__ 1_ ~(z~_rei~()d~f .  

36) Nous citons ici, h t i t re  de renscignement,  quelques t r avaux  que nous n ' avons  pas  k 
uti l iser  mais  qui cont iennent  des th6or~mes et  des ra isonnements  voisins:  G. H. Hardy, 
A. E. Ingham and G. PSlya, T h e o r e m s  c o n c e r n i n g  m e a n  v a l u e s  of  a n a l y t i c  
f u n c t i o n s  [Proceedings Royal  Soc. A, vol. 113 (1927), p. 542--569] ;  E. HiUe and 
J.D. Tamarkin, On t h e  a b s o l u t e  i n t e g r a b i l i t y  of F o u r i e r  t r a n s f o r m s  [Funda-  
men ta  math .  vol. 25 (1935), p. 329--352];  V. Ganapathy Iyer, On t h e  L e b e s g u e  
c l a s s  of i n t e g r a l  f u n c t i o n s  a l o n g  s t r a i g h t  l i n e s  i s s u e d  f r o m  t h e  o r i g i n  
[Quar te r ly  Journa l  of Math.  (Oxford series), vol. 7 (1936), p. 294--299]; A. O/lord, 
T h e  F o u r i e r  t r a n s  f o r m s  I l l  [Trans. Amer. Math. See., vol. 38 (I935), p. 250--266];  
Loo-Keng Hua and Shien-Sin-Sh~, On F o u r i e r  t r a n s f o r m s  in  LP in  t h e  c o m p l e x  
d o m a i n  [ Journa l  of Math.  and  Phys. ,  vol. 15 (1936), p. 321--347]. 

2~)G.H. Ha~.dy, T h e  m e a n  v a l u e  of t h e  m o d u l u s  of a n  a n a l y t i c  f u n c t i o n  
[Proceedings London Math. See., ser. 2, vol. 14 (1915), p. 269--277].  Voir aussl  loc. cit.~6), 
Absehni t t  I I I ,  :Nr. 308, 310, p. 144, 329--330. 
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Nous avons 6chang6 l'ordre des int6grations pour passer de la deuxi4me 
la troisi4me ligne. En vertu de (61), la valeur de ~ au centre d 'un  cercle 
est plus petite qu'une certaine valeur sur la p6riph6rie du cercle; de 1s 
d6coule ais6ment le lemme 1. 

Lemme 2. Ddsignons par M la borne supdrieure de ~J(x) lorsque x par- 
court toutes les valeurs r~elles et par N celle de W (i y) lorsque y parcourt toutes 
les valeurs positives. Supposons que M e t  N soient ]inis et que G (z) soit de 
type exponentiel clans le demi-plan y ~ O. Alors, dans ce m~me demi-plan, 
~(z)  n'est nulle part supdrieure au plus grand des deux hombres M e t  N. 

L'hypoth~se que G (z) est de type exponentiel dans le demi-plan y ~ 0 
implique l'existence de deux hombres positifs B e t  b tels que 

] G ( z ) ] < B e  bill , pour y ~ 0 .  (62) 

Soit e un nombre positif et 
. 3 

G~ (z) : a ( ~ )  e - ~  r ~L(~+~)~_~] -~ , (63) 

~e(z) = .[] G~(z + s) [~ds . (64) 
- - 0  

L'exposant  de e figurant dans (63) a deux ddterminations possibles dans 
le demi-plan y > 0 ;  nous choisissons celle dont  la partie rdelle est 
n6gative dans le quart  de plan oh 

x > - - a ,  y ~ 0  . (65) 

On a dans (65), comme un calcul ~l~mentaire partant  de (62) et (63) le 
montre, 

[ Ge($), ~ Be blzl-e:?iz+a'a[~- ( ,  : cos ? )  (66) 

I a~(~)]<[G(z)  I 

et par consdquent, 

~ ( z ) < ~ ( z ) ,  pour x ~ 0 ,  y ~ 0 ,  

donc, en particulier, 

~P~(x)<M pour x>=O, T ~ ( i y ) < N  pour y>=0 .  (67) 

Soit z 0 un point fixe situ~ dans le quart  de plan oh x > 0, y > 0. 
Appliquons le lemme 1 ~ T~ (z) ~ la place de 7/(z), en prenant pour ~ le 
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q u a r t  de cercle oh x > 0, y > 0, I z] g R. Nous supposons que R e s t  pris 
assez grand  pour  que ~ cont ienne Zo et  que le m a x i m u m  de ~ t (z )  
dans  ~ ne soit pas a t t e in t  sur la pa r t i e  curvi l igne de la frontibre [nous 
pouvons  le supposer en  ve r tu  de (66)]. Alors le m a x i m u m  de T~ (z) dans  
est  a t te in t ,  en ver tu  du l emme l,  sur un des deux  axes. Donc,  ~ cause de 
(67) nous avons  ee r t a inement  

T~ (Zo) < Max (M, N) .  

Ce r a i so imement  v a u t  pour chaque ~ > O. E n  faisant  t endre  s vers zdro, 
nous voyons  que le l emme 2 est ddmontrd  pour  le quar t  de plan oh 
x > 0, y > 0. La  ddmons t ra t ion  pour  l ' au t re  moit i6 du demi-p lan  y > 0 
est la m6me. 

L e m m e  3. Ajoutons aux  hypotheses du lemme 2 l'hypoth~se que 

lira G (x § i y) = 0 (68) 

uni]ormgment en x dans - -  a ~ x ~ a. Alors N ~ M ;  donc, pour y ~ O, 

~ l G ( z §  I~ds = T(z)  <= M .  (69) 
- - a  

Puisque  G(z) n 'es t  pas i den t iquemen t  nulle, T(z)  > 0. Mais T ( i y ) - ~ 0  
pour  y -> co, en ve r tu  de (68) et  ainsi ~ ( i  y), fonct ion cont inue de y, dol t  
a t t e indre  sa borne supdrieure N pour  une va leur  finie Y0 de y. Soit  donc 

T ( i y o )  = N.  Si Y0 ~ 0, alors 

N = T ( i y o )  = T(O) < M.  

Si Yo > 0, alors, en ve r tu  du l emme  1, T(z)  ne peut  a t te indre  sa borne 
supdricure dans  le demi-p lan  y > 0 au poin t  i Y0 intdrieur/~ ce demi-plan.  
On a donc, d 'apr6s  le l emme 2, 

N = T ( i y o )  < ' M a x  (M, N)  

ce qui  rev ien t  ~ dire que N < M.  

29. I1 suffira de ddmont re r  le thdor6me dnonc6 au n ~ 27 en supposan t  
que y est pos i t i f  et  que  la fonct ion F(z)  n 'es t  pas iden t iquemen t  nulle.  

Reprenons  les no ta t ions  h e t  h I d u  n ~ 5. La  croissance cardinale  c de  
F(z) est  dgale au plus g rand  des deux  nombres  h e t  hr; donc, 

h '  =< c . (70) 
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Soit  ~ un  hombre  posi t i f  donn~. Nous appl iquons  les lemmes  2 et  3 s la 
fonct ion  

G ( z )  = F ( z )  e~(~+~)~. (71) 

G (z) rempl i t ,  en effet, tou tes  les condi t ions  exigdes au  d~but d u n  ~ 28 e t  
dans  les lemmes  2 e t  3. G (z) est r~guliSre dans  tou t  le plan e t  ne  se rdduit  
pas  ~ une  cons tan te  =~ 0 [sans cela l ' int~grale  (43) ne serai t  pas eonver-  
genre] ;  el le est de type  exponent ie l  dans tou t  le p lan  et  le nombre  M,  
ddfini au l emme 2, est  fini : 

M <  f [G(x) l~dx = f[F(x) l~dx . (72) 
- - a o  - - ~  

E n  ve r tu  de  (71), (70), de la  d~finition de h r [n ~ 5, (II)] et  d ' u n  thdor~me 
gdnSral su r  l ' ind ica teur  des fonct ions  de t y p e  exponentiel2S), la condi t ion 
(68) du l e m m e  3 es t  rempl ie  un i fo rmdment  dans - -  a _< x ~ a, quel  que 
soi t  a e t  ainsi  le n o m b r e / V  ddfini au  l emme 2 est fini. 

E t a n t  donnd y ~ 0, appl iquons  la conclusion (69) du  l emme  3 ~ z ~ iy;  
nous obtenons  en t e n a n t  compte  de  (71), de  (72) et  de la rdalit~ de c que 

a a 

e-P(~+s)~ f ]  F(s + iy) [P ds = ~ l G( iy  + s)[Pds 
- - a  - - a  

<S IF(x) l~dx �9 
- - o o  

E n  faisant  tendre  d ' abo rd  a vers  l ' infini  puis  & vers  z4ro, nous  obtenons  
la  proposi t ion  ~noncde au n ~ 27. 

30. Voici  une premiere  appl ica t ion  du th6orbme d u n  ~ 27. 

Si  la ]onction enti~re F(z) de type exponentiel est de p-i~me puissance 
int~grable (c'est-h-dire 8i l'intggrale (43) converge pour un certain p ~ 0), 
F(x)  tend vers zdro avec x -1 pour .x rgel; F(z) est donc aussi de q-i~me 
puissance intggrable lorsque q ~ p. 

Les cas p z 1 e t  p -~ 2 de  ce th~or~me on t  dt~ discut~s dans  la premiere  
par t ie  (n ~ 15--17).  Le cas gdndral fa i t  usage du fair  su ivant .  

L e m m e  4. S i p  > O, ~ > 0 et si la /onction analytique F(z) est rdgulidre 
dans le earrd 

~s) Voir loc.  cit.a), p .  585, Satz  I V ;  il fau$ encore t en i r  c o m p t e  de la con t inu i t6  de  h(cp), 
vo i r  Satz I I  h la m6me page .  
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(nous posons z = x ~- i y ,  ~ = ~ + iv),  on a 
] $ 

[F(•) [ ~ G ~ ; _ ~  -~J" ] F ( ; + s §  . (73) 

Cette in6galit6 est d 'un type  familier. On tire de l'in6galit6 (60) de 
H a r d y  que 

Nous obtenons (73) en rempla~ant le domaine d ' int~grat ion eirculaire de 
la derni~re int6grale par  un earr6 eireonserit (ce qui ne peut  qu 'augmenter  
la valeur  de l ' int6grale). 

Le lemme 4 d6montrG reprenons l 'in6galit6 (59). I1 en suit que 

;j~ ; [ F ( x  + iy )  t~dxdy < 2 ePiC-- 1 - ~  . = pc  I F ( x ) I ' d x "  (74) 

Donc, l ' int6grale double du premier membre est convergente et par  con- 
s6quent, $ 6rant r6el, ~ 

- -  - 8  

tend vers z~ro pour ~ -~ - -  c<) et pour $-> + c~ L'inSgalit6 (73) montre  
que F(~) tend  vers zdro en m~me temps. C. q. f. d. 

Puisque q ~ p ~ 0, on a, lorsque le nombre rgel ~ a un module suf- 
fisamment grand, [F(~) [~ < IF(~)I ~ 

d 'oh l 'on voit  que la dernigre affirmation 6nonc6e est 6galement vraie. 
Le th6or4me d6montr6 a plusieurs applications;  il peut,  par  exemple, 

~tre combin6 avec le r6sultat d u n  ~ 19 de la premi4re partie.  Uu point  de 
d6part  pour d 'aut res  applications est la remarque suivante bien simple:  
Si la /onction enti&e F(z), de type exponentiel, est de p-i~me puissance in tG 
grable pour un  certain p > 0, il existe un  entier positi[ m tel que la [onction 
enti~re de type exponentiel F(z)  m est de carr~ int~grable. I1 suffit, en effet, de 
prendre l 'ent ier  posi t i f  m tel  que q = 2 m soit sup6rieur k p. Cette re- 
marque permet  souvent de ramener un  th6or4me formul6 pour un p posi t i f  
queleonque b, une valeur  sp6eiale de p, par  exemple, ~ p = 1 ou p = 2~) .  

29) Ainsi  on  r a m 6 n e  a u  c a s p  = 2 d6jk d i scu t6  (voir  n ~ 15 A e t  la  fin d u n  ~ 17) la  p r o p o -  
s i t ion s u i v a n t o :  S i  F(z) est une ]onction enti$re dont la croissance ne dgpassv pas le type 
m i n i m u m  de l'ordrs 1 st si  t'intdgrals (43) existe pour un certain p ~ O, E(z) est identiqusmsnt 
nulls. G e ~ e  p ropos i t i on  e s t  due,  p o u r  p ~ i ,  k V. Ganapathy I y e  r, vo i r  loc. cir.28), Coroll .  2. 
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31. Nous  pouvons  t i rer  d av an t ag e  du r a i sonnemen t  du  n ~ pr@~- 
dent.  

Soit F(z)  une /onction enti~re, de type exponentiel, dont la p-i~me puis-  
sance est intdgrable (c' est-d-dire que (43) existe pour un certain p ~ 0). Soit  

X if~ . . x +, . . . ,  x(" ~, . une suite inf inie  de nombres r6els tels que 

Ix(.) - -  x(V~l >_ d (75) 

lorsque /~ ~ v, d dtant un nombre positif  donn6. Alors la sdrie 

oo 

X [ F(x<.>)I ~ 
converge. ~=1 

d 
E n  effet, appl iquons  le l emme 4 h ~ ~ x(gl; nous  obtenons  pour  (~ ~ ~ -  

~S, I F ( x  (")) I" <= (~0~) - t  ~ I F ( x + i y ) l ' d x d y  , 

puisque t o u s l e s  carrds de cStd 2 (~ auxquels  l ' appl ica t ion de (73) nous  
condui t  sont, en ve r tu  de (75), ext6rieurs les uns  aux  autres  et s o n t  
contenus  dans la bande  infinie qui const i tue le domaine  d ' in t~gra t ion  
dans le second membre .  

La combina ison  de cette inSgalit6 avec (74) donne  

p o d  

\" IF(x<, ) ) l p <  8 e ~ - - 1  ,='~ = ~d ~ pc  - o ~ l F ( x )  l~dx  . (76) 

x +~, consid6r@ est  const i tu@ par  l ' ensemble  des Si la suite x z, . . .  
nombres  ent iers  . . . , - -  2 , - -  1, 0, l ,  2, . . .  num6rotgs  dans  u n  cer ta in  
ordre, on  peut  prendre  d ~ 1 et  il rdsulte de no t r e  r a i sonnemen t  qu'une 
in~galitd 

= 7 v I F(m)l~ < A  I F ( x ) l ' d x  (77) 

est valable pour toute /onction enti~re de type exponentiel, la constante A qui 
y figure ne dgpendant que du nombre posi t i f  p e t  de la croissance cardinale c 
de Y (mais ne d~pendan t  pas d ' au t res  propri6tds de F) .  L' in~galit6 (76) 
donne comme une  va leur  admissible de  la cons tan te  A la va len r  

p c  

8 e-~---1 
A - -  

p c  
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Si nous supprimons dans le premier membre de l 'indgalit6 (76) les 

termes correspondant ~ l x~g~]< M e t  dans le second membre la par t ie  de 

l ' int6grale correspondant an segment ( - -  M § ~, M - -  d) ,  l 'in6galitd ainsi 

modifide subsiste. C'est ce qui ldgitime la remarque sur la convergence 

uniforme de ~ IG(~m)I ~' faite ~ la fin d u n  ~ 25. 

32. Une pet i te  modification du raisonnement employd aux deux n ~ 
pr6cddents nous conduit  au thdorbme suivant.  

Si la fonction enti~re F(z) possdde les pro~ridtds d'etre de type exponentiel 
et de p-i~me puissance intdgrable (p donnd, p > 0), sa ddrivde F '  (z) possdde 
les m~mes propridt~s. 

Nous faisons appel  au lemme suivant.  

Lemme 5. Avec les notations et les hypothdses du lemme 4 nous avons 
l' in~galitg ~ 

IF'(~)I ~ < P _~_~ -~ IF(~ ~-s~-, it)]Vdsdt (78) 

o~ P = 2V(p + 2)u-1~ -~'-2 ne d@end que de p e t  de 8. 

Pour ddmontrer  le lemme, appliquons l 'indgalit6 (60) de H a r d y  s la 
fonction 

G (z) = F(~ -? z) - -  F($) 
z 

dans un cercle de centre z = 0. Nous obtenons 

1 ~ F ( ~ 4 z r d ~ ) - - F ( $ )  Pd~v < 
= 2~ o rei~P 

2p 2z 
< 2 ~ f  ( ] F ( ~  ~- re i~)[ v + IF(S) IP)d~ 

0 

2re 

< I F ( r  + re ~t) IVdq~ 
= z r v .  

la derni6re ligne dtant  obtenue par  une seconde application de (60). En  
mult ipl iant  par  rV+~dr, intdgrant  entre 0 et ~ et passant,  comme aupara-  
r a n t  au 1: ~ 30, du cercle au carr6 circonscrit, on obt ient  (78). De (78) 
ddcoule 
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S [F~($)[vd~ g P ~ o ( ~  ![F($~-sq-it)[Vdsdt)d~ 

= 2 5 P  ~ ~ ]F(x-~it) lVdxdt. 

Mais l 'intdgrale double dans le second membre est convergente d'apr~s 
(74); en l 'dl iminant nous obtenons l'indgalit6 

- - ~  - o o  

avec une constante A qui, apr~s avoir fixd (~, ne ddpend que de p e t  de c. 
Cette indgalitd contient m~me un  peu plus que ce que nous nous dtions 
proposd de ddmontrer. Ajoutons deux remarques. 

a) De l'indgalitd que nous venons d 'obtenir  on peut ddduire, en faisant 
tendre p vers l'infini, le thdor~me suivant : Si F(z) est une ]onction enti~re 
de type exponentiel, de croissance cardinale e, qui satis/ait pour route valeur 
r~elle x ~ l'indgalitd 

] F(x)[ g M 
aa ddrivde satis/ait dt l'indgalitd 

[F'(x)[ <=AcM 

oit A est une constante absolue. (La mdthode est indiqude pour un  cas 
analogue au n ~ 40). En  resserrant un  peu nos estimations (la constante du 
lemme 5 peut 6tre abaissde par l 'application de l'indgalitd de HOlder si 
p > 1) nous pouvons obtenir la valeur A = e. On sait - -  c'est un rdsultat 
de S. Bernstein ~~ - -  que la valeur A = 1 est aussi admissible et que cette 
valeur est la meilleure, c'est-~-dire la plus petite valeur admissible. 

b) Pour ddcrire la relation entre la croissance d 'une  fonction enti~re quel- 
eonque F(z) de type exponentiel et celle de sa ddrivde F~(z), nous devons 
ddfinir ce que nous entendons par ((valeur exceptionnelle)> de F(z). Consi- 
ddrons la fonction F ( z ) -  w qui ddpend du paramOtre wet  son diagramme 
indicateur qui, a priori, en ddpend dgalement. On peut faire voiV~), 

ao) S. Bernstein, L e g o n s  s u r  l e s  p r o p r i O t O s  e x t r O m a l e s  e t  l a  m e i l l e u r e  
a p p r o x i m a t i o n  d e s  f o n c t i o n s  a n a l y t i q u e s  d ' u n e  v a r i a b l e  r 6 e l l e  (Par is  1926), 
p .  77. Voir auss i  loe. tit.16), Bd .  I I ,  A b s c h n i t t  IV, Nr .  201, p.  35 e t  p. 218- -219 .  

81) Tou t  co qui  es t  affirm~ p e u t  ~tre d6du i t  t r6s f ac i l ement  d u  thdor~me I I I ,  p.  585, loc. 
e i t 2 )  et on  ob t ien t ,  e n  plus,  q u ' u n e  va l eu r  except ionnel le  ne  pou t  so pr~isenter que  de la 
man i6 re  su ivan t e :  w 0 ~ 0 es t  u n e  v a l e u r  except ionnel le  si l 'or igine es t  exC~rieure a u  
d i a g r a m m e  ind i ca t eu r  de  F(z) e~ w 0 ~ 0 est  une va l eu r  exeept ionnel le  si l 'or igine es~ u n  
p o i n t  ex t r6me  d u  d i a g r a m m e  ind i ea t eu r  de  F(z) e~ u n  p61e s imple  de  r~isidu w 0 p o u r  la 
t r ans fo rm6e  de Bore l  de  ~(z). 
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qu'il  n ' y  a que deux cas possibles: Ou bien le diagramme indica- 
teur de F(z) - - w  est toujours le m~me quelle que soit la valeur w, ou 
bien il existe une valeur w 0 telle que le diagramme de F(z) - -  w o est plus 
petit  que celui de F(z) - -  w pour w :~ Wo, tandis que toutes les fonctions 
F(z) - -  w, (w ~ Wo) , ont le m~me diagramme indicateur. Une telle valeur 
w 0 est appel@ valeur exceptionnelle de F(z). On peut d~montrer que F1(z) 
a le m~me diagramme indicateur que F(z), si F(z) ne poss~de pas de valeur 
exceptionnelle et que Fr (z) a le m~me diagramme indicateur que F(z) - - w  o, 
si w o est la valeur exceptionnelle de F(z). Puis on peut d~montrer que si 
F(z) est de p-i~me puissance intggrable pour un  certain p, p ~ O, F(z) ne peut 
pas avoir de valeur cxceptionnelle diMdrente de z~ro; donc F(z) a l e  m~me 
diagramme indicateur que F~(z). Sur cette derni~re proposition voir 
n ~ 53. 

Le passage  de la  s~rie ~ l ' i n t ~ g r a l e  dans  le cas ~t ~ - 1  

33. I1 s'agit de montrer que la convergence de la sdrie (44) entralne la 
convergence de l 'intdgrale (43) si la croissance de la fonction enti~re F(z) 
est assujettie ~ certaines hypotheses qui ddpendent d'ailleurs de p, dtant 
plus restrictives lorsque 0 ~ p ~ 1 que lorsque p ~ 1. 5[ous allons 
d~montrer le th~or~me suivant. 

Soit F(z) une /onction enti~re de type exponentie[. 

1. Si  p ~ 0 et si 
c - -  lim r -1 log (I F ( - -  ir) n ~- IF(ir) n ) < ~, (79) 

v-~ oo 

il existe une constante B,  qui ne d~pend que de p et de c, telle que 

I F(x)]Pdx < B ~f, IF(m) l ~ . (80) 

Lorsque p ~ 1, on peut prendre B ~ C ~, 04 C est une constante ne ddpendant 
que de c. 

2. S i p  ~ 1 et si l imF(z ) e  -:~l~l -~ O, (81) 

l'in~galit~ (80) reste valable avec une constante B qui ne ddpend que de p. 

Expliquons d 'abord quelques abrdviations que nous avons utilisdes (et 
que nous utiliserons dans ce qui suit). La sommation 27 est ~tendue 

m 

toutes les valeurs enti~res de m; la sdrie dans le second membre de (80) 
ddsigne doric (44). Nous utiliserons plus tard le signe Z ~ oh la somme est 
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6tendue ~ tou tes  les va]eurs  enti4res de m, except6 m = 0. La  l imite  (81) 
est  uni forme pa r  r appor t  s arc z; c 'est  ~ dire que, 6 tan t  donn6 e posi t i f  
arbi t ra i re ,  on a en  chaque  poin t  z extdrieur  h u n  cer ta in  cercle de centre  
z6ro 

[ F(z)  [ < s e ~E~E. 

On observera  que l ' in6galit6 (80) affirn16e pa r  le thdor4me 6nonc6 est 
d ' une  aut re  n a t u r e  que l ' indgalit6 (77) d6montr6e au  n ~ 31, en t a n t  que 
(80) suppose e t  que (77) ne suppose pas  des condit ions addi t ionnel les  
[(79), r e spec t ivemen t  (81)] concernant  la croissance de la fonct ion entibre 
F(z) de type  exponent ie l .  Ce sont  ees condit ions que nous allons examine r  
tou t  d ' abord .  

34. Les res t r ic t ions  imposdes s la croissance de F(z) sont  essentielles et  
tr4s prdcises. Si l 'on  remplaga i t  la  condi t ion (79) pa r  c < ,n, le thdor4me 
serai t  faux  c o m m e  le mon t r e r a i t  l ' exemple  s imple  F(z) = sin z~z. Le m4me 
exemple  m o n t r e  qu ' i l  ne suffit pas  de supposer  s la place de (81) que 

sin ~ z 
l 'expression sous le signe lira soit  bornde. L ' e x e m p l e  F(z) --  fait  

z 
voir  que  la condi t ion  (81) est insuffisante lorsque 0 < p < 1. 

Les condi t ions  (79) et  (81), prises eu elles-m~mes, sont  ind6pendantes  
l 'une  de  l 'autre ,  c 'est-s  que chacune  peu t  4tre rempl ie  sans que l ' au t re  
le soit.  Pa r  contre ,  j o in ted  l'hypoth~se additionnelle que la s&ie (44) con- 
verge, la condition (79) implique la condition (81). 

On salt  32) que  sous la condi t ion (79) on peu t  aff i rmer l'6ge~lit6 

l im r -1 log IF(r)  [ = l im m -1 log ]F(m) [ (82) 

oh r pa rcour t  routes  les valeurs  posi t ives et  m seulement  les valeurs  
entibres 1, 2, 3 . . . . .  Mais le second m e m b r e  de (82) est  < 0, si la s6rie (44) 
converge;  on ob t i en t  done,  en ra i sonnan t  sur F ( - - z )  comme sur F(z),  

l im r -~ log ]F(r) l < 0, lira r -~ log [ F ( - - r )  l < 0. (83) 
~-4-  oo r - ~ o r  

Mais (79) et  (83) assurent  que le d i ag ramme indica teur  de F ((s'aplatit~>, 
c 'est-~-dire se rddui t  s un  segment  de l ' axe  imagina i re  contenu en t re  les 
points  - - i c  et  ic .  Done, on a33), s i e  > 0, pour  chaque  z ~ re i~ en dehors  
d ' u n  cer ta in  cercle, 

a~) Voir loc. cir. ~), p. 606, formule (70). 
3a) Voir loc. cir. 2), p. 585, Satz II. 
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l F ( r d ~ ) l <  d ~lsi~l+ o '  , (84) 

inggalit6 qui  en t ra lne  ce r ta inement  (81) puisqne,  d 'apr6s  (79), c < 7t a4). 

35. Le thdorbme d u n  ~ 33 est  un  th6or6me d ' in te rpo la t ion ;  d ' une  
propri6t6 de la fonct ion F(z) oh n ' i n t e rv i ennen t  que les valeurs  entiSres 
de z il conclut  une au t re  oh tou tes  les valeurs  r6elles de z in te rv iennent .  
Nous nous servirons d ' une  formule  d ' in t e rpo la t ion  d e n t  un cas par t i -  
culier (le cas q ~ 0) est connu depuis  longtemps  et  d e n t  la convergence a 
6td discutde par  Valiron,  g qui  on doi t  le rdsul tat  su ivan t  aS) : 

L e m m e  6. Soit q un nombre entier non ndgati/ et F(z) une ]onction ent@re. 
Supposons que 

l im F(z)e-~l~l  [z]-q = 0 (85) 
z - - ~  

et que 

v ~  I F ( m )  1 (86) 

converge. Alors on a 

, (87) 

eli Pq(z) ddsigne le polynome de degrd non supdrieur dt q, somme des q 4-1 
premiers termes de la sdrie de Maclaurin 

(P'l(~ + ~ T - ) ~  t . - .  
F(Z) sin ~z  --  F(O) + F '  (O)z + \~2-v~- (ss) 

Nous  nous sommes servis de la  no ta t ion  usuelle 2: f qui  a dtd expl iqude 

au n ~ 33. La  l imite  (85) est prise dans le m~me sens que  (81). Notons  les 

cas par t icul iers  les plus simples q = 0 et q = 1 de la formule  (87) 

.F(z) - -  sin 7ez v ( - - 1 ) m F ( m )  (89) 
~ z - - m  ' 

F ( z ) -  sin_zz [ F ' ( 0 ) + - ~  + ~ '  m ~ -  J (90) 

34) Ce raisonnement justifie l'6nonc6 que nous avons donn6 au dfbut (n ~ 20) au thdo- 
r6rne de Mlle Cartwright; nous y averts fair intervenh" la condition (42) k la place de la 
condition plus restrictive (2.1) du travail de Mllo Cartwright, lee. cir. 28). 

as) Voir G. Valiron, lee. cir. 34). 
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36. Dans tout  ce qui suit, m ddsignera toujours un  nombre entier et 

[,~ le maximum de IF(x)l dans l ' intervalle 

m-- �89  ~ x  ~ m ~ - � 8 9  (91) 
D'apr~s ees d~finitions 

m+ �89 

IF(x) I" dx • /Pro �9 (92) 
m-�89 

Nous utiliserons la formule d ' interpolation (87) pour 6valuer /~ en faisant 
d6pendre d 'une  mani~re appropri6e la valeur de q de la valeur de p. 

Consid6rons d 'abord le cas le plus facile p = 1. Dans ce cas nous 
avons ~ utiliser l 'hypoth~se (79) qui entraine (84) (comme nous l 'avons 
d6montr6), donc (85) pour q ~ 0 puisque c < ~.  La convergence de (44) 
pour p = 1 entralne celle de (86) pour q ~ 0. La formule (87) est donc 
applicable s F(z) pour q ~ 0. Soit 

2 
La fonction 

F(m + z) sin (~z (93) 

est enti~re, de type exponentiel, satisfait s l 'hypoth~se (79) (avec �89 + ~) 
la place de c) ~) et prend pour z = n une valeur non sup6rieure en 

module s F(m + n). Donc la formule d ' interpolation (87) est applicable 
(93) darts la m6me mesure qu's F(z). Prenan t  q = 1 et uti l isant (90) 
nous obtenons 

F(m ~- z) ~-s~m~z OF(m)+ v l  ( - -1)~zF(m ~-n)sin~n_ (94) 
= " 7  n ( z  - -  n )  " 

La fonetion F(m + z) est r6guli~re dans le carr~ Q de sommets 

1 + i  - - 1 + i  - - - 1 - - i  1 - - i  (95) 
2 ' 2 ' 2 ' 2 

/m 6tant une valeur prise par ]F(m + z)l dans le cart6 Q n 'est  pas sup6rieure 
au maximum de IF(m + z)] sur la fronti~re de Q oh 

sin ~z ~- K " 

s6) F(z) et F(m ~ z) ont  lo m6me diagramme indieateur; voir loc. cir. 3}, p. 591. 
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le nombre  pos i t i f  K ne ddpend que de 6, donc de c. Nous  obtenons  en  
dva luant  le second membre  de (94) sur la fronti~re de Q 

K / , , < g ~ [ F ( m ) ]  + v ,  I F ( m + n ) [ .  (96) 
= ~ 1~1(1~1--�89 

Jusqu ' i c i  nous avons  suivi, p resque  mot  par  mot ,  un  ra i sonnemeut  de  
PflugeVT). Eer ivons  ma in t enan t  

K 
= b ~  si n # O  ; 

Inl ( I n l - - � 8 9  K 5  = b0 , 

observons que b~ > 0 et que 
X b~ = B (97) 

n 

est une va leur  finie. Avee  ces no ta t ions  (96) s 'derit  

/,~ g X b~lF(m+n)]  : X bv-mIF(v) [ �9 
n y 

P a r  suite,  en u t i l i sant  (97), 

X / m  < X [ F ( v )  I X b v - ~ : B X ] F ( v ) I ;  
m v m y 

donc, en  ut i l isant  (92) avec  p ~ 1, 

IF(x) ldx<= B X  ]F(,) l  �9 
- ~  ~ C . q . f . d .  

37. P o u r  t ra i t e r  le cas 0 < p < 1 nous avons de nouveau  ~ ut i l iser  
l 'hypoth~se  (79) e t  la convergence de (44) pour  un  cer ta in  p < 1. I1 s ' en  
suit  comme  au n ~ 36 que la formule  d ' in te rpo la t ion  (87) est appl icable  
pour  q > 0. 

Choisissons un en t ie r  posi t i f  q te l  que 

1 
q ~- 1 < p (98) 

puis un  nombre  pos i t i f  ~ te l  que 

c~-(q-4- 1)6 < zt. (99) 

La  formule  d ' in t e rpo la t ion  (87) est applicable,  avec  la va leur  q choisie, 
la fonct ion 

F(m + z) (sin (~z) q+l, (100) 

ST) Voir  A. P/luger, loc. cit .  33), p.  312- -313 .  
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oh m d6signe comme auparavant  un entier arbitrMre. En  effet, ~ cause de 
l'in6galit6 (99), la fonction (100) satisfait essentiellcment aux m6mes 
hypotheses que F(z). En observant que les q ~- 1 premiers coefficients de 
la s6rie (88) sont des expressions lin6aires et homog6nes en F(0), F~(0) . . . . .  
F (q) (0) et que les q + 1 premiers coefficients de la s6rie de Maclaurin de 
(100) s 'annulent ,  on obtient en appliquant (87) ~ la fonction (100) s la 
place de F(z) 

_ _  s in~z  ~ ,  zq( - -1)nF(m ~-n)  (sin (~n)q+l 
F(m + z) z ~ ( s ~ q + ,  ~ n q ( z - - n )  (101) 

En  dvaluant le second membre sur la fronti6re du carr6 Q ayant  les 
sommets (95), on obtient 

/m <= K Z ,  I F(m-~ n) l 
intq ( in I __�89 , ( 1 0 2 )  

oh K ne d6pend que de q et de ~ et par cons6quent de p e t  de c, puisque q 
et ~ ont dt6 choisis selon (98) et (99). Posons maintenant  

K 
b o = O ,  bn- - jn]q( in l__ �89  ) si n ~ 0 ;  

observons que b n >= 0 et que, en vertu de (98), 

y_ .b~=B (103) 
n 

est une valeur finie. (102) devicnt avec ces notations 

/,~ <= Z b n [ F ( m ~ - n )  l = Z b  .... IFO,)] . 
n p 

Comme 0 < p < 1, nous en concluons en uti l isant l'in6galit6 de Jensen as) 
que 

_ _  b p [~ �9 
v 

donc, 

m v m y 

De (104) et de (92) r6sulte t'in6galit6 (80). 

(io4) 

as) V o i r  p a r  e x e m p l e  G. H. Hardy,  J .  E. Littlewood and G. P61ya, I n e q u a l i t i e s  
( C a m b r i d g e  1935), p .  28, t h 6 o r ~ m e  19. 
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38. Nous arrivons au cas p > 1. Nous devons d5montrer l'indgalit4 (80) 
sous deux hypotheses diff4rentes. Nous considdrerons d 'abord l 'hypo- 
th~se plus restrictive (79) g laquelle nous devons faire correspondre la 
forme plus pr6cise B = C ~. Nous nous appuyerons sur le fair suivant:  

Lemme 7. Si 

on a l'indgalitd 

p > l ,  

X Ix=l p converge, 
n 

b~ > O, B -~ v b~ converge, 

Iv,,I ~_ Vb,~_,~[x, I , 
n 

Z lv . , I  ~ < BY X J xnt ~ . (lo5) 
n 

Ce lemme n 'est  qu 'une combinaison facile de r6sultats connusa~), mais 
sa ddmonstration grant courte, nous 1~ donnerons iei, en admet tant ,  ce 
qui ne restreint pas la g6n~ralit6, que x~ => 0 .  

D6signons par p~ le hombre positif d6termin~ par 

1 1 

et par . . . ,  Y-l, Y0, Yl, .-. une suite de nombres r6els non n~gatifs assu- 
jettis s la seule condition que 

pt v y~ 

converge. On a alors, d'aprSs l'indgalitd de H61der 

.~[v ,~[ym <= v X~b ...... x ,~ym= v ~ b p  x , .bP'  y,,~ 
m m n m n m - n  m - ~  

1 1 

n m m n 

1 1 

= B ( ~ , x ~ ) ~  ( Z y ~ ' )  p' . (106) 
n m 

Choisissons Ym de la mani~re suivante: 

y ~ = 0  pour m < - - M  et pour r e > M ,  

y , ~ = l v ~ l  ~-1, donc y~ '~ -  Ivml ~ p o u r - - M  g m _ ~ M .  

~)  I I  r6sulto do la combinaison des th6orbmes 275, p. 198 et 286, p. 205 1or cir. as). 
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I1 vient de (106) 
M 1 M 1 1 
Zlv.~lp<=B(XZx~)~(Z[v~[~) p 
- - M  n - - M  

Ii suffit de diviser cette indgalit~ par le dernier facteur du second membre 
et de faire tendre M v e r s  l 'infini pour obtenir l'in~galitd ddsirde (105). 

Le lemme 7 d~montr~, reprenons les raisonnements d u n  ~ 36 et suivons 
les presque sans changement (la convergence de (86) est h d4montrer 
par l 'in~galit~ de H61der) jusqu'~ la d~finition des nombres b~ et du 
nombre B, done jusqu's  la formule (97) inclusivement. Posons encore 

/m : V,n, F(m)  : x m. 

Avec ces notations, l'indgalit4 (96) devient la derni~re hypoth6se du 
lemme 7 et la conclusion (105) de ce lemme donne 

Z I l . o l  ~ < B~ZIF(n)I ~ 
n 

Mais c'est bien le r~sultat dgsir~, comme on le volt en se servant de (92) 
et en se rappelant que B qui est, d'apr~s (97), la somme des nombres b~ 
ne d4pend que de c. 

39. I1 reste encore s dtudier le m6me cas p ~ 1 qu 'au n ~ prdc~dent, mais 
sous l 'hypoth~se (81) au lieu de (79). Ce changement d'hypoth~se nous 
oblige ~ nous servir non seulement du lemme 7 mais aussi du r~sultat 
suivant  beaucoup plus cach~ dfi s M. Riesz et h Titchmarsh~~ 

Lemme 8. S i  
p ~ l ,  

Ix .  f converge, 
n 

um= a , 

il existe une constante posit ive P ne ddpendant  que de p,  teUe que 

Z l u m f  < P Z [ x n l V  . 
m n 

(107) 

40) E . C .  T i t c h m a r s h ,  R e c i p r o c a l  f o r m u l a e  i n v o l v i n g  s e r i e s  a n d  i n t e g r a l s  
[Math. Zeitschrift, Bd. 25 (1926), p. 321--347]; An i n e q u a l i t y  in t h e  t h e o r y  of 
s e r i e s  [Journal London Math. See., vol. 3 (1928), p. 81--83]. M .  R i e s z ,  Sur  les  fone-  
t i o n s  c o n j u g u 6 e s  [Math. Zeitsehrift, Bd. 27 (1927), p. 218--244]; Sur  les m a x i m a  
des  f o r m e s  b i l i n 6 a i r e s  e t  s u r  les  f o n c t i o n n e l l e s  l i n 6 a i r e s  [Acta Math., 
vol. 49 (1927), p. 465--497]. 
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L'hypothbse (81) n 'es t  autre  chose que le cas q = 0 de (85) et nous nous 
servirons du cas q = 0 de la formule d ' interpolat ion (87), donc de la 
formule (89) 4x). 

Le maximum de [F(x)l dans l ' interval le  (91) est a t te in t  pour une 
certaine valeur x ~ m ~- ~, oh 

-�89 
Nous avons donc, d 'aprgs (89), 

/ . ,= lF(m+~)  I= s in~(m + $) ~ (-- 1)~F(n) 
7t n m ~ - - n  

_ (-1) m s i n z ~ x ( - 1 ) n F ( n  ) 
I -~- n m-n+-----~ -4 

ou encore 

en posant  

en no tan t  

b o =  2 ,  

En notan t  encore 

/m<lu,.l+lvml, 

u.~ = Z (- 1),~ F(n) 
,, m - - n + � 8 9  ' 

( 1 - -  2 ~) sinzt~ ~" ( - -  1)'~F(n) 
vm -~ ~ -  "~ ( m - - n  -t- �89 ( m - - n  + ~)" 

I l  s 'en suit 

[vml < 2  sinze~ [F(n) l 
= I ~ iIF(m) l § x.: , , ~  ( I m - - n l - - � 8 9  ~ 

OU 

Iv,~l < Z b ~ - , , I F ( n ) l  
n 

1 
b , - - ( [ / x l ~ _ _ � 8 9  2 pour # = •  1, •  . . . .  

(-1)msin~e~ X ( �89  

(lo8) 

(109) 

(110) 

(111) 

( - -  1)nF(n) = x .  (112) 

nous voyons que routes les hypotheses des lemmes 7 et 8 sont  remplies. 
Nous coneluons done de (108), (105), (107), (112) que 

X / v  < X 2 v (  [urn ]v~-]v,,] ~) < 2 v ( P +  B Y ) X  IF(n)[~ ,  
7/1 m n 

d'oh, en vertu de (92), l ' indgalitd ddsirde (80). 

,1) L a  c o n d i t i o n  (79) p e r m o t ,  la  c o n d i t i o n  (81) ne  p e r m o t  p a s  d ' i n t r o d u i r e  t m  f a c t e u r  h 
la  m a n i ~ r o  des  f o r m u l e s  (93) e t  (100). Ne  p o u v a n t  p a s  i n t r o d u i r e  u n  te l  f a c t e u r ,  n o u s  n e  
p o u v o n s  61iminer  l ' i n f luence  des  d6r iv6cs  de  •(z) q u ' e n  c h o i s i s s a n t  le ca s  q = 0. 
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40. M o n t r o n s  encore  que  le thdor~me de  Mlle C a r t w r i g h t  dnoncd au  
n ~ 20 es t  u n  cas l imi te  d u  thdor~me  dnonc6 au  n ~ 33 d o n t  nous  v e n o n s  
d ' a c h e v e r  la  d 6 m o n s t r a t i o n .  

Soi t  F(z) u n e  fonc t ion  en t i~re  de  t y p e  exponen t i e l  e t  d e  ero issance  
ca rd ina le  c d o n t  le m o d u l e  p o u r  les va l eu r s  ent i~res  de  z ne  ddpasse  pas  M.  
Chois issons  5 de man i4 r e  que  

c < c ~ < ~  

et  so i t  C ~ la  c o n s t a n t e  qui  co r re spond  ~ c -F ~ c o m m e  C ~ c, a u  sens du  

t h6o r~me  d u n  ~ 33 (voir  d a n s  sa p remi4re  p a r t i e  la  r e m a r q u e  c o n c e r n a n t  
le cas  p > 1). A p p l i q u o n s  ce t hdo r~me  s 

la  p lace  de  

F(z) sin ~ ( z -  x~ c + ( ~ , C  z 
( z - -  Xo) ' 

F(z) ,  c, C 

x 0 ~ t a n t  u n  n o m b r e  rdel a r b i t r a i r e  ma i s  fixe. L ' indga l i t6  (80) d e v i e n t  

1 ~ s in  6 (m - -  xo) F(x) sinS(x-x~ d x < C ' X ~  F(m) ~ " 
_ ~ ~ ( x  - -  x o )  

On e n  t i re ,  e n  cons idd ran t  l ' i n tdgra le  e n t r e  x 0 - -  s e t  x 0 -F s e t  en  u t i l i s a n t  

l ' h y p o t h ~ s e  IF(m)[ __< M 

/ s i n  b ( m - -  Xo)] ~ " 2~(IF(Xo) I--~')~(1--~')"  <CrpM~'v~ \- ~ ( ~ n ~  ! ' 

p > 2, e posi t i f ,  s r pos i t i f  e t  i n f i n i m e n t  p e t i t  avec  s. E x t r a y a n t  la  p-i~me 

r ac ine  e t  f a i s a n t  t e n d r e  d ' a b o r d  p ve r s  l ' inf in i  puis  e vers  zdro, on  o b t i e n t  

IF(xo) I ~ CIM" 

C'es t  le r d s u l t a t  de  Mlle C a r t w r i g h t  e t  n o u s  v o y o n s  qu ' i l  es t  e n  effet  u n  

cas l imi t e  de  n o t r e  thdor~lne .  (La d d m o n s t r a t i o n  que  nous  v e n o n s  d ' e n  
d o n n e r  ne  d o n n e  e f f ec t i vemen t  r i en  de  n o u v e a u  p o u r  le t h d o r ~ m e  con- 
siddrd en soi-m~me si on  l ' a n a l y s e  a t t e n t i v e m e n t ;  elle n ' e s t  q u ' u n  d d t o u r  
en  c o m p a r a i s o n  de  la  d d m o n s t r a t i o n  de  Pf luger  d o n t  elle ut i l ise  les 

r a i s o n n c m e n t s  a u  n ~ 38, en  les e m p r u n t a n t  a u  n ~ 36). 
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Th6orbmes  sur les coeff icients de la s6rie de Fourier  

41. Maintenant  que nous savons comment passer de l ' intdgrale (43) 
la sdrie (44) et de la serie ~ l ' intdgrale, il nous est facile de ddmontrer,  

en rdunissant les deux lignes de raisonnements, le theorbme suivant.  

Pour qu'une /onction entidre F(z) soit de type exponentiel et poss~de les 
deux propridtds suivantes : 

(I) La croissance cardinale de F(z) ne surpasse pas ~, 

(II) ~ IF(x)]~dx existe, pour un certain p > l, 

il ]aut et il su//it qu'il existe une suite in/inie de nombres 

� 9  , ~  a _  m ,  . . . ,  a _  l ,  a o ,  a l~  . . . ~  am~ ... 

ayant la propridt6 que 
X l a m [  ~ 

converge et que F(z) puisse ~tre reprdsent3e par la ]ormule 

_ _  s i n ~ z  "~X'z a,~ F(z) 
;7~ - -  m 

(113) 

(114) 

a) I1 faut passer de la fonction F(z) ~ la suite . . . .  a-l,  ao, al . . . . .  
Admet tons  done que F(z) est enti~re, de type  exponentiel  et qu'elle 
poss~de les propridt~s (I) et  (II). 

Nous ferons usage de l 'artifice simple expliqu6 ~ la fin d u n  ~ 30. Soit 
done m un entier et  2 m > p. La fonetion Y(z) m est, en ver tu de (II), de 
carrd int6grable et, en ver tu de (I), de croissance cardinale g m~t. Nous 
avons done, d 'apr~s le th~or~me de Paley  et de Wiener dont  nous nous 
sommes occup6s dans la premiere pat t ie  

m f f  

F(z) m =  S q~(Y)dZUdY , 

~, , (y)  &an t  de carrd int~grable. L'in~galit6 de Schwarz donne 

m ~  mTr  

]F(re'~)l ~m ~ y ]r y e-2y~si"~Pdy 

C 2  m ~ 2 m . ~  ~ s i n  T - -  e - 2 m T r  r sin 9~ 

2r sin q0 

1 3 9  



C 6rant une constante positive inddpendante de z ----- re ~ .  Nous en 
tirons 1 

[ F ( r e ~ ) j e _ ~ r ~ C e _ ~ r ( l _ s i n ~ ) l l _ _ e - a m  .... in ~.] ~-  m (ll5) 

Le premier facteur du second membre de (115) tend uniform6ment vers 

z6ro et le second facteur est born6 dans 0 g ~ ~ ~ ; le second facteur tend 

uniform6ment vers z6ro et le premier est born6 dans ~ ~ z~ 4 - -  ~ g 2 '  Les trois 

autres quadrants  se ramgnent  au quadrant  0--< S0 --<~ par sym6trie. 

Nous obtenons ainsi 
lim F(rei~)e  - ~  -~ 0 

uniformgment en ~0, c'est-h-dire que F(z) satisfait ~ la condition (81). 

Puis, nous concluons, m6me sans faire intervenir  (I), que la sdrie 

Z IF(m)I r 

converge (voir n ~ 31). L'in~galit6 de HOlder montre ensuite la conver- 

de la s~rie ~ '  ~'~(m) . En  r6sum6, nous avons v6rifi6 les hypotheses gence 

du lemme 6 pour q ---- 0. Donc, F(z) peut 6tre repr~sent~e par la formule 
{89). Si nous posons 

a., : ( - -  1)mF(m) 

dans la formule (89) nous obtenons la relation (114) qui 6tait k d6montrer 
et nous voyons que la s6rie (113) converge. 

b) I1 faut passer de la suite . . . .  a_,, a0, a, . . . .  g la fonction F(z).  
Admettons donc que (113) converge. On en tire, en s 'appuyant  sur l 'in6- 
galit6 de H61der, que la fonctionF(z) d6finie par (114) est enti~re, de type 
exponentiel et qu'elle satisfait, vu l'in6galit6 d6coulant de (114) 

e - x  !a-! IF(+ r) I< . V - c 4 - -  , 

la condition (I) de l'~noncd. Le point principal, ~ savoir que la fonction 
F(z) d6finie par (114) satisfait ~ la condition (II), a d6j~ 6t6 d6montr6 
avec des notatiorm un peu diff~rentes au n ~ 39. 
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42. Le thdorgme ddmontrd au  n ~ prdcddent va  nous pe rme t t r e  de 
construire pour tout p > 2 des/onctions entidres F(z) de type exponentiel et 
de puissance p-idme intdgrable qui ne possddent pas de trans/ormde de 
Fourier42). Prdcisons d ' abo rd  ee que nous entendons  ici par  t ransformde 
de  Fourier .  Nous  disons qu 'une  fonet ion mesurable  F(x) possSde une 
t ransformde de Four ie r  lorsque 

1 o~ 

~ F ( x ) - -  dx (116) - ~ _ ~  F(x)  e-i~xd~ d x = ~  - - i x  
0 --o0 

est  une  fonct ion abso lument  cont inue de y dans  - - o o < y <  c~ et nous 
appelons t ransformde de  Four ie r  de F (x )  une fonct ion dquivalente  ~ la 
ddrivde de cet te  fonct ion abso lument  continuOa).  

Faisons d ' abo rd  une remarque .  Si les constantes  a~ sent  telles que 
~ 1  am I ~ converge,  p > 1, le thdorSme d u n  ~ 41 di t  que la s6rie 

F(z) --  sin__~z ~V a~ 
7~ m z - - m  

est  une  fonct ion  enti~re de t y p e  exponent ie l  de puissance p-i~me intd- 
grable  et  on a une in~galit6 (voir le th~or4me d u n  ~ 33 e t  la ddmons t ra t ion  
du I i  o 39) 

i [ F(x) IVdx < BXI am [ ~ . 
--or 

Par  suite, si on pose 
s i n  ~ z  k am 

F ~ ( z ) - -  ~- ~_~ ~ - -  

on a encore 
j [ F ( x ) - - F k ( x  ) l v d x < B  v ]aml~ . 

- ~  Im[>k 

42) A.  Zygmund a donn6 u n  exemple  d ' u n e  fonct ion  if(x) (non ana ly t ique) ,  de pu issance  
p- i6me in t6grable  (p : ~  2) p o u r  laquelle la fonc t ion  (116) ne  poss6de pas  de d6riv6e p resque  
p a r t o u t  (voir:  T r i g o n o m e t r i c a l  s e r i e s ,  W a r s z a w a - L w o w ,  1935, p.  319, n ~ 3). 
E. C. Titchmarsh a v a i t  dotal6 a u p a r a v a n t  (voir loc. cir. 15), p. 286) l ' exemple  d ' u n e  fonc- 
t ion  enti~re de t ype  exponent ie l  et  de pu issance  p-i~me in t6grable  (p > 2) p o u r  laquelle 
(116) poss6de p a r t o u t ,  s au l  a u  po in t  y = 0, tree d~riv6e ~ (y )  con t inue  et  qui  c e p e n d a n t  

n ' e s t  pas  ab so lumen t  con t inue  parce  que  } I ~5 (y) I dy n 'ex is te  pas.  Dans  le cas, qui  seul nous  
- 1  

int4resse ici, off _F(z) es t  une  fonct ion  enti~re de t ype  exponent ie l  e t  de p-i6me pu issance  
in t6grable ,  la fonc t ion  (116) poss~de tou jou r s  une  d6riv6e hullo en dehors  de l ' in terval lo  
( - - h ' ,  h) - -  vo i r  th~or~me l i b  d u n  ~ 52. No t re  exemple  mon t r e  donc  qu ' i l  exis te  des  
fonc t ions  ent i6res de t y p e  exponent ie l  p o u r  lesquelles (116) n ' a  pas  de d6rlv6e p re sque  
p a r t o u t  dans  ( - -  h r, h). 

4a) Voir  a u  su je t  de cet te  d6finit lon de la t r ans fo rm6e  de Four i e r  la discussion donn~e 
p a r  Hille e t  T a m a r k i n  darts  la no te :  E. HiUe, A .  C. O]]ord and J .  D. Tamarkin,  S o m e  
o b s e r v a t i o n s  o n  t h e  t h e o r y  o f  F o u r i e r  t r a n s f o r m s  [Bul le t in  of the  Amor .  Math .  
See. (1935), p. 427 - -436] .  
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La  suite des fonctions F~(x),  k -~ 1, 2, 3 . . . .  converge donc en moyenne 
d 'ordre  p vers F(x). 

Soit main tenant  p > 2 .  Prenons une suite de constantes 
A ~ , m =  = { = l , = k 2 , . . .  t e l l eque  

I A ~ f  convergee t  ~ [Am[ 2 diverge 
et  posons 

a m --~ 0, si m=/==[=2, 122 ,  ~=23 . . . . .  • 2 r . . . .  

a_~ : a ~  : A , . , r :  1 ,2 ,3 ,  . . .  
La fonction 

F(z)--sin--~Z ~ A~(  ~--1 ~ - z ~ - ~ l  ) 

est une fonction enti4re de type  exponentiel  et de p-i~me puissance 
intdgrable. Or, 

F(x)e-ixu__ 1 ~ e- iXu--1 ~ e-iXu--1 dx -~ Fk(x) dx -k [F(x)-Fk(x)]  . dx.  
_~ - - ~ X  _ - - i x  _~ - -~X 

La dernigre int6grale tend vers z6ro avec k -~ comme le montre  l 'emploi 
de l ' indgalit6 de HOlder et la remarque faite au d6but de c e n  ~ Par  con- 
sdquent, en rempla~ant  F k (x) par  sa ddfinition dans la premiere intdgrale 
du second membre et  en passant  h la limite k -+ co ,  

F(x)e-ix.__U~xl d x =  ~ sin x s {  1 1 ]e - i x y -  1 

---- ~=x--~ArSd~o - ~  ~ [I-sing(x-2~)~ -4 sing(x+2r)]z--~F)]e -*r " 

Su 

=~r~_-i A~ d ~ c ~  u e du . 

Cette expression est donc dgale 

2 ~ : A  n s i n 2 r y  l o r s q u e - - ~ r g y < _ ~ t  

2 x~ A ~ s i n  2 ~ ,_~ 2~ - - 0 ,  lorsque [y[ > z t .  

142 



Elle possdde une ddriv@ nulle lorsque [y] > z. Par  contre, la s~rie 
~l sin 2~y 

~ .  ~ ~ ne pent  avoir, dans l ' intervalle - -  ~ y ~ z, de d6riv6e que 

sur un  ensemble de mesure nulle. C'est une cons6quence des deux propo- 

sitions suivantes de la thdorie des sO'ies de Fourier44): 

a) Soit ] ( x )  une fonction int6grable dans ( - -  z, ~) et 

Xc.e-+'= ~/(x) 
n 

sa s6rie de Fourier. En  tout  point oh / ' ( x )  existe, la sdrie d6riv@ terme 
terme 

. ~  - -  i n c n e - i n x  
n 

est sommable par les moyenncs de Cess d'ordre supdrieur ~ un et sa 
somme par ces moyennes est 6gale h/~(x). 

b) Pour que la sdrie lacunaire 

oo 
X~(a~cosn kx- ] -b  ksin kx) , nk+l ~ >  1, 
k=0 n k  

converge par une moyenne de Ceshro sur un ensemble de mesure positive, 
oo 

il est n@essaire qne .~v (] a~ ]~ + [ b~ 12) converge. 
k=O 

e - i xy  - -  1 
I1 est ainsi ddmontr5 que ~ F ( x )  - - i x  d x  n'est  pas une fonction 

--0o 

absolument continue, puisqu'elle n ' a  pas de dgrivde, presque partout  

dans l ' intervalle ( - -g ,~) .  F ( x )  n 'a  donc pas de transformde de Fourier. 

43. I1 est facile de I)asser du th6or6me d6montr6 a u n  ~ 41 au thdo- 
r6me IV '  6nonc6 a u n  ~ 20. En  exprimant  le terme g6n~ral du second 
membre de (114), lorsque m 5 0 ,  ~ l 'aide de 

sin :~z- z !~[(-- ~m)'~ ~] 
z - - m  2 e - i m t - -  e i z t d t  ' (117) 

et en permutant  la sommation et l ' int6gration (la s6rie converge 
uniform6ment en vertu de (113)), nous obtenons 

44) Voir,  p a r  cxemple ,  A .  Z y g m u n d ,  loc. cir. 4~), p. 55 e t  p. 119- -122 .  
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a 9v 
sin~rz , z [  , ( - -1 )ma  m ~- ~ , - m f e ~ z t d t ]  - | ~" j e - i m t  e i z t  d t - -  F( z )  -~ a o ~ -  ~- 2 [ "~  m . . . .  m ~_~ _l 

c'est-s 

en posant 

Remarquons que 

: _ ~  i a ~  X [ -  v,a,~2m+~.,~,(--1)ma~e_imt|le~ztdt~ J ' 

F ( z )  : ~ [T(~r) + z ( T ( t ) - - T ( 2 r ) ) ] e i z t d t ,  
- -  "ff 

~ ( t )  : a o ~ 1  am + ~ ,  ( - -1 )marne_ i ra  t 
2 m 2-m 2 m  " 

a o  ~(=) = ~ ( - - ~ )  = - 2 -  �9 

(118) 

(119) 

Pour assurer la concordance des notations (46) et (119) de la s~rie de 
Fourier de W(t), il faut avoir 

ao v1 am (--1)mare s i m  :~ 0 .  (120) 
Co-- 2 ~ 2m ' c ~ - -  2m 

La convergence de la s~rie (47) revient donc s celle de (113). La transfor- 
mation facile qui, moyennant la ddfinition (119), m~ne de (114) ~ (118) 
&ant  rdversible, nous avons ramend le th6or~me IV / dnoncd au n ~ 20, cas 
particulier n ~ 1 du thdor~me IV dont il sera question a u n  ~ 49, s la 
proposition ddmontr6e a u n  ~ 41. 

44. Nous n 'avons utilis~ qu'une partie des relations que nous avons 
trouvdes entre la sdric (44) et l'int6grale (43) pour d4montrer le th6o- 
r~me IV/. Ces relations peuvent encore &re utilisdes pour relier certaines 
propri&~s de la sdrie de Fourier ~5) 

~ .  cme - imx  ~-~ / ( x )  (121) 

d 'une fonction int~grable / ( x ) ,  d~finie dans - -v r  _~ x _~ Jr, ~ la trans- 
formde de Fourier 

F(z )  : ~ / ( t )e~ztdt  (122) 
--Tf 

de la m~me fonction. 

45) L e s  c n d e  c e  n ~ n ' o n t  r i e n  ~ f a i r e  a v e e  l e s  c n d u  n ~ p r 6 c 6 d e n t .  
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On observe  d ' a b o r d  que  

c,~ = ~ ~ /(t)e~midt --  F(m)  (123) 
_~ 2~ 

Pu i s  on  cons t a t e  f ac i l emen t  que  F(z) ,  ddfinie p a r  (122), es t  une  fonc t ion  
en t i~re  de t y p e  exponen t i e l  s a t i s f a i s an t  ~ (81). Enf in ,  en  a p p l i q u a n t  les 
r g su l t a t s  formulds  a u x  n ~ 31 e t  33 s la fonc t ion  (122) e t  a u x  c o n s t a n t e s  

(123), on  o b t i e n t  des  indffalitds entre lea coe//icients de Fourier c,~ et la 
trans/ormde de Fourier F(z) de la m~me /onction / (x):  

S i p  > 0, on a 
o o  

Xfc~,~f  < A ~ IF(x ) [~dx  (124) 

et si p > l,  on a 

j IF(x) I~dx  < B Z ]  c,,l ~ (125) 

A e t  B dtant des constantes qui ne dgpendent que de p. L'indgalitd (125) cesse 
d'etre gdn~ralement valable pour 0 ~ p <= 1. Par  contre, elle subsiste encore 
pour ces valeurs de p pour les /onctions particuli~res / (x)  qui sont nulles dans 
les deux intervalles 

la constante B d@end alors non seulement de p mais encore de ~. 

2 s in  ~ z 
L ' e x e m p l e  s imple  / (x)  = l, F(z) --  - -  fa i t  vo i r  que  l ' indgal i td  

Z 

(125) n ' e s t  pas,  en  gdndra],  v ra ie  lo r sque  0 < p g 1. 

Le  cas pa r t i cu l i e r  p ~ 1 de ce t hdo rbme  a 6t6 d o n n d  e s sen t i e l l emen t  
p a r  Wiener4~). D a n s  le cas  pa r t i cu l i e r  p ~ 2 l ' indgal i td  p e u t  ~tre r em-  

plae6e  p a r  une  6galit6, c o m m e  nous  l ' avons  vu  au  n ~ 24. 

Extension des r~sultats aux fonetions de plusieurs variables 

45. C o m m e  nous  l ' a v o n s  observ6  a u  n ~ 22, l ' e x t e n s i o n  au  cas des  fonc-  
t i ons  de  n va r i ab l e s  des  rdsu l t a t s  o b t e n u s  p o u r  les fonc t ions  d ' u n e  v a r i a b l e  

n e  se fera  pa s  en  6 t e n d a n t  a u  c a s n  > 1 les m d t h o d e s  de  d d m o n s t r a t i o n  
employdes  d a n s  le eas n = 1, ma i s  en  u t i l i s a n t  (~en bloc~) les rdsu l t a t s  

o b t e n u s  d a n s  ce cas pa r t i cu l i e r  e t  en  les gdn~ra l i san t  p a r  i n d u c t i o n  com- 
p l g t e d e n ~ n +  1. 

*s) Voir  loc. cir. ~).  
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Un examen  a t t e n t i f  des procddds employds aux  n ~ 27- -32  pour con- 
clure de l ' intdgrale  ~ la sdrie mont re  que les rdsul ta ts  reposent  essentielle- 
men t  d 'une  p a r t  sur l ' indgalitd (59) et  d ' au t r e  pa r t  sur les lemmes 4 
(n ~ 30) et  5 (n ~ 32). Or, l ' in~galit~ de H a r d y  qui est ~ la base de ces 
lemmes s 'dtend i m m 6 d i a t e m e n t  au c a s n  > 1 par  appl ica t ion rdp6t@ du 
c a s n  ~ 1. Les 6noncds et  les ddmonst ra t ions  des lemmes 4 e t  5 se traIm- 
posent,  pa r  suite,  sans difficultd au c a s n  > 1 e t  nous ne nous y arr6terons 
pas. I1 suffit donc,  pour  ob ten i r  les gdn~ralisations des thdor6mes des 
n ~ 2 7 - - 3 2 ,  de d6mont re r  la proposi t ion su ivan te  dont  (59) est le cas 
part iculier .  

S i p  est un nombre positi/ et F(z l ,  z2, . . . ,  Zn) une /onction entidre de type 
exponentiel, on a pour toutes les valeurs rdelles de Yl,  Y2 . . . .  , y~, l'indgalitd 

S ~ " _ ~ ' ~ l F ( x l ~ - i Y ~  , x 2 + i Y 2  . . . . .  x+~+iy,~)fPdxidx2 . . .  dx~ (126) 

- - o o  

o~ c d~signe la croissance cardinale de F .  

I l  ne nous pa ra i t  pas facile d '~ tendre  au eas n > 1 les lemmes  1 - -3  du 
n ~ 28 e t  la m~thode  employ@ pour  dgmont re r  (59). La  ddmons t ra t ion  
peut  se faire, pa r  contre, pa r  induc t ion  comple te  si on y remp]ace  les 
roots (~croissance cardinale~) par  les roots <~eroissance globale~>. Nous  
ne ddmont re rons  l '~nonc5 ci-dessus qu ' avee  ce changement .  Mais comme  
ce ehangement  n ' a p p o r t e  aucune modif ica t ion  dans  la ddmons t ra t ion  des 
thdor~mes du n ~ 46 et  par  consequent  aueune modif icat ion non  plus darts 
la ddmons t ra t ion  que nous donnons  au  n ~ 51 de l 'dgalitd des croissances 
cardinale  et  g lobale  (car ee t t e  derni~re d~mons t ra t ion  repose un iquemen t  
sur les thdor~mes du n ~ 46 et  sur les thdor~mes I e t  I I  de  la premiere  
part ie) ,  il sera ldgit ime d ' i n t rodu i re  apr~s coup la croissance eardinale  
dans l 'dnone~ ci-dessus. C 'es t  ee que nous avons  fair par anticipation. 

La dgmons t ra t ion  de (126) oh c ddsigne done  p rov iso i rement  la erois- 
sance globale de F peut  se faire, comme  nous l ' avons  dit ,  pa r  induc t ion  
complete .  Le pr incipe  du r a i sonnemen t  sera suf f i samment  mis  en lumi~re 
si nous nous bornons,  pour plus de simplieitS, ~ l e  donner  pour  n ~- 2. 

Nous  considdrons donc une  fonet iou enti4re de deux  var iables  F(z~, z~) 
de t y p e  exponent ie l  et nous  nous bornons n~ture l lement  au cas oh 
l ' in tdgrale  double  

- - r 1 6 2  

converge.  Le th~or~me de Fub in i  nous  dit  alors que l ' ensemble  E~ des 
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valeurs rdelles x2 pour lesquelles l ' intdgrale j" IF(x1, x2) ]Vdxl converge a 
- - c o  

pour compldmentaire un ensemble lindaire de mesure nulle et que 

- - a r  - - o r  - - ~  

Prenons pour x 2 une va]eur arbitraire fixe appartenant ~ E z . La fonction 

F(z, x2) est alors une fonction enti6re de type exponentiel; sa croissance 

globale est 6videmment infdrieure ou dgale ~ la croissance g]obale c de 

F(z,, z2). F(z, x2) est, de plus, ~ cause du choix de x~, de puissance 
p-i4me intdgrable. Cette fonction satisfait  donc h toutes les conditions 
requises pour la validitd de (59). Donc, quelle que soit la valeur r6elle Yl, 

[F(x l§  x~)l~dxl < eV~ly, l ~ IF(xx, x2)]Vdx, 
- - a r  - - ~  

en tout  point  x2 de E2, c'est-~-dire presque partout .  Les deux membres de 
l ' indgalitd 6tant  des fonctions positives mesurables de x2, le second 
membre dtant, de plus, une fonction intdgrable de x~, il en est de mfime du 
premier et par  intdgration 

- - o r  - - ~  - - c r  - - ~  

Une nouvelle applicat ion du thdorbme de Fubini  permet  de permuter  
l 'ordre des intdgrations dans le premier membre, de remplacer l ' intdgrale 
it6rde du second membre par  une intdgrale double, d 'oh  

puis de conclure que l 'ensemble des valeurs rdelles xi pour lesquelles 
pour y~ arbitraire,  mais fixe, 

S I F(xl + i Yl, x2) I~dx~ 
- - r 1 6 2  

converge, a u n  compldmcntaire de mesure nulle. Ddsignons par  E~(y,) 
cet ensemble qui, en gdndral, peut  ddpcndre de la valeur  choisie pour y~. 
Si x 1 est une valeur arbi t raire  appar tcnan t  s E l(y~), mais fixe, la fonction 
F(x 1 § i yl, z) de la variable z e s t  de nouveau une fonction entibre de z, 
de type  exponentiel  et  de p-ibme puissance intdgrable. Sa croissanec 
globale ne ddpassant  pas c, une nouvelle applicat ion de (59) conduit  s 
l ' in6galit6 
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valable  pour  route  va leur  rdelle y~ et route  va leur  x~ a p p a r t e n a n t  h 
l ' ensemble  E~(yl). Le second membre  de l ' in~galit~ est, lorsque Yl et Y2 
sont  des valeurs  arbi t ra i res  fixes, une  fonct ion posit ive de xl ,  int6grable 
dans  ( - - co ,  oo). Pa r  suite, en  r~p~tant  u n  r a i sonnemen t  ddj~ fair, on 
eonelut,  puisque le compl~mentai re  de E~ (Yl) est de mesure nulle,  que 

dXl ~ I F ( X l + i y l  ' x2+iy2)]Pdx2~_e pc'y2' ~ dXl S ] -F(x l+ iy l ,  x2)]pax 2 
_so --as --oo -- oo 

F ( x ~ + i y ~ ,  x~ + i y ~ )  est pa r  suite de puissance p-i~me intdgrable et 

I F(x~+iy~, x~+iy2)['dx~dx2 <= e ~ ~(l~l+l~l)~ ~ IF(x~, x2)l'dXldX~)P dx~dx2. 

46. L' in~gali t6 (126) m a i n t e n a n t  d~montr~e,  l ' ex tens ion au cas n >  1 
des r~sul tats  des n ~ 27- -32  ne pr~sente aueune  diffieult~ et, a b a n d o n n a n t  
ce soin au  lecteur,  nous nous  bornerons  s formuler  les th6or6mes g~n~raux 
que l ' on  obt ient .  

Soit F(zl  , z~ . . . .  , z~) une /onction enti&e de type exponentiel et de p-i~me 
puissance intggrable (c' est-&-dire que pour un certain p ~ 0 l'intdgrale 

S S  S I~(x, ,  x~ . . . . .  x,) I~d~dx, . . d x o  

converge). Alors, 

1. F ( x l ,  x2 . . . . .  xn) tend vers zdro avec (x~ + x~ + . . . +  x~) - I  pour 
x l  , x~ . . . .  , x ,  r(els. F est donc aussi de puissance q-i~me intdgrable si q > p. 

2. d ddsignant un nombre positi/ arbitraire et (x(~) , x(~ ) . . . . .  x(~)), 
~u : 1, 2, 3, . . . ,  une suite i l l imit& de points de l' espace r&l ~ n dimensions, 
telle que 

( x ( ~ '  - -  x(;~)~ + (x(~) - -  x(;))~ + . . .  + (z(~) - -  x(~)~ >= d 2 

pour i~ :/= r, la s&ie 

I f ( ~ l ~ ' ,  ~ ( ' ) ,  . . . ,  z ~ ) )  I ~ 
converge. ~= ~ 

, (~ = l,  2 . . . . .  n) sont aussi des /onetions 3. Les d&ivdes enti&es 

de type exponentiel et de p-i~me puissance intggrableaT). 

47) Nous  ver rons  a u  nO 53 que  sous los hypo th6ses  fai tes  sur  F ( z l ,  z 2 . . . . . .  zn) les 
d6riv6es part iel los de  F o n t  la m6me fonc t ion  h(~) que  z~ et,  p a r  eons6quent ,  la  m6me 
croissanco ca rd ina le  que  F .  
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47. m~, m z , . . . ,  m .  ddsigneront  toujours ,  dans  la suite,  des  nombres  
entiers et  

une abr6via t ion  pour  

X ' ' ' - -  
ml = -- oo m2= -- oo ~ =  -- oo 

Lorsque  nous dirons d 'une  cons tante  A, B , . . .  qui  figure dans une  
in6galitd re la t ive  s une  fonct ion entiSre F (z~, z2, . . . ,  z,) de type  exponen-  
tiel, de  croissance eardinale  c e t  de p-i~me puissance intdgruble,  qu 'e l le  
ne d6pend que  de p et  de c (ou de c), cela voudra  dire que dans  
l ' in6galit6 en ques t ion  la m~me va leur  A, B . . . .  conviendra  pour  tou tes  
les fonct ions F qui  on t  la  m~me va leur  de p e t  de c (ou pour  routes  les 
fonet ions qui on t  la m6me va leur  de c). 

Les r6sul tats  g6n6raux analogues ~ eeux des  n ~ 27- -39  se r6sument  
dans le th6or4me:  

Thbori~me I I I :  Soit p u n  hombre positi] et F(z l ,  z 2 . . . . .  z,) une /one- 
tion enti~re de type exponentiel. Soit c la croissance cardinale de F .  

1. I1 existe une constante A ,  qui ne ddpend que de p e t  de c, telle que 
o o  

V . . .  ~ [F(ml,  m 2 . . . . .  ran) ]~ < A n S f  ... SIF(Xl, x 2 . . . . .  xn)l~ dxidx2.  . .dxn" 
. . . . . . .  - ~ (127) 

2. S i c  < zt, il existe une constante B,  qui ne d~pend que de pe t  de e, telle que 

~ ~"" ~tF(xa,  x2 . . . . .  x,)]~dxldX2.. ,  dx~, < B n . ~  ~ . ' " !  [ F(ma,  m~ . . . . .  m . )  I ~. 

. . . .  ra . . . .  (128) 

Lorsque p > 1, on peut prendre B = C pole C est une constante ne ddpendant 
que de c. 

3. S i  p > 1 et si F(z~, z~ . . . . .  z,) satisfait aux  n conditions 

l im F ( x l ,  x 2 . . . . .  X~_l, z, x~+ 1 . . . . .  x, )e  -~'l~l = 0 (129) 
l z ] - ~  ( v = l , 2  . . . . .  n) 

oit x l ,  x2 . . . .  , xv_l, x~+ 1 . . . .  , x ,  sont des valeurs rdelles arbitraires, l'indga-. 
litg (128) reste valable avec une eonstante B qui ne d@end que de paS). 

48) De la convergence de l'int~grale n.uple 

- - r  

le thdor~me de Fubini permet seulement de conchtre que l'int~grale k-uple il ~ k < n) 
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Pr6cisons encore le sens de (129). Cet te  condi t ion  v e u t  dire  qu '4 tan t  
donn4 des va leurs  r4ellcs arbi t ra i res  x 1 . . . .  , xv_l, x v + l , . . . ,  x~, il cor- 
respond ~ tou t  h o m b r e  posi t i f  r a rb i t r a i r emen t  pe t i t  un  hombre  posi t i f  
M ~ M ( e ;  xl  . . . . .  xv_l, x,+ I . . . . .  x~,) te l  que  

IF(x1, x2 . . . . .  X~r-1, Z, Xv+ 1 . . . . .  X n ) ] e  - ' ~ l z ]  < E 

pour  route  va leur  de  la var iab le  complexe  z de module  Izl > M.  
La  premigre  par t ie  du th4or6me I I I  est une  consdquence de  la gdndra- 

l isat ion donn6e au n ~ prdcddent des r4sultats  des n ~ 27--32,  plus par t i -  
cul ibrement  de l ' in4gali t4 (77) qui  e n e s t  l e c a s  n = 1. Sa ddmons t ra t ion  
pou t  se faire d i r ec t emen t  pa r  induc t ion  complete  ~ par t i r  de (77). C'est  
d 'a i l leurs  une  spdcialisation du  poin t  2 du thgor~me du n ~ 46 et si nous 
l ' avons  formulde duns le th4or6me I I I ,  c 'est  pour  mieux  m e t t r e  en rel ief  
l ' indgali t6 inverse  (128). 

i c i  encore,  la ddmons t ra t ion  de la seconde et  de la troisi~me par t ie  du 
th4or~me III proc~dera  par  induc t ion  comple te  et nous nous bornerons  s 
4tablir  le passage de n = 1 ~ n = 2. Nous  adme t tons  done que les propo-  
sit ions I I I  2 et  I I I  3 sent  vraies  dans ]e cas n = 1 ct  nous consid4rons une 
fonct ion  enti4re de  t y p e  exponent ie l  F(zl, z~), de croissance cardinale  
c < ~ dans  le cas I I I  2 ou v4rif iant  (129) duns l e c a s  I I I  3. On aura  donc,  

pa r  bypoth~se,  duns l e c a s  I I I  2 

M a x  lira r -1 log IF(c% • i r, ~2) ] < ~, Max  l im r -1 log IF(a1, a~ =1= i r)] < ~ .  
(~) r-~o (~) r + ~  

e t  dans  le cas I i I  3 

lim F(x  1,z) e - €  l im F ( z , x ~ ) e - ~ l ~ l ~ o .  

; ~ I F ( X l  , x 2 X n ) P d x  L. . . d x  k (b) 

c o n v e r g e  p r e s q u e  p a r t o u t  d a n s  l ' e space  (n - -  It) - d imens ionne l  r(~el des  po in t s  
( x k + , ,  x k + s ,  . . .  , Xn). I1 c o n v i e n t  donc  de  n o t e r  la  cons4quenco  s u i v a n t e  d u  th4or~mo 
I I I  : L ' i n t d g r a l e  (b) converg~  p a r t o u t ,  c ' e s t . c b d i r e  que l l e s  que  so ien t  los v a l e u r s  rdel les  ou  

c o m p l e x e s  d e  x k +  1,  X k +  s ,  �9 �9 �9 , Xn �9 
Lo cas  des  xK c o m p l e x e s  se r a m ~ n e  a u  cas  des  xK r4els en  v e r t u  do l ' in~gal i t6  (126). 

Co d e r n i e r  cas  se r a m ~ n e  i m m 4 d i a t e m c n t  e n  cons id~ran t  la  fonc t ion  de  z 1, z~,  . . . ,  z n 

ot~ x ~ + , ,  x t . + s , . . .  , X n  s e n t  des  v a l e u r s  a r b i t r a i r e s  fixes, a u  cas  p lu s  pa r t i cu l i e r  oh  
xk+* . . . . .  x n =  0 e t  ot~ la  c ro i s sance  ca rd ina l e  de  F es t  inf4r ieure  ~ z .  Mais,  clans ce 
eas  pa r t i cu l i e r ,  la  c o n v e r g e n c e  de  (a) e n t r a l n e  la  c o n v e r g e n c e  de  la  s4rie n -up le  
F, E . . .  ~ t F ( m l ,  m ~ ,  . . .  , ran) ]~, e n  v e r t u  de  la  p r e m i e r e  p a r t i e  d u  t h 6 o r b m e  I I I  e t  p a r  

eons4quen$  cello de  la  s4rle k -up le  E E . . . Z ] . F ( m ~ ,  m s . . . . .  m k , O , O  . . . .  , 0 )  l~. E t  
~1 m~ mk  

d ' a u t r e  par~,  e n  v e r t u  d e  la  d o u x i b m o  p a r t i e  du  th6or6mo I I I  appliqu@e ~ la  fone t i on  de  
k v a r i a b l e s  E ( z ~ ,  z s . . . . .  z k ,  0, 0, . . . ,  0 ) ,  on  conc lu t  l ' ex i s t eneo  de  l ' i n t6gra le  (b). 
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Nous admettons encore que pour un certain p :> 0 ou, selon le cas, pour 
un certain p ~ 1, la s~rie 

Z Z IF(m1, m~) 1 ~ converge. 
7~ l m ~  

m 1 d4signant un entier arbitraire fixe, F(ml, z) est une fonction enti~re 
de type exponcntiel de la variable z. Sa croissance cardinale est au plus 
dgale h c, donc infdrieure ~ z darts lecas I i I  2. Dans le cas I I I  3 on a 
lim F(m D z) e -~1 zl = 0. La convergence de la sdrie double ci-dessus 

rzl§  
entralne celle de la sdrie 2: ]_F(ml, m2) I ~. Toutes les conditions requises 

m 2  

pour appliquer s la fonction F(ml, z) l'in6galit6 (80) dtant remplics, il 
existe une constante B telle que 

IF(m,, x2) [" dx2 < B Z I F(m~, m2)]'. (130) 
- - r  m 2 

Darts le cas I I I 2  B ne ddpend que de p et de ce t  si p ~ l  est de la forme 
B = C ~ oh C n e  ddpend que de c [nous utilisons ici la propridt~ dvidente 
qu 'une valour de B qui dans (80) convient ~ routes los fonctions F dc 
croissance cardinale c convient encore, pour la m~me valour de p, aux 
fonctions de croissance cardinale infdrieure ~ c]. Dans le cas I I I  3 B ne 
d@end que de p. 

De l'indgalit5 (130) ddcoule, en faisant parcourir '~ m 1 toutes les valeurs 
enti~res, 

c~ 

Z ~ I F(m~, x2)l~dx2 < BX-- ~ Z [F(m~, m2)l ~. (131) 
m 1 -- co m 1 m 2 

Un thdor~me bien connu de Lebesgue et de B. Levi sur l ' int~gration des 
s~ries ~ termes positifs permet de conclure, puisque le premier mcmbre 
de (131) est une s6rie convergente, que la sdrie 2: I F(m~, x2)l pest prcsque 
partout  convergente et que ~ 

~V I_F(ml, x2) t,dx 2--- ~, S I_F(~I, x2),~dx2. 

Appelons E~ 1'ensemble des points de convergence de la s4rie 27] F(ml, x2)l ~. 

La fonction de z, F(z, x2), v~rifie encore, lorsque x~ appartient ~ E~, 
routes los conditions requises pour l'emploi de l'in~galitd (80). Par suite, 

[ F(x~, x2)["dx~ < B Z  ]F(m~, x,,) [~ 

en tout  point x~ de E~, donc presque partout, et avec la m~me constante 
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B que plus haut .  Le  second membre  de ce t te  in6galitd en t re  fonct ions 
posi t ives de x2 est in t6grable  duns ( - -  0% oo) ; il e n e s t  donc de  m6me du 
premier  m e m b r e  et  l ' in t6gra t ion  par  r appor t  ~ x 2 donne  

d x 2 ~ l ~ ( Z l ,  X 2 ) l ~ d x l < Z ~  Z l ~ ( m l ,  x2)[Pdx2 

< B 2 Z Z [F(ml,  m~)] p �9 
m l  m2 

F(Zl, z2) est  pa r  sui te  de p-i4me puissance int~grable  et  l ' in~galitd (128) 
est  d~montr~e duns le c a s n  = 2. 

Une  induc t ion  comple te  qui  proc~de comme celle que nous venous  de 
donner ,  mais  qui  est  encore plus  simple, condui t  ~ la gdngralisation au cas 
n > 1 du thgor~me de  Mlle Car twr igh t  cit6 au  n ~ 20 et  don t  nous avons  
donnd une  ddmons t ra t ion  au n ~ 40. 

Soit F(z~ , z2, . . . ,  z~) une /onction enti~re de type exponentiel, de croissance 
cardinale in/~rieure 5 7~. S i  F est bornge sur l'ensemble des points 
(m~, ms . . . .  , ran) ~ coordonndes enti~res elle est bornde dana tout l'espace 

rgel (x 1, x2 . . . . .  Xn). 

48. Le thdor~me d o n t  la proposi t ion  d u n  ~ 41 est le cas par t icul ie r  peut  
s '6nonccr  comme  sui t  : 

Pour  qu'une /onctiou enti~re F(Zl,  z~ . . . .  , z~) soit de type exponentiel et 
possdde lea propridtds suivantes : 

(I) La  croissance cardinale de F est ~ ~ , 

( I I )  Pour  un certain p > 1 

~.  . . ~ I F(x~, x~ . . . . .  xn)l~dx~dz2 ...  dx~ converge, 
~ oo 

il ]aut et il suHit  qu'il existe une suite n-uple de nombres 

amlmi...mn , m y = O ,  • 1, : t : 2 , . . .  

ayant  la propridt~ que 

~ ,  ~ ,  " "  • l am . . . . . . . .  ]P converge, 
ml m2 mn 

et que F(z  1 , z~ . . . . .  z , )  puisse ~tre reprdsentde par la sdrie 

F(ZlZ2,...,z~) sin •zl sin zz~ sin ~ z n ~  v . . .  a . . . . . . . .  ,m 
~ ~ m~ m, m,(zl-ml)(z~-m2). . .(z~-m,,  ) (132) 
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Notre  ddmons t ra t ion  p a r  induc t ion  complete st  bornera  ici encore 
l 'd tude du c a s n  ~ 2.. 

a) Pour  ddmont re r  que les condit ions (I) et (II) sont  suffisantes nous  
noterons,  en  premier  lien, qu'fl  en ddcoule d 'apr~s le thdor~me I [ I  1 la 
convergence de la sdrie double 2: XIF(ml,  m2)[ ~. On mont re  en effet comme 

m l  m 2  

au n ~ 41, sous a), en  fa isant  usage de la conclusion 1 du thdor~me du 
n ~ 46, que les condit ions (I) et (II)  en t r a inen t  les relat ions (129). Le 
second membre  de (132), oh nous prenons  n : 2, est  par  suite une  sdrie 
abso lument  et un i fo rmdment  convergente  de zl, z2 dans  tou t  domaine  
bornd de l 'espace complexe (zl, z2), comme on le voi t  cn  se se rvant  de 
l ' indgalitd de HOlder; il reprdsente donc une  fonct ion enti~re de zl, z 2. 

oo 

Appelons E~ l 'ensemble  des valeurs  de x 2 pour  lesquelles S [ F (x l ,  x2)[~dxl 

converge. Son compldmentaire  est de mesure nul le  en ver tu  de (II). 
Lorsque x2 est une  valeur  arbi t ra i re  fixe de l 'ensemble  E2, la fonct ion de 
z, F(z ,  x~), est une fonct ion enti~re de type  exponent ie l  qui satisfait aux 
condit ions (~) et (II)  du  c a s n  : 1. Elle  est, par  consdqucnt,  reprdsentable  
dans  tou t  le p lan  de la var iable  complexe z par  la formule 

sin ~z F(ml,  x~) 
F(z ,x~)- -  X ( - -  1 ) ~  - -  (133) 

ml Z--i~l 

De plus, en ve r tu  du  thdor6me I I I  1, il existe une  cons tan te  A (indd- 
pendan te  de xs) telle quc, en  tou t  po in t  x2 de E2, 

~, IF(m1, x2)I ~ < A ~ ]F(xl, xs)[Vdx I . 
m I - -  oo 

Le compldmentaire  de E~ d tan t  de mesure nul le  et le second membre  de 
l ' intdgrale  ci-dcssus d tan t  intdgrable en x 2 dans  ( - - o %  c~), on conclut  
encore que 

~.,~ [F(m,, xz) l~' dx2 < A I S [ F(Xl, X2) l" dxl dx2 �9 
- - c ~  m l  - - o a  

Par  suite, ~ IF(m1, x~)i~dx2 converge pour  route  va leur  enti~re de m 1. La 
- - o o  

fonct ion F(m~, z) satisfait  donc, elle aussi, k toutes  les condi t ions  du 
thdor~mc du  n ~ 41 et  par  consdquent  

F(ml ,  z) --  s i n z z x +  1~ m F(ml ,m~)  (134) 
m ~  k - -  ] 2 Z - -  m s 
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On peut d6duire des ddveloppements (133) et (134) obtenus pour 
.F(z, x~) et pour F(m I , z), en tenant  compte de la convergence ~bsolue des 
s6ries consid~r~es, 

F(zl ,  x2) --  sin--zzl sin ~x~ ~v ~ ( ~  l)m~ + ~ F ( m l ' m 2 )  
~ ,~ % ( z~- -mO (x~--m~) 

Cette formule n'est,  pour l ' instant ,  6tablie que pour z~ complexe arbitraire 
et pour x~ rdel appar tenant  h l 'ensemblc E 2. Mais E~ est partout  dense 
puisque son compldmentaire est de mesure nulle. Or, .F(zl, z2) est une 
fonction entiSre de z2 ainsi que 

s i n ~ z l  sin~rz2 Z Z (--1) '~l+m~F(ml'  m2) 

(h cause de la convergence de la sdrie X X IF(ml,  m2)]~). L'~galitd 
m l  m2 

de ces fonctions sur un ensemble par tout  dense de valcurs rdelles de z 2 
entra~ne leur ~galitd pour routes les valeurs complexes de z2. I1 suffit 
main tenant  de prendre a . . . .  = ( - - l )  ~+~2  F(ml,  m2) pour achever la 
ddmonstration de la suffisance. 

b) D~montrons main tenant  que les conditions (I) et (II) sont n~ces- 
saires. Nous supposons done que la s4rie X S  l a m ~  [~, (p > 1), converge 

m l  m2 

et quc F(z~, z~) est d~finie par la s~rie (132) pour n ~ 2. On en tire, par 
l'indgalit6 de HOlder, que F est une fonction enti~re de type exponentiel, 
de croissance cardinale infdrieure ou ~gale ~ z et que 

~ ( m ~ ,  m s )  = ( - -  1 ) ~ 1 + . ~  a . . . . .  . 

I1 reste ~ montrer  que l 'intdgrale f ~  I F(xi ,  x2)[Vdxldx2 converge. 

On considbre h cet effet la fonction de z, F(ml,  z). Comme c'est une 
fonction entibre de type exponentiel qui vdrifie les conditions du thdo- 
rgme I I I  3 pour n ~ 1, il existe une constante B telle que 

I F(ml,  x2) [~'dx2 < B ~__, [ F(ml, ms)[ ~. 
- - r  m 2 

Donc, 
.~ ,~ l F(ml,  x2) IPdx~ < B .~ x~ IF(m1, ms)1~'. 
~iI 1 - -  oo  ~tl 1 m 2 

De la convergence de la s~rie premier membre rdsulte que 27 IF ( re .  x~)l ~ 
m l  

est une fonction intdgrable de xz et que 
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j ~ IF(m1, x~) [Vdx2 = ~.: j [F(m 1, xz) lvdx2 . 

La s6rie X [ F ( m l ,  x2)l ~ converge par  consequent  sur un ensemble E 2 don t  
ml  

le compl~menta i re  est  de mesure  nulle. S i x  2 appar t i en t  h E 2 la fonct ion  
de z, F(z, x2), sat isfai t  encore aux  condit ions du c a s n  = 1 du th6o-  
r~me I I I  3. Donc, pour  route  va leu r  de x2 appa r t enan t  s E~, c 'est-~-dire 
presque par tou t ,  

--  ao m 1 

Le second membre  6rant,  comme nous l ' avons  vu,  une ibnct ion  int6grable 
de x~, une  nouvel le  in tdgrat ion donne  

ov 

S]F(x~ ,  x~)}~dx, dx~ < B ~ Z  Z ]F(m~, ms)i ~, 

C. q. f . d .  

49. I1 suffit ma in ten~n t  de se servir  de la formule  (117) et  de proe6der 
comme  au n ~ 43 pour  expr imer  F(z~, z~, . . . ,  zn) p~r une int6grale  d6finie 
et  obtenir  le th6or~me. 

Thbor~me IV:  Pour qu' une ]onction enti~re F(z~ , z~ . . . .  , z~) soit de 
type exponentiel et poss~de les deux propridtds suivantes : 

(I) La croissance cardinale de F est <= ~ , 

(II)  L'int~grale S SIF(xl ,  x~ . . . . .  x~)l~dxldx~ .. .  dx~ converge pour 

un  certain p ~ 1 , 

il /aut et il su[/it qu' elle puisse ~tre repr~sentde par la /ormule 

.:.l F ( Z  1 , Z 2 . . . .  , ~ , ) =  j~ j~ e ' (Z l t l -~Z2t2 -~- ' "~ -gn t~ t )  ( ~ ( ~ , ~ , , , , , : ~ ) ( 1 - Z l ) ( 1 - Z 2 )  * ~ �9 ( 1 - ~ t )  

--Tr 

- ~  X ~ ( t l ,  T/: . . . . .  2 ~ ) Z 1 ( 1  - -  Z2) . . .  ( 1  - -  Zn) 

-]- v~. W(t l ,  t~ ,~ ,  . . .  ,~) z l z~ (1 - - z3 ) .  . . ( 1 - - z ~ )  (135) 

+ ~(t l ,  t~ . . . . .  t,~)zlz 2 . . .  z~ }dtldt~ . . .  dr, , 

o~t ~J(t~, t2 . . . .  , t ,)  est une /onction continue de (tl, t2 . . . . .  t,), de pdriode 2~  
relativement d ehacune des variables t~, t2, . . . ,  t,, dont la sgrie de Fourier 
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�9 �9 e - i  ( m l  ~1 + m~ts + " "  + mn tn) ~( t~ , t2 ,  . , t ~ ) ~ ,  ~ , . . . ~ c  . . . . . . .  ~,~ 
m l  ms mn  

poss~de la propridtd particuli~re que 

�9 ]P converge X "  . v~.~]m~m~.. .m~c~ . . . . . .  . 

(avec la convention que, lorsqu'un ou plusieurs des indices m~, m2 , . . . ,  m ,  
sont nuls, il faut  remplacer  dans le terme correspondant Imlm2 . . .  m,, 
c . . . .  , ... ~nl p de la derni~re sgrie le facteur nul [mi?n 2 �9 m~l ~ pa r  le 
produi t  des valeurs absolues des termes non nuls de la suite 
~ , m ~  . . . . .  m~).  

Lc symbole 27 placd devant  les expressions qui figurent dams la formule 
(135) signifie qu' i l  faut faire la somme de t ous l e s  termes que l 'on obtient  
en pe rmutan t  dans ces expressions les indices de routes les mani~res 
possibles�9 Par  exomple, la seconde ligne de la formule (135) s'dcrit, si on 
la ddveloppe 

~/ / ( t l ,  ~ . . . . .  7~)Z1(1--Z2) ... (1--Z,~)+~(Z, t~, g . . . . .  Z) (1--Zl)Z2(1--Z3)... (l--z,) 

+ ""+T(~,  Z . . . . .  ~, tn) (1--Zd (1--Z~) . . .  (1--Z~_~)Z~ 

(') (;) (') e t a  1 termes;  la troisi~me ligne a termes, la quatri~me 3 termes, 

( n ) termes�9 . . . .  l 'avant-derni~re n - -  1 

Ce thdor~me dtabl i t  une correspondance biunivoque entre  la classe 
des fonctions enti~res de type  exponentiel  possddant  les propridtds (I) 
et  ( I I )  du thdor~me IV et  celle des sdries de Fourier  absolument  con- 
vergentes dont  les coefficients cml ms. . . ,~  sont  tels  que 

~,  Z " " Z l m l m 2  . ' .  m,  %,1 . . . . . . .  ]~ 
~I ms ~ n  

converge (avec la convention faite ci-dessus au sujet des indices nuls). 

50. Du thdor~me ci-dessus ddcoule encore la proposit ion suivante qui 
relie les coefficients de Four ier  d 'une  fonction ] (xl,  x~ . . . .  , xn) intdgrable 
dans le domaine - - g  g x  v g z ,  v :  1, 2 , . . . , n  h la transformde de 
Four ier  de la fonction dgale ~ / dans ee domaine et  dgale ~ zdro en dehors. 
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Soit / ( X l ,  X 2 . . . . .  Xn) une /onction dg/inie et intdgrable dans le domaine 
- - ~  ~ x  v ~ , v =  1 , 2 , . . . , n .  Soit 

X ~--~" ""  X C . . . . . . . . . .  e - i (  . . . . .  + . . . .  + " '"  + m n X n ) ~ / ( X l ,  X 2 . . . . .  X . )  
m l  m2 mn 

sa sdrie de Fourier et F(zl  , z2 . . . .  , z,) la /onction entidre de type exponentiel 
dd/inie par 

77 

F ( z ,  % . . . .  , z , )  = .~.~. . . ~ / ( t l ,  t2 . . . . .  t,,) e - '  ( ' ,z ,+ '~ z~+ ' ' '  i t , , ' , ) d t l d t 2 . . ,  d t , .  

II  existe, si p > O, une constante A ne d@endant que de p telle que 

m l  m2 ~*n --  ~ 

et, si p > 1, une constante B ne ddpendant que de p telle que 

C 1 o  

- -  ~ m 1 m2 mn 

La derni~re indgalit~ cesse en gdn~ral d 'e tre  valable si 0 ~ p g l, mais 
elle subsiste encore dans ce cas pour les fonctions particuli~res / qui sont 
nulles en dehors d 'un  domaine 

- - ( ~ - - ~ )  g % g ~ - - ~ ,  0 < ~ < ~ ,  v = 1 , 2  . . . . .  n .  

Dans ce cas la constante B ddpend non seulement de p, mais encore de ~. 

La croissance de _B'(zt ,  z 2 , . . . ,  z , )  dans  le cas  g6n6ral  p > 0 

51. Les thdorbmes I e t  I I  de la premigre partie relient la fonction h(~) 
qui caract6rise la croissance de la fonction enti6re F(z l ,  z2, . . . ,  z~) de type 
exponentiel et de carrg int~grable ~ la fonction d 'appui  • (~) d 'un domaine 
convexe n-dimensionnel ~ ddtermind par la transformde de Fourier de F.  
I1 se pose naturellement la question de savoir dans quelle mesure ees 
thdor6mes se laissent gdndraliser au cas oh F est de puissance p-i6me intd- 
grable. Nous avons vu au n ~ 42 que s i p  > 2, F n 'a  pas ndcessairement 
une transformde de Fourier. I1 n 'es t  donc pas possible d'dtendre au cas 
gdndral p > 0 l'6nonc6 que nous avons donnd des th6orbmes I e t  II .  On 
peut cependant, par l 'artifiee simple d u n  ~ 30, ramener l '6tude de la 
eroissanee dans le cas p :> 0 au eas p = 2. 
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En effet, soit F(Zl, z2, . . . ,  Zn) une fonction enti~re de type exponentiel 
et de p-ibme puissance int@grable (p > 0). Ddterminons l 'entier m par 
2 m > p. Alors, d'apr4s un rdsultat obtenu pr@cddemment (n ~ 46, 
conclusion 1) 

G(z~ ,  z~ . . . . .  z~) = F ( z ~ ,  z~ . . . . .  z~) m 

est une fonction enti~re, de type exponentiel et de carr@ int@grable. 
A la fonction G appartient,  d'apr~s le th~or~me II ,  un domaine convexe 
n-dimensionnel ~ qui est le plus petit domaine convexe h l'ext@rieur 
duquel la transform@e de Fourier q b  de G est dquivalente ~t z@ro. La 
fonction 

h~(A) = Max lim r -1 log]G (~1 - -  i 2lr, ~2 - -  i ~2r . . . . .  ~ ,  - -  i 2nr)[ 
(~) r+r 

est @gale ~ la fonction d 'appui Zm(2) de ~ et 

F(ZlZ2 . . . . .  zn)m=.~ S "" " ~ q~m(Y~Y2 ..... y,~) e - ' (~  y'+~ y~+'" "+~"Y") dy~ dy2...dy,~. 

~m (136) 

Mais comme, en vertu de leurs d@finltions, 

h (A) = ~-  h~ (4) , 

on voit que h(2) est la fonetion d 'appui  du domaine obtenu en rdduisant 
les dimensions lin@aires de ~,~ dans le rapport  m : 1. 

Le th@or~me I I  comporte donc la gdngralisation suivante. 

Th@or@me II  a. Si F(Zl, z 2 . . . .  , zn) est une /onction enti~re, non iden- 
tiquement nulle, de type exponentiel et de p-i~me puissance intdgrable 
(p ~ 0), la /onction h(A) dd[inie par (5) est la /onetion d'appui d 'un domaine 
convexe n-dimensionnel. 

L'dgalit@ des croissances cardinale et globale de la fonction G, de carr@ 
intdgrable, entralne la m~me chose pour F,  d'oh le thdor~me, @nonc@ 
d@j~ au n ~ 23 : La  croissance cardinale et la croissance globale d' une /onction 
enti~re non nulle, de type exponentiel, sont ggales lorsque cette /onction est, 
pour un certain p ~ 0, de puissance p-i@me intdgrable. 

La formule (136) - -  voir la formule (7) et les remarques d u n  ~ 14 - -  
montre encore que, sous les hypotheses du th@or~me I Ia ,  il existe une 
constante K telle que 

I F ( a l - - i 2 1 r ,  o~2-- i22r  . . . . .  a , - - i 2 , r )  l < K e  h(~)r . (137) 
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52. Les raisonnements d u n  ~ 51 reposent d 'une part  sur les th~or~mes 
I e t  II ,  done sur la thdorie de la transformde de Fourier des fonctions 
de carr6 intdgrable, et d 'autre  part  snr la propri~td que si F e s t  une 
fonction enti~rc de type exponentiel et de p-i~me puissance intdgrable, 
elle est aussi de q-i4me puissance int~grable lorsque q :> p. On peut dtablir 
le th~or~me I I  a directement en introduisant au lieu de la transformde 
de Fourier une fonetion d'intervalle,  qui, dans le cas oh la transform~e 
de Fourier existe, a cette transformde pour d~rivde. 

Cette fonetion d' intervalle se ddfinit comme suit. Soit J ~ (al, a~ .... , a , ;  
b~, b~ . . . ,  bn) un intervalle n-dimensionnel, c'est-~-dire l 'ensemble des 

points (Yl, Y~, . . . ,  Yn) de l 'espaee r~el ~ n dimensions, tels que 

a , ~ = y ~ = b v ,  v = l , 2 , . . . , n .  

Si F e s t  une fonction mesurable de (xl, x~, . . . ,  x,) et si 

converge pour un certain p ~ 1, la fonction d ' intervalle 

~ ( J ; F )  : ~ ( J ) ~ - ~ ( a l , a  2 . . . . .  a n ; b l ,  b 2 . . . . .  b~) (138) 

oo b t  b n  y.. ~ d y ~  " ' "  

- -  ~ a 1 a n  

est une fonction addit ive de l ' intervalle J .  C'est, de plus, une fonction 
continue de J au sens suivant:  ~(J )  tend vers z~ro avec le volume 

(bl - -  al) (b2 - -  a2) . . .  (b,~ - -  a,)  de J .  

Appelons point de constance de ~0(J) un point (c 1, c2 , . . . ,  cn) tel que 
of(J) = 0 pour tout  intervalle J situ~ dans un certain voisinage de ce 
point. Appelons encore points de variance de ~ (J) les points (cl, c 2 . . . . .  c~) 
qui ne sont pas des points de constance de cette fonction d'intervalle. On 
peut alors montrer:  

Th6or~me I I b .  Si  F(z l ,  z 2 , . . . ,  z,~) est une ]onction enti~re, de type 
exponentiel et de p-i~me puissance int~grable (p ~ 0), lee points de variance 
de q~(J) /orment un  ensemble born~ ~ .  De plus, 8i la fonction F n'est pas  
identiquement nulle, ~ n'est pas vide, le plus petit  domaine convexe ~r 
en/ermant 0)~ est n-dimensionnel et 

h(~) = z ( z ) ,  
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g(;t) dtant la /onction d'appui de ~ et h(,~) la /onetion caractdrisant la 
croissance de F4a). 

Nous ne donnerons pas ici la d~monstration afin de ne pas allonger 
outre mesure ce m6moire. Nous remarquerons simplement qu'elle precede 
d 'une m~ni~re parall~le & celle des thdor~mes I e t  II.  Bien que plus 
longue, elle est plus (~616mentaire~> en ce sens qu'elle n ' a  pas ~ faire usage 
de la th~orie de la transformde de Fourier et de la notion de conver- 
gence en moyenne parce que les int~grales qu'elle introduit  sent routes 
absolument convergentes. 

53. Le th6or~me suivant  relic la croissance des d~rivdes partielles de 
F & celle de F.  

~ ,  ~ = 1, 2 . . . . .  n, d'une /onction enti~re F(zi,  z2 . . . . .  z,) Lea dgriv~es 

de type exponentiel et de puissance p-i~me int~grable (p ~ O) ont la m~me 
/onction de croissance h ( ~ ) que F. 

Nous donnerons deux d6monstrations tr~s diff6rentes de cette pro- 
position. 

a) La premiere est une application du thdor~me I Ib .  Comparons la 
fonetion d' intervalle ~ (J) = ~ (J ; F) de F avec la fonction d'intervalle 

a~) Lorsque r (J)  est une fonction d ' in terval le  absolument  continue (c 'est toujours le 
cas si 0 <= p ~ 2), F poss~de une transform~e de Fourier  ~ et  peut  s ' expr imer  pa r  la 
formule 

F ( z l ,  z ~ ,  . . .  , Z n )  = I f �9 �9 �9 S I1) ( Y l ,  Y2 . . . .  , Y n )  e i ( Z l Y l + Z ~  Y ~ + ' " - b Z n Y n )  d y l  d y  2 .  �9 . d y  n . (a) 

Dans  ce cas l ' int~grale 

oo 
f $ �9 �9 �9 S ~ ( x  1 ,  x ~ ,  . . . , x n )  e - i ( y l  z l + Y 2 ~ 2 + ' " §  l d x  2 . . .  d x  n 

ealcul6e eomme v a l e u r  p r i n c i p a l e ,  c'eat-&-dlre comme la limite 

Rl Rz Rn 
lira $ Y �9 �9 �9 $ F ( x  1 , x 2 ,  . . . , X n )  e - - i ( y l x l T y 2 x 2 T ' " + y n X n ) d x ~ d x 2  . . . d x  n 

R I - -~  ~ . . . .  , R n - ~  o~ - R  1 - R ~  - R n  

e x i s t e  e t  e a t  n u l l e  en tout  point  ( Y l ,  Y r  . . . . .  Y n )  ext6rieur k ~. C'est une consequence de 
(a) et du  th~or~me de Riemann-Lebesgue  de la th6orie des s6ries tr igonom4triques.  Nous 
avous ob tenu  au  no 19 une preposit ion plus g~n6rale dana le c a s n  ~ 1 puisque nous n ' y  
supposons pas F(z) de puissance p-i~me int~grable mais  seulement  que l imF(x )  = 0. 

Corrigeons k ce propos une phrase  incorrecte du nO 19. L a  derni~re phrase de la page 246 
doit  6tre reraplac~e pa r  la su ivante :  L'6galit6 (37) a ya n t  lieu sans exception en dehors 
de l*intervalle ( - - h  r, h), nous savons que non seulement  l ' int~grale f igurant  dana la 
conclusion du  th6or~me du nO 5 eat nulle en dehors de l ' interval le  ( - -  h*, h) quand  on 
la caleule eomme limite en  moyenne ,  mais  encore que sa va leur  principale existe k 
rext~r ieur  de cet interval le  et  y est nulle. 
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~ F  a F  
FI ( J )  = ~ ( J ; ~ )  de sa d~riv~e ~ qui, comme nous l ' avons  vu,  e s t  

aussi de p-i~me puissance int6grable.  U n  calcul ~l~mentaire donne,  en 

pa r t an t  des d~finitions de ~ ( J )  et  de ~1 (J) 

~ l ( a l ,  a2 . . . . .  a,, ; bl, b,~ . . . . .  b.) = - -  ib lq~(al ,  a 2 . . . . .  a,~ ; bl ,  bs . . . . .  b~) 

51 (139) 
-~ i  S ~ ( a l ,  a 2 . . . . .  a,~ ; Yl, bs . . . . .  b~)dy l  �9 

al  

Si (c 1, c~ . . . . .  cn) est  un  poin t  de constance de ~(J ) ,  ~ ( J )  = 0 pour  
tou t  in terv~l le  J = (a~, as, . . . ,  a~ ; bl, b2, . . . ,  b,~) du voisinage de ce 
point  et  1~ re la t ion ci-dessus mont re  que ~ (J) = 0. Tou t  point  de cons- 
t ance  de ~ (J)  es t  donc un  poin t  de constance de ~1 (J).  

Si (Cl, c2 . . . . .  c.) est  un  poin t  de constance de ~1 (J),  le p remier  membre  
de la re la t ion (139) est  nul  pour  tou t  in te rva l le  du vois inage de ce poin t  
et  pa r  consdquent  on a dans ce vois inage 

bl 

blq3(al,  a2 . . . . .  a,~ ; b l ,  bs . . . . .  bn) = Sq~(al ,  as . . . . .  a,~ ; Y l ,  b2 . . . . .  b~ )dy l  �9 
a l  

~(a l ,  as, . . . ,  a~ ; b~, b 2 . . . .  , bn) est donc une fonct ion abso lument  con- 
t inue  de  b~ et la d~riv~t ion par  r appor t  ~ b~ donne  

0 ~ ( a l ,  a2 . . . . .  a~; bl ,  b2 . . . . .  b~) = 0 . 
Ob~ 

Pa r  sui te  ~ (J)  est ind~pendante  de b 1 lorsque l ' i n t e rva l l e  J est situ~ dans  
le vois inage du  poin t  (Cl, c~, . . . ,  c, ) .  Comme d '~u t re  pa r t  ~ est  une  fonc- 
t ion cont inue de a~, as, . . . ,  bl, bs . . . .  , b~ et est  nulle lorsque bl = a~ il 
r~sulte que ~ (J)  = 0. Tou t  poin t  de constance de ~ (J)  est donc un  po in t  

de constance de ~ ( J ) .  
I1 suffit m a i n t e n a n t  de se rappe ler  la signification confdr~e par  le 

th~or~me I I b  aux  points  de constance  de ~ ( J )  pour  conelure la propo-  

sit ion dnoncde. 

b) L~ seconde d~mons t ra t ion  pa r t  du  cas par t ieul ier  p = 2. Dans  ee cas 
les thdor~mes I e t  I I  de la premiere  par t ie  donnen t  la formule  

F (z~,zs . . . .  z~) = ~ ~" " ~ O (y~, Ys . . . . .  y~) ei(~l~'+ ~ + ' " + ~ ' ~ n ) d y , d y s  . . .dy ,~ 

qu' i l  suffit  de d~river  par  r appor t  ~ z~ pour  voir  que i y l q ~  est  la t rans-  
OF 

formde de Four ie r  de ~ .  Par  suite, ~ est  encore le plus pe t i t  domaine  
OF 

convexe  ~ l 'ext~r ieur  duquel  la t ransformde de Four ie r  d e ~  est  dqui- 
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valente ~ z~ro. Donc, d 'apr~s le th6or~me I I ,  OF az~ et  F o n t  la m~me fonc- 

t ion h (;t). La proposit ion est  donc ddmontrde lorsque p = 2. 

S i p  =fi 2, ddterminons un entier m tel  que m > 2 P. F ( z ~ ,  z~ . . . . .  z~) m 

dtant  de carr6 intggrable, F ~ et  s F ~ ont, d 'apr~s ce qui pr6c~de, la 

m~me fonction de croissance: 

0 
h (~ ;  Oz~F ) = h ( ~ ; F  ~) . 

Or, h(~t;F ~) = m h ( ~  ;2') 

a Fm = h ( ~ ;  F~- ,  aF] h(~ ,'~z~ ) . az~l 

__< h(~;F'-~)+ h(~ ,'a~) 
d 'oh  

h ( ~ ; 0 ~ l F ~  ) < ( m - - 1 ) h ( ~ ; F ) A - h ( 2 ; ~ )  , 

et  pa r  cons6quent 

Pour dgmontrer  l ' inggalit6 inverse et  aehever ainsi la ddmonstrat ion,  
remarquons que la fonetion 

sin zt sin z2 sin z,~ G(z~, z~ . . . . .  z.) . . . . . . .  
Zl  Z2 Z n 

a la propridtd 

Max lira r -1 log I G(O~l - - i 2 1 r ,  ~ - i 22r  . . . . .  ~ .  - - i 2 ~ r ) [  
(a) r-* 

= lim r -1 log [ G ( a x  - -  i 2 1 r ,  c~2 - -  i 2 2 r  . . . . .  ~x n - -  i ~ . r )  I , 
r . - ~  cca 

sauf  pour certaines directions (~exceptionnelles~) (celles pour  lesquenes 
une des composantes 2v est nulle). Pa r  consdquent, si F est  une fonction 
de type  exponentiel,  on a 

h(,~ ; F G )  = Max lim r - 1  [log I F(o~l - -  i Xxr . . . . .  a .  - -  i , ~ . r )  l 
(a) r-*:r 

-4- log ] G ( ~ I  - -  i 2~r  . . . . .  o~n - -  i 2nr)  I ] 

= Max lira r-1 log I F ( ~ l - - i 2 ~ r  . . . . .  o ~ n - - i 2 . r )  l 

-t- lira r -1 log ] G ( ~ I  - -  i 2~r  . . . . .  ~ .  - -  i 2 . r )  [ 

c'est-~-dire t§ 
h ( ~ t ; F G )  = h(2 ;  F)  + h ( ; t  ; G) 

1 6 2  



pour toute direction (2) non exceptioimelle. Les termes de cette formule 
~tant des fonctions continues de la direction (4), l'dgalitd a encore lieu 
pour les directions exceptionnelles. On a donc aussi 

h 4;GOz~ = h ( 4 ; G ) + h  \ Ozl] 

On ~tablirait de m~me que 

~Zl] : h (4 ;F)  + h 

OG 
Mais les fonctions F G ,  Oz~ sont de earr6 int~grable. Par  suite, 

h (4; N~ (FO)) = h (4; FO),  h 4; OG = h (4; O ) .  

Done, puisque 
GOF 0 

Ozi Ozl (FG) - -  F , 

O F ~ + h ( ~ t ; O ) < = M a x [ h ( 4 ; F ) + h ( 4 ; O )  h ( ) L ; F ) + h ( 4 ; O ) ]  h 4;~/  

c'est-k-dire 
/4, ~ __< h(4;P). h ~ . ~ !  

Les m6thodes de ce m~moire s'appliquent aussi ~ l '6tude des fonctions 
enti~res de type exponentiel F(z l ,  z~ . . . . .  z,~) qui, dans le domaine rgel, 
sont telles que F ( x l ,  x2, . . . ,  xn) (x~ -~ x~ q- ... -+- x~n) -k reste born~e pour 
une eertaine valeur de k positive ou nulle lorsque (x~ q-xl q- . . .  ~-x~) -1 
tend vers zdro. 

(Regu le ler septembre 1937.) 
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