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Vor etwa vierzig Jahren hat mein Vater in einer kleinen Arbeit [-1] eine 
konstruktive Variante des Beweises von Argand und Cauchy fiir den Funda- 
mentalsatz der Algebra angegeben. Einigen Aufwand erforderte dabei der Be- 
weis eines Hilfssatzes, der ihn offenbar nicht befriedigt hat, denn ich fand in 
seinem NacblaB mehrere Ansgtze zur Vereinfachung. Ich m6chte hier eine 
andere Version geben, die mir einfacher erscheint und Ahnlichkeit mit dem 
von Dejon und Nickel I-2] angegebenen Verfahren zur Niherungsweisen Be- 
rechnung von Polynomnullstellen zeigt. Dort  wird tibrigens in den Abschnitten 
5. und 6. ein Konvergenzbeweis ohne Voraussetzung der Existenz von Nullstel- 
len geftihrt und damit auch der Fundamentalsatz bewiesen, allerdings - was in 
diesem Zusammenhang erstaunen mag - mit Hilfe eines nicht konstruktiven 
Auswahlverfahrens. Die folgenden Uberlegungen k6nnen daher auch als Er- 
giinzung zu diesen Abschnitten der Arbeit 1-2] aufgefaBt werden. 

In [1] wurde Wert darauf gelegt, alle Beweisschritte so zu ftihren, dab sie 
auch von Intuitionisten anerkannt werden. So wurde z.B. die ftir den Intuitioni- 
sten bei reellen Zahlela unzul~issige Fallunterscheidung ,,a<_b oder a>b"  im- 
mer ersetzt durch eine andere ,,a<c oder a > b "  mit b<c. Das w~ire auch hier 
ohne Schwierigkeit m6glich gewesen. Im Interesse der leichteren Lesbarkeit 
habe ich aber darauf verzichtet. 

Unser Beweis beruht auf dem 

Hilfssatz. Zu jeder natfirlichen Zahl n gibt es eine positive Zahl q = q , <  1 mit 

folgender Eigenschaft : Ist c>0 ,  f (X)= X" + a,_ I X "- a + ... + ai X + ao = ~ aiX i 
i=o 

ein normiertes Polynom mit komplexen Beiwerten a iund [ao[ =<c, so gibt es eine 
komplexe Zahl x mit ix] <=c 1/" und [f(x)[ <=qc. 

Der Fundamentalsatz der Algebra folgt daraus in wenigen Zeilen. Ist g(X) 

= ~ b~X ~ ein normiertes Polynom vom Grad n und c>[bol, so konstruieren 
i = 0  

* Diese Note wurde w~ihrend eines Aufenthalts an der Universit~it Salzburg geschrieben. Den 
dortigen Kollegen danke ich herzlich ftir ihre Gastfreundschaft 
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wir induktiv eine Folge komplexer  Zahlen xm, indem wir x o = 0  setzen, dann  - 
wenn wir xm schon haben  - den Hilfssatz auf  f ( X ) =  g(xm + X) anwenden  und 
x=+l=xm+x  setzen. Wir  erhal ten [g(Xm)l<q~c und Ixm+l-x~L<(qmc) 1/", so 
dab  lirn x,n = y  existiert und g (y )=  0 wird. 

m ~ o o  

Beweis des Hilfssatzes. Ist [aol <qc,  so setzen wir x = 0 .  Anderenfalls  versuchen 
w i r e s  mit  folgendem Ansatz. Wir  w~ihlen eines der Glieder  a lX ,  . . . , a n X " = X  n 
aus, e twa akX k, best i rnmen das Argument  yon x so, dal3 a o und akx k sich urn 
einen negat iven Fak to r  unterscheiden,  und setzen ftir den Betrag Ix[= r zun~ichst 
nur  voraus,  dab  er hinreichend klein ist, niirnlich 

[akl rk <= ]%1, rn < lao]. (1) 

D a n n  haben  wir die Abschii tzung 

If(x)l<lao+akxkl + Z laixil=laol--lakl rk+ ~ [ail r~. (2) 
i~=O,k i t O ,  k 

Es kornmt  also darauf  an, k und r so zu w~hlen, dab  die S u m m a n d e n  lail r i 
( i+0 ,k )  klein gegen laJ r k, dieser andererseits  nicht zu klein gegen I%1 wird. 

U m  das zu erreichen, be t rachten  wir ffir posit ive s die Funk t ion  re(s) 
=rnax{la~ls~; i =  l, .. . , n}. Sie ist stetig und w~ichst rnonoton  von 0 bis oo. Die 
posit ive Ha lbge rade  zerNllt  in aneinanderstol3ende Interval le  11 . . . .  , I  n (von 
denen einige leer sein kbnnen)  derart ,  dab  ftir s s I  k 

re ( s )  = ]akl s k (3) 

gilt. Wi t  bes t immen  t als LSsung der Gleichung re(t)= laol, haben  also sicher (1) 
wenn r < t  ist. Weiter  seien die Zahlen k 1, ko, kl ,  k 2 . . . .  so best immt,  dab 3-~t  
im Interval l  Ik, liegt. 

D a  n->k l > k 0 > . . . > l  ist, gibt es ein j > 0 ,  ffir das kj_l=kj=kj+ 1 ist. 
W~ihlen wir j rn/Sglichst klein, so gilt k 2 i _ l < n - i  ffir 2 i - l < j  und somit  
j < 2 (n - k j). 

Wir  setzen jetzt  k=kj  und r = 3 - J t .  D a  re(s) yon 3-~t  bis 3 - ~ - 1 t  hSchstens 
wie eine k~-te Potenz  abn immt ,  haben  wir 

m(r) = m(3 - j t) > 3-h re(t) 
mit  

h < n +  2 ( n - 1 ) +  2 ( n - 2 ) + . . .  + 2 ( k +  1)+k=n  z - k  2. (4) 

Wegen kj+ 1 = k  gilt (3) rnit s=r/3, also 

la~[ r i = 31lall (r/3) i <~ 3ilak[ (r/3) k = 3 i-k a r k 

~, lai[ri<= ~ 3i-klaktrk=�89 (5) 
l<=i<k l<=i<k 

Entsprechend ergibt sich aus k j_ 1 = k die Ungle ichung 

lall r i <�89 - 3"-")lakl r k. (6) 
k < i < n  



Ober den FundamentaIsatz der Algebra 

Aus  (2), (5), (6) u n d  (4) folgt n u n  

If(x)] < 1%[ - ]akl rk + �89 - 3 ~ - k)lak] r k + �89 - 3 k-") ]akJ r k 

<]aol--�89 31-km(r)<=(1--�89 3~-k+k2-"2)lao[<(1--�89 31-"2)c. 

Das  ist die B e h a u p t u n g  des Hilfssatzes  m i t  q =  1 - � 8 9  
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