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Erginzung zu einer Arbeit von Hellmuth Kneser
iiber den Fundamentalsatz der Algebra

Martin Kneser*

Mathematisches Institut der Universitdt, BunsenstraBe 3-5, D-3400 Gottingen,
Bundesrepublik Deutschland

Vor etwa vierzig Jahren hat mein Vater in einer kleinen Arbeit [1] eine
konstruktive Variante des Beweises von Argand und Cauchy fiir den Funda-
mentalsatz der Algebra angegeben. Einigen Aufwand erforderte dabei der Be-
weis eines Hilfssatzes, der ihn offenbar nicht befriedigt hat, denn ich fand in
seinem NachlaB mehrere Ansdtze zur Vereinfachung. Ich mochte hier eine
andere Version geben, die mir einfacher erscheint und Ahnlichkeit mit dem
von Dejon und Nickel [2] angegebenen Verfahren zur ndherungsweisen Be-
rechnung von Polynomnullstellen zeigt. Dort wird iibrigens in den Abschnitten
5. und 6. ein Konvergenzbeweis ohne Voraussetzung der Existenz von Nullstel-
len gefithrt und damit auch der Fundamentalsatz bewiesen, allerdings - was in
diesem Zusammenhang erstaunen mag - mit Hilfe eines nicht konstruktiven
Auswahlverfahrens. Die folgenden Uberlegungen konnen daher auch als Er-
ginzung zu diesen Abschnitten der Arbeit [2] aufgefalit werden.

In [1] wurde Wert darauf gelegt, alle Beweisschritte so zu fiihren, daB sie
auch von Intuitionisten anerkannt werden. So wurde z.B. die fiir den Intuitioni-
sten bei reellen Zahlen unzuldssige Fallunterscheidung ,,a<b oder a=b“ im-
mer ersetzt durch eine andere ,a<c oder a>b" mit b<c. Das wire auch hier
ohne Schwierigkeit moglich gewesen. Im Interesse der leichteren Lesbarkeit
habe ich aber darauf verzichtet.

Unser Beweis beruht auf dem

Hilfssatz. Zu jeder natiirlichen Zahl n gibt es eine positive Zahl g=q,<1 mit
folgender Eigenschaft: Ist ¢>0, f(X)=X"+a,_ X" '+..+a, X +a,= ) a; X’

i=0
ein normiertes Polynom mit komplexen Beiwerten a; und |ay| Zc, so gibt es eine
komplexe Zahl x mit |x| < und | f(x)|<qe.

Der Fundamentalsatz der Algebra folgt daraus in wenigen Zeilen. Ist g(X)

n

= Y b,X' cin normiertes Polynom vom Grad n und c>|b,|, so konstruieren
i=0

*  Diese Note wurde wihrend eines Aufenthalts an der Universitit Salzburg geschrieben. Den
dortigen Kollegen danke ich herzlich fiir ihre Gastfreundschaft
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wir induktiv eine Folge komplexer Zahlen x,, indem wir x,=0 setzen, dann -
wenn wir x,, schon haben - den Hilfssatz auf f(X)=g(x, + X) anwenden und
Xpq1=X,+x setzen. Wir erhalten [g(x,)|<q"c und [X,.; —Xx,l=(@" )", so
daB lim x,=y existiert und g(y)=0 wird.

m-—> o0

m+ 1

Beweis des Hilfssatzes. Ist |ag|=gc, so setzen wir x=0. Anderenfalls versuchen
wir es mit folgendem Ansatz. Wir wihlen cines der Glieder ¢, X, ...,q,X"=X"
aus, etwa a, X*, bestimmen das Argument von x so, daB 4, und g, x* sich um
einen negativen Faktor unterscheiden, und setzen fiir den Betrag |x|=r zunéchst
nur voraus, daf3 er hinreichend klein ist, ndmlich

ladr* <laol, " <lagl. 1)
Dann haben wir die Abschitzung

|f(x)|§|a0+akx"|+ z 1aixi|=]a0|-—|ak\ r*+ z la,l r. 2)
i+0,k i*0,k
Es kommt also darauf an, k und r so zu wihlen, daB die Summanden |a,r’
(i=0,k) kiein gegen |a,| ¥, dieser andererseits nicht zu klein gegen |a,| wird.
Um das zu erreichen, betrachten wir fiir positive s die Funktion m(s)
=max{|a]s’;i=1,...,n}. Sie ist stetig und wichst monoton von 0 bis oo. Die
positive Halbgerade zerfillt in aneinanderstofende Intervalle I,,...,I, (von
denen einige leer sein konnen) derart, daB fiir sel,

m(s)=|a,|s* (3)

gilt. Wir bestimmen ¢ als Losung der Gleichung m(t)=|a,|, haben also sicher (1)
wenn r <t ist. Weiter seien die Zahlen k _,, k,, k4, k,,... so bestimmt, daB 3¢
im Intervall I, liegt.

Da nzk_,;zk,=...z1 ist, gibt es ein j=0, fur das k;_,=k;=k; , ist
Wihlen wir j moglichst klein, so gilt k,; ;Sn—i fiir 2i—1=<j und somit
JE2(n—k).

Wir setzen jetzt k=k; und r=3"/1. Da m(s) von 3~ 't bis 37"~ 't hochstens
wie eine k-te Potenz abnimmt, haben wir

m(r)=m3 = t)=3""m(r)
mit
h<n+2(n—1)+2mn—2)+... +2(k+ 1)+ k=n?—k*. (4)
Wegen k;, =k gilt (3) mit s=r/3, also
la; 7= 3] (r/3) £ 3]y | (r/3) = 3 Flay| 1,
Y lalr's Y 3 Hart=3(1-3""Hlay (5)

1=i<k 1<i<k

Entsprechend ergibt sich aus k,_, =k die Ungleichung

Y lalr=5(1=3"") g/ r" (6)

k<iZn
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Aus (2), (5), (6) und (4) folgt nun
£l S lagl = lay r* +3(1 =3 Hlay r*+3(1 =35 a ] r*
<lagl =131 Fm) S (1-13" ) g < (1 -1 31 ~)c.

Das ist die Behauptung des Hilfssatzes mit g=1—131-"",
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