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Connexions/l courbure de Ricci donn6e 

Jacques Gasqui 

Laboratoire de Math6matiques Pures, Institut Fourier, Universit~ de Grenoble, 
F-38402 St. Martin d'H~res, France 

Nous avions montr6 dans [1] qu'un tenseur analytique r6el de type (0,2) sur IR" 
6tait localement la courbure de Ricci d'une connexion lin6aire analytique r6elle 
sur IR". En se ramenant  ~t des 6quations diff6rentielles ordinaires, Jacobowitz a 
6tendu ce r6sultat au cas diff6rentiable, lorsque n = 2  (cf. [4]). Nous nous 
proposons ici d 'obtenir ce r6sultat en routes dimensions. 

Nous 6tudions en fait un probl~me un peu plus g6n6ral, qui englobe celui de 
la courbure de Ricci, et que l 'on peut pr6senter ainsi. Appelons P l 'op6rateur 
diff6rentiel lin6aire d'ordre 1 associant ~ une 1-forme vectorielle co sur IR", la 1- 
forme scalaire sur IR" d6finie par 

(~, P(co)) = Trace(t/~-~(Vco) (q, ~) - (Vco) (~, t/)), 

off V est la connexion plate canonique sur IR" et 4, t/ sont des champs de 
vecteurs. Si fl est une 1-forme scalaire sur IR n e t  Q une forme quadratique 
analytique r6elle sur les 1-formes vectorielles sur IR",/t valeurs dans les 1-formes 
scalaires sur ]R", nous r6solvons localement le syst6me non-lin6aire 

P(CO) + Q(co) =ft. (1) 

Au paragraphe 1, on 6tudie le cas diff6rentiable d'ordre fini: l 'op6rateur 
diff6rentiel lin6aris6 de P + Q, le long d'une 1-forme vectorielle donn6e, admet un 
inverse /~ droite avec ~<perte de d6riv6es>~ et, dans cette situation, des calculs 
it6ratifs bas6s sur la m6thode de Newton permettent d 'obtenir des solutions de 
(1). Dans le cas Zoo, 6tudi6 au paragraphe 2, on passe dans le domaine complexe 
et on utilise un th6or6me des fonctions implicites dfi/t  Jacobowitz (cf. [3]). 

1. Le cas diff6rentiable d'ordre fini 

Soient x 1 . . . .  ,x", T et T* les coordonn6es canoniques, les fibr6s tangent et 
cotangent / t  IR", respectivement. On note B(r) la boule ferm6e de centre O et de 
rayon r dans IR" muni de sa norme euclidienne. Pour k entier positif, on d6signe 
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par cgk(B(r)) l 'espace des fonctions sur B(r), ~t valeurs r6elles, continues ainsi que 
leurs d6rivSes d'ordre _< k. On le munit de sa norme habituelle 

]flk, r=  ~, sup ]D~f(x)]. 
]el <k xeB(r) 

On note alors cg~(r*) (resp. cg~(T*| l 'espace des 1-formes diff~rentielles fl 

= i fil dxl (resp. 1-formes vectorielles co= ~ co{dxg| J) sur B(r) telles 
i = l  l <=i,j<=n 

que les fii (resp. co{) soient dans cgk(B(r)). On munit ces espaces des normes 

ICOilk,r, I/~lk,~= sup I/~ilk, r et Icolk,~= sup J 
l<=i<=n l<=i,j<=n 

si f i=2fl ,  dx'eCg)(T *) et co=2co~dx'|174 Jusqu'~t la fin de ce 
i i , j  

paragraphe, k est fix$ et suppos6 =>1. Si fleckS(T*) et si r'<r, on notera 
syst6matiquement ]fi]k,~' la norme de la restriction de fl ~ la boule B(r') et on 
adopte la m~me convention avec les 1-formes vectorielles. 

Soit P l 'op6rateur diff6rentiel lin6aire d 'ordre 1 envoyant la 1-forme vecto- 
rielle co = ~ coi dxl | O~ ~xj sur la 1-forme scalaire 

i , j  

P(co) dx j. 

Comme nous l 'avons annonc~ dans l 'introduction, on peut d6finir 
intrins6quement P de la mani~re suivante: si J :  A2T*|  * est le 
morphisme de fibr6s vectoriels sur JR" donn6 par 

(~,Y-co) = Trace(t/~-~ (~/x t/, co)) 

si cosAZT*| et ~0t/eT, alors P e s t  la composition 
dv 

T * |  , A 2 T * |  ~- ,T*, 

off T et T* d6signent respectivement les faisceaux des germes de sections de T et 
T*, et off d v est dSfini par 

d~ co( ~, t/) = ( Vco) (t/, ~) - ( Vo~) ( ~, t/) 

pour tous coe_T *|  ~,t/e_T. 
Enfin soit Q une forme quadratique ~t coefficients constants sur T* |  ~t 

valeurs dans T*. On entend par l~t que si co=~co~dx~| ~est une 1-forme 
vectorielle sur IR", alors ~,J 

p,q,p ' ,q ' , i  

off les apq,P'q'i sont des fonctions constantes. En fait, pour les r6sultats locaux que 
nous avons en vue, on peut supposer que les apq,P'q'i sont des fonctions analytiques 
r6elles sur IR". 

Si m est une 1-forme vectorielle, on pose F(co)= P(co)+ Q(co). 
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Proposition 1.1. Soit fl une 1-forme diffOrentielle analytique rdelle sur IR n. Pour 
tout x~lR", il existe une 1-forme vectorielle analytique rdelle o9 sur ]R", d~finie au 
voisinage de x et telle que 

F(co) = ft. 

Avant  de d6mont re r  cette proposi t ion,  nous allons faire quelques rappels  sur 
les op6rateurs  diff6rentiels sous-d6termin6s en utilisant les nota t ions  et le forma-  
lisme de Go ldschmid t  [2]. Soient E et F des fibr6s sur IR ", s une section de F sur 
IR ~ et ~p: Jm(E) ~ F u n  m o r p h i s m e  de fibr6s sur IR ~, off Jm(E) d6signe le fibr6 sur JR" 
des m-jets de sections de E, si m est un entier =>0; on suppose que tous les objets 
ci-dessus sont analyt iques r~els et qu'il  existe p~J~(E) de source xEIR ~ et de but  
a~E tel que ~o(p)=s(x). Si V(E) et V(F) d6signent les fibr6s vert icaux de E et F, 
et si cp,: S m T* (~  V(E) ~ V(F) est le m o r p h i s m e  induit  par  la diff6rentielle de q~ 

J~(E) 

(cf. [2]), alors on a l e  l emme suivant quig6n~ral ise 16g6rement un r6sultat de 
Quil len (cf. [6]): 

L e m m e  1.1. S'il existe 2~ T* tel que l'application a(2, ~p,,p): V~(E)--~ V~(~)(F) 

u ~ c p  . , , ( ;< |  

soit surjective, alors il existe une section analytique v de E, d~finie au voisinage de 
x, telle que (p(j,,(v))=s et que jm(v)(x)= p. 

Ddmonstration. La preuve de ce l emme r6sulte d ' a rguments  tr6s classiques dans 
la th6orie formelle des 6quat ions diff6rentielles. Indiquons  br i6vement  c o m m e n t  
l 'on proc6de. D 'apr~s  un a rgument  de Quil len (cf. [6, p. 36]), l 'appl icat ion 

(p , ,  po  A g, m : S g + m T* | V,( E) ~ S t T* | V~(x)( F), 

off At, m: S ~+" T * ~ S ~ T * |  * est l 'appl icat ion naturelle, est surjective pou r  
tout  ( > 0 .  A par t i r  de lit, on en d6duit ais6ment que p e s t  une solut ion formelle 
for tement  prolongeable ,  au sens de Malgrange,  de R m = K e r  ~ ~p. Le l emme est 
alors une cons6quence du th6or6me 4.2 de [5, Appendice] .  

DOmonstration de la proposition 1.1. Posons  E =  T * |  T et consid6rons le mor-  
phisme q~: J1 (E) ~ T* de fibr6s sur IR" d6fini par  

q~(Jl (c9) (x)) = (P(co) + 0((9) - fi) (x), 

si co est une 1-forme vectorielle d6finie au voisinage de xe IR  ". Ici, on a identifi6 
une 1-forme vectorielle sur IR" avec son graphe,  section de E sur IR". Si 
4~: T* |  E - +  T* est le m o r p h i s m e  de fibr6s vectoriels sur la project ion de E sur 
IR ~, not6e n, d6fini par  

~b(C) (~) = Trace(r/~-~ C(r/, ~) - C(~, r/)), 

pou r  C e T * |  et {,r/eT, il est clair que ~o est un morph i sme  de fibr6s affines 
sur ~, dont  le m o r p h i s m e  de fibr6s vectoriels associ6s est ~. Par  ailleurs, on a 

�9 (dxl|174 si j > l ,  

et 
q~( dx ~ | dx 2 | ~ / ~ X  2 ) = - -  dx ~. 



170 J. G a s q u i  

donc l 'application C~--*q)(dxl| de T * |  dans T* est surjective. En parti- 
culier, il existe une section L de T*| avec L = ~ I d |  telle que ~b(L) 

J 

= ft. Une 1-forme vectorielle co = ~ coj dxi|  #/#x j, nulle au point  x et telle que 
i , j  

Ox k (x) = I2((a/ax ~) x, (a/~x ~) x) 

v6rifie alors ~o(jl(co ) (x))= fl(x). On est donc dans les condit ions d 'applicat ion du 
lemme 1.1, d'ofl la proposit ion.  

L e m m e  1.2. Si r< 1, il existe un op~rateur lindaire 

Ir ~ ( T * ) - ~  ~ ( T *  | T) 

tel que PoKr soit l'identit~ sur ~ ( T * )  et que 

IKr(fl)lk,~ N lfllk,, (1.1) 

pour tout fl~cg)(T*). 

D~monstration. Pour  f l = ~  flidxi~Cg~(T*), on d6finit 
i 

K~(fi) = ~ K,(fi)j dxi | O/OxJecg~(T * | T) 
i, j 

comme suit: pour  (x 1, ...,x")eB(r), on pose 

X t 

Kr(fl)~(x 1, . . . ,x")= ~ fij(y,x 2, . . . ,x")dy, si j >  1, 
et o 

X2 

Kr(fl)2(x 1, ..., x") = ~ f l l (xl ,y ,x  3, .. . ,x")dy; 
0 

par ailleurs, on suppose que t o u s l e s  autres Kr(fl){ sont nuls. On v6rifie alors 
facilement que K~ a les propri6t6s voulues. 

L e m m e  1.3. Soit OeCgk(T*| T), avec p < 1. I1 existe r o = r o ( 0 ) <  1, une constante 
positive M = M(O) et un opOrateur lin~aire 

Lo: cgko(T*)--~ Cg~o(T* | T) 

tels que dFooL o soit l'identit~ sur ~o(T*)  et que 

lEo fllk,, N Mlflik, ~ ' (1.2) 

si r<r o et flscg~o(T*). 

D~monstration. Ici dF o d6signe l 'op6rateur lin6aris6 de F l e  long de 0. Si ~b est la 
forme polaire de 2 Q, on a donc 

dFo(cO ) = P(o)) + ~b(O, co), 
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pour  tout  co~(dk(T*|  Par  ailleurs, il existe une constante  C, ne d6pendant  
que de k, n et Q, telle que 

I~(0, c0)lk, r_--< ClOlk,~lcolk, r (1.3) 

pou r  tous r et co~(df(T* | T). Supposons,  dans un premier  temps,  que C]Olk, p < 1. 
Si f l ~ k ( r * ) ,  on construi t  une suite {cot}eeo de talk(T* | r ) ,  par  r6currence de la 
manibre  suivante:  on pose coo=0 et 

coe+l=Kp(fl-tT])(O, cot)), pour  ~P>0. 

On  a 

cot+ ~ - co t = K p ( ~ ( O ,  c o t -  ~ - cot)), 

donc, d 'apr6s (1.1) et (1.3), on obtient  

I t~  1 - co t J~ ,p  < C l O I k , ~ l c o t - c o t _  l lk,~.  

Par  cons6quent,  cot converge darts ( dk (T* |  vers un 616ment que nous 
appel lerons  Lo(fl), D ' a p r &  le l emme 1.2, on a 

P(CO~+ 1) -~- ~(0 ,  0~,) = fl, 

donc, en passant  & la limite, on obt ient  

dFoo Lo(fl) = P ( Lo(fi) ) + q~( O, Lo(fl) ) = ft. 

Par  ailleurs, d ' ap r&  (1.1), on a 

Icot+ ~lk, r < Cl0lk,~lcotIk, r + I/~ik, r, 

pour  l=>0, si r < p ,  et c o m m e  coo=0, on a 

iZ0(fl)lk ' < Ifllk,~ 
r -= 1 --C]0]k,  p" 

Ainsi, dans cette situation, le l emme  est d6montr6 avec ro= p et M(O) 
= (1 - C lOIk, o ) -  ~. Quand  C [O[k ' p => 1, on peut  t rouver  r o < p, assez petit, tel que 

ClOIk, 1 < 1, (1.4) 

Od O e ( d k ( r * |  est d~finie par  

O(u) = ro 0(to u), 

pour  tout  uEB(1). A c e  moment- lh ,  on fait le changement  de var iable  x = r o u  
(i.e.: x i = r o u i, pour  i = 1, .. . ,  n). Si 

0 = ~, Oj dx~|  (?/Ox j e t  ~(0, co) = ~ bpq,P'q'~ Op q coq; dx  ~, 
i , j  p,q,p' ,q ' , i  



172 J. Gasqui 

oil co=~co{dx~|174 T), les conditions suivantes sont 6quivalentes 
i , j  

pour  fl = ~ [3j dx j ~(g~o(T*) : 
J 

a) on a dFo(co ) =fi sur B(ro); 
b) on a 

�9 p ,q ,p , ,q ,  

pour  xeB(ro) et j = l  . . . . .  n; 

c) on a 

b p q , j  
�9 p ,q ,p , ,q ,  

pour  ueB(1) et j =  1 . . . .  , n, si l 'on pose (2i(u)= coi(r o u). 

C o m m e  la constante C, intervenant  dans (1.3), ne d6pend pas du rayon r, on 
est ramen6, grSce /t (1.4), ~ la si tuation pr6c6dente sur la boule unit6, ce qui 
nous donne  le lemme sur la boule  de rayon r o. 

Proposition 1.2. Soit fl une 1-forme diff~rentielle de classe cgk + l sur ]R". II existe 
une 1-forme vectorielle co de classe cgk sur IR ~, d~finie au voisinage de l'origine, 
telle que 

F(co)=fl. 

DOmonstration. Appelons rio la s6rie de Taylor  d 'ordre  k de fi/t l 'origine. On  pose 
z(r)=[fl--flo[k,r. La proposi t ion 1.1 nous fournit un germe analytique en 0 ce 1- 
forme vectorielle 0 sur IR" tel que F(O)= rio- En consid6rant 0 comme un 616ment 
de ~ ( T * |  pour  un certain p > 0 ,  nous pouvons  appliquer le lemme 1.3 et 
construire une suite {co:}e>__o de ~o(T*  | T) comme suit: on part  de coo = 0 et on 
pose 

co:+1 = Lo(fl - flo - Q(co:)) (1.5) 

pour  : > 0 .  I1 existe deux constantes positives C 1 et C 2, ne d6pendant  que de (2 
et k, telles que 

IQ(co)l~,, =< c~ IcolL. (1.6)  

et que 

10(co) - Q(co')lk, ,  <= C2]co - co'lk,,Ico + co'lk, r (1.7) 

pour  tous r > 0  et co, co'~cCk(T*| On a, d'apr~s (1.2) et (1.6) 

]co:+ 11k,, < M(e(r) + C 1 [o):12,,) 

pour  :__>0 et r<=r o. Avec nos hypoth6ses, e(r) tend vers 0 avec r, donc  si r est 
assez petit, on a 

1 
g(P) f 

~=4 C 1M 2" 
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On v6rifie alors ais6ment, par  r6currence, qu 'on  a 

Icotlk, r ----< 2Me(r ) ,  

pour  tout  [ > 0 .  On  a 

toe+ 2 - cot+ 1 = Lo(Q(coe) - Q(cot+ 1)), 

donc, d 'apr~s (1.2) et (1.7), on a 

lot+ 2 - cot+ l lk, r < MCelcot+ 1 - coelk, r Icoe+ 1 + co~[k, ~. 

Maintenant ,  s i r  est choisi encore  plus petit, de sorte que 

1 
e(r)--< Min (4 I C I M z ' 8  C : M ; ) '  

o n  a 

1 
Ico l + z + co tlk, r < Ico e + l lk, r + tco eF~,r <= 4 Me(r )  < 2 M C 2 ' 

et f inalement  on obtient  

fco~+ 2 - cot+ ~1~,, --< �89 1 - co~l~, ~. 

Ainsi {cottm~)} converge vers un 616ment co' dans cg, k(T* | T). On  d6duit  alors de 
(1.5) et du l emme 1.3 que 

d Fo( co') = B -  8 o - Q( co') 

sur B(r). Dans  l'6galit6 ci-dessus, on a not6 0 pour  0[B(,),... etc. C o m m e  

f ( O + c9') = P( co ') + P( O) + Q( co') + Q( O) + eb( O, co') 

= 8o + Q(co') + dFo(cO'), 

on voit  que 

F ( 0 + d ) = ~ .  

Remarque.  On aurai t  pu  supposer,  dans l '6nonc6 de la p ropos i t ion  1.2, que fl est 
de classe cgk+~, avec 0 < e < l ,  c'est-&-dire que f l = ~ f l ~ d x  j, off les fl~ sont de 

J 
classe ~k, les d6riv6es d 'ordre  k v6rifiant une condit ion de H f l d e r  d 'ordre  e: en 

~(r) ---, 0 
effet, sous ces hypothbses,  on a toujours  r---~0' On  pourra i t  marne, en 

t ravai l lant  au d6part  avec ces classes de fonctions, obtenir  une solut ion ~k+~ de 
notre  probl6me,  si fl est de classe ~g+ ~ 

Bien entendu,  les r6sultats de la p ropos i t ion  1.2 se g6n6ralisent/ t  des syst6mes. 
Si Q~, ... ,  Q," sont m formes quadra t iques , / t  coefficients constants,  sur la s o m m e  
directe de m exemplaires  de T * |  T, fi valeurs dans T*, et si i l l , . . . ,  tim sont des 1- 
formes diff6rentielles de classe cgk+~ sur 1R ~, on peut  t rouver  localement  des l- 
formes vectorielles col, . . .  , co,. de classe cg~ sur IR" telles que 

P(co,)+Q,(col ,  . . . ,  e~,") = fl~, v = l ,  .. . ,  m. (1.8) 
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Donnons  un exemple, en g6om6trie diff6rentielle, off l 'on rencontre ce genre 
de syst6mes. Soit V une connexion lin6aire sur IR ". Sa courbure  de Ricci est le 
tenseur de type (0, 2) sur IR" d6fini par 

0(~, ~/) = Trace((w-,R((, ~) ~/), 

off R est le tenseur de courbure  de Vet off ~, r/, r En coordonn6es  locales, si 

r/ a/ax k, 
k = l  

on a 

Par  cons6quent, si l 'on veut t rouver des connexions lin6aires/t courbure  de Ricci 
donn6e, on est r amen6/ t  r~soudre un syst~me du type (1.8). On  a donc  le 

Th6or6me. Soit (2 une section de classe (~Tk+l de @2T* s u r  IR n, avec k > l. Pour 
tout x6 IR  ~, il existe une connexion lindaire de classe (gk, o u  (~2k +~t avec 0<c~<  1, 
sur IR ~, ddfinie au voisinage de x, dont la courbure de Ricci est kgale d s 

Ce th6or6me 6tend au cas diff6rentiable le th6or6me 2 de [1-1. Par  les m~mes 
m6thodes, on peut aussi 6tendre le th6or6me 1 de 1-1] au cas diff6rentiable. 

2. Le cas cg~ 

Le but  de ce paragraphe est de montrer  la 

Proposition 2.1. Si fl est un germe de classe cgv, avec p non entier et > 2 (resp. (go) 
de 1-forme diffdrentielle sur IR n, alors il existe un germe de classe ~P (resp. (go~) de 
1-forme vectorielle co sur IR ~ tel que 

F ( o )  = ft. 

Consid6rons une boule ferm6e B sur IR", centr6e en 0, de rayon p < 1. Pour  
r > 0, appelons M r le domaine  de ~;n form6 des z = x + i y de C ~ tels que Ix] < p + r 
et ]y l<r ;  on choisira toujours  r assez petit pour  que p + r < l .  On note A(r) 

0 
l'espace des 1-formes vectorielIes holomorphes ~ = y'  OOba dz a | ~ sur My telles que 

a,b 

]col r =  sup [o](z)]< +oo.  
i <~a,b<=n 

z~Mr 

Parall~lement, on d6signera par B(r) l'espace des 1-formes difJ~rentielles holomor- 

phes fl = ~ fij dz j sur M r telles que 
J 

Ifll~= sup [flj(z)l < + oo. 
l<=j<_n 
Z~Mr 
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Quand il n'y a pas risque de confusion, on notera par la marne lettre un 616ment 
de A(r) (ou B(r)) et sa restriction/t Mr, , lorsque r'< r. On notera encore P et F 
les op6rateurs sur Aft), induits naturellement par les op6rateurs P e t  F du 
paragraphe I. 

I1 existe une constante positive C, ne d6pendant que de Q, telle que 

IO(co, co')l~ < ClcolrICO'Ir 

pour tous r > 0  et o2, co'EA(r). 

Lemme 2.1. Soient r o > 0  et 0eA(ro) tels que C]0[ro< �88 II existe un op~rateur 
lin~aire L0: B( r0)~  Afro) tel que dFooL o soit l'identitd B(ro) et que 

[Lo fll~ < 4 [fllr 

si r N r  oe t  flsB(ro). 

D~monstration. La construction du lemme 1.2 nous fournit un op6rateur lin6aire 
Kro: B(ro)-~ Afro) tel que P oK,o soit l'identit6 sur B(ro) et que 

[K,o fl[,. < lfl]~, 

si r N r  o et fl~B(ro). On procMe alors comme dans le lemme 1.3. Si fleB(ro), L o f  t 
est bien d6fini comme limite de la suite {coe}e__>o de Afro) construite ainsi: on 
part de coo = 0 et on pose 

co~ +~ = K , o ( f l -  r co~)), 

pour f > 0. 
A partir de 1~, la proposition 2.1 est une consOquence directe d'un th4or6me 

des fonctions implicites de Jacobowitz (cf. [3, Th. 2]). Comme le probldme non- 
lin6aire que nous consid6rons est particuli4rement simple, nous allons rapide- 
merit redonner, pour la commodit6 du lecteur, une dOmonstration de notre 
r6sultat en suivant la d6marche de Jacobowitz. 

I1 existe deux constantes positives C~ et C 2, ne d6pendant que de Q, telles 
que 

et que 

IQ(co) - Q(co')l~ s C2 [co - co'[, [co + co'l, 

pour tous r > 0  et co, co'cA(r). O n a  alors le 

Lemme2.2.  Sous les hypothOses du lemme 2.1, supposons que F(O)=O~B(ro). Si 
fl~B(r), avec r<=ro, vOrifie lO-fll,.<= v, off 

v = M i n  (6@C1 1 ' 128 C2)' 
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alors il existe co~A(r) tel que 

F(co) = ,8 

et que 

Ico- Ol _<_81`8-~,1r. (2.1) 

Ddmonstration. I1 suffit de reprendre la preuve de la proposition 1.2. La 1-forme 
vectorielle co que l'on cherche sera bien d6finie comme somme de 0 et de la 
limite de la suite {cot}~__>o de Aft) donn6e par coo=0 et 

co~ + 1 = Lo(fl - r - Q(cot)), 

pour {__> 0. L'in6galit~ (2.1) s'obtient alors en remarquant que 

+oo 

c o - - 0 =  2 coE+I--cog' 
g=O 

d'ofi 

+m +m 1 
Ico-01~< Y~ Icoe+l-coel~<lcoll~ =o2N--<810-`81~" 

E=O g= 

On note, pour k entier __>0 et se]0, 1[, c~k+~(B) l'espace des fonctions de 
classe c~k sur B, ~t valeurs rhelles, dont les dhriv6es partielles d'ordre k v6rifient 
une condition de H61der d'exposant s. On munit cet espace de sa norme 
habituelle 

ID' f  ( x ) -  D~f (y)] 
I f lk+~,o=lflk,p+ ~ sup 

On d&igne par cgko+~(T* ) (resp. c~ko+~(T*| l'espace des 1-formes scalaires 
(resp. vectorielles) sur B,/t coefficients dans cgk+~(B). On munit alors ces espaces 
des normes 

Ifilk+,,p= sup 1`silk+,,p et lml~+,,p= sup lco{Ik+~,p 
l <_i<_n l <_i,j<--n 

si `8= ~,`sidxieCkp+*(T *) et co= E co{ dxi | | T). 
i i , j  

Nous avons besoin du th6or~me d'approximation suivant: 

Th6or~me (Jacobowitz [3]). Soient r >0  et h~Cg~ On peut trouver une suite de 
fonctions hl, avec h i holomorphe sur M~/2~ et sup ]hi(z)] < + o% telle que ho=0 et 

z ~ M r / 2  i 

hi -~h  dans cg~ et poss~dant la propridtd suivante : si h est aussi un Oldment de 
~gq(B), pour un certain q>O, alors on a 

Ih l -  lh_ 1 ~/2, < ~ '  , 
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off C est une constante d@endant de q. Rdciproquement si q est non entier et si 
{h~} est une suite de fonctions satisfaisant: 

a) hz holomorphe sur M,12~ et sup [hz(z)] < + o% et 
Z~l~r/2 i 

K 
b) Ihi-hi_ll,12, <~7~, 

alors il existe h~cgq(B) telle que hi--+ h dans cgq-~(B), pour e assez petit. 

Soient t o > 0  et OeA(ro) tels que CIOI,o<�89 On suppose que F(O)=~seB(ro). 
Soit f l~J(T*) ,  avec q > 2  et non entier: le th6orame pr6c6dent nous donne  une 
suite {/~i}, avec fli~B(ro/2i), qui approche  f l -~s,  telle que 17 0 = 0 et que 

l/7, -/]~_11,o/e, N ~ IB -- 4% o, (2.2) 

pour  i > l ,  off C est une constante d6pendant  de q. On pose fli=fii+t). 
Supposons que 

1 
[fl-~'[q, o < 128 C Min (v, 1/C): (2.3) 

comme Ifii-fii-ll,o/2~ est major6 par  le second membre  de l'in6galit6 (2.2), on 
obtient  

I f l i - - f l i _ l [ r o / 2 i N ~ Y ,  pour  i > l .  (2.4) 

Mont rons  qu 'on peut  fabriquer une suite {Oi}, avec Oi~A(ro/2i), telle que F(Oi) 

1 1 ~ I i  1 1 
ClOLo/2, <=~+~ ... + ~ +  + ~ ) ,  (2.5) 

et que 

I O~ - -  0 z_ 1 f,o/2~ =< 8 I/~z - f ig-  a I,o/2- (2 .6)  

On proc6de par  r6currence sur i. Le r6sultat est vrai pour  i=0 ,  en prenant  0 o 
= O. Supposons-le 6tabli pour  i>O. La  majora t ion  (2.5) entraine 

c f0Lo/2, =< �88 
donc, d'apr6s (2.4), le lemme 2.2 s 'applique et il existe O~+l~A(ro/2 i) tel que 
F(Oi+l)=fli+l et que 

IO~+ 1 - OLo/~, +~ < 8 I/7~+1 -/7Lo/2 ... .  

On a donc, d'apr~s (2.3), 

< 8C  1 
[Oi+ 1 - -  Oilrol2i +1 = 2 ( / + ~  ]f l  - -  Oiq, p <~ (2.7) = 16 C2 (~+ ~)q' 
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d'ofl 

C10~+~[~o/2,+~<2+-i-6 1+ + . . . + ~  

et la r6currence peut se poursuivre. D'apr6s (2.7) et le th6or6me d'approxima- 
tion, il existe co~qf~(T* | T) tel que 01~co dans cg~-~(T* | T), pour e assez petit. 
On a alors F(~o)=fl dans B. Maintenant, si fl~cg~'(T*), avec q' non entier et >q, 
on a 

C t 

Ifli- ill- d,o/e, < 2iq , , 

off C' d6pend seulement de q'; donc, d'apr6s (2.6), on a 

<sc' 
IOi - 0~_ 11,o/2, = 2iq , �9 

I1 s'ensuit que (~scgoq'(T*| T). En particulier, co est de classe egos, si fl est de 
classe cg~. 

La preuve de la proposition 2.1 se termine de la mani6re suivante. Soit fl une 
1-forme diff6rentielle de classe cg,, sur IR", avec 2 < m < 3 .  Appelons qJ le 
polyn6me de Taylor d'ordre 2 de fl / t  l'origine et choisissons un nombre r6el q 
dans l'intervalle ]2, m[: s ip  est assez petit, [fi-O[q,o est major6 par le membre de 
droite de (2.3). D'apr6s la proposition 1.1, il existe une 1-forme vectorielle 
analytique 0, d6finie sur une boule B(po), telle que F (0 )=0 .  On peut avoir de 
plus 0(0)=0, donc il existe P<--Po et to, assez petits, et des extensions/t M,o de 0 
et ~, not6es par les m~mes lettres, telles que 0~A(ro) et C]0lro_< �89 Ainsi on peut 
appliquer les constructions pr6c6dentes, d'ofl la proposition. 

On voit facilement que les m6thodes utilis6es pour prouver la proposition 
2.1 permettent aussi de r6soudre les syst6mes du type (1.8). I1 s'ensuit, avec les 
remarques de la fin du paragraphe pr6c6dent, que tout germe de classe (gq, avec 
q non entier et >2,  (resp. cg~o) de section de @ZT* est la courbure de Ricci 
d'une connexion lin6aire de classe cgq (resp. cg~) sur IR'. 

On aurait pu, dans ce paragraphe, travailler aussi avec des fonctions de 
classe cgq, pour q entier. A c e  moment-l/t, dans le th6or6me d'approximation, la 
convergence se fait dans un e s p a c e  ~q(B), plus g6nbral que cgq(N) (cf. [-3, w 5]) et 
de toutes fagons on retrouve alors les r6sultats du paragraphe pr6c6dent. 

Si fl est une 1-forme polyn6miale, il est facile de v6rifier que l'6quation F(O) 
= fl admet des solutions polyn6miales. A partir de I/t, et en raffinant un peu nos 
majorations, on pourrait obtenir des r6sultats globaux darts une boule donn6e 
de IR". 
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