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Connexions a courbure de Ricci donnée

Jacques Gasqui

Laboratoire de Mathématiques Pures, Institut Fourier, Université de Grenoble,
F-38402 St. Martin d’Héres, France

Nous avions montré dans [1] qu'un tenseur analytique réel de type (0,2) sur R”
était localement la courbure de Ricci d’une connexion linéaire analytique réelle
sur IR*. En se ramenant 4 des équations différentielles ordinaires, Jacobowitz a
étendu ce résultat au cas différentiable, lorsque n=2 (cf. [4]). Nous nous
proposons ici d’obtenir ce résultat en toutes dimensions.

Nous étudions en fait un probléme un peu plus général, qui englobe celui de
la courbure de Ricci, et que Pon peut présenter ainsi. Appelons P l'opérateur
différentiel linéaire d’ordre 1 associant & une 1-forme vectorielle w sur R”, 1a 1-
forme scalaire sur IR” définie par

(&, P(w)y =Trace(n (V) (1, $) = (Vw) (£, 7)),

ou V est la connexion plate canonique sur IR” et & #n sont des champs de
vecteurs. Si f est une 1-forme scalaire sur R" et Q une forme quadratique
analytique réelle sur les 1-formes vectorielles sur R”, a valeurs dans les 1-formes
scalaires sur R", nous résolvons localement le systéme non-linéaire

P(w)+Q(w)=p. (1)

Au paragraphe 1, on étudie le cas différentiable d’ordre fini: 'opérateur
différentiel linéarisé de P+ Q, le long d’'une 1-forme vectorielle donnée, admet un
inverse a droite avec «perte de dérivées» et, dans cette situation, des calculs
itératifs basés sur la méthode de Newton permettent d’obtenir des solutions de
(1). Dans le cas ¥®, étudié au paragraphe 2, on passe dans le domaine complexe
et on utilise un théoréme des fonctions implicites d a Jacobowitz (cf. [37).

1. Le cas différentiable d’ordre fini
Soient x',...,x", T et T* les coordonnées canoniques, les fibrés tangent et

cotangent a IR”, respectivement. On note B(r) la boule fermée de centre O et de
rayon r dans R" muni de sa norme euclidienne. Pour k entier positif, on désigne
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par €*(B(r)) I'espace des fonctions sur B(r), & valeurs réelles, continues ainsi que
leurs dérivées d’ordre <k. On le munit de sa norme habituelle

[fl,,= Y sup ID*f(x).

la| £k xeB()
On note alors €X(T*) (resp. €*(T*®T)) lespace des l-formes différentielles
=Y p,dx' (resp. 1-formes vectorielles w= Y —w!dx'®0/0x%) sur B(r) telles

i=1 ) 1S j<n
que les B; (resp. w]) soient dans €*(B(r)). On munit ces espaces des normes

|ﬁ|k,r= Sup lﬁl‘lk,l’ et |w|k,r: Sup |w{|k,r7
15isn 1gi,jsn

si =3 B, dX' eBHT*) et w=) wldx'®3/0x’e6(T*®T). Jusqu'a la fin de ce

i i
paragraphe, k est fixé et supposé =1. Si Be%*(T*) et si ¥ <r, on notera
systématiquement |f], .. 1a norme de la restriction de f a la boule B(*') et on
adopte la méme convention avec les 1-formes vectorielles.

Soit P l'opérateur différentiel linéaire d’ordre 1 envoyant la 1-forme vecto-
rielle o= w!dx'® d/0x’ sur la 1-forme scalaire

i
0w’ Ow! .
Plw)= (-J——’) dx’.
(@) ; oxt  Ox/

Comme nous lavons annoncé dans lintroduction, on peut définir
intrinséquement P de la maniére suivante: si J: AT*@T—T* est le
morphisme de fibrés vectoriels sur R” donné par

T wy =Trace(n—<{EAn,w))
siweA*T*®@T et & neT, alors P est la composition
d -
T*@T —» A T*@T 7> T*,

ou T et T* désignent respectivement les faisceaux des germes de sections de T et
T*, et ol d, est défini par

dy (&, m) = (V) (1, ) — (V) (£,7)

pour tous weT *®@T et £, neT

Enfin soit Q une forme quadratique & coefficients constants sur T*® 7T, a
valeurs dans T*. On entend par 13 que si =) @}dx'®0/0x’ est une 1-forme
vectorielle sur R” alors L

Qw)= > &L olawldx,

pasi
pa.p, 91

ou les aﬁ'qq/i sont des fonctions constantes. En fait, pour les résultats locaux que
nous avons en vue, on peut supposer que les af f; sont des fonctions analytiques
réelles sur IR

Si o est une 1-forme vectorielle, on pose F(w)=P(w)+ Q(w).
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Proposition 1.1. Soit § une 1-forme différentielle analytique réelle sur RR". Pour
tout xeIR", il existe une 1-forme vectorielle analytique réelle w sur IR", définie au
voisinage de x et telle que

F(w)=p.

Avant de démontrer cette proposition, nous allons faire quelques rappels sur
les opérateurs différentiels sous-déterminés en utilisant les notations et le forma-
lisme de Goldschmidt [2]. Soient E et F des fibrés sur IR”, s une section de F sur
R" et ¢: J (E) — F un morphisme de fibrés sur R”, ou J, (E) désigne le fibré sur IR”
des m-jets de sections de E, si m est un entier =0; on suppose que tous les objets
ci-dessus sont analytiques réels et qu’il existe peJ,(E) de source xeIlR" et de but
aekFE tel que @(p)=s(x). Si V(E) et V(F) désignent les fibrés verticaux de E et F,
etsi g, S"T* (@E )V(E)H V(F) est le morphisme induit par la différentielle de ¢

ol

(cf. [2]), alors on a le lemme suivant qui généralise légérement un résultat de

Quillen (cf. [6]):
Lemme 1.1. $’il existe A€ T* tel que Papplication (4, ¢, ,): V,(E)—V,(F)

ur—»(p*,p(im(@u)

soit surjective, alors il existe une section analytique v de E, définie au voisinage de
x, telle que ¢(j,(v))=s et que j,(v)(x)=p.
Démonstration. La preuve de ce lemme résulte d’arguments trés classiques dans

la théorie formelle des équations différentielles. Indiquons briévement comment
Pon procéde. D’aprés un argument de Quillen (cf. [6, p. 36]), I"application

qD*,pOAK,m: S{+m 7;*@ I/a(E)_')S{ T;‘* ® I/s(x)(F),

ou 4,,.: ST TS/ T*Q@S™ T} est lapplication naturelle, est surjective pour
tout £=0. A partir de 13, on en déduit aisément que p est une solution formelle
fortement prolongeable, au sens de Malgrange, de R, =Ker,¢. Le lemme est
alors une conséquence du théoréme 4.2 de [5, Appendice].

Démonstration de la proposition 1.1. Posons E=T*® T et considérons le mor-
phisme ¢@: J,(E) - T* de fibrés sur IR” défini par
(i (@) (X)) =(P(w) + Q(w) — B) (x),

si w est une 1-forme vectorielle définie au voisinage de xeIR” Ici, on a identifié
une l-forme vectorielle sur R" avec son graphe, section de E sur IR". Si
&: T*®yE— T* est le morphisme de fibrés vectoriels sur la projection de E sur
R”", notée =, défini par

P(C)(¢)=Trace(n— C(n, &) — C(E, 1)),

pour CeET*®,E et & neT, il est clair que ¢ est un morphisme de fibrés affines
sur 7, dont le morphisme de fibrés vectoriels associés est @. Par ailleurs, on a

Pdx' Rdx ®a/ox")=dxI, si j>1,
et
P(dx' Rdx>®8/0x?*) = —dx.
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donc lapplication C+—®(dx*® C) de T*® T dans T* est surjective. En parti-
culier, il existe une section L de T*®E, avec L=) I®J/0x/, telle que P(L)
7

=p. Une 1-forme vectorielle w =Y w{dx'®3d/dx’, nulle au point x et telle que
OF

ool ~
S () = E(8/0x4)x, (8/0x)x)

vérifie alors ¢(j,(w)(x))=B(x). On est donc dans les conditions d’application du
lemme 1.1, d’ou la proposition.

Lemme 1.2. 85i r <1, il existe un opérateur linéaire

K, GNT*)—-6YT*QT)
tel que PoK, soit lidentité sur €*(T*) et que

IK (B, Z1Blx..» (L.1)
pour tout BeBX(T*).

Démonstration. Pour =Y B,dx'e®(T*), on définit
K (B)=Y K,(B)dx'® 0/0x'e €} (T*® T)
i j
comme suit: pour (x!,...,x"eB(r), on pose

KBt .., xny=§ B, x%, ..., x"Ndy, sij>1,
et °

KB, xm) = [ By(xt, 3, X% . x") dy;
0

par ailleurs, on suppose que tous les autres K () sont nuls. On vérifie alors
facilement que K, a les propriétés voulues.

Lemme 1.3. Soit 9€%§(T*®T), avec p=1. Il existe ro=ry(0) =1, une constante
positive M = M(0) et un opérateur linéaire

Ly: - (T*) > (T*®T)
tels que dFyoL, soit Pidentité sur G5 (T*) et que

\Lg By, , = MIBy. ,» (1.2)
si rSry et feB(TH).

Démonstration. Ici dF, désigne I'opérateur linéarisé de F le long de 0. Si & est la
forme polaire de 2Q, on a donc

dF{w)=P(w)+ &(0, »),
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pour tout we@(T*Q®T). Par ailleurs, il existe une constante C, ne dépendant
que de k, n et Q, telle que

(0, @)y, = ClOly, 0l , (1.3)

pour tous 7 et we€X(T*® T). Supposons, dans un premier temps, que o, , <1
Si feB¥(T*), on construit une suite {w,},5, de €X(T*QT), par récurrence de la
marniére suivante: on pose w,=0 et

Wy = Kp(ﬁ —&(0,w,), pour £=0.
On a
wi+ 1T W= Kp(dj(99 Wyp_y— a){)),
donc, d’apres (1.1) et (1.3), on obtient
‘wf‘f- 1 wflk,p é Clglk,p‘a){— w[* I?k,p’

Par conséquent, w, converge dans €{T*®T) vers un élément que nous
appellerons Ly(f). D’aprés le lemme 1.2, on a

Plw, 1)+ P(0,,)=,
donc, en passant a la limite, on obtient
dFyo Lo(B)=P(Ly(B) + (6, Ly(f) = B.
Par ailleurs, d’aprés (1.1), on a
|y 4 tle,» = ClOly, pleofly, . + 1Bl s

pour /=0, si r<p, et comme w,=0, on a

1Bl

ILo(B)li. = :
G(ﬁ) k, 1 _ Clelk,p

Ainsi, dans cette situation, le lemme est démontré avec ro=p et M(6)
=(1- C|9|k,p)‘1. Quand Ci0, ,=1, on peut trouver r, < p, assez petit, tel que

Clol. . <1, (1.4)
ot 0e%*(T*® T) est définie par
0(w)=r 00 u),

pour tout ueB(1). A ce moment-13, on fait le changement de variable x=r,u
(le.: x'=roul, pour i=1,...,n). Si

0=) 0ldx'®38/0x’ et DO,w)= Y L 0wYdx),

L pa,iVpp
i P:4,p.4’51
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ot o=y w}dx'®03/0x'e¥: (T*®T), les conditions suivantes sont équivalentes
i,
pour f=3 B,dx'eBk(T*):
Jj

a) on a dFy(w)=f sur B(ry);
b) on a

)

i

oot dw} 7 :
( wj‘_%) D+ 3 bpg B0 ()= F(x),

i i
ax Ox 747,49

pour xeB(ry) et j=1,...,n;

¢)ona
a0 B0 . ,
% (G 070 ¥ B w24 ) =1 ro

40,49

pour ueB(1) et j=1,...,n, si lon pose Q(u)=wi(ryu).

Comme la constante C, intervenant dans (1.3), ne dépend pas du rayon #, on
est ramené, griace a (1.4), 4 la situation précédente sur la boule unité, ce qui
nous donne le lemme sur la boule de rayon r,,.

Proposition 1.2. Soit  une 1-forme différentielle de classe €*' sur R Il existe
une 1-forme vectorielle » de classe €* sur R", définie au voisinage de lorigine,
telle que

F(w)=§.

Démonstration. Appelons f, la série de Taylor d’ordre k de f§ & Porigine. On pose
&(r)=1p—PBole.,- La proposition 1.1 nous fournit un germe analytique en 0 ce 1-
forme vectorielle 6 sur R” tel que F(6)=f,. En considérant § comme un élément
de €y(T*®T), pour un certain p>0, nous pouvons appliquer le lemme 1.3 et
construire une suite {w,},s, de €5 (T*® T) comme suit: on part de w,=0 et on
pose

gy 1 =Lo(B—Bo—Qw,) (1.5)

pour 7 =0. Il existe deux constantes positives C, et C,, ne dépendant que de Q
et k, telles que

Q@) , £ Cylol?, (1.6)
et que
10(w) — (@), £ Chlo—o'ly o+, (1.7)

pour tous >0 et o, ' eE{(T*®T). On a, d’apres (1.2) et (1.6)
lw i, S M(e(r)+ C, waltf, ’)

pour /=0 et r<r,. Avec nos hypothéses, e(r) tend vers 0 avec r, donc si r est
assez petit, on a

1
<
S(r)=4clM2'
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On vérifie alors aisément, par récurrence, qu'on a
oyl , S2Me(r),

pour tout £=0. On a
Wy p— By 1 =Lo(Qw,) = Qw, 1)),

donc, d’apres (1.2) et (1.7), on a
o 4 2= 41l SMColoog 1 = @ply Wl0g 1 + 0y -

Maintenant, si r est choisi encore plus petit, de sorte que

1 1
<Minf- > — - _
o) = m(4C1M2’8C2M2>’

on a

1
lw,, s ol Slo,, llk’r_}'!w{!k,r§4M8(r)§2Mcz >

et finalement on obtient

1
[@f 2= gy il S310s 1 — Oy,

Ainsi {,]p,,} converge vers un élément o’ dans €(T*® T). On déduit alors de
(L.5) et du lemme 1.3 que

dFy(w)=f—Fo— Q)
sur B(r). Dans I'égalité ci-dessus, on a noté 6 pour 0|z,, ... etc. Comme

F(0+o")y=P(w')+ P(0) + Q")+ 0(6) + &(H, ')
=B+ Qo) +dFy(w),
on voit que
FO0+w)=4.

Remarque. On aurait pu supposer, dans I"énoncé de la proposition 1.2, que f est
de classe €*% avec O<a<1, Cest-a-dire que ﬁ=2ﬁjdxf, ou les f; sont de

J
classe €*, les dérivées d’ordre k vérifiant une condition de Holder d’ordre a: en
g(r)—0

-0
travaillant au départ avec ces classes de fonctions, obtenir une solution #**¢ de
notre probléme, si f est de classe €F+1.

Bien entendu, les résultats de la proposition 1.2 se généralisent 4 des systémes.
SiQ,,...,0, sont m formes quadratiques, a coefficients constants, sur la somme
directe de m exemplaires de T*® T, a valeurs dans T*, et si §,,..., 8, sont des 1-
formes différentielles de classe ¥***! sur R”, on peut trouver localement des 1-
formes vectorielles w, ..., »,, de classe €* sur R" telles que

effet, sous ces hypotheéses, on a toujours . On pourrait méme, en

Pw)+0,(w,,...,0,)=Pp,, v=1,..,m (L.8)
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Donnons un exemple, en géométrie différentielle, ou 'on rencontre ce genre
de systémes. Soit V une connexion linéaire sur R" Sa courbure de Ricci est le
tenseur de type (0,2) sur IR" défini par

&, n)=Trace((—R(C, &) n),

ou R est le tenseur de courbure de Vet ou &, y, {eT. En coordonnées locales, si

Viax: 0/0xI =Y I%0/0xF,
k=1
on a
Q(a/ax] 6/536") Z{al}k 5[;1(,

IO SR TR

Par conséquent, si 'on veut trouver des connexions linéaires & courbure de Ricci
donnée, on est ramené a résoudre un systéme du type (1.8). On a donc le

Théoréme. Soit Q une section de classe €*** de @2T* sur R”, avec k=1. Pour
tout xeR”, il existe une connexion linéaire de classe €%, ou €*** avec O<au<1,
sur R", définie au voisinage de x, dont la courbure de Ricci est égale a Q.

Ce théoréme étend au cas différentiable le théoréme 2 de [1]. Par les mémes
méthodes, on peut aussi étendre le théoréme 1 de [1] au cas différentiable.

2. Le cas €~

Le but de ce paragraphe est de montrer la

Proposition 2.1. Si f§ est un germe de classe 67, avec p non entier et >2 (resp. €%)
de 1-forme différentielle sur IR", alors il existe un germe de classe €° (resp. €*) de
1-forme vectorielle @ sur R” tel que

F{w)=5.

Considérons une boule fermée B sur IR", centrée en 0, de rayon p <1. Pour
r>0, appelons M, le domaine de C* formé des z=x+iy de C" tels que |x|<p+r
et |y|<r; on choisira toujours r assez petit pour que p+r=1. On note A(r)

0
Pespace des 1-formes vectorielles holomorphes o= wbdz* ® - sur M, telles que
a,b

lol,= sup |wi(z)]< + oo.
1=a,b=n
zeM,

Parallélement, on désignera par B(r) lespace des 1-formes différentielles holomor-
phes =7 B;dz’ sur M, telles que
j

Bl = Sup 1B,(2)| < + c©.
zeMr



Connexions a courbure de Ricct donnée 175

Quand il n’y a pas risque de confusion, on notera par la méme lettre un élément
de A(r) (ou B(r)) et sa restriction & M,., lorsque ' <r. On notera encore P et F
les opérateurs sur A(r), induits naturellement par les opérateurs P et F du
paragraphe 1.

Il existe une constante positive C, ne dépendant que de Q, telle que

|&(ew, @), < Clool, '],

l,
pour tous r>0 et w, w' e A(r).

Lemme 2.1. Soient r,>0 et OeA(r,) tels que C|9|,0§§. Il existe un opérateur
linéaire Lg: B(r,) — Alr,) tel que dFyo L, soit identité B(r,) et que

Ly fl, =41BI,
sir<r, et feB(r,).

Démonstration. La construction du lemme 1.2 nous fournit un opérateur linéaire
K, : B(ry)— A(r,) tel que PoK, soit I'identité sur B(r,) et que

K., Bl =18l,.

sirgr, et BeB(ry). On proceéde alors comme dans le lemme 1.3. Si SeB(ry), L, f
est bien défini comme limite de la suite {w,},5, de A(r,) construite ainsi: on
part de w,=0 et on pose

w{«é— L = Kro(ﬁ - <p(09 wt’))a

pour £ =0.

A partir de la, la proposition 2.1 est une conséquence directe d’'un théoréme
des fonctions implicites de Jacobowitz (cf. [3, Th.2]). Comme le probléme non-
linéaire que nous considérons est particulierement simple, nous allons rapide-
ment redonner, pour la commodité du lecteur, une démonstration de notre
résultat en suivant la démarche de Jacobowitz.

11 existe deux constantes positives C, et C,, ne dépendant que de Q, telles
que

(@), = C,lof?
et que

1Q(@) — ()], £ Cslo — o'l |0+ |,
pour tous r>0 et w, w'eA(r). On a alors le

Lemme 2.2. Sous les hypothéses du lemme 2.1, supposons que F(8)=yeB(r,). Si
BeB(r), avec ¥ <r,, vérifie i — Bl <v, o

11
:M‘ P
v (64C1’128C2)’
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alors il existe we A(r) tel que

Flw)=p
et que
lw—0l, £8[B -, (2.1)

Démonstration. 11 suffit de reprendre la preuve de la proposition 1.2. La 1-forme
vectorielle @ que T'on cherche sera bien définie comme somme de 0 et de la
limite de la suite {w,},5, de A(r) donnée par w,=0 et

Wy1= Le(ﬁ - lp - Q(w[))a

pour £ =0. L’inégalité (2.1) s’obtient alors en remarquant que

+
w—0= Z Wyy 1~ Wy,
£=0
d’ou
+ 00 +o
0=0L% ¥ lop 1 —0/, S0y, Y =8l
£=0 £=0

On note, pour k entier =0 et se]0,1[, ¥**5(B) l'espace des fonctions de
classe €* sur B, a valeurs réelles, dont les dérivées partielles d’ordre k vérifient
une condition de Holder d’exposant s. On munit cet espace de sa norme
habituelle

D* —D*
|flk+s,p=|f|k,p+ Z sup M

|a|=kx;cy$€;3 Ix—y°

On désigne par €5*5(T*) (resp. 6" (T*®T) I'espace des 1-formes scalaires
(resp. vectorielles) sur B, & coefficients dans ***(B). On munit alors ces espaces
des normes

[5‘:’(+s,p= ISSL:FS)n lﬁilk+s,p et !w[k+s,p= 1 Ss?jpSn lw{ik+s,p
si ﬁ=Zﬁidxie CEFS(T*) et w=) 0ldxX'®J/dx'eC;*(T*®T).

i
Nous avons besoin du théoréme d’approximation suivant:

Théoréme (Jacobowitz [3]). Soient r >0 et he@°(B). On peut trouver une suite de

fonctions h;, avec h; holomorphe sur M, . et sup |h(2)| < + oo, telle que hy=0 et
zeMy i
h;— h dans €°(B), et possédant la propriété suivante: si h est aussi un élément de

%4(B), pour un certain ¢=0, alors on a

Clh|
lhi—h;_ il = zi;’p,
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ou C est une constante dépendant de q. Réciproquement si q est non entier et si
{h;} est une suite de fonctions satisfaisant:

a) h; holomorphe sur M, . et sup |h(z)|< + 0, et

zeM,2i

K
b) |h hl 1Ir/2‘ ——214’

alors il existe he €(B) telle que h;— h dans €%~ *(B), pour ¢ assez petit.

Soient r,>0 et feA(ry) tels que C|6],,<3. On suppose que F(8)=yeB(r,).
Soit Be&i(T *), avec ¢ >2 et non entier: le théoréme precedent nous donne une
suite {B,}, avec fi,eB(r,/2"), qui approche f—1, telle que f,=0 et que

- ¢
Bi=Bi_ oz S5 18—V, 5 (2.2)

pour iz1, ou C est une constante dépendant de g. On pose f,=f,+.
Supposons que

1B—il,, , S5 xMin(,1/C): (2.3)

1
"_128C

comme |f;—B;_,l,,»: est majoré par le second membre de I'inégalité (2.2), on
obtient

|Bi—=Bi_1lyg2:=v, pour izl (2.4

Montrons qu’on peut fabriquer une suite {6}, avec 0,€A(r,/2Y), telle que F(6))

=ﬁi,

L1 1 1
Cliyy2e S5+ 16(1+ +.. +21q) (2.5)
et que
|9i_"0i 1lr0/21—8’ﬁ ﬁ; 1|r0/21 (26)

On procéde par récurrence sur i. Le résultat est vrai pour i=0, en prenant 6,
= 0. Supposons-le établi pour i20. La majoration (2.5) entraine

ClOily2 =%,

donc, d’aprés (2.4), le lemme 2.2 sapplique et il existe 6, ,€A4(ry/2) tel que
F(0,.)=B:, et que

|9i+ 17 0i|r0/2i+ 1 é 8 'ﬁi+ 1 —ﬁilm/zw 1.
On a dong, d’aprés (2.3),

1
|9i+1“9i|ro/zi+1émlﬁ—lﬁ|q,p§m(i—+l)—q, (2.7)
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d’ou

1 1 1 1
C|01+ 111'0/2""1 2+ (1+2q+ +2(l+1)q>

et la récurrence peut se poursuivre. D’aprés (2.7) et le théoréme d’approxima-
tion, il existe we@5(T* ® T) tel que 6, w dans €7~ %(T*® T), pour ¢ assez petit.
On a alors F(w)= [3 dans B. Malntenant si Be(gq (T*), avec ¢’ non entier et >gq,
on a

’

C
|ﬁi_ﬁi—1|ro/2iéﬁa

ou C’ dépend seulement de ¢'; donc, d’aprés (2.6), on a

8C
‘Bi 1—1|ro/2‘= 21q
1l sensuit que we%? (T*®T). En particulier, » est de classe ¥, si § est de
classe €.

La preuve de la proposition 2.1 se termine de la maniére suivante. Soit f une
I-forme différentielle de classe %™ sur RR", avec 2<m<3. Appelons ¢ le
polyndéme de Taylor d’ordre 2 de f§ a l'origine et choisissons un nombre réel ¢
dans Vintervalle ]2, m[: si p est assez petit, | —y|, , est majoré par le membre de
droite de (2.3). D’aprés la proposition 1.1, il existe une 1-forme vectorielle
analytique 6, définie sur une boule B(p,), telle que F(0)=y. On peut avoir de
plus 8(0)=0, donc il existe p<p, et ry, assez petits, et des extensions aM, deod
et y, notées par les mémes lettres, telles que e A(ry) et Cl0|, <. Ainsi on peut
appliquer les constructions précédentes, d’ou la proposition.

On voit facilement que les méthodes utilisées pour prouver la proposition
2.1 permettent aussi de résoudre les systémes du type (1.8). Il s’ensuit, avec les
remarques de la fin du paragraphe précédent, que tout germe de classe €9, avec
g non entier et >2, (resp. ¥*) de section de ®2T* est la courbure de Ricci
d’une connexion linéaire de classe €7 (resp. €=) sur R”.

On aurait pu, dans ce paragraphe, travailler aussi avec des fonctions de
classe 4%, pour g entier. A ce moment-la, dans le théoréme d’approximation, la
convergence se fait dans un espace €%(B), plus général que ¥4(B) (cf. [3, §5]) et
de toutes fagons on retrouve alors les résultats du paragraphe précédent.

Si f est une 1-forme polyndmiale, il est facile de vérifier que 'équation F(6)
= § admet des solutions polynomiales. A partir de 1a, et en raffinant un peu nos
majorations, on pourrait obtenir des résultats globaux dans une boule donnée
de R".

ro—2
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