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Zur Charakterformel gewisser Darstellungen 
halbeinfacher Gruppen und Lie-Algebren 

Jens C. Jantzen 

Einleitung 

Ist Gk eine universelle Chevalley-Gruppe fiber einem unendlichen K/Srper k 
der Charakteristik p 4: 0, so gibt es zu jedem dominanten Gewicht 2 des zuge- 
h6rigen Wurzelsystems eine irreduzible, algebraische Darstellung von Gk zum 
h6chsten Gewicht 2. Deren (formaler) Charakter Zk(2) ist yon der Form Zk(2)---- 
~a, a(2', 2)Z(2') mit 2' dominant und a(2', 2)e2g, wobei ):(2') der Charakter der 
irreduziblen Darstellung von G~ zum h6chsten Gewicht 2' ist. Nach Humphreys 
([7]) gibt es eine (affine) Spiegelungsgruppe Wk, so dab a(2', 2)+0 nut ftir 
2'e Wk.(2) m6glich ist. Dies wurde allerdings nur bewiesen, wenn p gr613er als 
die Coxeter-Zahl des Wurzelsystems ist, was wir yon nun an annehmen wollen. 
(Dank der Arbeit [4] ist diese Voraussetzung bei einem Teil der Ergebnisse 
aberflfissig, wenn der Typ ..4 nist.) Schreiben wir a(w, 2) statt a(w.(2), 2) ftir we Wk. 
Die Spiegelungsgruppe Wk definiert Kammern. Sind 2 und 2' dominante Gewichte, 
die im Innern derselben Kammer C liegen, so zeigen wir in Theorem 1, dab 
a(w, 2)=a(w, 2') ist. Schreiben wit dann a(w, C) statt a(w, 2). Wir k6nnen 
in zwei disjunkte Teilmengen Ca und Cb zerlegen und ftir ein dominantes Gewicht 
2 e C  die (endliche) Summe_ ~,~w~a(w, C) z(w.(2)) bilden. Dann zeigen wir, dab 
diese Summe ;(~(2) fiir 2e C, (Theorem 1) und gleich Null ffir 2e C b (Theorem 2) 
ist. Ftir jedes dominante 2 gibt es genau eine Kammer C mit 2e C,. Daher sagt 
Theorem 1: Kennen wir Zk(2) fiir je ein dominantes Gewicht 2 im Innern jeder 
Kammer, in der fiberhaupt ein dominantes Gewicht liegt, so kennen wir alle 
Zk(2). Theorem2 liefert uns Beziehungen zwischen verschiedenen a(w, C) fiJr 
festes C. 

Ganz ~ihnliche Aussagen gelten ffir g~:, die Lie-Algebra von Gr und deren 
irreduziblen Darstellungen, die yon h/Schsten Gewichtsvektoren erzeugt werden. 
Man ersetzt oben )~(2') durch den Charakter der ,,gr613ten" Darstellung zum 
h6chsten Gewicht 2' und W k durch eine Untergruppe der Weylgruppe. Diese 
verschiedenen Ergebnisse werden einheitlich dargestellt. Dazu betrachten wir 
statt gr deren einhfillende Algebra U und ersetzen Gk durch Uk = Ue| wobei 
Ue die Kostantsche Z-Form von U ist. Die betrachteten endlichdimensionalen 
Uk-Moduln sind auch Gk-Moduln; sie sind genau dann far Gk einfach, wenn sie 
es fiir Us sind. 

w 1. Priiliminarien 

Es seien g eine einfache komplexe Lie-Algebra, [? eine Cartan-Unteralgebra 
von g, R das zugeh/Srige Wurzelsystem, Q(R) die von R erzeugte Untergruppe 
von b*, P(R) die Gruppe der ganzzahligen Gewichte in [3*, B eine Basis des 
Wurzelsystems, R + die Menge der positiven Wurzeln und P(R) + die Menge der 
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dominanten Gewichte relativ B. Sei p die halbe Summe der positiven Wurzeln 
und P die Partitionsfunktion relativ R + (s. [6], S. 219). 

Sei (X~)~g, (H,),~n eine Chevalley-Basis yon g. Sei ge der yon dieser Basis 
erzeugte freie 7/-Untermodul yon g und sei be der 7Z-Untermodul von D mit 
Basis (H,),~ B. Fiir einen beliebigen K6rper setzen wir dann gk=gg@k und 
I~k=bz| In der einhiillenden assoziativen Algebra U(g) yon g sei Ue die yon 
allen X,,,=X~/(n!) mit ~eR und neN erzeugte Z-Unteralgebra. Die Unter- 
algebren, die wir erhalten, wenn wir nur die c~eR + bzw. e~ - R  + nehmen, m6gen 
Uz + bzw. U i  heigen. Ferner sei U ~ der Durchschnitt yon Ue mit der in U(g) 
eingebetteten einhiillenden Algebra yon b- Ist k ein beliebiger Ktirper, so seien 
Vk=V | V~176174 V2=VI Ok, VZ=Vi | 

Sei yon nun an k ein festgewahlter K/Srper. Unter Gewichten wollen wir im 
folgenden verstehen: 

Elemente yon [*, wenn Char (k)= 0, 

Elemente yon P(R), wenn Char (k) =t= 0. 

In jedem Fall induziert ein Gewicht einen Homomorphismus yon U ff in k, 
durch den es eindeutig bestimmt ist und mit dem es identifiziert wird. Sind 
2,/~ zwei Gewichte, so schreiben wir 2_/~, wenn es natiirliehe Zahlen (n~)~a 
mit /~--2=~=~/jn=e gibt. Ist c~ eine Wurzel, so sei ev die duale Wurzel; Rir 
ein n e e  sei dann s,,. die Spiegelung s~,,(x)=x-((x,~")-n)e an der Hyper- 
ebene (x, ~ ) = n .  Wir denken uns s=,, und die iibrigen, gleich zu definierenden 
Abbildungen auf b~' fiir Char(k)=0 und auf [)~ ftir Char(k)+0 operierend. Sei 
W die Weylgruppe; ffir ihre Erzeugenden s=, o werde kurz s= (eeR) geschrieben. 
Ist ~ e P(R), so sei T(2) die Translation urn 7. Mit W k werde die yon W und allen 
T(Char (k) 7) mit yeQ(R) erzeugte Gruppe bezeichnet. Fiir we W k sei w.(x)= 
w(x + p)-p; wenn im folgenden nichts ausdriicklich gesagt wird, soil W~ immer 
so, um p verschoben, operieren. 

Wir wollen uns P(R) in b~ eingebettet denken und b~ mit einer unter W 
invarianten, positiv definiten symmetrischen Bilinearform versehen. Ist Char(k) = 0, 
so wollen wir k als ~-Vektorraum in k=ff~@k' zerlegen und erhalten dann 
[?*=l)~Ok'[)~. Fiir 2eD~ seien dann 91~ und ,~2 die Projektionen yon 2 ftir 
diese Zerlegung. Fiir alle w e W ist dann 9t (w (2)) = w (9t 2) und w (,3 2) =.3 (w (2)) 
sowie 91(w.(2)) =w.(912) und ,3(w.(2))=w(,32). Es sei dann 

Wk(Z) = {we Wklw (,~) - 2 e  Q (R)} = {we Wk I w. ().)-2eO(R)}. 

Es ist dann Wk (~) der Durchschnitt von Wk (~z) mit dem Stabilisator yon .32 in Wk. 
Ist Char(k)4=0, so definieren wir Wk (x) fiir Gewichte 2 wie eben; wegen 2EP(R) 
ist dann natiirlich Wk (~) = W k. AuBerdem setzen wir 912 =2  und .32 =0. In jedem 
Fall wird Vfk (z) von den S~,~.Ch,~(k) mit r e x  und ~ e R ( ~ ) = { ~ e R l ( 2 , ~ ) e ~ }  
erzeugt (s. I-2], Chap. VI, w 2, exerc. 1). 

Ist V ein U~-Modul und 2 ein Gewicht, so heiBt Va={wV[h v=2(h)v fiir 
alle heU ~ der Gewichtsraum yon V zum Gewicht 2. Ist Va~={0}, so heigt 2 
ein Gewicht yon V. Ein Element v s V heiBt primitiv vom Gewicht 2, wenn v e V a 
ist und wenn X,,, v=0  fiir alle e e R  + und nsN,  n > 0  ist. Es heigt V ein Modul 
zum h6chsten Gewicht 2, wenn V ungleich Null ist und wenn V yon einem pnmi- 
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tiven Element v vom Gewicht 2 erzeugt wird. Es muB dann natiirlich V= Uk-v 
sein, und V ist direkte Summe seiner Gewichtsr~iume; ist # ein Gewicht yon V, 
so ist/~___<2; alle V" sind endlichdimensional, und es ist dim(Va)=l .  

Es gibt einen Antiautomorphismus a yon g, der X, auf X_,  fiir alle e e R  
und H auf H ftir alle H s  b abbildet. Dann induziert o- Antiautomorphismen 
yon gz, gk, Uz und Uk, die ebenfalls mit o- bezeichnet werden. Ist Vein Uk-Modul 
und ( , )  eine symmetrische Bilinearform auf V, so heiBe ( , )  kontravariant, wenn 
fiir alle vl, v2 e V und u e Uk gilt: (u vl, v2)= (vl, ~ (u) v2). Ftir kontravariante For- 
men sind stets Gewichtsr~iume zu verschiedenen Gewichten orthogonal. 

Ist Vein Modul zum htichsten Gewicht 2 und v ein primitives Erzeugendes 
yon V, so gibt es genau eine kontravariante Form ( , )  auf V mit (v, v)= 1. Es ist 
dann das Radikal yon ( , )  der gr613te Uk-Untermodul Yon V. Der Restklassen- 
modul von V nach diesem Radikal ist ein irreduzibler Modul zum h6chsten 
Gewicht 4. Je zwei irreduzible Moduln zum hiSchsten Gewicht 2 sind isomorph; 
sie werden mit L k (4) bezeichnet. 

w 2. Charaktere 

Sei A die Menge aller Abbildungen v o n d e r  Gruppe der Gewichte in Z. 
Ist 2 ein Gewicht, so sei e(2)~A die Abbildung mit e(2)(2)=1 und e(2)(/z)=0 
ftir #4:2. Ist f eA ,  so schreiben wir f = ~ f ( 2 ) e ( 2 ) .  Mit Ao werde die Menge 
der f e A  bezeichnet, ftir die es endlich viele Gewichte #1 . . . . .  #, gibt, so dal3 
f(2)~=0 impliziert, dab es ein i mit 2< /h  gibt. A0 ist auf nattirliche Weise Er- 
weiterungsring des Gruppenrings der Gruppe der Gewichte. 

Ist Vein Uk-Modul, der direkte Summe seiner Gewichtsriiume ist, die alle 
endlichdimensional sind, so sei ch(V)=~xdim(Va)e(2). Dann ist ch(V) ein 
Element von A; ist Vein Modul zu einem h6chsten Gewicht, so ist ch(V) ein 
Element von Ao. Wir setzen Zk (4) = ch (L k (4)). 

Ist 2eP(R) + und vein  erzeugendes primitives Element von Le(2), so setzen 
wir V(2)z = Uz v=  U i  v und V(2)k = V(2)z| sowie Z(2)= ch(V(2)k ). Ist we W und 
2eP(R) +, so setzen wir Z(W.(2))=det(w)•(2); ist 2eP(R) und gibt es weW mit 
w.(2)=2 und w + l ,  so setzen wir X(2)=0; dadurch ist X(2) rtir alle 2eP(R) 
definiert. 

Fiir ein Gewicht 2 sei Mk(2) der Restklassenmodul von Uk nach dem yon 
allen X~,, mit ~eR + und heN, n > 0  und alien h - 2 ( h ) l  mit heU ~ erzeugten 
Linksideal. Dann ist Mk (4) ein Modul zum hSchsten Gewicht 4, der sich auf alle 
Moduln zum hSchsten Gewicht 2 abbilden 1/il~t. Es ist ch (Mk (4))= Zu P ( 2 -  #)e (#). 

Ist Char(k)=0 und 2 ein Gewicht, so sei Z'k(2)=ch(Mk(2)); ist dagegen 
Char(k)#0, und 2 ein Gewicht (also 2eP(R)), so sei X~(2)=X(2 ). Ist Char(k)=0, 
so sind die ~(~ (4) linear unabh~ingig; is t Char (k)~= 0, so sind die Z~ (4) mit he P(R) + 
linear unabhangig. 

Ist Char(k)=0 und 2 ein beliebiges Gewicht, so besitzt jeder Modul 
zum hSchsten Gewicht 2 eine (endliche) Jordan-HSlder-Reihe, deren einfache 
Faktoren gewisse Lk(2' ) mit 2'_<2 und 2'e Wk.(2 ) sind. Dabei kommt L~(2) genau 
einmal vor. Wendet man dies auf die M k (2) an und benutzt man Induktion, so 
folgt, dab es ganze Zahlen a (w, 4) ftir alle w E W k mit 

Z~(2) =ch(Lk(2))= Z a(w, 4) ch(M~(w.(2)))= Z Z~(w.(2))a(w, 2) 
w ~ W k  w ~ W  k 

9* 
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gibt. Dabei wollen wir stets annehmen, dab a(1 ,2)=1 und a(w, 2 )=0  fiir die 
we ~ mit w.(2)i~2 ist. (Es sind im allgemeinen nur die ~ .  (;0=~. a(w' w, Z) ein- 
deutig bestimmt.) 

Ist Char(k)@0 und R nicht yore Typ A,,  so sei Char(k) grdfier als die Coxeter- 
Zahl yon R. Diese Voraussetzung gelte J~r den ganzen Aufsatz. Ist Char(k)+0, 
ist 2eP(R) + und Vein endlichdimensionaler Modul zum h6chsten Gewicht 2, 
so besitzt V eine Jordan-H61der-Reihe, deren einfache Faktoren gewisse Lk(2' ) 
mit 2'eWk.(2 ) und 2 '<2  und 2' dominant sind; dabei tritt Lk(2 ) genau einmal 
auf. Wenden wir dies auf V(2)k an und benutzen wir Induktion, so folgt, dab 
es ganze Zahlen a (w, 2) ffir alle w e W k gibt mit: 

Zk(Z)=ch(Lk(2))= ~ a(w, 2) ch(V(w.(2))k)= ~ a(w, 2)Z;(w.(2)). 
WeWk weWk 

Dabei soll stets a(w, 2 )=0  flit die w e W  k mit w.(2)$2 oder w.(2)6P(R) + sein; 
auch gelte a (1, 2) = 1. 

Fiir jede Charakteristik gilt dann: Ist 2 ein Gewicht und V ein (endlich- 
dimensionaler fiir Char(k)4:0) Uk-Modul, der eine (endliche) Jordan-H61der- 
Reihe besitzt, deren einfache Faktoren gewisse Lk(2' ) mit 2'eWk.(2 ) sind, so 
ist ch(V) eine 2DLinearkombination der Z~(2') mit ) /e  Wk.(2). 

w 3. Zerlegungen von Tensorprodukten 

In diesem Abschnitt seien 2 und 2 0 zwei Gewichte, von denen 2 0 immer 
und 2 fiir Char (k)4:0 dominant sein sollen. Seien Vein (ffir Char (k)@ 0: endlich- 
dimensionaler) Modul zum h6chsten Gewicht 2 und E ein endlichdimensionaler 
Modul zum h6chsten Gewicht 2 o. Sei v e i n  erzeugendes primitives Element 
yon V. Beide R~iume seien mit kontravarianten Formen ungleich Null versehen; 
beide Formen und ihr Tensorprodukt, das eine kontravariante Form auf V|  
ist, werden mit ( , )  bezeichnet. Wir w~ihlen Gewichte #1,/~2,-.-, P, yon E, so 
dab es fiir alle Gewichte tl yon E genau ein i mit Z + # e  Wk.(Z +/~i) gibt. 

Satz 1. Es gibt Untermoduln (Mi)~<_i<=. yon V|  mit: 

(i) M = M 1 0 M a O . . . G M  .. 

(ii) Jedes M i besitzt eine (endliche) Jordan-Hblder-Reihe, deren einfache 
Faktoren gewisse Lk(2') mit 2'eWk.(2 +/~i) und Z'_<_2 +20 sind. 

(iii) Jedes M i wird fiber Us yon den Projektionen liings der Zerlegung (i) 
der v |  v mit 2 + r e  Wk.(2 +#i) erzeugt. 

(iv) Die M i sind flit ( , )  paarweise orthogonal. Ist V=Lk(2 ) und E=Lk(2o) , 
so ist ( , )  auf jedem M i nicht ausgeartet. 

Beweis. l~lber U S wird V|  yon den v|  v erzeugt (vgl. [8], S. 52) und besitzt 
eine endliche Jordan-H61der-Reihe, deren einfache Faktoren gewisse Lk(2' ) sind, 
fiir die es ein i mit 2'e Wk.(Z +#i) gibt. (Der Beweis yon [6], Lemme 7.6.14 tiber- 
triigt sich sofort.) Seien M 1 . . . .  , M,, unzerlegbare Uk-Untermoduln, so dab V| 
ihre direkte Summe ist. Dann gibt es zu jedem M~ ein #eP(R),  so dab alle ein- 
fachen Unterquotienten yon M i gewisse Lk(2' ) mit 2'eWk.(2 +10 sind. (Dies ist 
fiir Char(k)4=0 das Theorem 5.1 aus [7], wobei flit den Typ A, auch [4] heran- 
zuziehen ist. Ear Char(k)=0 l~il3t sich der Beweis yon [10], Prop. 4.5 und 4.7 
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tibertragen: Bei 4.7 benutzt man Induktion tiber die L~inge einer Jordan-H6lder- 
Reihe und bei 4.5 braucht man nur solche Abbildungen f yon U k in Hom k (V", V') 
zu betrachten, so dab ftir alle Gewichte #e  P(R) gilt: 

f((Uk)U)c 1-[ Homk((V") ~, (V')~+u). 
v 

Well HOmk((V")~,(V') v+") endlichdimensional ist und weil das Zentrum von 
U k in (Uk) ~ enthalten ist, kann man Lemma4.6 a.a.O, benutzen.) Ist Mi.~0, so 
mul3 es ein j mit Wr(2 + # ) =  Wr(2 + @  geben. Fassen wit notfalls einige M~ 
zusammen und ordnen sie neu, so sehen wir, dab (i) und (ii) erftillt werden kann. 

Da V| fiber U k- von den v| ~ erzeugt wird, wird M i yon den Projektionen 
F ~ der v| ~ erzeugt. Ist F ~ r  U~-(M~+U), so ist (U~-F ~ + ~ , > ~  Uk-(M~+"))/ 
~,>~Uk-(Mi z+") ein Uk-Modul ungleich Null, der von primitiven Elementen 
zum Gewicht 2 +v erzeugt wird; also besitzt M~ einen Unterquotienten isomorph 
Lk(2 +v). Also ist 2 + v s  Wr(2 +/h) und (iii) folgt. 

Zeigen wir (iv). Da die Gewichtsr/iume von V| paarweise orthogonal 
sind, k6nnen wir Induktion benutzen: Wir betrachten ein #eP(R) mit #<20  
und nehmen an, dab (M~ +*, M}+~)=0 ftir alle i,i=j und alle v > #  ist, und wollen 
dasselbe fiir v = #  zeigen. Nun ist 

(Uk- M{ +v, U k- M2+~')=(Mr U k- M;+~')~(Mr 

ftir i:~j und v, v '>#.  Ist nun # kein Gewicht yon E oder aber 2 +#~Wk.(2 +#~) 
und 2+/~q~Wr(2 +#~ ), so ist M~'+ucZ,>,Us ebenso ftir M~ +u und es 
folgt (M{+U,M)+U)=0. Sei also # Gewicht von E und etwa 2 + # e W r ( 2 + p t ) ;  
sei F" die Projektion von v| u in M~; wir mtissen nur (F", U k- M{+~)=0 ftir 
alle i4:1 und v > #  zeigen. Es ist aber 

( r  u, U k- Mr + ~) = (M/z + ~, a ( U k- ) F u) c (M[" + ~, M1 z + ~) = 0. 

Also folgt die erste Aussage von (iv). Ist V=Lk(2 ) und E =Lk(2O), so ist ( , )  auf 
V und E, also auf V| und daher auf jedem M~ nicht ausgeartet. 

Im zuletzt betrachteten Fall ist klar, dab die Projektion auf ein M~ l~ings 
der Zerlegung (i) die orthogonale Projektion ftir ( , )  ist. 

Sei nun V=Lk(2 ) und E=Lk(2O). Sei Zk(2)=Zw~Wa(W, 2)Z'k(w.O0) der 
Charakter von V und sei Zk(20)=~u n(g)e(#) der Charakter von E. Well 2 o 
dominant ist, ist n(w~u))=n~) ftir alle wsW. Der Charakter von V| ist 
ch(V) ch(E)=Zk(2) Zk(20). Es gilt nun: 

Z~, (2)Zk (2o)= ~ n(#)Z;,(2 +#). 

Ist Char(k)=0,  so folgt dies aus [6], Lemme 7.6.14. Ist Char(k)+0, so ist Zk(20) 
eine 2g-Linearkombination gewisser Z~(2'), und es reicht, die Formel dafiir zu 
zeigen. Sie folgt in dem Fall aus dem Theorem in [3]. 

Satz 2. In Satz 1 seien V und E irreduzibel. Dann ist dort : 

ch(M,) = ~ n~,) ~ a(w, 2) Z~(w.(,~ +#)) 
~+,UffWk'(~+~i) WeWk 

Beweis. Wegen (ii) ist eh(M~) eine 2g-Linearkombination gewisser X~(2') mit 
2 ' e W r ( 2 + p l  ). AuBerdem ist ch(V| die Summe der ch(Mi). Aus unseren 
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Aussagen in w 2 tiber lineare Unabhiingigkeit der Charaktere folgt der Satz durch 
Vergleich mit der Formel oben. 

Ftir alle Gewichte # v o n  E sei eine Basis (eu,j)~j~,(,) yon E" gew~ihlt. 

Satz 3. In Satz 1 seien V und E irreduzibel. Sei p ein Gewicht yon E, so daft 
4 +p'q~ W~.(4 +#)J~r  alle Gewichte p'4:p yon E ist. Sei M das zu # geh6rende M i 
in Satz l. Fiir l <_i<n~) sei fu, i die orthogonale Projektion yon v| in M. 
Dann sind die fu ~ primitive Elemente yore Gewicht 2 +#. Der Rang n der Matrix 
der (fu,~,fu, J) (1"=<i, j<n(p)) ist n(p) oder Null. Es ist M isomorph zu Lk(2+#)" 
undes gilt: 

.O,) a(w, 4) +#))=. z (4 +p). 
w ~ W~: 

Beweis. Wegen (iii) sind die fu,j immer primitiv, wenn p maximal unter den 
Gewichten #' von E m i t  4 +#'~Wk.(2 +#) ist. Weil ( , )  auf ~j=V,(~)I kf , , j  =M~+u 
nicht ausgeartet ist, ist n gleich der Dimension yon M ~+". Sei gl, g2, " " ,  gn eine 
Orthogonalbasis dieses Raumes. Es ist M = ~'~= 1 U k- gl und die U k- gi sind paar- 
weise orthogonal; da ( , )  auf M nicht ausgeartet ist, ist es auch auf jedem U k- g~ 
nicht ausgeartet. Daher ist jedes U~-gi isomorph zu Lk(,~ +#), die Summe ist 
direkt, also M isomorph Lk(2 +#)". 

Die Charakterformel folgt aus Satz 2. Der Koeffizient yon e(4 +p) in nXk(4 +#) 
ist n; andererseits wird er yon n(p) geteilt. Nun ist n<n(~) nach Definition; 
es gibt also zwei M6glichkeiten: Es ist n=nOz) oder n=0,  je nachdem, ob die 
Determinante yon ( , )  ftir die fu,J ungleieh oder gleich Null ist. 

Betrachten wit zum Abschlul3 dieses Paragraphen zwei Beispiele. Es sei 
dabei Char(k) =0. Seien V und E irreduzibel. 

1) Ist ( 4 + p , ~ V ) ~ 7 /  ftir alle ~ R ,  so ist Wk(~+")={1} ftir alle peP(R), also 
insbesondere ftir alle Gewiehte von E. Es ist Lk(2 + p)= Mk(4 + p) f'ftr alle peP(R). 
In Satz 1 ist dann die Menge der pi gleich der Menge der Gewichte yon E undes  
ist ch (M~) = n (p~) ch (Mk (2 + p~)) + 0. Nach Satz 3 ist also M~ = m k (2 + p~)"("'). 

2) Sei ~eR  + mit (4+p,~V)=re2g.  Ftir aUe fl~R, fl#- +__~ sei (4+p ,  fl~)(s2g. 
Ist p~P(R), so ist (nach [5], Prop. 1) 

Zk(4+p)=Z'k(4+#)--Z'k(S~.(4+p) ) fiir ( 4 + p + p , ~ ) > 0 ,  

Zk(2+p)=z~(4+p)  ffir (2 + p  +#,  ~ )__<0. 

Sind p und p' Gewichte von E mit 2+p ' eWk. (2+p)  , So muB p = p '  oder 
s , . (Z+#)=4+p ' ,  also p ' = s ~ ( p ) - r ~  sein. Nehmen wir nun an, es sei r>0 .  Ist 
p ein Gewicht yon E m i t  ( 4 + p + p , ~ ) < 0 ,  so ist r + ( p , ~ ) < 0 ,  also s~(p)= 
p - ( p , ~ ) ~ > p + r ~ > p ,  also ist auch p ' = s ~ ( p + r ~ )  ein Gewicht yon E, und 
zwar mit ( 4 + p ' + p , ~ ) > 0 .  Wir kSnnen daher annehmen, dab die (p~)a_<~__<, 
genau die Gewichte yon E m i t  (2 + p +Pi,  ~)__>0 sind. Es ist dann 

ch  (M,) = (4 + p,) - (4 + p,))) 
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Ftir (2 + p  +pg, ev ) =0  entf~illt hier eigentlich die zweite Zeile; da sie jedoch dann 
gleich Null ist, stimmt das Endergebnis auch in diesem Fall. Ftir diese p~ ist 
M~= {0}. Sei ( 2 + p  +Pi, c~")>0. Die orthogonale Projektion von v| in Mi 
besteht aus primitiven Elementen vom Gewicht 2 +/~. Sie erzeugen Moduln zum 
h6chsten Gewicht 2 +,u i, also {0} oder Lk (2 +/zi) oder M k (2 + #~). Jedoch kann 
Mk(2+#i) nicht auftreten, weil Mi dann einen Unterquotienten Lk (S,. (2 + /A)) 
bes~iBe, der wegen der Formel f'tir ch(Mi) nicht auftritt. Daher erzeugen diese pri- 
mitiven Elemente einen Modul Lk (2 + p~)" mit n = dim (M{ +ui) = n (#i)-  n (#i + r ~). 
Wegen der Formel ftir ch(Mi) muB dieser Modul ganz M~ sein; es ist also Mi=  
Lk (2 + Pi)" mit n = n (kQ - n (#i + r ~). Dies gilt nach oben auch ftir (2 + p + #~, ~ ~ ) = 0. 

w 4. Facetten und obere Abschliisse 

Sei 2 ein Gewicht und betrachten wir die Operation yon Wk (z) auf D~. Nun 
wird Wk (z) von den orthogonalen Spiegelungen S~,rChar(k) an den Hyperebenen 
(x+p, eV)=rChar(k) mit f e z  und c~eR(~)={eeRI(2+p, eV)eZ} erzeugt. Wie 
in [2], Chap. V lassen sich Facetten, Kammem und Wgnde ftir das System dieser 
Hyperebenen definieren. 

Ist Char(k)=0 und F eine Facette fiir Wk (~), so gibt es eine disjunkte Zerlegung 
R (~) c~ R + = R + (V) w R~- (F) u R~- (F) mit 

F={x~D~l(x + p, ~ )  = 0  fiir alle ~ER~-(F), 

( x + p , a ~ ) > 0  t'fir alle eeRf(F), 

(x+p, e ~ ) < 0  fiir alle aeR~-(F)}. 

F i s t  genau dann eine Kammer, wenn Ri ~ (F)= ~ ist. Sind Fx, F2 Facetten, so ist 
genau dann F2 c ~ ,  wenn R~-(FO=R~-(F2), Rf(Fz)=Rf(FO und R~(Fz)=R$(F1) 
ist. Gilt dariiber hinaus R~-(F2)=R~-(F0 (oder Rf(Fz)=Rf(F~)), so sagen wir, dab 
F2 zum oberen (oder unteren) Abschlul3 F /von  F1 geh6rt. Es ist also 

P={xE~l(x+p, ~v)=O f'tir alle ~R~-(F), 

( x + p , a ~ ) > 0  ftir alle a~Rf(F), 

(x+p,~")<O ftir alle ~R~-(F)}.  

der obere AbschluB yon F. Ist F~ eine Kammer und 1:2 = ~ ,  so heiBt F2 Wand 
(cloison) yon F1, wenn R+(F2) aus genau einer Wurzel besteht; geh6rt dann Fz 
ztun oberen AbschluB yon F1, so heiBt F 2 eine obere Wand; analog sind untere 
W~nde definiert. 

Sind 2,/~D~' mit # - 2 ~ Q ( R )  und #~ Wk. (2) (also #~ Wk (z) �9 (2)) und gibt es eine 
Facette F ftir Wk (z) in D~ mit 912eF, N/zeF, so ist 2 =#. (Da .32 =~/~ ist, muB man 
9t2 = 91# zeigen. Wegen w. (912)= 91/~ folgt dies aus [2], Chap. V, w 3, n ~ 3, Prop. 1.) 

Ist F eine Facette ffir Wk (~) und ist 2 'e2+P(R),  so ist die Aussage ,,912'eF" un- 
abh~ingig vonder  Wahl der Zerlegung k=(l~k' und der davon abhiingigen Ab- 
bildung 91. Ist n~imlich ~ R  (z), so ist (.~2, a ~ ) = (,~2', a ~ ) =0, also (912', ~ ) =  
(2', c~ ~ ). Die Zugeh6rigkeit zu F wird aber durch Gleichungen und Ungleichun- 
gen fiJr die (912'+ p, ~ ~) mit ~ ~ R (x) definiert. 
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Ist Char(k)=p~a0 und F eine Facette ftir Wk(~)= Wk, SO gibt es eine disjunkte 
Zerlegung R + = Ri ~ (F )u  R~-(F) und ganze Zahlen (n~)~R + mit: 

f ={x~[?~ln~p=(x +p, o~ v)  ftir alle ~ R l ~ ( f ) ,  

n ,p<(x+p ,  aV)<(n~+l)p ftir alle c~eR~(F)}. 

Man erh~ilt unter Berticksichtigung der n~ ftir F 1 ~/~2 Formeln analog zu denen 
oben. F heiBt Kammer, wenn R~ (F)= ~ ist; dann ist F ein Fundamentalbereich 
fiir W k. Ist F eine (wie oben gegebene) Facette, so heigt 

P= {xe D~[n~p= (x  + p, ~ ~ ) ftir alle ~ee~- (F), 

n~p<(x+p,c~v)<(n~+l)p fiir alle ~eR~-(F)} 

der obere AbschluB yon F. Analog wird der untere Abschlu6 definiert. W/inde 
(sowie obere und untere W/inde) haben dieselbe Definition wie in Charakteristik 0. 

Sei Char(k) beliebig. Sei 2 ein Gewicht und sei C eine Kammer ftir Wk (z). 
Geh6rt  ein x E C nicht zum oberen AbschluB von C, so gibt es eine untere Wand F 
yon C mit x e ft. 

Satz 4. Seien 2 ein Gewicht und F eine Facette f/ir Wk (~). Dann gibt es genau eine 
Kammer fiir Wk (~), zu deren oberen Abschlufi F gehfrt. 

Beweis. Ist Char(k)=0,  so sei 

C - =  {xeb~[(x + p , ~  ) <O fiir alle c~eR(~) ~R+}.  

Nach [11], Prop. 2.29 gibt es genau eine Kammer C fiir Wk (z) mit F c  C, so dab 
ftir alle ~eR(Z)~ R + gilt: Liegen F und C-  auf derselben Seite der Hyperebene 
(x  + p, e ~ ) = 0 ,  so liegt auch C auf dieser Seite, das heil3t, ist (x  + p, c~ ~ ) <0  far 
alle x e F, so ist (x  + p, e ~ ) < 0 fiir alle x e C. Daher geh6rt F zum oberen AbschluB 
von C, und C ist offensichtlich eindeutig. 

Ist Cha r (k )=p+0 ,  so definieren wir C -  wie oben mit der zus~itzlichen Un- 
gleichung (x  + p, a~ ) > - p. Ist F eine Facette mit 

( x+p ,a~)>O ftir alle ~R(Z)c~R + 

und alle xeF, so k6nnen wir wie oben argumentieren. Eine beliebige Facette k6n- 
nen wir dutch eine Translation mit einem Element aus pQ(R) in eine yon dem 
Typ oben tiberftihren. Dabei gehen Facetten in Facetten und obere Abschltisse in 
obere Abschltisse tiber. Daher ist alles gezeigt. 

Satz5. Sei ). ein Gewicht und sei F die Facette fiir Wk (~) mit 912~eF. Sei 2 0 ein 
dominantes Gewicht und sei E = Lk (Zo). Sei # ein unter W zu Z o konjugiertes Gewicht 
yon E mit 912 +#eF. Dann ist )~ +#'(~ Wk.(Z + #)ffir alle Gewichte #' ~#  yon E. 

Beweis. Sei E ' =  V(20)k; da jedes Gewicht yon E auch eines yon E' ist, reicht es, 
den Satz mit E' statt E zu beweisen. Sei p =Char(k),  wobei p = 0  m6glich ist. Sei C 
eine Kammer mit F c  C. Ist C 1 eine andere Kammer ftir Wk (~), so sei d(Ct, C) die 
Anzahl der Hyperebenen (x+p,  ~ ) = r p  mit c~eR {~) und reT/, so dab C und Ct 
auf verschiedenen Seiten der Hyperebene liegen. 

Nehmen wir an, es gebe ein Gewicht #'~e# yon E' mit Z + # ' e  Wk.(2+#). ES 
gibt eine Kammer Ct ftir Wk u~) mit 912+#'eC~.  Wir w~ihlen #' und C~ so, da6 
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d(C1, C)_minimal hierfiir ist. W/ire d(C1, C)=0, so w~ire CI=C, also 912+#', 
912+/2~C und 912+g'e Wk(~).(912+/2); da C ein Fundamentalbereich ist, folgt 
912+/2'=912+/2 im Widerspruch zur Wahl von/2'. Es gibt also ein cteR<X)c~R + 
und rEZ, so dab die Hyperebene (x+p,  c~V)=rp Tr/iger einer Wand von C1 ist 
und so dab C 1 und C auf verschiedenen Seiten der Hyperebene liegen. Sei etwa 
( x + p , ~ V ) < r p  ftir x~C~ und (x+p,c~V)>rp ftir x~C. (Der andere Fall 1/il3t 
sich ganz analog behandeln.) Sei C2 =s~,,p,(CO; es ist d(C2, C)<d(C1, C). 

Nun ist (911+p+/2 ' ,~ )<rp  und (2+p,~V)=(912+p,~V)>rp.  Es ist 
s~.rv.(2 +/2,) = i t_  (( 2 +p, ~v) - rp )  ~+s~(/2'). Aus 

( 9 1 2 + p , ~ ) - r p > O  und s~.,.p.(2+/2')>2+/2' 

folgt s,(/2")>/2"'=s~(/2')-((912+p,e~)-rp)e>/2 '. Nun sind /2' und s,(/2') Ge- 
wichte yon E', also auch/2"- Nun ist 2 +/2"e Wk.(2 +/2') = Wk.(2 +/2) und 9t2 +/2"e C2 
mit d(C2, C)<d(CI, C). Wegen der Minimalit/it yon d(C~, C) mul3/2"=/2 sein. 
Da/2~ W(2o) ist, k6nnen nicht gleichzeitig # +~ und/2-c~ Gewichte yon V(20) k 
sein; da/2=I=/2 ' ist, mul3/2=s~(/2') sein. Daher ist (912 +p, ~ ) = r p .  Es ist dann 
(x  +p, ~ v) = rp ftir alle x e F, also insbesondere fiir x = 912 +/2; daher ist (/2, c~ v) = 0 
und/2 = s~(/2) = #', ein Widerspruch. 

Satz6. Seien )~,)~' Gewichte mit 2-2 ' eP(R) .  Sei F die Facette fiir VVk(X) mit 
91;.eF. Es geh6re 912' zum oberen Abschtufi yon F, und es sei w a W  k mit w.(2')=2'. 
Dann ist w. (2) >)~. 

Beweis. Sei Char(k)=p, wobei auch p = 0  m6glich ist. Sei F 1 die Facette ftir 
Wk(Z) mit 912'~F 1 . Zu F 1 und Wk~) gibt es ein Gewicht/2EpP(R) mit /2--pePt .  (Es 
i s t / 2 -P  ein spezieller Punkt ftir Wk(X). ) Dann normalisiert die Translation T(-/2) 
die Gruppe Wk tz), sie permutiert die Facetten flit Wk(X) und fiihrt obere Abschliisse 
in obere Abschliisse fiber. Ferner ist T ( -  #) 2 -  T(-/2) 2'E P(R) und (T( -/2) w T(/2)). 
T( - /2 )2 '=T( - /2 )2 ' .  Aus (T(-/2)wT(/2)).T(-/2)2>-T(-/2)2 folgt aul3erdem 
w (2)> 2. Daher k6nnen und wollen wit annehmen, dab 0 -  p e ~  ist. 

�9 Sei R 1 = {c~eR(X)[(x +p, ~ )  =0 fiir alle xeFx}. Wegen 0 -p~F~  sind die Spie- 
gelungshyperebenen (x  +p, c~ v) = 0 mit ~e R + c~ R~ die einzigen, die F~ enthalten. 
Daher geh6rt w zur Gruppe W~, die von den s~ mit e e R  + c~ R~ erzeugt wird. Nun 
ist R 1 ein Wurzelsystem in dem Teilraum, den es erzeugt, und man kann eine 
Basis B t von R~ mit B~ c R  + w/ihlen. Dann ist eine Wurzel e~R1 genau dann 
positiv ftir B~, wenn ~eR + ist. Fiir solch ein c~ ist ( 2 ' + p , ~ V ) = 0 ,  also 
(2 +p, ~ ) < 0 ,  mithin s~.(2)>2. Wie beim Beweis yon Prop. 18 in [2~ sieht man 
dann w~ (2)> 2 ftir alle w~ e Wt, also insbesondere fiir w t = w. 

Theorem 1. Seien 2, 2' Gewichte mit 2 -  2's P(R). Sei F die Facette fiir W~ ~ mit 
912eF. Es gehdre 912' zum oberen AtSschlufl yon F. Ist Char(k)~0, so sei 2eP(R) +. 
Dann ist 

Xk (2') = 2 a (w, 2) Zk (w. (2')). 
weWk 

Beweis. Sei/2 = ,~ ' - 2  und sei 2 0 das dominante Gewicht in W(/2). Ist E =Lk(2O), 
so ist (nach Satz 5) 2 +/2'~W~.(2 +/2) fiJr alle Gewichte ff=~/2 yon E. Wir k6nnen 
also Satz 3 auf L~(2)| anwenden; dabei ist n~)  = 1 und ns  {0, 1}. Urn zu zeigen, 
dab n=~0 ist, miissen wir zeigen, dab die Summe im Satz ungleich Null ist. Wir 
k~nnen annehmen, dab a(w, 2)=0 ist, wenn w.(2)~2 ist und, ftir Char(k)~=0, 
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auch wenn w.()Q nicht dominant ist. In der Summe oben ist dann der Koeffizient 
yon e(;~') gleich dem yon )~(2'), also gleich ~w.(a,)=~,a(w, 2). Ist w.(2')=2', so ist 
(nach Satz 6) w.(2)> 2; wenn a (w, 2 ) .  0 sein soll, mug w.(2)= 2 sein. Wegen 9t 2'e [ 
folgt nattirlich umgekehrt w.(2')=2' aus w.(2)=2. Daher ist der Koeffizent yon 
e(2') gleich ~w.~a)=~a(w, )o)= 1. Mithin ist die Summe im Satz ungleich Null, also 
gleich Zk(2') nach Satz 3. 

Der Fall 012'e F i s t  fgr Char (k)=~ 0 die Conjecture III yon Verma ([12]). Sie ist 
also hiermit bewiesen, wenn Char (k) gr6Ber als die Coxeter-Zahl ist oder wenn R 
vom Typ A, ist. DaB die entsprechende Aussage fiir Char(k)=0 gilt, ist Verma 
von Berngtein 1971 mtindlich mitgeteilt worden. 

Ist Cha r (k ) -0  oder Char(k) griSger als die Coxeterzahl, so ist hierdurch die 
Berechnung der )~k (2) auf die der Xk (2') zuriickgefiihrt, flit die 012' in einer Kammer 
liegt. Ist n~imlich 2 ein Gewicht, so gibt es (nach Satz 4) eine Kammer C, zu deren 
oberen Abschlug 012 gehSrt, und ein 2 'e2 +P(R) mit 012'e C. 

w 5. Primitive Elemente in Tensorprodukten 
Sei msb~, so dab die (co +p, ~ )  mit e e B  algebraisch unabh~ingig fiber Q 

sind. Sei V=Lc(e))=Mr ). Sei 2o ein dominantes Gewicht und sei E=Lr 
Seien v und v o primitive Erzeugende von V und E. Es seien V und E m i t  dutch 
(v,v)=(Vo,Vo)=l normierten kontravarianten Formen (,) versehen; auch das 
Tensorprodukt dieser Formen heiBe (,). Sei E z = U i v o = Uzv o und sei (eu,j) 1 ~ j__,(,) 
eine Z-Basis von E l ftir alle Gewichte/~ yon E. Nun sind die Voraussetzungen yon 
Satz 1 gegeben. Nach Beispiel 1 zu Satz 3 ist {/~1,1~2 . . . . .  # n }  die Menge der Ge- 
wichte/~ yon E; fiir ein solches # werde das zugehiSrige M i mit M, bezeichnet. Sei 
fu3 die orthogonale Projektion yon v| in M,.  Die f ,3  sind primitive Elemente, 
jedes U~f,,~ ist isomorph zu Mr +#) und M, ist direkte Summe der Ur 3. 
Nun mug nach Satz 3 die Determinante von (,) flit die f,,~(1 < j <  n(g)) ungleich 
Null sein. Diese Determinante habe ich in [8], Lemma II8(ii) berechnet; sie ist 
D~(l~)a u. Dabei ist OE~ ) die Determinante yon (,) fiir eine Z-Basis yon E~, also 
etwa fiJr die eu,j; ferner bedeute: 

t ( c o + p , c ~ v ) - r  f(~+r~) a . =  13 [I  " 
~eR + r >  0 

r+(~,~)>O 

Sind 2, 2'~ t)~, so sei 
Di(2')= [ I  IF[ ( 2 + p , ~ " )  r (x z . . . .  ) 

~eR + r > O  r 

Ist v' ein primitives Element von Mr ist (,) die dutch (v', v') = 1 normierte kontra- 
variante Form auf Mc(2 ) und ist M~,(2)= U z- v', so ist D~(2') die Determinante 
yon (,) fiir eine Z-Basis yon Mz(2) z' (s. [8], Satz II 1 oder [13]). 

Eine Partition ist ein R+-tupel n=(P(e))~R,~>O nattirlicher Zahlen; es sei 
dann R(n)=2~R+ p(cQ~ und X ~ =  [L~R+ X-~,e(~)sowie X~= 1-L~R+ X~,p(~). Da- 
bei sind die beiden Produkte jeweils in einer festen, doch beliebigen Reihenfolge 
auszufiihren; der Einfachheit halber m6gen diese Reihenfolgen durch a ( X  , )=  X~ 
fiir allen verbunden sein. Nun bilden die X , v  eine 7Z-Basis von Vz= Uz-v und die 
X~(v@eu,j) eine Z-Basis von (V |  Vz| 
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Die Koeffizienten der primitiven Elemente fu,j mSgen ~v,k.~ft(#'J) heiflen : 

n(v) 

Z Y % (1) 
v>,u k ~ l  R(~)~v--#  

Die ,,(u,J) sind durch das Gleichungssystem ~v, k,Tt 

n(v) 
(~,J) Z Z Z a~,k,,~(X-.(v|174 (2) 

v>u k = l  R(u)=v--,u 
= (v| X_ ~,(v@G, k,)) 

fiir alle v'>#, 1-<k'-<n(v') und R(Tr')=v'-# gegeben. Die Determinante dieses 
Gleichungssystems ist nach [-8], Lemmata II 8(i) und 7 gleich: 

[] D'~+~(co +#)"(~)(a~DE(v))e(*-")= 1~- 1-I D~(v)P(~-U)D~(co +p-v)  "(~). (3) 
v>,u a #  v>,u 

Sind p und v Gewichte yon Emit  v>#, so gibt es m ~ N  mit v - p = ~ m ~ a .  
Mit d(E) werde das Maximum aller m~ f'dr alle m6glichen v und # bezeichnet. 
Seien p~, P2, .,,, P, die Primzahlen, die kleiner oder gleich d(E) sind oder die ein 

[ 1 1 ~ , ] ~ Q .  Se iA tier v o n Z ~ u n d a l l e n  DE(#) teilen. Sei Z e = ~  ~ , P 2 ' " "  

(co +p ,a~)  mit aeB erzeugte Teilring yon ~. Dann ist A ein Polynomring 
tiber ZE, ein Ring also, in dem sich jedes Element eindeutig in Primelemente zer- 
legen l~iBt. Zu diesen Primelementen geh6ren alle ( ~  +p, a ~ ) - r  mit aeR und 
r~g, weil sie Primelemente in II)[((co +p, fl~>)~p] sind und weil der grSl3te ge- 
meinsame Teiler der Koeffizienten des Polynoms gleich 1 ist (nach [2], Chap. VI, 
w 1, n ~ 6, Cor. de la Thin. 3). Sei S die yon allen (co +p, ~ >  - r  mit e eR  + und re;g 
erzeugte multiplikative Teilmenge von A. Nimmt man nur die (co +p, c~ ~> - r  mit 
n(# + re )>0  und r +<#, e ~ )<  0, so heiBe die erzeugte multiplikative Menge S,. 
Wir wollen zeigen: 

Satz 7. Fiir alle Gewichte # yon E gehSren alle ~v,k,,'u('a'J) Zig S; I A. 

Nun ist S- 1A = S- a A c~ S- ~ @ [((co +p, fl ~ >) ~e] wegen der Eindeutigkeit der 
# U fl 1 "" 

Primelementzerlegung. Zeigen wir zuerst a~Ui~)~eS - A. Nun k6nnen wir die a~",iJ,~ 
als L6sungen des Gleichungssystems (2) mit Hilfe der Cramerschen Regel be- 
rechnen. Da nach (3) der Nenner der Determinante zu A geh6rt und da im Zfihler 
der Anteil der DE(v ) in A invertierbar ist und der Rest zu S geh6rt, reicht es zu 
zeigen, dab alle Koeffizienten des Gleichungssystems in A liegen. Diese Koeffi- 
zienten sind einmal vom Typ 

(v@eu, J, X_,~,(v|162174 j), v@er 

=(v| X~, e,,j, V@G, k,)=(X,, eu, j, G',k'). 

Weil 2oeP(R) ist, ist X~, e~,j~Eg und (Ez, E~)~7Z, also ist der Koeffizient aus Z. 
Die iibrigen Koeffizienten sind yon der Form 
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Sind n=(p(a))~R,~> o und n'=(V'(e)),~R,~>O, SO folgt aus R ( n ) = v - i t  und R ( n ' ) =  
v ' - i t ,  dab  p(a), p'(e)<_<_d(E) sind, also dab p(a) und p'(a) in A invert ierbar  sind. 

p' (~) 
Daher  reicht es zu zeigen, dab  (v| I-I~g+ X~ (~) I - I~g + X ~  (V| A 
liegt. Ist U(gz) die einhiillende Z-Algebra  yon ge, so reicht es aus, zu zeigen, dab  
(v| U(ge)(v| ist. Weil be von den H~ mit  a e B  erzeugt wird und 
H~(v| k,)=(CO+V',av)(v| k ,) ist, ist (V| U(t)e)(v| g,))cA; die ent- 
sprechende Aussage fiir gg folgt aus U(ge)Eg c E z. 

Sei e e R  + und t e N ,  und bet rachten  wir das Po lynom (co + p, e v ) +  r. In der 
De te rminan te  (3) tritt es nur  auf, wenn es v o m  Nenner  yon a ,  h e r k o m m t ;  dazu 
m u g  es s > 0 mit  r = (It, ~ v ) + s und n (It + s c~) > 0 geben;  also m u g  (It, ~ v ) _ r < 0 
und n (p + r e - (p ,  e v ) e) = n (s~ ( p -  r e)) = n ( # -  r e) > 0 sein. Dies ist aber  die Be- 
dingung daftir, dab (co + p, e ~ ) + r zu S~ gehSrt. Dami t  ist ffir die (co + p, e ~ ) + r 
mit  r > 0 alles gezeigt. 

Sei nun c~ e R § und r e N ,  r > 0. Das  Po lynom (co + p, c ~ )  - r  induziert  eine Be- 
wertung des Quot ien tenkSrpers  yon A; sie heige ffir den Rest  des Beweises kurz  
die Bewertung. Sei A' der (diskrete) Bewertungsring,  M das Bewertungsideal  und 
K der Res tk lassenkSrper  A'/M. Wir wollen zeigen, dab ,,("'J)~A' ist, wenn 
( c o + p , ~ ) - r ( s S ,  ist. Ist dies fiir alle ~ und r geschehen, so folgt dann  ~,~,k,~='~(u'J) 
S21ff2[((co+p, fiv))~B]. DaB ( c o + p , e ~ ) - r r  ist, bedeutet  r + @ , e ~ ) > 0  
oder  n (# + r ~) = 0. Wenn  aber  r + (it, ~ ~ ) < 0 ist, so ist # < # + r ~ < It - (# ,  ~ ~ ) e = 
s~(#) u n d  auch # + r e  ist ein Gewicht  yon E. Wir mtissen also zeigen: Ist r +  
(it, a v ) > 0 ,  so ist a ("'j) c A '  v,kdr 

Es sei UA,=U~z|162 und EA,=Ee|162 sowie Va,=MA,(co)= 
Ui-v|  Weil |  und co(be)cA '  ist, ist Va, ein UA,-Modul: dies gilt 
natfirlich auch ffir EA, und (V@E)A,=VA,@A, EA,. Die X_~(v| k) bilden eine 
A'-Basis von (V| DaB ftir ein It und e in j  alle ,,("'2) in A' liegen, ist ~iquivalent ~v,k,Tt 

dazu, dab  fu,je(V| ist. 
Die kanonische Abbi ldung  yon A' auf K werde mit  av--~d bezeichnet,  ebenso 

die yon U A, auf UK, Yon EA. auf  E K, von MA,(co) auf  MK(N) und yon (V| 
auf M~(N)| Dabei  ist (N+p,  fl~)=(co+p, fl~) ffir alle t i e R ;  es ist dann  
(~+p ,  fl~)(~Z ftir alle tieR mit f14: +__~ und es ist ( ~ + p , c ~ ) = r .  Alle diese 
Abbi ldungen  yon UA,-Moduln sind mit  der yon UA, auf  Ur vertriiglich. Versehen 
wir MK(~) ) und EK mit durch  (~ ,5 )=(~o ,~o)=1  normier ten  kon t rava r i an ten  
F o r m e n  und M~(~)| mit deren Tensorproduk t ,  so ist (~ ,y )= (x ,  y) fiir alle 
x,y in e inem dieser UA,-Moduln. N u n  liiBt sich M n ( N - r  ~) eindeutig in MK(N ) 
als das Radika l  yon ( , )  einbetten, und es ist LK(N ) = Mn(N)/MK(N- r c O. D a n n  
ist M ~ ( N - r  c~)| das Radika l  yon ( , )  auf  MK(N)| und es ist L~(~))| 
(MK(N)| oO| Sei q~ die aus u~-+fi und der kanonischen  Pro-  
jekt ion  yon M~(N)| auf L~(N)| zusammengese tz te  Abbi ldung  yon 
(V| auf LK(~)| K. Fiir xe(V| ist q0(x) genau dann  gleich Null, 
wenn 2 zum Radika l  yon ( , )  auf  MK(N)| K gehSrt, also genau dann,  wenn 
(x, (V| ist. 

Unsere  Behauptung  folgt nun aus dem genaueren  

L e m m a .  (i) Sei It ein Gewicht yon E mit r + ( p ,  e v ) > 0 .  Alle f,.j ( l<j_<n(I t ) )  
geh6ren zu (V| Es gibt eine A'-Orthogonalbasis gu,j (l__<j__<n(it)) yon 
A' f,, 1 + A' f,, z +"" + A' f,,,.(u), so daft der Basiswechsel yon den f,,j zu den gu,j Deter- 
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minante 1 hat und so daft die Bewertung yon (gu,J, gu,) gleich 1 ffir 1 < j <  n(p + r ~) 
und gleich 0 ffir j > n(~ + r ~) ist. Ffir l < ] < n(lt + r a) ist (gu,i, ( V | E)A')~ M" 

(ii) Sei I 2 ein Gewicht yon Emi t  r + (p, ~v)  <0. Sei gu, J die Orthogonalisierung 
yon v| ~ auf alle X_~gv, k mit v>#  und v:~s,(#+r~) oder mit v=s~(#+r~) 
und k>n(lO=n(v+r~).  Dann ist gu,j~(V| und (gu,j,(V| jfir 
1 _<j_< n(/~). 

Beweis. Wir benutzen Induktion fiber # und nehmen an, der Satz sei fiir 
alle Gewichte v > #  wahr. Die X_~(v| k) mit v>p, l<k<n(v )  und R(Tc)=v--# 
erzeugen fiber • denselben Teilraum wie die X_~ g~,k; da f , , i  die Orthogonali- 
sierung von v| i auf die ersten Vektoren ist, ist es auch die auf die zweiten. 
Es gibt also ~,(u,J)~tr mit: 

n ( v )  

fu, J=v| J - Z Z Z b~U,~!)~X-,g~,k" (4) 
v > / l  k = l  R O z ) = v - - , u  

Im Fall (ii) erhalten wir gu,~, wenn wit die Terme mit v = s~ (p + r ~) und 1 _< k_< n (p) 
fortlassen. Es ist zu zeigen, daf3 die ~,(,,~) (bei (ii) auger denen mit v=s~(p+r~) 
und l_<k_<n(/~)) aus A' sind. Sie sind dutch ein zu (2) analoges Gleichungs- 
system gegeben. Nun ist X_,  g~, k ~ M~ fiir r + (v, ~ ~ ) _-> 0 und X_ ~ g~, k e My + M~ (~+~ ~) 
ffir r + ( v , ~ ) < 0 .  Daher ist (X_.gv, k,X_n, gv.,k,)=O for alle v,v' mit v '+ 
v,s~(v+r~). Ist ( v , ~ V ) + r > 0  und k>n(v+r~) ,  so ist (X~g~,k,X_~,g~,,k,)=O 
auch ffir v '= s~ (v + r ~) oder ffir v '= v und k '~  k. Daher zerf~illt das zu (4) gehiSrige 
Gleichungssystem in verschiedene Teilsysteme. 

Sei v >/~ mit (v, ~ ) +  r>__0 und sei v '= s~(v + r ~). Ffir k > n(v') erhalten wit 
ein System: 

(v@eu, j, X_~, g~,k)= ~ b(U" J) tX  " ~,k, ~ - ~  ~,k,  X~,g~,k) (5) 

ffir alle ~' mit R (z~')--v- ~. 

AuBerdem erhalten wir das folgende System: 
n(v') 

--  -- 6 v ,  k ' ]  t"*,,k,rc 

k = l  R ( g )  ~ v - , u  
,,(~,) (6) 

+ 2 ~'~ (m-ngv',k'X-~'gv, k ")h(u'j) t - ' v ' , k , l~  

k = l R ( ~ ) = v ' - - p  

ffir alle k' und ~z' mit 1 <_k'<_n(v+r ~) und R(zr )=v-# ,  und 

n(v') 
(v| ~ ~, (X-~g~,k,X ~,g~,k,) ~'<u'J) -- Uv ,  k , ~  

k = l  R ( ~ ) = v - - l t  

ntv') 

--  , -- ,~v" k ' l  U v ' , k , n  

k = l  R ( x ) =  v ' - #  

ffir alle k' und 7( mit 1 <_k'<_n(v') und R(z( )=v ' - / t .  Ffir v'=v entfiillt die zweite 
H~ilfte des Gleichungssystems. Ist r + ( # , c ~ ) < 0 ,  so ist (6) fiir v=s~(#+rct) 
fortzulassen. 

Die Determinante dieser Gleichungssysteme ist die Determinante von ( , )  
fiir alle X-,~gv, k mit R(rc )=v-p  bei (5), ffir alle X_,~g~,k und X_~,gv,,k, mit 
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R (re) = v - #, R Or') = v' - # und 1 __< k, k' < n (v') fiir (6). Im zweiten Fall kBnnen 
wir die X ~ ,  g~',k' durch die X-,,'fv',k" ersetzen, ohne dab sich die Determinante 
~indert. Daher ist die Determinante im Fall (5) oder im Fall (6) gleich 

(gv,k, g~, k) e(v-u) D~ + ~ (~ + #) (5') 
oder 

C(r ) I-I (g~,k, gv, k) P(~-u) D'~,+~,___ m ~,, 4-'x"(~') -P(~'-") D~, + r (o  + #) " ( ~ ' ) . " v ,  (6') 
\ k =  1 

Bei (6') entfallen die beiden letzten Faktoren ffir v' =v. Berechnen wir zun~chst 
die Bewertung dieser Determinanten. Nach Wahl yon k bringt in (5') das (g~,k, g~,k) 
keinen Beitrag zur Bewertung, wghrend in (6')jedes 1 dazu beitr~igt, so dab das 
Produkt fiber k dort insgesamt n(v')P(v-#) liefert. Es ist 

D~+~(co+p)= 17 F[ (<~~ e(~-~-~p)" 
/~>0 s>O 

Zur Bewertung tr~igt nur der Faktor mit /3=~ und s-<v,o~">=r etwas bei; 
dazu muB r +  <v, ~ >  > 0  sein, was in (5') immer, in (6') nur fiir v #  v' der Fall 
ist. Der Beitrag ist dann P(v - # -  (r + <v, ~ ~ >) ~) = P(v' - ~t) bei (5') und P(v'- #) n(v') 
bei (6'). Insgesamt haben wir bisher als Bewertung erhalten: 

P ( v ' - # ) ,  (5") 

n(v')(P(v'-g)+P(v-#)) ffir v4:v', (6") 

n(v') P(v -#)  fiir v = v'. 

Dies ist die voile Bewertung, weil bei (6') die beiden letzten Faktoren keinen 
Beitrag liefern. Es ist n~imlich 

( ( c o + p , / 3 ~ > - s ) " ( ~ ' + ~ '  
- - -  lq 17 �9 

/Y>O s>O 
s+<v',  #~>_->O 

Im Nenner tritt < ~ o + p , ~ > - r  sicher nicht auf. Im Z~ihler mfiBte /3=~ und 
s=r, also r+<v',c~>=r+(s~(v)-r~,o~>=-((v,~>+r)>O sein. Nun ist 
(v, ce~>+r>0 und ffir < v , ~ > + r = 0 ,  also v'=v, tritt dieser Faktor nicht auf. 
Auch DL+v,(Co+~) liefert nichts; es mfiBte n~imlich < ~ + p + v ' , / 3 ~ > - s =  
<co+p,~>-r, also f l=~ und s=r+(v',o~>=-(<v,o~>+r)<O sein, was im 
Widerspruch zu s > 0 steht. 

Bei (6) ist die Bewertung der Determinante genau die Anzahl der Gleichungen. 
Berechnen wir die/,(~' j) mit Hilfe der Cramerschen Regel, so reicht es zu zeigen, t-'v, k~ It 

dab alle Koeffizienten von (6) echt positive Bewertung haben, also in M liegen. 
Sie liegen aber in (gv, k,(V| und (g~,k,(V| und nach Induktions- 
voraussetzung sind dies Teilmengen von M. 

Betrachten wir also (5). Ist v '~  #, so ist die Bewertung (5") Null und nichts 
zu zeigen. Sei also v'>/z. Wegen (g~,a,g~,k)~=0 ist r Nun ist q~(g~,k) 
ein primitives Element vom Gewicht ~ + v ,  erzeugt also nach Beispiel 2) zu 
Satz 3 einen Modul isomorph LK(~ + v). In Mr: (~)| erzeugt gv, k einen Modul 
isomorph MK(~ + v); daher gibt es u e Ua7 ~ mit s = r + (v, ~ >, so dab ~ 4=0, 
abet ~o(ug~,k)=0 ist. Alle X_~gg~,k mit R ( r c ) = v ' - #  sind linear unabh~ingig. 
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Daher lassen sich die X_,~ u g~.k ZU einer A'-Basis (xi)i~ 1 von (UA, g,,,k) ~' erweitern. 
Es ist 2i~I  ci xi = 2R(rQ=v-/t ~v,k,~h0"J) X_~ gv, k ftir geeignete cie~,  die durch 

(v| j, xi,)= ~ ci(x i, xi, ) ftir alle i' e I  (7) 
i~I  

gegeben sind. Die Determinante dieses Gleichungssystems ist die Determinante 
von ( , )  f'tir eine A'-Basis von (UA, gv,~)u, hat also dieselbe Bewertung wie die von (5). 
Ist x i von der Form X_~ug~,k, so ist (v| j, xi), (Xi,,Xi)~(ug~,k,(V@E)A,). 
Diese Menge ist wegen ~o(u g~,~)=0 in M enthalten. L6st man (7) mit Hilfe der 
Cramerschen Regel, so treten daher im Ziihler Determinanten auf, bei denen 
in P(v'-I~) Zeilen jedes Element in M liegt. Die Bewertung dieser Determinante 
ist also mindestens P(v'-i~). Da die Bewertung der Determinante im Nenner 
genau P(v ' -p )  ist, geh6ren die L6sungen el, also auch die ~'~,k,~h(u'J) ZU A'. 

Wit haben also bisher gezeigt, dab im Fall (i) die fu, J, im Fall (ii) die gu,J 
zu (V| geh6ren. Sei zun~ichst </~,aV>+r>0. Es l~iBt sich offensichtlich 
eine A'-Orthogonalbasis gu,J finden, so dab der Basiswechsel Determinante 1 hat. 
Sei ~)die Bewertung von (g~,J, gu,~)-Nun ist (g~,j(V| 
(gu,j, A' g~,~)= A' (gu,J, gu,/)" Ist nun ~ 4: 0, so ist (gu, J, (V| E)a,)c M, also ~o (gu,i)= 0; 
dagegen ist ~0(go, i):#0 fiJr ~3=0. Wegen ihrer Orthogonalit~it sind die q~(gu, j) 
mit ~ = 0  linear unabh~ingig; es gibt also in LK(@| genau so viel Unter- 
quotienten LK(~+#) , wie es j mit r j=0 gibt. Nach Beispiel 2) zu Satz 3 sind es 
genau n(~)-n(lz+ra).  Andererseits kennen wir die Summe der ~; sie ist die 
Bewertung der Determinante von ( , )  fiir die gu, J, also auch der ftir die fu,J, das 
heil3t yon D E (/1) as, mithin n (/~ + r ~). Daher ist genau n (/t + r ~)-mal 13 = 1 und 
sonst ~=0.  Durch Umordnung der gu, J erh~ilt man die Gestalt von (i). 

Sei nun <#, ~ ~ > + r < 0. W~ire (gu, J, (V|  E)A,) ~ 0 fiJs ein j, so w~ire q~ (gu, J) # O. 
Nun ist gu,J zu allen X ~  gv, k mit v . # ,  s , (#+r ~) oder k>n(#)  orthogonal, also 
auch q~(gu,i) zu den entsprechenden X ~  ~0(g~,k). Aul3erdem ist q~(g~,k)=0 fiir 
v=s , (#+r~)  und l < k < n ( # ) ;  daher ist .qg(g~,j) zu allen X~cp(g~,k) mit v>/~ 
orthogonal, mithin ein primitives Element ungleich Null vom Gewicht ~ + # .  
Dann bes~il3e L~(~) |  K einen Unterquotienten Lr(~  +/~), was nach Beispiel 2 
zu Satz 3 unm6glich ist. Damit ist das Lemma, also auch Satz 7 bewiesen. 

VOB 7~ und allen (<(])-~-s ~t'~'r ) mit /~n und s~]N erzeugte Sei A" der 

Teilring von ~. Dann ist A ~A"  und f~r alle # ist S u eine multiplikative Teil- 
menge von A", so dab alle ,~u,J) A . . . .  "~,k,~ ZU S~ -a geh6ren. Seien VA,,=V~@A ~ V  
und EA,, = Ee | A" ~ E sowie (V| E)a,. = VA,, | EA,, ~ V@ E. Alle diese A"-M oduln 
sind unter Ue invariant. Sei k ein K/Srper, so dab Char(k) in ~ nicht invertierbar 
ist. Ist Char(k)=0, so sei 2eb*; ist Char(k)#0, so sei 2~P(R) +. Die kanonische 
Abbildung von 2~ e in k und die Zuordnung (co+p, fly >~--~(2+p, flY> fiJr alle 
f l~B induzieren einen Homomorphismus yon A" in k, Weiter gibt es einen 
Homomorphismus von Ug in Uk und U~-Modul-Homomorphismen von Ea,, 
in E k = E g |  V(2o)u, yon Va,, in Mk(2) und von (VQE)a,, in Mk(2)| k. Alle 
diese Abbildungen werden mit x~--~ bezeichnet. Wir versehen die Uk-Moduln 
mit geeignet normierten kontravarianten Formen, so dab (~, y)=(x, y) fiir alle 
x, y in einem der Ue-Moduln ist. Nach Voraussetzung sind alle DE(p) in k inver- 
tierbar, daher ist Ek=Lk(2O). Es sei q~: (V|174 der U~-Homo- 
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morphismus, der aus der kanonischen Abbildung (V@E)A,,---*Mk(2)@Ek und 
der Projektion Mk (t)| Lk (2)| Ek zusammengesetzt ist; Kern tier zweiten 
Abbildung ist das Radikal  der kontravarianten Form. 

Sei # ein Gewicht von E, so dab alle (1 + p, ev ) _ r mit (co + p, ~ v ) _ re S u 
invertierbar in k sind. Dann induzieren die Abbildungen von A" in k und von 
(V| in Lk(1)| k aueh Abbildungen von S j  I A" in k und yon ( V |  
| -1A" in Lk(1)| die Ue-linear sind. Dann ist 

n(v) 

- E Y E 
v > #  k = l  R ( ~ ) = v - - p  

und X~,,,qo(fu, j )=(p(X~, . fu j )=0  ffir alle a a R  + und n>0 .  Daher  sind die q}(f~,j) 
primitive Elemente kongruent v |  modulo ~ > u  Uk-(~| Die Determi- 
nante yon ( , )  fiir die qo(f,j) ist DE(At) ~u. (Der Nenner yon a,  geh6rt zu Su.) 

Sei At ein Gewicht yon E, so dab i+#'~Wk.( t+At)  fiir alle Gewichte At'#At 
yon E ist. Dann sind alle (2 + p, a ~ > -  r mit (co + p, ~ v > _  r a S~ in k invertierbar. 
Seien n~imlich ~ e R  + und re/~ mit n (At+ra )>0  und <At, e ~ > + r < 0 .  Nun ist 
s~.(2 + #) = 2 -  ((2 + p, ~ ~ > - r) e + s~ (At + r e). Teilt Char (k) nun (1 + p, e v > _ r, 
so w~ire 2 + s,(At + r e)e Wk.(2 + At). Da  auch s~(At + r e) Gewieht von E ist, miiBte 
s~ (At + r e) = At, also (At, c~ ~ > + r = 0 sein. Das ist ein Widerspruch zu r + <#, e ~ > < 0. 
Wit k~Snnen also die im letzten Absatz definierte Abbildung ~0 benutzen und 
erhalten q~(fuo) in LkOO| k. Es sind nun die Voraussetzungen yon Satz 3 erfiillt, 
Ist wieder M das zu # geh6rende M~ yon Satz 1, so ist (p(fuj) die orthogonale 
Projektion von ~| in M, also das Element, das in Satz 3 als fu.j bezeichnet 
wurde, und De(At) a ,  ist die Determinante der damals betrachteten Matrix (fuJ, fu, i). 
Wit  haben also gezeigt: 

Satz 8. Seien i,  )~o, E, At wie in den Siitzen I und 3. Ist C h a r ( k ) = p + 0 ,  so teile 
p kein DE(v ) und sei gr6fier als d(E). Dann ist in Satz3 genau dann n=0 ,  wenn 

~ R  + r>O 
r + O t , ~ v ) k O  

yon Char(k)geteil t  wird. 

Corollar. 1st F die Facette ffir Wk t~) mit 911~F und ist ~ t + A t E F ,  so ist oben 
genau dann n =0,  wenn 911 + At nicht zum oberen Abschl@ yon F geh6rt. 

Beweis. Sei Char(k)=p.  Sei zun~tchst n=0 .  Es gibt dann ~ s R  +, r, s e e  mit 
r > 0 ,  r+<At, a ~ > > 0 ,  n (At+r~)>0  und < 2 + p , , ~ > - r = s p .  Dann ist , e R  t~) 
und s~,~p.(A+At)=2+s~(At)-(<A+p,~>-sp) ,=2+s~(At+ra) .  Nach Voraus- 
setzung ist At=s~(At+r~), mithin <At, a V > + r = 0 ,  also < 2 + p + A t , ~ > =  
< 2 + p , ~ > - r = s p ( l + p , ~ V > .  Daher geh6rt 9~t+At nicht zum oberen Ab- 
schluB yon F. 

Umgekehrt :  Es gebe ~aR+c~R (~) und sz2~ mit < t + p + A t , ~ > = s p < < t + p , ~ > .  
Dann ist r = - (At, ct ~ > > 0 sowie r + (At, ~ ~ > = 0 > 0 und n (At + r a) = n (#) > 0. Also 
tritt <2 + p, ~ v > -  r = s p in dem Produkt  yon Satz 8 auf, folglich ist n = 0. 

H~itten wir bier nicht die Einschr~inkung ftir Char(k), so k6nnte dies Corollar 
beim Beweis yon Theorem 1 an die Stelle yon Satz 6 treten. 

Im folgenden seien ao die gr6Bte kurze Wurzel und h die Coxeter-Zahl yon R. 
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Satz9. (i) Betrachten wir Darstellungen E= V(2o) mit 2oeP(R) + winzig oder 
2o = % .  Dann ist d(E)<h und DE(l~)<h ffir alle # mit E"#:0. 

(ii) Ffir jedes Fundamentalgewicht 0)i (1 < i< n), das nicht winzig und nicht ~o 
ist, gibt es ein j # i ,  so daft (0)i-0)j,~>_>_0 und c9i-0) j Gewicht einer in (i) be- 
trachteten Darstellung ist. 

Beweis. (i) Es ist DE(w(2o) ) = 1 ffir alle we W Da ftir winziges 2 o alle Gewichte 
von E in W(2o) liegen, sind alle DE(#)= 1. Ftir 2 o = ~o gilt dies fiir alle Gewichte 

# 0. In diesem Fall ist DE(0) in [8], S. 18 und S. 20, angegeben und hiSchstens h. 
Um d (E) zu berechnen, braucht man nur die Differenz von griSl3tem und kleinstem 
Gewicht zu bilden. Dies ist in jedem Fall eine einfache Rechnung. 

(ii) Seien die 0)i so numeriert wie in [2], Planches I -  IX. Ist R vom Typ A,, so 
sind alle 0)i winzig. Ist R vom Typ B,, Cn oder Dn, so ist 0)1 winzig oder gleich c%, 
und es ist o)i-o)i_ 1 ein Gewicht von V(0)0r mit (0)i-0)i-1, c~g>>O, auBer i=n 
bei B, und i=n, n - 1  bei D,. Doch ist 0)i in diesen Ausnahmef~illen winzig. 
Ffir die fibrigen Typen sind in der folgenden Tabelle zuerst die winzigen 0)i, 
dann 0)i = eo angegeben. Dann folgen gewisse 0)i-  0)j, die positive, kurze Wurzeln 
sind. Sie sind also Gewichte von V(%) e und haben mit eo ein nichtnegatives 
Produkt. 

E6: (DI~ (D6~ 0)2~ 0)5 --O917 0)3 --0)67 0)4 --0)27 

ET: 0)1, 0)77 0)2 --0)7' 0)5 --(D27 0)6 --(DI~ 0)3 --096~ 0),I- --0)3~ 

Es : 0)s, 0)1 - 0 ) 8 , 0 ) 7  - 0 )1  ~ 0 ) 2  - 0 ) 7 7  0 ) 6  - 0 ) 2  ~ 0 ) 3  - 0 ) 6 7  0 ) 5  - 0 ) 3 7  0 ) 4  - 0 ) 5 ,  

F4: 0)4, 0)i -- 0)~-~ (1)3 --0)17 0)2 --0)37 

G2 : 0)17 0)2 -- 0)1" 

Satzl0.  Ist Char(k)+07 so sei Char(k)>h. Sei 2 ein Gewicht. Sei C eine 
Kammer ffir Wk~Z) und F eine Wand yon C. Dann gibt es 217 22e2 +P(R) mit 
9121e C7 9t22eF, so daft 21-22 Gewicht einer der in Satz 9(i) betrachteten Dar- 
stellungen ist. 

Beweis. Sei Char(k)=p. Sei 

C~={xeD~[(x +p, ~ > > 0  ftir alle aeB} fiir p=07 

C k = {xe CfI~[ <x -}-p, (~ff > < p} fiir p # 0. 

Dann ist C k eine Kammer fiir W k. Es gibt eine Kammer C' far VV k mit C ' c  C7 
die eine Wand F ' =  F besitzt. Wir k6nnen das Problem unter VV k transformieren 
und wollen daher annehmen, dab C '=  C k ist. Fiir 1 < i<  n sei Fk(i ) die Menge 
der x = ~ = l ~ ) 0 ) j -  p mit ~)ell~, 0 <  5 fiir j+i ,  r~=0 und ftir p # 0  auch mit 
<x +p, e~> <p. Fiir p # 0  sei 

Fk(O)= {x= ~ ~) 0)J--P))e~7 5 >O ffar alle j' (x  +P' C~) ) = P }  

Dann sind die F~(j) die W/inde yon C k. Sei Fk(i ) die Wand, die in F enthalten 
ist. Andern wir 2 um ein Element von P(R) ab, so k6nnen wir annehmen, dab 
9 t2eC k ist. Dies ist flit p = 0  klar; fiir p~e0 folgt dies aus 0eCkr~P(R ) ftir p>h. 
Sei ~ . R 2 + p = ~ = x w  j. Wit kiSnnen 0<~)<1 fiir alle j annehmen. Zun~ichst 
10 Math. Z., Bd. 140 
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sei i + 0  und el die zu co i geh~Srende Basiswurzel. Da e~eR ~z) ist, mul3 rieZ, also 
r~ = 1 sein. Ist co~ winzig oder o~i = %, so sei 2 2 =2-~o~ und 21 =2. Es ist dann 
912 2 e Fk (i)= F u n d  2 - 2  2 hat die gewfinschte Form. Sonst gibt es j 4=i mit ~o~-coj 
wie in Satz9(ii) und 21=2, 22=2-(co~-(~j) erffillen die Bedingung. Ffir p + 0  
benutzt man (2 2 +p, e~')_-< (2 t +p, ~g), um zu sehen, dab 22eFk(i ) ist. Sei nun 
also F ~  Fk(O) und p~0,  also 2eP(R). Gibt es ein winziges col, so ist (coi, e~))= 1; 
daher gibt es t e n  mit 21 = r co~e C k und 2 2 = (r + 1)o~eFk(P); dann erfiillen 21, 2 2 
die Bedingung des Satzes. Gibt es kein winziges coi, ist also R vom Typ Es, F4, 
oder G2, so gibt es o h =~o und coj mit (coj, e g ) =  3. Wir setzen 21 = r co i +s coj, 
2 2 =(r  +1) co~ +s coj mit r, s e n  an. Es muB dann p = (2 2 +p, eg)  = h  +1 +2r  +3s 
sein. Diese Gleichung l~il3t sich immer ftir p>h +2 und ffir p=h + i  16sen; da 
h +2 keine Primzahl ist, l~iBt sie sich also immer ffir p > h liSsen. Dann erfiillen 
wieder 21 und 2 2 die Bedingung des Satzes. 

Theorem2. Sei p=Char(k);  ist p+O, so sei p>h. Sei 2 ein Gewicht, so daft 
es eine Kammer C ffir Wk(~) mit 912eC gibt. Fiir p~O sei 2eP(R) +. 

(i) 1st 2'e2 +P(R) mit 912'eC, abet 912' nicht im oberen Abschlufi yon C, 
s o  i s t  Z o  a(w, 

(ii) Seien e e R  + c~R ~ und f eZ ,  so daft die Hyperebene ( x  +p, ~ ~) = r p  Triiger 
einer unteren Wand F yon C ist. In (i) sei 912' eF. Dann ist a(w, 2) +a(ws~,,p, 2)=0 
far alle we W k mit X;(w.(2')) +0.  

Beweis. Wit haben hier wie immer vorausgesetzt, dab a(w, 2)=0 ffir p~=0 
und w.(2)r + ist. Seien zun~ichst F, e, r wie in (ii). Ist 912'eF, so ist )~(w.(2')) = 
Z~(w'.(2')) nur ffir w.(2)=w'.(2), also w'e {w, w s,,,v} m6glich. Weiter ist es unab- 
h~ingig davon, welches 2 'e2 +P(R) mit 912'eF gewiihlt ist, ob )~(w.(2'))=0 ist 
oder nicht. Wir k6nnen nach Theorem i auBerdem 2 durch jedes 2re2 +P(R) 
mit 912~eC ersetzen. Daher k/Snnen wir nach Satz 10 annehmen, dab # = 2 ' - 2  
Gewicht einer in Satz9(i) betrachteten Darstellung V(2o) ~ ist. Wegen /~e0 ist 
#e W(2o), also ist 2 +# ' r  W~.(2 +#) ffir alle Gewichte/~' =~/~ yon Lk(20). Wegen 
Satz 9(i) und der Voraussetzung fiber p k6nnen wit das Corollar zu Satz 8 
anwenden. Da 912+#=912'  nicht zum oberen AbschluB von C gehtirt, ist 
~w~w~a(w, 2))~,(w.(2'))=0. aus  der linearen UnabNingigkeit der verschiedenen 
Z~(w.(2')) ungleich Null folgt dann (ii). 

Sei nun 2' wie in (i). Es gibt eine untere Wand F yon C wie in (ii) mit 912'e/7. 
Ist 2"e2 +P(R) mit 912"eF, so gilt: Aus )~(w.(2))#0 folgt )~(w.(2"))+0. Daher 
kiSnnen wir in der zu betrachtenden Summe jeweils die Terme zu w und w s,,~p 
ffir )~'~(w.(2'))+O zusammenfassen und sehen mit (ii), wie die Summe Null wird. 

Bemerkung. Seien R yon TypA,  und Char(k)=p~O, Es seien F a u n d  F 2 
Facetten ftir W~ mit F~ =F~, so dab der TrSger yon F~ Kodimension eins im 
Triiger yon F~ hat. Wenn Fa ~ P(R) + e; ist, so kann man analog zu Satz 10 zeigen, 
dab es Gewichte 2 teF  1 und 22eF 2 gibt, so dab 2 1 - 2  2 Gewicht einer Funda- 
mentaldarstellung E = V(m~) (1 < i<  n) ist. Man benutzt dabei, dab jedes coi-e)~ 
(i+j) Gewicht einer solchen Darstellung ist. Fiir alle diese E ist d(E)<_(n+ 1)/2 
und D~(#) = 1 ffir alle Gewichte #von E. Daher gilt (i) im Theorem ffir 2eP(R) + ~ F~ 
und 2'eP(R)c~F z ffir p > ( n +  1)/2, wenn 2' nicht zum oberen AbschluB yon F~ 
geh6rt. 
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Der folgende Beweis ist eine einfache Verallgemeinerung desjenigen von 
Theorem 5 in [1]. 

Satz 11. Sei Char(k)=0. Sei 2 ein Gewicht, so daft ~R2 zu einer Kammer  Jfir 
Wk(~) geh6rt. Sei e e B  rnit (2,  ~ ~ ) e N .  Dann gilt ffir alle w e  W: a(w, 2) +a(s~ w, 2) =0. 

Beweis. Sei gk die von g~, und gk ~ erzeugte Lie-Unteralgebra von g~; sie ist 
isomorph zu ~ 12 (k). Ist v eLk(2) ein erzeugendes primitives Element, so erzeugt 
v fiber gk einen endlichdimensionalen 9~,-Modul. Die Summe aller g~,-Unter- 
moduln endlicher Dimension von Lk(2 ) ist ein 9-Untermodul, der v enth~ilt, 
also Lk(2 ). Daher ist dim(Lk(2)U)=dim(Lk(2) ~ ) )  fiir alle Gewichte/~, und ;(k(2) 
ist unter s~ invariant. Sei d = ~ w d e t ( w  ) e(w(p)). Dann ist d, also auch dzk(2) 
unter s~ antiinvariant. Andererseits ist 

dZk(2)=d Z a(w, 4) Z~(w.(2))= Z a(w, 4) e(w(2 +p)). 
w e W  w ~ W  

Daraus folgt die Behauptung. 

Bemerkung. Ist oben (2, a ~ ) e N ,  aber 9~2 nicht in einer Kammer, so folgt 
eine entsprechende Aussage, wenn man berticksichtigt, dab die a(w, 2) nicht 
eindeutig festgelegt sind. 

w 6. Eine notwendige Bedingung fiir a (w, ~,) 4:0 
In diesem Paragraphen sei Char(k)=p4=0. Ist 2 e P ( R )  und WeWk, SO sagen 

wir, dab (w, 2) die Bedingung (A) erfiillt, wenn es Reflexionen sl, s 2 . . . . .  s,,e W k 
mit 2 > s r (2) > s 2 s r (2) > . . .  > s . . . .  s 2 s r (2) = w.(2) gibt. GehSrt 2 zu einer Facette 
F fiir W k und ist 2 'eP(R)c~ if, so gilt: Erffillt (w, 2) die Bedingung (A), so auch 
(w, 23. 

Sei C eine Kammer, F eine obere Wand von C und H der Tr/iger yon F 
sowie s n die Spiegelung an H. Nehmen wir an, es sei 2 ~ C ~ P ( R ) .  Ist p=sn. (2) ,  
so ist # > 2. Es sei w e W k, so dab (w, 4) die Bedingung (A) erfiJllt. Natiirlich erfiillt 
dann (w s n, #) die Bedingung (A). Dies gilt aber auch fiir (w,/z). Sind n~imlich 
sl,  s2, . . . ,  sm Spiegelungen an Hyperebenen HI, H2, ..., Hm, ist w~=s~ s~_~ ... s 1 
und ist 2 > w r ( 2 ) > w 2 . ( 2 ) > . . . > w ~ . ( 2 ) = w . ( 2 ) ,  so gibt es zwei M6glichkeiten: 
Ist p>wr~u)>wE.~ )> . . .>wm. ( l~ )=w. ( l~ ) ,  so ist alles klar. Sonst gibt es ein i 
mit wi.~)<Wi+r(l~);  nehmen wir i maximal dafiir. Nun sind C und sH.(C ) zwei 
Kammern, die nur durch die Hyperebene H getrennt sind, also sind w r ( C  ) und 
w i s n. (C) Kammern, die nur durch w r (14) getrennt sind. Nun ist wv (~)< si+lwi. (p) 
und wi.(2)> si+ 1 wi.(2). Also liegen wi.(C ) und w i s n . ( C ) a u f  verschiedenen Seiten 
v o n  H i + 1' mithin ist H i + 1 = Wi" (H) und s i + 1 = Wi SH Wi- 1 also wi = s i + 1 wisn = wi + 1 SH 
und W i + r ~ ) = w i . ( 2  ). Also ist: 

p >2  > w1.(2)>-.. > w v ( 2 ) = w i + 1 ( # ) > w i + 2 ~ ) >  ... > wm.~u) = w.(p ). 

Ist hier w.(2) dominant, aber w.(/0 nicht, so gibt es c~eR +, so dab w.(2) und 
w.(u) auf verschiedenen Seiten der Hyperebene ( x + p , c ~ v ) = 0  liegen. Diese 
Hyperebene muB w.(H) sein, also ist s ~ = w s H w  -1 und w.(2)=s~w.(#) ,  mithin 
Z(w.(~))= -Z(w.(2)). 

Theorem 3. Sei R vom Typ A~ und p >  n. Sei 2 ein dominantes Gewicht, das 
in einer Karnmer C Jfir W k liegt. Ist  a(w, 2)~OJfir ein w e W k ,  so gibt es Spiege- 
10" 
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lungen Sx , s 2 . . . .  , s~E W k mit : 

;~>Sr(;O>s2 s r ( ; ~ ) >  "'" >s in  . . .  s2 s l . ( ) . )=  w.0~). 

Beweis. Wir benutzen Induktion iiber )o und nehmen an, das Theorem sei 
ftir alle dominanten 2 <,t. wahr, die in Kammern liegen. Mit Hilfe yon Induktion 
sieht man, dab ftir die Lk(w.(2)), die in einer Jordan-HNder-Reihe yon V(2')k 
oder einem Quotienten yon V(~.'), vorkommen, das Paar (w, 2') die Bedingung (A) 
erFtillt. Daher ist der Charakter jedes Quotienten yon V(2')k eine 7Z-Linear- 
kombination gewisser Z(w.(2')), fiir die (w, 2) die Bedingung (A) erfi~llt. 

Haben alle unteren W~inde yon C einen Tr~iger yon der Form (x  +p, ~v)  =0  
mit 0~eR +, so muB C die in Satz 10 betrachtete Kammer Ck sein; dannis t  V(2)k 
irreduzibel und a(w, ; 0~0  nur fiir w=  1. Sei also F eine untere Wand yon C 
mit Tr~ger H, so dab auch s~ . (C)nP(R)  aus dominanten Gewichten besteht. 
Nach Satz 10 gibt es Gewichte ZIeC und J,2EF sowie ein winziges dominantes 
Gewicht 20, so da6 # = ) . ~ - Z  2 Gewicht yon E=Lk(20) ist. Sei ~ER + orthogonal 
zu H. Ftir alle Wurzeln fle R +, fl ~: ~ gibt es np e N  mit n~ p < (x  +p, fl v) < (n~ + 1) p 
fiir alle x e C u s ~ . ( C ) u F .  Dann ist npp<-()~2+p+#',flv)<__(np+l)p fiir alle 
Gewichte #' von E, weil - 1 < (#', fl v) ~ 1 ist. Daher ist Z 2 + f i e  C w s H.(C) ftir 
alle Gewichte #' yon E. Nun ist sH.(,~t)=s~.(;~z+#)=Z2+s~(#)eSrr(C). Die 
Menge der Gewiehte #' yon E m i t  )~2 +# ' e  Wk.(22 +#) ist also (#, s~(~)}. (Dies 
gilt auch ftir E=Lk(o~o). ) Wegen des Theorems 1 MSnnen wir Z=2~ annehmen. 
Sei V=Lk(22) und betrachten wir V| Obernehmen wir die Bezeichnungen 
yon w 1 (mit 22 anstelle yon 2). Das zu # gehSrende M i werde mit M bezeichnet. 
Sei #' =s~(#) und 2' =22 -}-#'. Nach Theorem 1 ist Zk(22)=~wevg~a(w, )~')X(W.(J~2)), 
also ist ch(M)=~w~w~a(w, 2'){Z(w.(2))+Z(w.(2'))} nach Satz 2. Nach Induktion 
folgt aus unseren Vorbetrachtungen, dab ch(M) eine 2g-Linearkombination yon 
Z(w.(2)) ist, fiir die (w, Z) Bedingung (A) erfiillt. Sei E" = k e 1 und E" ' - -k  e 2, sei 
f~ die orthogonale Projektion yon v| in M. Nach Satz 1 ist M =  Uk-f~ +Uk-f2; 
d a n n i s t  M 1 = U~f~ ein Modul zum h/Schsten Gewicht 2 und M 2 = M / M  1 ein 
Modul zum h/Schsten Gewicht Z'. Sei qo: M ~ M  2 die kanonische Abbildung. 
Es ist ch(M)=ch(M1)+ch(M2).  Sei M 3 der Orthogonalraum fiir ( , )  yon M 1 
in M und M~ = M t n M a . Weil ( , )  auf M nicht ausgeartet ist und weil verschie- 
dene Gewichtsrgume ftir ( , )  orthogonal sind, ist ch(M)= ch(M1)+ch(Ma), also 
ch (M3) = ch (M2). Wegen der Kontravarianz yon ( , )  ist M 3 ein Untermodul yon M, 
und M 4 ist der Kern yon ~olM~, also ist ch(Ma)=ch(M4)+ch(tP(M3))=ch(M2), 
also ch (M4) = ch (M2/q~ (M3)) und ch (Mt/M 4) = ch (M) - ch (Mz) - ch (M2/q~ (M3)). 
Nun ist M 1 ~ {0}, weil oben in ch(M) der Koeffizient yon Z(2) gleich 1 ist. Weil 
M 4 das Radikal der kontravarianten Form auf M 1 ist, ist M J M 4 = L , ( 2  ). Wir 
haben oben also Zk(2) angegeben. Da ch(M) yon der gewiinschten Form ist, 
reicht es nach den Bemerkungen zu Anfang des Beweises, zu zeigen, dab M z 
ein Quotient yon V(2') k ist. Das Theorem folgt also aus: 

Satz l2 .  Ist 2eP(R) + und R yore TypA~, so ist jeder endlichdimensionale 
U~-Modul M zum h6chsten Gewicht 2 ein Quotient yon V(2)k. 

Beweis. Sei v e i n  primitives Erzeugendes yon M. Betrachten wir die Ab- 
bildung ~ yon Uf  in M mit u~--~u v. Fiir alle o~e B gehBren alle X . . . .  mit r > (2, ~ ~) 
zum Kern yon 0. W~ire n~imlich X . . . .  v ~=0 fiir ein r >  (,~, c~ ~) und r minimal 
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daffir, so erzeugte X . . . .  v einen Modul zum hfchsten Gewicht 2 -  r e. Da 2 - r  a 
nicht dominant ist, ware dieser Modul unendlich dimensional. Nun erzeugen 
diese X_~.r nach SatzII6 von [8], den Kern der entsprechenden Abbildung 
von U z- nach V(2)z, also auch den derjenigen von U k- in V(2)k. Daher fakto- 
risiert ~ durch V(2)k und induziert einen Homomorphismus von V(2)k auf M. 

Bemerkungen. 1) Nach einer Bemerkung von Verma in [12] (p. 25) k6nnen 
im Satz alle si...  st.(2) dominant gew/ihlt werden. 

2) Aus Theorem 1 folgt eine entsprechende Aussage f(ir dominante Gewichte, 
die auf einer Mauer liegen. 

3) Dies Theorem ist ein Spezialfall von Conjecture II von Verma aus [12]. 

4) Fiir Char(k)=0 ist die diesem Theorem entsprechende Aussage das 
Theorem 2 aus [1]. 

w 7. Ein Beispiel 
Sei R vom Typ A 3 und Char(k)=p > 5. Die Fundamentalgewichte 0)1, c~ 

seien wie in [2], Planche I numeriert. Statt r 0)i +s 0)2 + t  0) 3 schreiben wir kurz 
(r,s,t). Sei C O die Kammer fiir Wk, ZU der alle 2=(r,s,t)--p mit O<r,s,t<p 
und p<r+s, s+t<2p und 2p<r+s+t<3p gehSren. Fiir 2eCo,  2 + p = ( r ,  s, t) 
seien ;~ 

2 (t) +p=(p-s ,p - r ,  r +s +t-p),  / / / ~  

,~(2) + p = (2 p - s -' t, s, 2 p - r - s ) ,  ~ l ~ l ~ / ~ ~  ~ i3t 

2 (3) +p = (r +s +t-p ,  p -  t, p-s) ,  

2 (4 )+P=(P-S 'S+t -p '3p - r - s - t ) '  ~ ( ~ ' ~ " x  / / / ~ / s ,  
2 (5) + p = ( 3 p - r - s - t ,  r +s -p ,p - s ) ,  

2 (6) +p =(2p - r - s ,  r +s +t-2p,  2 p - s - t ) ,  ",~(61 

2 (7) + p  = (/9 - -  r, r +s +t  -- 2p, p -- t). | ~  ,~7) 

Ist 2~ C o ~ P(R), so sind die 2 (i) neben 2 selbst genau die dominanten w.(2), die 
die Bedingung von Theorem 3 erftillem. Diese Bedingung induziert eine Ord- 
nungsrelation auf den 2 (i), die dutch das Diagramm oben veranschaulicht wird. 
Wir wollen zeigen: 

Z~ (2 (7)) = Z (2(7)), 

)(k (2(6)) = )~ (2(6)) - -  Z (2(7)), 

Zk (2(5)) = Z 0 ~(5)) - Z (2(6)) + Z  0~(7)), 

Zk (2(4)) = Z () (4)) _ Z (2(6)) +Z  (';1"(7)), 

zk (2 (3)) = Z (2 (3)) - Z (2 (5)) +Z (2 (6)) - Z (2 {7)), 

(2) (2) (4) (5) (6) (7) Zk(2 )=/(2 )-X(,;I, )-X(2 )+Z(2 )-2X(2 ), 
Zk (')~(1)) = Z ('~(1)) - -  Z (2(4")) -~)~ ( 2(6 )) - -  Z (2(7)), 

Zk (2) = Z(2) -- Z(2 (1)) -- Z(2 (2)) -- Z(2 (3)) +Z(2 ('~)) +Z(2 (s)) -- 2 Z(2 (6)) +3 Z2(7)). 
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Ffir die Xk(2 ~i)) mit 1 < i < 7 ,  i:~2 folgt dies aus [8], Sa t z l I l l .  Betrachten wir 
nun zun~ichst Zk(),~2)). Es gehen ),~4) und ),~5) aus )'~2) durch Spiegelungen an 
unteren W~inden hervor. Theorem2 liefert dann die Koeffizienten fiJr Xk(), (z)) 
bis auf den von X(),(v)). Nennen wir diesen zun~chst a. Sei 21 im oberen Rand 
von C o mit )-1 +p=(r,p,t) und 0 < r , t < p  und r+t>p. Dann geh~Srt 2~ 2) zum 
oberen Rand der Kammer von )(2). Nun ist Z (2~ s)) = X ()'~))= 0 und X (2~ 6)) =Z 02~7)), 
also nach Theorem 1: ~k(),]2))=Z(),] z)) +(a +1)zO,~6)). Nach [8], S. 121 (Fall I2) 
istjedoch (2) (2) (6) Zk(21 )=X()'I )--Z(21 ), also a + l = - - I  und a = - 2 .  

Betrachten wir Xk(2). Nach [8], S. 121 ist der Koeffizient yon Z(2 (i)) gleich 
- 1  fiir i=  1, 2, 3; aus Theorem 2 folgt, dab er +1 ffir i=4,  5 ist. Sei b (bzw. c) 
der Koeffizient yon Z(), ~6)) (bzw. yon Z(2tv))). Sei )'2 +p=(p,s,p) mit 0 < s < p ;  
es geh~Srt )'2 zum oberen Rand von Co, und es ist ;~O,~zl))=Z(),~a))=Z()'~27))=0 
und "~2~(4)-~(6)-~(2)-)'(5)-'~2 - ' ~ z  - 2 , also' gk(22)=Z(2z) +(b +1) Z0,~2)). Nach [8], S. 121 
(Fall II lc~ II3) ist b +1 = -  1, mithin b = - 2 .  Sei schlieBlich 23 +p  =(r, p, t) mit 
0<r ,  t<p und p>r+t. Dann gehiSrt )'3 zum oberen Rand yon C o und es ist 
Z()'(31))--=Z()'(33))=Z()'(4))=Z()'(35))=O und ~(6) ___ ),(7) A l s o  ist ~k()~3)=Z(23)-~(),~ 2)) 
+ ( c - 2 )  (6) . Z023 ), aus [8], S. 121 (Fall II2) folgt e - 2 =  +1, also e=3.  

Fiir p = 2 , 3  und f'tir ),+p=(r,s,t)eP(R) mit O<r,s,t<p findet sich Zk(2) 
in [8], S. 120f. auBer fiir p = 3  und 2 +pe{(3,2,  2), (2, 2, 3)}. Definieren wir )'~) 
wie friiher und beschr~inken wir uns auf (3, 2, 2), weil sich der andere Fall sym- 
metrisch behandeln l~iBt. Es ist Z(2(1))=Z(),(7))=0 und ),~2)=2~5) und 2(4)=2(6). 
Setzt man ),' +t9=(2, 2, 2) und betrachtet man Lk(2')| 0, so sieht man wie 
beim Beweis yon Theorem 3, dab in z~O2)-Z()') nur die zO ,~ auftreten. Nach 
[8], S. 121 (Fall II 1) ist der Koeffizient yon Z(), (3~) gleich - 1 ,  also gibt es a, be2g 
mit Z~(2)=Z(),)-Z(), (3~) +a Z(2(z))-b Z(2(4)). Zum oberen Rand der Facette yon 
), geht~rt 21 mit )'1 +p=(3 ,2 ,3 ) ;  es ist ~(),~3))=0 und 2~2)=),~), also ~(),1)= 
Z (20 + ( a - b )  Z ()0~)); nach [8], S. 121 (Fall II 1 c~ II 3) ist a -  b = - 1, also b = a + 1. 
Betrachten wir L~ O')| (oh); 2' = ) ' -  o~3 = (3, 2, 1) - p geh~Srt zum unteren Ab- 
schiuB der Facette yon )'. Der in Satz 1 zu ),' geh~Srende Summand des Tensor- 
produkts hat ~(2')-Z(), '(3)) +a  Z(), '(2)) - ( a  +1) Z(), '(4)) = a  Z()") als Charakter. Ist 
E=Lk(O9 fl, so ist d(E)= 1 und jedes Dr(~) ist 1. Wit k/Snnen also das Corollar 
zu Satz8 anwenden und sehen a=0 .  Es ist also ~k()')=Z()')--~(O'(3))--~(2(4)). 
W~ihlt man ffir p > 5 ein ), in der entsprechenden Facette, so erh~ilt man dieselbe 
Formel. Dies, die Berechnungen oben und (ffir p =2, 3) die tibrigen F~ille yon 
[8], S. 120f. zeigen, dab flit den Typ A 3 die Conjecture V yon Verma ([12]) 
immer gilt. 

Die Formeln oben zeigen insbesondere: Es gibt im allgemeinen nicht eine 
exakte Sequenz wie in [4], p. 236 (Formel (64)) vermutet. 
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Nachtrag bei der Korrektur: Inzwischen hat mir Prof. Humphreys einen allgemeinen Beweis von 
Satz 12 mitgeteilt, so dab auch Theorem 3 allgemein (fiir p>  h) bewiesen werden kann. 


