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Zur Charakterformel gewisser Darstellungen
halbeinfacher Gruppen und Lie-Algebren

Jens C. Jantzen

Einleitung

Ist G, eine universelle Chevalley-Gruppe iiber einem unendlichen Korper k
der Charakteristik p=+0, so gibt es zu jedem dominanten Gewicht A des zuge-
horigen Wurzelsystems eine irreduzible, algebraische Darstellung von G, zum
hochsten Gewicht A. Deren (formaler) Charakter y,(4) ist von der Form y, (4)=
Y a(d, ) x(X) mit A dominant und a(4, A)eZ, wobei x (1) der Charakter der
irreduziblen Darstellung von G zum héchsten Gewicht A' ist. Nach Humphreys
([7]D gibt es cine (affine) Spiegelungsgruppe W, so daB a(X,A)+0 nur fiir
N e W(4) moglich ist. Dies wurde allerdings nur bewiesen, wenn p groBer als
die Coxeter-Zahl des Wurzelsystems ist, was wir von nun an annehmen wollen.
(Dank der Arbeit [4] ist diese Voraussetzung bei einem Teil der Ergebnisse
{iberfliissig, wenn der Typ A, ist.) Schreiben wir a(w, 4) statt a(w.(4), 2) fir we W,
Die Spiegelungsgruppe W, definiert Kammern. Sind 4 und 4’ dominante Gewichte,
die im Innern derselben Kammer C liegen, so zeigen wir in Theorem 1, dal
a(w, A)=a(w, A) ist. Schreiben wir dann a(w, C) statt a(w,4). Wir konnen C
in zwei disjunkte Teilmengen C, und C, zerlegen und fiir ein dominantes Gewicht
4eC die (endliche) Summe .y, a(w, C) x(w.(4)) bilden. Dann zeigen wir, daBl
diese Summe , (4) fiir A€ C, (Theorem 1) und gleich Null fiir e C, (Theorem 2)
ist. Fiir jedes dominante A gibt es genau eine Kammer C mit Ae C,. Daher sagt
Theorem 1: Kennen wir ¥, (4) fiir je ein dominantes Gewicht A im Innern jeder
Kammer, in der iiberhaupt ein dominantes Gewicht liegt, so kennen wir alle
1:(D). Theorem?2 liefert uns Beziehungen zwischen verschiedenen a(w, C) fiir
festes C.

Ganz dhnliche Aussagen gelten fiir g¢, die Lie-Algebra von Gg, und deren
irreduziblen Darstellungen, die von hichsten Gewichtsvektoren erzeugt werden.
Man ersetzt oben y(4) durch den Charakter der ,grofiten” Darstellung zum
hochsten Gewicht ' und W, durch eine Untergruppe der Weylgruppe. Diese
verschiedenen Ergebnisse werden einheitlich dargestellt. Dazu betrachten wir
statt g deren einhiillende Algebra U und ersetzen G, durch U, = U,®k, wobei
U, die Kostantsche Z-Form von U ist. Die betrachteten endlichdimensionalen
U,-Moduln sind auch G,-Moduln; sie sind genau dann fiir G, einfach, wenn sie
es fiir U, sind.

§ 1. Priliminarien

Es seien g cine einfache komplexe Lie-Algebra, h eine Cartan-Unteralgebra
von g, R das zugehdrige Wurzelsystem, Q(R) die von R erzeugte Untergruppe
von b*, P(R} die Gruppe der ganzzahligen Gewichte in §*, B eine Basis des
‘Wurzelsystems, R™ die Menge der positiven Wurzeln und P(R)* die Menge der
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dominanten Gewichte relativ B. Sei p die halbe Summe der positiven Wurzeln
und P die Partitionsfunktion relativ R* (s. [6], S. 219).

Sei (X )uer» (Hy)yep €ine Chevalley-Basis von g. Sei gz der von dieser Basis
erzeugte freie Z-Untermodul von g und sei §; der Z-Untermodul von } mit
Basis (H,),.p- Fiir einen beliebigen Korper setzen wir dann g,=g,®k und
b, =bz®k. In der einhiillenden assoziativen Algebra U(g) von g sei U, die von
allen X, ,=X}/(n!) mit «eR und neN erzeugte Z-Unteralgebra. Die Unter-
algebren, die wir erhalten, wenn wir nur die ke R* bzw. ae —R* nehmen, mogen
U; bzw. U; heiBen. Ferner sei U? der Durchschnitt von U, mit der in U(g)
eingebetteten einhiillenden Algebra von b. Ist k ein beliebiger Korper, so seien
Ue=Up®k, U =Up ®k, Uet = Uy ®k, U = Uz ®k.

Sei von nun an k ein festgewihlter Korper. Unter Gewichten wollen wir im
folgenden verstehen:

Elemente von b, wenn Char (k)=0,
Elemente von P(R), wenn Char(k)=0.

In jedem Fall induziert ein Gewicht einen Homomorphismus von UQ in k,
durch den es eindeutig bestimmt ist und mit dem es identifiziert wird. Sind
A, u zwei Gewichte, so schreiben wir A<y, wenn es natiirliche Zahlen (n,),.p
mit p—1=Y,.gn,0 gibt. Ist « eine Wurzel, so sei «* die duale Wurzel; fiir
ein neZ sei dann s, , die Spiegelung s, ,(x)=x—({x,a" > ~n)o an der Hyper-
ebene {(x,a")=n. Wir denken uns s, , und die iibrigen, gleich zu definierenden
Abbildungen auf b fiir Char(k)=0 und auf b3 fiir Char(k)#0 operierend. Sei
W die Weylgruppe; fiir ihre Erzeugenden s, , werde kurz s, (xeR) geschrieben.
Ist ye P(R), so sei T(y) die Translation um y. Mit W, werde die von W und allen
T(Char(k)y) mit yeQ(R) erzeugte Gruppe bezeichnet. Fiir we W, sei w.(x)=
w(x-+p)—p; wenn im folgenden nichts ausdriicklich gesagt wird, soll W, immer
so, um p verschoben, operieren.

Wir wollen uns P(R) in b3 eingebettet denken und b mit einer unter W
invarianten, positiv definiten symmetrischen Bilinearform versehen. Ist Char(k) =0,
so wollen wir k als ©-Vektorraum in k=Q®k’ zerlegen und erhalten dann
b¥ =b{ @k bg. Fir iebf seien dann R/ und I die Projektionen von 1 fiir
diese Zerlegung. Fiir alle weW ist dann R(w(4))=w(R2) und w(32)=I(w(2)
sowie R (w.(A))=w.(R 1) und I(w.(A))=w(I A). Es sei dann

WP = (we Wilw(D) - AeQ(R)} = {we Wylw.(1) —AeQ(R)}

Es ist dann W der Durchschnitt von W®# mit dem Stabilisator von I in W,.
Ist Char(k)=+0, so definieren wir W? fiir Gewichte 4 wie eben; wegen AeP(R)
ist dann natiirlich W{* =W,. AuBerdem setzen wir Ri=A1 und 31=0. In jedem
Fall wird W* von den s,,.charg mit reZ und aeRW={aeR|{l,a"deZ}
erzeugt (s. [2], Chap. V1, § 2, exerc. 1).

Ist ¥ ein U-Modul und 4 ein Gewicht, so heiit V*={veV|hv=Ai(h)v fiir
alle ke U?} der Gewichtsraum von V zum Gewicht A. Ist ¥*<{0}, so heiit 4
ein Gewicht von V. Ein Element veV heiBt primitiv vom Gewicht 4, wenn ve V4
ist und wenn X, ,v=0 fiir alle xeR™ und nelN, n>0 ist. Es heiBt V ein Modul
zum hochsten Gewicht A, wenn ¥ ungleich Null ist und wenn ¥ von einem primi-
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tiven Element v vom Gewicht A erzeugt wird. Es muB dann natiirtich V=U v
sein, und V ist direkte Summe seiner Gewichtsriume; ist u ein Gewicht von V,
so ist u<4; alle V* sind endlichdimensional, und es ist dim(V*)=1.

Es gibt einen Antiautomorphismus ¢ von g, der X, auf X_, fiir alle aeR
und H auf H fiir alle Hel abbildet. Dann induziert ¢ Antiautomorphismen
von gz, 6, Uz und U, die ebenfalls mit ¢ bezeichnet werden. Ist V ein U,-Modul
und (,) eine symmetrische Bilinearform auf ¥, so hei3e (, ) kontravariant, wenn
fir alle v;,v,eV und ueU, gilt: (uv,, v,)=(v,, 6(u) v,). Fiir kontravariante For-
men sind stets Gewichtsrdume zu verschiedenen Gewichten orthogonal.

Ist ¥ ein Modul zum hochsten Gewicht A und v ein primitives Erzeugendes
von V, so gibt es genau eine kontravariante Form (,) auf ¥V mit (v, v)=1. Es ist
dann das Radikal von (,) der groBte U-Untermodul von V. Der Restklassen-
modul von V nach diesem Radikal ist ein irreduzibler Modul zum hdochsten
Gewicht A. Je zwei irreduzible Moduln zum hochsten Gewicht 1 sind isomorph;
sie werden mit L, (4) bezeichnet.

§ 2. Charaktere

Sei A die Menge aller Abbildungen von der Gruppe der Gewichte in Z.
Ist A ein Gewicht, so sei e()ed die Abbildung mit e(4) (A)=1 und e(2)(©)=0
fir u+A. Ist feAd, so schreiben wir =Y, f(A)e(1). Mit 4, werde diec Menge
der feA bezeichnet, fiir die es endlich viele Gewichte y,,...,u, gibt, so daf3
f(A)+0 impliziert, daB es ein i mit A=y, gibt. A, ist auf natiirliche Weise Er-
weiterungsring des Gruppenrings der Gruppe der Gewichte.

Ist ¥V ein U-Modul, der direkte Summe seiner Gewichtsrdume ist, die alle
endlichdimensional sind, so sei ch(V)=),dim(V*) e(l). Dann ist ch(V) ein
Element von A; ist V ein Modul zu einem hochsten Gewicht, so ist ch(V) ein
Element von 4,. Wir setzen y, (4) =ch(L(2)).

Ist Ae P(R)* und v ein erzeugendes primitives Element von Lg(4), so setzen
wir V(A)z= Uz v=U; v und V(A),=V(4),®k sowie x(4)=ch(V(4),). Ist we W und
AeP(R)*, so setzen wir y(w.(4))=det(w) x(4); ist Ae P(R) und gibt es we W mit
w.()=4 und w=1, so setzen wir y(1)=0; dadurch ist y(4) fiir alle AeP(R)
definiert.

Fiir ein Gewicht 4 sei M, (/) der Restklassenmodul von U, nach dem von
allen X, , mit oeR* und neN, n>0 und allen h—A(h)1 mit he U erzeugten
Linksideal. Dann ist M, (1) ein Modul zum hdchsten Gewicht 4, der sich auf alle
Moduln zum hochsten Gewicht 4 abbilden IaBt. Es ist ch(M, (A))=> , P(A—p) e(u).

Ist Char(k)=0 und A ein Gewicht, so sei y;(A)=ch(M,(4)); ist dagegen
Char(k)=#0, und A ein Gewicht (also Ae P(R)), so sei y;(4)=x(4). Ist Char(k)=0,
so sind die y;(4) linear unabhingig; ist Char (k)=+0, so sind die y; (1) mit Ae P(R)*
linear unabhingig.

Ist Char(k)=0 und 1 ein belicbiges Gewicht, so besitzt jeder Modul
zum hdchsten Gewicht A eine (endliche) Jordan-Holder-Reihe, deren einfache
Faktoren gewisse L, (4) mit A'</ und A'e W.(J) sind. Dabei kommt L, (1) genau
einmal vor. Wendet man dies auf die M, (4) an und benutzt man Induktion, so
folgt, daB es ganze Zahlen a(w, ) fiir alle we W, mit

) =ch(L, ()= 3 aw, 1) ch(M,(w.(D)= T zp(w-(1)) a(w, 2)
o weWs weWj
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gibt. Dabei wollen wir stets annehmen, daB a(i, )=1 und a(w,1)=0 fiir die
weW, mit w.(1)£2 ist. (Es sind im allgemeinen nur die ), (—2aW w, /) ein-
deutig bestimmt.)

Ist Char (k)0 und R nicht vom Typ A,, so sei Char(k) grofier als die Coxeter-
Zahl von R. Diese Voraussetzung gelte fiir den ganzen Aufsatz. Ist Char(k)+0,
ist .eP(R)* und V ein endlichdimensionaler Modul zum hochsten Gewicht 4,
so besitzt V' eine Jordan-Holder-Reibe, deren einfache Faktoren gewisse L, (')
mit A’'eW.(4) und <4 und 4 dominant sind; dabei tritt L, (1) genau einmal
auf. Wenden wir dies auf (1), an und benutzen wir Induktion, so folgt, daf3
es ganze Zahlen a(w, ) fiir alle we W, gibt mit:

2 =ch(L,(2))= ZWa(w, Ay ch(V(w.(A))= ;Va(w, A 1 (w.().
Dabei soll stets a{w, A)=0 fiir die we W, mit w.(A)£4 oder w.(1)¢P(R)* sein;
auch gelte a(1, A)=1.

Fir jede Charakteristik gilt dann: Ist 1 ein Gewicht und V ein (endlich-
dimensionaler fir Char(k)#0) U-Modul, der eine (endliche) Jordan-Holder-
Reihe besitzt, deren einfache Faktoren gewisse L (1) mit A'eW.(J) sind, so
ist ch(¥) eine Z-Linearkombination der y; (1) mit A’ V().

§ 3. Zerlegungen von Tensorprodukten

In diesem Abschnitt seien A und A, zwei Gewichte, von denen 4, immer
und A fiir Char (k)40 dominant sein sollen. Seien V ein (fiir Char(k)=+0: endlich-
dimensionaler) Modul zum hochsten Gewicht A und E ein endlichdimensionaler
Modul zum hochsten Gewicht A,. Sei v ein erzeugendes primitives Element
von V. Beide Riume seien mit kontravarianten Formen ungleich Null versehen;
beide Formen und ihr Tensorprodukt, das eine kontravariante Form auf V®E
ist, werden mit (,) bezeichnet. Wir wihlen Gewichte u, u,, ..., 4, von E, so
daB es fiir alle Gewichte ¢ von E genau ein i mit 1 +ue W,.(4 +p,) gibt.

Satz 1. Es gibt Untermoduln (M), ¢;<, von VQE mit:

(i) M=MOM,&- &M,

(i) Jedes M, besitzt eine (endliche) Jordan-Hdélder-Reihe, deren einfache
Faktoren gewisse L, (1) mit 2'e W.(A +u,) und X' <A +12, sind.

(iil) Jedes M, wird iiber U von den Projektionen lings der Zerlegung (i)
der vQE® mit A +ve W.(A +u,) erzeugt.

(iv) Die M, sind fiir (,) paarweise orthogonal. Ist V=L,(A) und E=L,(),),
so ist (, ) auf jedem M, nicht ausgeartet.

Beweis. Uber U, wird V@E von den v@E"® erzeugt (vgl. [8], S. 52) und besitzt
eine endliche Jordan-Holder-Reihe, deren einfache Faktoren gewisse L, (1) sind,
fiir die es ein i mit A'e W,.(4 +u,) gibt. (Der Beweis von [6], Lemme 7.6.14 tiber-
trigt sich sofort.) Seien M,, ..., M,, unzerlegbare U,-Untermoduln, so daBl V®E
ihre direkte Summe ist. Dann gibt es zu jedem M, ein peP(R), so daB alle ein-
fachen Unterquotienten von M, gewisse L, (A) mit A'e W,.(4 +u) sind. (Dies ist
fiir Char(k)+0 das Theorem 5.1 aus [7], wobei fiir den Typ A, auch [4] heran-
zuziehen ist. Fiir Char(k)=0 14Bt sich der Beweis von [10], Prop.4.5 und 4.7
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iibertragen: Bei 4.7 benutzt man Induktion iiber die Linge einer Jordan-Holder-
Reihe und bei 4.5 braucht man nur solche Abbildungen f von U, in Hom, (V", V")
zu betrachten, so daB fiir alle Gewichte ue P(R) gilt:

Sy = [THom (V) (V')+¥).

Weil Hom,((V"), (V')’*+#) endlichdimensional ist und weil das Zentrum von
U, in (U,)° enthalten ist, kann man Lemma 4.6 a.a.O. benutzen.) Ist M;+0, so
muB es ein j mit W.(L +u)=W,.(A+u,) geben. Fassen wir notfalls einige M,
zusammen und ordnen sie neu, so sehen wir, dal} (i) und (ii) erfiillt werden kann.

Da VQE iiber U von den v®E" erzeugt wird, wird M, von den Projektionen
F” der v®E" erzeugt. Ist F* &), U (M}, so ist (U F +Y),., U~ (MF*#)/
Zu>v U- (M/*+#) ein U-Modul ungleich Null, der von primitiven Elementen
zum Gewicht A +v erzeugt wird; also besitzt M, einen Unterquotienten isomorph
L, (A +v). Also ist A +ve W,.(4 +u;) und (iii) folgt.

Zeigen wir (iv). Da die Gewichtsriume von V®E paarweise orthogonal
sind, konnen wir Induktion benutzen: Wir betrachten ein pe P(R) mit u<4i,
und nehmen an, dal (M}+”, M}*”)=0 fiir alle i+ und alle v>p ist, und wollen
dasselbe fiir v=p zeigen. Nun ist

(U ME+, U MFF)=(MF+, 0 (U0) U M) (MF, MF+) =0

fiir i/ und v,v'> u. Ist nun g kein Gewicht von E oder aber 1 +u¢ W,.(A +pu,)
und A+pé¢W.(A+u), so ist M}+#c ' U~ M+, ebenso fir M}+* und es
folgt (M}+*, M}+#)=0. Sei also u Gewicht von E und etwa A +ueW.(2+u,);
sei F* die Projektion von v®E* in M,; wir miissen nur (F*, U~ M}+")=0 fir
alle i#1 und v>pu zeigen. Es ist aber

(F*, U M{*)=(M}*, o (U ) F¥) (M7, M) =0.
Also folgt die erste Aussage von (iv). Ist V=L, (1) und E=L,(4,), so ist (, ) auf
Vund E, also auf V®E und daher auf jedem M, nicht ausgeartet.

Im zuletzt betrachteten Fall ist klar, daB3 die Projektion auf ein M, lings
der Zerlegung (i) die orthogonale Projektion fiir (, ) ist.

Sei nun V=L, (1) und E=L,(A) Sei x (A=Y cm alw, i)y (w.(1) der
Charakter von V und sei y,(4o)=), n(u)e(n) der Charakter von E. Weil 4,
dominant ist, ist n(w(w)=n(u) fir alle weW. Der Charakter von V®E ist
ch(V)ch(E)=y,(4) x,(4,)- Es gilt nun:

1) 1(Go) =Y n(w) yi (A +p0).

[

Ist Char(k)=0, so folgt dies aus [6], Lemme 7.6.14. Ist Char(k)==0, so ist y,(4,)
eine Z-Linearkombination gewisser yq(4), und es reicht, die Formel dafiir zu
zeigen. Sie folgt in dem Fall aus dem Theorem in [3].

Satz 2. In Satz 1 seien V und E irreduzibel. Dann ist dort :

ch(M)= Y n@ ) aw, ) WG +p)

At+peWie (A+ ;) weWp

Beweis. Wegen (ii) ist ch(M,;) eine Z-Linearkombination gewisser y; (4} mit
AeWe.(A+u;). AuBerdem ist ch(V®E) die Summe der ch(M;). Aus unseren
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Aussagen in § 2 iiber lineare Unabhiingigkeit der Charaktere folgt der Satz durch
Vergleich mit der Formel oben.
Fiir alle Gewichte u von E sei eine Basis (e, ) < j<q( von E* gewihlt.

Satz 3. In Satz 1 seien V und E irreduzibel. Sei u ein Gewicht von E, so daf
A+ g W (A +p) fiir alle Gewichte p' = von E ist. Sei M das zu j gehdrende M,
in Saiz 1. Fiir 1Sisn(y) sei f,; die orthogonale Projektion von v®e, ; in M.
Dann sind die f, ; primitive Elemente vom Gewicht A +p. Der Rang n der Matrix
der (f,.: £, ) (L4, j<n(u) ist n(y) oder Null. Es ist M isomorph zu L, (A+ p)"
und es gilt:

n() 3, aw, ) g (w-(h +m)=n (4 +p).

weWy,

Beweis. Wegen (iii) sind die f, ; immer primitiv, wenn 4 maximal unter den
Gewichten u' von E mit A +yu'eW,.(A+p) ist. Weil (,) auf Y"®) kf, ,=M**+*
nicht ausgeartet ist, ist n gleich der Dimension von M***, Sei g, g5, ..., g, €ine
Orthogonalbasis dieses Raumes. Es ist M=3"_, U g; und die U g; sind paar-
weise orthogonal; da (, ) auf M nicht ausgeartet ist, ist es auch auf jedem U, g,
nicht ausgeartet. Daher ist jedes U g; isomorph zu L, (4 +py), die Summe ist
direkt, also M isomorph L, (4 +u)".

Die Charakterformel folgt aus Satz 2. Der Koeffizient von e(4 +u) in ny, (4 +u)
ist n; andererseits wird er von n(u) geteilt. Nun ist n=<n(u) nach Definition;
es gibt also zwei Moglichkeiten: Es ist n=n(u) oder n=0, je nachdem, ob die
Determinante von (, ) fir die f, ; ungleich oder gleich Null ist.

Betrachten wir zum AbschluBl dieses Paragraphen zwei Beispiele. Es sei
dabei Char (k)=0. Seien V und E irreduzibel.

1) Ist {A+p,a¥ Y ¢Z fiir alle aeR, so ist WA P ={1} fiir alle ueP(R), also
insbesondere fiir alle Gewichte von E. Es ist L, (4 + )= M, (A + p) fiir alle e P(R).
In Satz 1 ist dann die Menge der y; gleich der Menge der Gewichte von E und es
ist ch(M))=n(u;) ch(M,(A+p;))%£0. Nach Satz3 ist also M;=M, (4 + p;)"*?.

2) Sei aeR* mit (A+p,a¥>=reZ. Fiir alle eR, B+ +usei (A+p, B¥D¢Z.
Ist ue P(R), so ist (nach [5], Prop. 1)

WA+ =0G+ ) — (s (A+p)  fir A+p+pa”)>0,

XA+ @)= (A+ 1) fir (A+p+p,av)>=0.
Sind p und g Gewichte von E mit A+py'e Wk.(l+ y), so muf u=py oder
Se(A+w=A+y, also p' =s,(u)—ro sein. Nehmen wir nun an, es sei r>0. Ist
u ein Gewicht von E mit {(A+p+pu,a¥)> <0, so ist r+{u, " > <0, also s,(u)=
u—<Lu,a¥ > o>p+roa>yu, also ist auch p' =s,(u+ra) ein Gewicht von E, und

zwar mit {A+u'+p,a">>0. Wir konnen daher annehmen, daf die (i), <;<,
genau die Gewichte von E mit {A+p+p;, "> =0 sind. Es ist dann

ch(M;) =n(u) (i (A + 1) — 2 (82- (A + 1))

{5y 0+ P (508~ 70) = e (et 5200 — )
=(”(ﬂi)— n(y +"°‘)) XA+ ).
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Fiir <A+ p+pu;,a" > =0 entfidllt hier eigentlich die zweite Zeile; da sie jedoch dann
gleich Null ist, stimmt das Endergebnis auch in diesem Fall. Fiir diese y; ist
M;={0}. Sei {A+p+u;,a">>0. Die orthogonale Projektion von v®E" in M,
besteht aus primitiven Elementen vom Gewicht A+ ;. Sie erzeugen Moduln zum
hochsten Gewicht A+ y;, also {0} oder L,(A+y;) oder M, (A+ ;). Jedoch kann
M, (A+y;) nicht auftreten, weil M; dann einen Unterquotienten L,(s,.(1+ ;)
besile, der wegen der Formel fiir ch(M,) nicht auftritt. Daher erzeugen diese pri-
mitiven Elemente einen Modul L, (4 + ;)" mit n=dim(M?**)=n(u;) —n(y; +ra).
Wegen der Formel fiir ch(M;) muB dieser Modul ganz M; sein; es ist also M;=
L (A+ )" mit n=n(u,) —n(u; +ra). Dies gilt nach oben auch fiir {1+ p +p;, ¥ > =0.

§ 4. Facetten und obere Abschliisse

Sei A ein Gewicht und betrachten wir die Operation von W* auf h). Nun
wird W{» von den orthogonalen Spiegelungen s, ,cp.rq an den Hyperebenen
{(x+p,a”>=rChar(k) mit reZ und aeR® ={aeR|{A+p,a" >eZ} erzeugt. Wie
in [2], Chap. V lassen sich Facetten, Kammern und Winde fiir das System dieser
Hyperebenen definieren.

Ist Char(k)=0 und F eine Facette fiir W?, so gibt es eine disjunkte Zerlegung
RPAR* =R} (F)URF (F)uR: (F) mit

F={xebh§|<{x+p,a">=0 fiir alle aeR; (F),
{x+p,a¥>>0 fiir alle aeRS(F),
{x+p,a¥><0 fiir alle aeRF(F)}.

F ist genau dann eine Kammer, wenn R; (F)=¢ ist. Sind F, F, Facetten, so ist
genau dann F, < F,, wenn R} (F,)<R{ (F,), Rf (F,)= R} (F,) und R (F,)c R (F)
ist. Gilt dariiber hinaus R3 (F;) = R3 (F,) (oder R (F,)= R (F)), so sagen wir, daf3
E, zum oberen (oder unteren) AbschluBl F; von F; gehort. Es ist also

F={xeh§|<x+p,a*>=0 firalle aeR;(F),
{x+p,a¥>>0 fiir alle aeRS(F),
{x+p,a¥>Z0 fiir alle aeR3 (F)}.

der obere AbschluB von F. Ist F, eine Kammer und F,cF,, so heiit F, Wand
(cloison) von F;, wenn R; (F,) aus genau einer Wurzel besteht; gehort dann F,
zum oberen AbschluBl von F, so heiit F, eine obere Wand; analog sind untere
Winde definiert.

Sind 4, pebf mit u—AeQ(R) und pe W (1) (also e W¥ . (1)) und gibt es eine
Facette F fir W in b mit RAeF, RueF, so ist A=p. (Da I1=Jy ist, muB man
RA=Ru zeigen. Wegen w.(R1) =Ry folgt dies aus [2], Chap. V, § 3, n° 3, Prop. 1.)

Ist F eine Facette fiir W{* und ist 2’e A+ P(R), so ist die Aussage ,,R)'eF* un-
abhingig von der Wahl der Zerlegung k=Q@k’ und der davon abhiingigen Ab-
bildung R. Ist ndmlich ae RW, so ist (I, a¥>=(IX,a">=0, also (R, a">=
(A, a" ). Die Zugehorigkeit zu F wird aber durch Gleichungen und Ungleichun-
gen fiir die (RA' +p, a” ) mit ac R™ definiert.
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Ist Char(k)=p+0 und F eine Facette fiir W» =W,, so gibt es eine disjunkte
Zerlegung R* =Ry (F)uU R5 (F) und ganze Zahlen (n,),.g+ mit:

F={xebgln,p=<{x+p,a"> fiir alle aeR{ (F),
np<{x+p,a”)<(n,+1)p firalle aeRF(F)}.

Man erhilt unter Beriicksichtigung der n, fiir F,cF, Formeln analog zu denen
oben. F heilit Kammer, wenn R (F)= & ist; dann ist F ein Fundamentalbereich
fiir W,. Ist F eine (wie oben gegebene) Facette, so heilit

F={xef)$|nap=<x+p,ocv> fir alle ae R (F),
n.p<<{x+p,a¥><(n,+Dp fiir alle aeRF(F)}

der obere Abschlufl von F. Analog wird der untere Abschlufl definiert. Winde
(sowie obere und untere Winde) haben dieselbe Definition wie in Charakteristik 0.

Sei Char(k) beliebig. Sei A ein Gewicht und sei C eine Kammer fiir W,
Gehort ein xe C nicht zum oberen AbschluB3 von C, so gibt es eine untere Wand F
von C mit xeF.

Satz 4. Seien A ein Gewicht und F eine Facette fiir W». Dann gibt es genau eine
Kammer fiir W%, zu deren oberen Abschluf F gehort.

Beweis. Ist Char (k)=0, so sei
C~={xebgl<{x+p,a" > <0 fir alle aeRPR*}.

Nach [11], Prop. 2.29 gibt es genau eine Kammer C fiir W® mit F< C, so daB
fiir alle xeR® A R* gilt: Liegen F und C~ auf derselben Seite der Hyperebene
{x+p,a”>=0, so liegt auch C auf dieser Seite, das heiBit, ist {x+p,a¥ > <0 fiir
alle xe F, so ist {x+p, a" > <0 fiir alle xe C. Daher gehort F zum oberen Abschluf3
von C, und C ist offensichtlich eindeutig,

Ist Char(k)=p=+0, so definieren wir C~ wie oben mit der zusdtzlichen Un-
gleichung {x+ p, ag >> —p. Ist F eine Facette mit

{x+p,a¥>=0 fiiralle ceRPART

und alle xe F, so konnen wir wie oben argumentieren. Eine beliebige Facette kon-
nen wir durch eine Translation mit einem Element aus pQ(R) in eine von dem
Typ oben iiberfithren. Dabei gehen Facetten in Facetten und obere Abschliisse in
obere Abschliisse iiber. Daher ist alles gezeigt.

Satz 5. Sei A ein Gewicht und sei F die Facette fir W% mit RLeF. Sei 1, ein
dominantes Gewicht und sei E = Ly(Ay). Sei p ein unter W zu Ay konjugiertes Gewicht
von E mit RA+peF. Dann ist A+ p'¢ Wi.(A+p) fiir alle Gewichte p' < p von E.

Beweis. Sei E' = V(Ay),; da jedes Gewicht von E auch eines von E' ist, reicht es,
den Satz mit E’ statt E zu beweisen. Sei p=Char (k), wobei p=0 moglich ist. Sei C
eine Kammer mit F < C. Ist C, eine andere Kammer flir W®, so sei d(C;, C) die
Anzahl der Hyperebenen {x+p,a” > =rp mit ce R”» und reZ,so daBl C und C,
auf verschiedenen Seiten der Hyperebene liegen.

Nehmen wir an, es gebe ein Gewicht g’y von E' mit 1+ u'e Wi.(A+u). Es
gibt eine Kammer C, fiir W® mit WA+ e C,. Wir wihlen y und C, so, daB
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d(Cy, C) minimal hierfiir ist. Wire d(C,, C)=0, so wire C;=C, also Ri+,
RA+ueC und RA+u'e WP+ (RAi+p); da C ein Fundamentalbereich ist, folgt
RA+p =RA+pu im Widerspruch zur Wahl von p'. Es gibt also ein ae RPN R*
und reZ, so dafl die Hyperebene {x+p, ¥ > =rp Triger einer Wand von C, ist
und so dal C; und C auf verschiedenen Seiten der Hyperebene liegen. Sei etwa
{x+p,a¥y<rp fiir xeC, und {x+p,a”>>rp fiir xeC. (Der andere Fall K8t
sich ganz analog behandeln.) Sei C, =s, ,,.(C;); es ist d(C,, C)<d(Cy, C).

Nun ist (Ri+p+p,0Y><rp und {A+p,a">={RA+p,a¥>=rp. Es ist
Surpld+H)=A—({A+p, ") —rp)a+s, (). Aus

RA+p,0>~rp20 und s,,,.A+x)ZA+y

folgt s, (W) zpu"=s,(Ww)—(KRA+p, 0> —rp)ezy. Nun sind x4 und s,(¢) Ge-
wichte von E’, also auch p”. Nunist A +u"e W.(A +p)=W,..(A +p)und RA +u"e C,
mit d(C,, C)<d(C,, C). Wegen der Minimalitdt von 4(C,, C) muf u”=pu sein.
Da ue W(4,) ist, konnen nicht gleichzeitig x +o und p—a Gewichte von V{(4,),
sein; da p+y ist, muB p=s,(u') sein. Daher ist (R4 +p, oY) =rp. Es ist dann
{x +p,a" ) =rpfiiralle xe F,also insbesondere fiir x=RA +u;daherist (g, 0" >=0
und p=s, ()=, ein Widerspruch.

Satz 6. Seien i,/ Gewichte mit A—A'e P(R). Sei F die Facette fiir Wi mit
RAeF. Es gehdre R zum oberen Abschiuf von F, und es sei we W, mit w.(1)=4A".
Dann ist w.(A) = A.

Beweis. Sei Char(k)=p, wobei auch p=0 mdoglich ist. Sei F, die Facette fiir
W mit RVeF,. Zu F, und W gibt es ein Gewicht uepP(R) mit u—peF,. (Es
ist u— p ein spezieller Punkt fiir W*)) Dann normalisiert die Translation T(— )
die Gruppe W', siec permutiert die Facetten fiir W/* und fithrt obere Abschliisse
in obere Abschliisse tiber. Ferner ist T(—p) A— T(—p) A'e P(R)und (T(— ) wT(p)).
T(—w) A =T(—wi. Aus (T(—pwT(W).T(—wi=T(—pi _folgt auBerdem
w (4)2 A. Daher konnen und wollen wir annehmen, dali 0—peF, ist.

" Sei R, = {aeR™|(x +p,a¥>=0 fiir alle xeF,}. Wegen 0— peF, sind die Spie-
gelungshyperebenen (x +p, ") =0 mit ee R* n R, die einzigen, die F, enthalten.
Daher gehort w zur Gruppe W, die von den s, mit ee R* N R, erzeugt wird. Nun
ist R, ein Wurzelsystem in dem Teilraum, den es erzeugt, und man kann eine
Basis B; von R; mit B, «R* wihlen. Dann ist eine Wurzel ae R, genau dann
positiv fiir B,, wenn aeR* ist. Fiir solch ein a ist {1 +p,a*)=0, also
{A+p,a”> <0, mithin s,.(1) = 1. Wie beim Beweis von Prop. 18 in [2] sieht man
dann w, (1) =4 fiir alle w, e W}, also insbesondere fiir w, =w.

Theorem 1. Seien 1, A’ Gewichte mit A— A'e P(R). Sei F die Facette fir W mit
RAecF. Es gehdre RA' zum oberen Abschlufy von F. Ist Char(k)+0, so sei Ae P(R)*.

Dann ist 1= 3 atw. 1) (00).

Beweis. Sei p=1'— A und sei A, das dominante Gewicht in W(n). Ist E=L, (,),
so ist (nach Satz 5) A +u'¢ W,.(4 +u) fiir alle Gewichte '+ von E. Wir kdnnen
also Satz 3 auf L, (1)®E anwenden; dabei ist n(u)=1 und ne{0, 1}. Um zu zeigen,
daB n=0 ist, miissen wir zeigen, daf} die Summe im Satz ungleich Null ist. Wir
konnen annehmen, daB a(w, 4)=0 ist, wenn w.(A)£ 2 ist und, fir Char(k)=+0,
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auch wenn w.(4) nicht dominant ist. In der Summe oben ist dann der Koeffizient
von e(4') gleich dem von y; (1), also gleich Zw = aw, 2). Ist w.(1)= A, so ist
(nach Satz 6) w.(4) = 1; wenn a(w, 4)=%0 sein soll, muB w.(1)=A sein. Wegen R e F
folgt natiirlich umgekehrt w.(A')=21" aus w.(A)=A4. Daher ist der Koeffizent von
e(X) gleich Y, ,,_,a(w, })=1. Mithin ist dic Summe im Satz ungleich Null, also
gleich y,(4') nach Satz 3.

Der Fall RA'eF ist fiir Char(k)=0 die Conjecture III von Verma ([12]). Sie ist
also hiermit bewiesen, wenn Char (k) groBer als die Coxeter-Zahl ist oder wenn R
vom Typ A, ist. Daf} die entsprechende Aussage fiir Char(k)=0 gilt, ist Verma
von Bernstein 1971 miindlich mitgeteilt worden.

Ist Char(k)=0 oder Char(k) groBer als die Coxeterzahl, so ist hierdurch die
Berechnung der y, (1) auf die der y, (1) zuriickgefiihrt, fiir die R’ in einer Kammer
liegt. Ist ndmlich A ein Gewicht, so gibt es (nach Satz 4) eine Kammer C, zu deren
oberen AbschluB RA gehort, und ein A'eA +P(R) mit Ri'eC.

§ 5. Primitive Elemente in Tensorprodukten

Sei web, so dal die {w +p,a")> mit aeB algebraisch unabhingig iiber @
sind. Sei V=Lg{w)=M¢(w). Sei 4, ein dominantes Gewicht und sei E=Lg(4,).
Seien v und v, primitive Erzeugende von ¥ und E. Es seien V und E mit durch
(v,v)=(vy,vo)=1 normierten kontravarianten Formen (,) versehen; auch das
Tensorprodukt dieser Formen heile (). Sei Ez= Uy vy = Ugv, und seile, )i <j<nn
eine Z-Basis von E4 fiir alle Gewichte p von E. Nun sind die Voraussetzungen von
Satz 1 gegeben. Nach Beispiel 1 zu Satz3 ist {u,,u,, ..., ¢,} die Menge der Ge-
wichte p von E; fiir ein solches p werde das zugehorige M; mit M, bezeichnet. Sei
/,.,; die orthogonale Projektion von v®e, ;in M. Die f, ; smd primitive Elemente,
jedes Ug f, ; ist isomorph zu M (4 +p) und M ist dlrekte Summe der Ug f, ;.
Nun muB nach Satz 3 die Determinante von (,) fir die f, ;(1<j<n(w) unglelch
Null sein. Diese Determinante habe ich in [8], Lemma II8(11) berechnet; sie ist
Dg(u)a,. Dabel ist Dg(u) die Determinante von (,) fiir eine Z-Basis von Ef7, also
etwa fiir die e ;; ferner bedeute:

(o +p,a’y—r Yo+
o=11 T | ~) -
acR+ r>0 <0) +P +‘Lt, ® > +r

r+{p,avyz0

“aJ?

Sind A, A'e bE, so sei

p,)=T11 11 (M)Pu—w_m)

acR* r>0 r

Ist v’ ein primitives Element von M ¢(A), ist (,) die durch (v', v') =1 normierte kontra-
variante Form auf Mg(4) und ist Mz(1)=U; v/, so ist D}(1) dic Determinante
von (,) fiir eine Z-Basis von M,(1)* (s. [8], Satz I11 oder [13]).

Eine Partition ist ein R¥-tupel n=(p(®)),e 00 natiirlicher Zahlen; es sei
dann R(m)=) g+ p(@x und X _ =T [,er+ X_, p SOWie X, =] ,cr+ X, ,@- Da-
bei sind die beiden Produkte jeweils in einer festen, doch beheblgen Reihenfolge
auszufiihren; der Einfachheit halber mogen diese Reihenfolgen durch o(X_ )=X
fiir alle = verbunden sein. Nun bilden die X _ v eine Z-Basis von V= U; v und die
X_,(v®e, ;) eine Z-Basis von (V®E);=V;QE;,.
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Die Koeffizienten der primitiven Elemente f, ; mogen a;)). heifien:

v,k
nv)
fui=v®e, ;=X Y, Y alhX_(0®e, ). (1)
v>u k=1 R(r)=v—pn
Die a*) sind durch das Gleichungssystem
n(v)
Z asfl’cj,zz (X—ﬂ:(v®ev,k)7 X~n’(v®ev’,k')) (2)

v>u k=1 R(r)=v—p

=(v®e,;, X_(v®e, 1))

fiir alle v'>u, 1Sk'Sn(v) und R(n')=v'—u gegeben. Die Determinante dieses
Gleichungssystems ist nach [8], Lemmata I18(i) und 7 gleich:

. 1
[1D, (@ +1)"™(a, Dy()P*~» = [P =9 D, (@ +p =)™, (3)
> nov>pu
Sind y und v Gewichte von E mit v>y, so gibt es m,eIN mit v—p=3  _,m a.
Mit 4(E) werde das Maximum aller m, fiir alle moglichen v und g bezeichnet.
Seien p,, p,, ..., p, die Primzahlen, die kleiner oder gleich d(E) sind oder die ein

Dy(y) teilen. Sei Z =7 [L i e ! ]CQ. Sei A der von Z; und allen

P P Dy
{w+p,a¥> mit aeB erzeugte Teilring von €. Dann ist 4 ein Polynomring

iber Zg, ein Ring also, in dem sich jedes Element eindeutig in Primelemente zer-
legen 14Bt. Zu diesen Primelementen gehoren alle {w +p,«"> —r mit eR und
reZ, weil sie Primelemente in Q[({w +p, B7))s.p] sind und weil der grofte ge-
meinsame Teiler der Koeffizienten des Polynoms gleich 1 ist (nach [2], Chap. VI,
§1,n° 6, Cor. de la Thm. 3). Sei S die von allen <& +p, 2" > —r mit e R* und reZ
erzeugte multiplikative Teilmenge von 4. Nimmt man nur die {w +p, o > —r mit
n(p +re)>0 und r +<{u, a") <0, so heile die erzeugte multiplikative Menge S,.
Wir wollen zeigen:

Satz 7. Fiir alle Gewichte y von E gehiren alle o)), zu ;' A.

v,k,m

Nun ist $;'A=5"14nS; ' Q[({w +p, B )pep] Wegen der Eindeutigkeit der
Prlmelementzerlegung Zelgen wir zuerst a3/} €S~ A. Nun konnen wir die a%;/)
als Losungen des Gleichungssystems (2) mit Hllfe der Cramerschen Regel be—
rechnen. Da nach (3) der Nenner der Determinante zu A gehort und da im Zihler
der Anteil der Dy(v) in 4 invertierbar ist und der Rest zu S gehért, reicht es zu
zeigen, daB alle Koeffizienten des Gleichungssystems in A liegen. Diese Koeffi-
zienten sind einmal vom Typ

(v®ep,ja X—n'(”®ev’,k’)):(sz’(v®ep4 j)s v®ev’,k’)
=(U®Xn’ eu,jv v®ev’,k’) Z(Xn’ eu,js ev',k’)'

Weil 1oeP(R) ist, ist X, e, ;€ E; und (Ez, Ez)=Z, also ist der Koeffizient aus Z.
Die tibrigen Koelffizienten sind von der Form

(X—n(v®ev,k)s X—n’(v®ev’,k’)) =(v®ev,k= Xn X—n’(v®ev’,k’)) .
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Sind 7= (p())scr.a>0 WNA 7' =(P"(&))ser, o> 0- 50 folgt aus R(m)=v—yu und R(n')=
v —yu, daB p(a), p'(x) Sd(E) sind, also dafl p(x) und p'(«) in A invertierbar sind.
Dabher reicht es zu zeigen, daB (v®e, i, | Lucr+ X2 [ Jacr+ X2 P (0®e, 1) in A4
liegt. Ist U(g,) die einhiillende Z-Algebra von g,, so reicht es aus, zu zeigen, dafl
(v®e, 4, Ulgg) (v®e, ;))=A ist. Weil b, von den H, mit xeB erzeugt wird und
H,(1®e, ;) ={o+V,a" Y(t®e, ;) ist, ist (v®e, ,, U(hy)(vQe, ))<= 4; die ent-
sprechende Aussage fiir g5 folgt aus U(gz) E; < E;.

Sei e R* und relN, und betrachten wir das Polynom {w+p,a" > +r. In der
Determinante (3) tritt es nur auf, wenn es vom Nenner von a, herkommt; dazu
muB es s>0 mit r={p,a">+s und n(u+sa)>0 geben; also mul (g, a">—-r<0
und n(u+ro—<u,ada)=n(s,(u—ru))=n(u—re«)>0 sein. Dies ist aber die Be-
dingung dafiir, daB {(w+p,a" ) +r zu S, gehort. Damit ist fiir die {w+p,a" > +r
mit =0 alles gezeigt.

Sei nun ae R* und relN, r> 0. Das Polynom {w + p, &V > —r induziert eine Be-
wertung des Quotientenkorpers von A; sie heille fiir den Rest des Beweises kurz
die Bewertung. Sei A’ der (diskrete) Bewertungsring, M das Bewertungsideal und
K der Restklassenkdrper A'/M. Wir wollen zeigen, daB a%/leA’ ist, wenn
{w+p,a”y—r¢S, ist. Ist dies fiir alle o und r geschehen, so folgt dann aly))e
S, MQI(Kw+p, BYD)pep). DaB {o+p,a¥y~r¢S, ist, bedeutet r+{u,a*>=0
oder n(u+ra)=0. Wenn aber r+ {u, a¥ > <0ist, soist p<p+ro<u—{g,a¥da=
s,{w) und auch p+ro ist ein Gewicht von E. Wir miissen also zeigen: Ist r+
Cu,a¥ > 20,50 ist i) e A

Es sei Uy=U®AcUs und E,=E,QA cE sowie V,=M(w)=
U;v@A < V. Weil Qc=A’ und w(bh)=A ist, ist V. ein U,-Modul: dies gilt
natiirlich auch fir E; und (V®E), =V, ®4 E,. Die X_, (v®e, ) bilden eine
A'-Basis von (V®E),.. Dab fiir ein g und ein j alle al*}) in A’ liegen, ist dquivalent
dazu, daB f, ;e(V®E), ist.

Die kanonische Abbildung von A" auf K werde mit a—a bezeichnet, ebenso
die von Uy, auf Uy, von E, auf Eg, von M, (w) auf Mg (@) und von (VRE),
auf M (0)®Ey. Dabei ist (@+p, Y>={w+p, ") fir alle feR; es ist dann
{@+p,B¥>¢Z fir alle feR mit B +a und es ist (G+p,a”)=r Alle diese
Abbildungen von U, -Moduln sind mit der von U,. auf Uy vertriiglich. Versehen
wir My (@) und Eg mit durch (o,7)=(0,,7,)=1 normierten kontravarianten
Formen und Mg(@)® Ex mit deren Tensorprodukt, so ist (X, ¥)=(x, y) fir alle
x,y in einem dieser U,.-Moduln. Nun 148t sich My (& —r o) eindeutig in Mg(®)
als das Radikal von (,) einbetten, und es ist Lg(®)= Mg (®)/Mg(®—r «). Dann
ist Mg (o —r a)® Eg das Radikal von (, ) auf Mg (@)Q Eg und es ist Ly (0)QEx=
(M (®)® Eg)/(Mg (@ ~r 2)® E). Sei ¢ die aus u—# und der kanonischen Pro-
jektion von My(®)RE; auf Lg(@®Ey zusammengesetzte Abbildung von
(VRE), auf Lg(@)®Eg. Fir xe(V®E), ist ¢(x) genau dann gleich Null,
wenn x zum Radikal von (,) auf Mg (@)®Ex gehort, also genau dann, wenn
(x, (VRE) )= M ist.

Unsere Behauptung folgt nun aus dem genaueren

Lemma. (i) Sei p ein Gewicht von E mit r+<{p,a”>=0. Alle f, ; (1 £j<n(p)
gehéren zu (V®E),. Es gibt eine A’-Orthogonalbasis g, ; (1=<j<n(u)) von
Afyu1+ A fu 2+ + A S, w50 daP der Basiswechsel von den f, ;zudeng, ; Deter-
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minante 1 hat und so daf} die Bewertung von (g, ;, 8, ;) gleich 1 fir 1<j<n(u+ra)
und gleich O fiir j>n(u+ra) ist. Fir 1<j<n(u+ra) ist (g, ;,(V®E) )= M.

(ii) Sei u ein Gewicht von E mit r+<{u,a" ) <0. Sei g, ; die Orthogonalisierung
von v®e, ; auf alle X_, g, , mit v>u und v+s,(u+ra) oder mit v=s,(u+ra)
und k>n(p)=n(v+ra). Dann ist g, ,c(VRE)y und (g, ;,(VRE)s)cM fir
1<jsn).

Beweis. Wir benutzen Induktion iiber ¢ und nehmen an, der Satz sei fiir
alle Gewichte v>yu wahr. Die X_, (v®e, ;) mit v>p, 1£k=<n(v) und R(n)=v—p
erzeugen iiber € denselben Teilraum wie die X_, g, ,; da f, ; die Orthogonali-
sierung von v®e, ; auf die ersten Vektoren ist, ist es auch die auf die zweiten.
Es gibt also %/ e € mit:

n(v)
fu,j::v@eu,j— Z Z Z bsf,l;c{)ﬂ X—n gv,k' (4)

v>u k=t R(n)=v—-pu

Im Fall (ii) erhalten wir g, ;, wenn wir die Terme mit v=s,(u+r o) und 1 Sk <n(y)
fortlassen. Es ist zu zeigen, daB die b{";, (bei (i) auBer denen mit v=s,(u+r o)
und 1<k=n(y) aus A’ sind. Sie sind durch ein zu (2) analoges Gleichungs-
system gegeben. Nunist X_, g, ,e M, fiirr+{(v,a">20und X __ g e M,+M_ .1y
fir r+{v,a¥><0. Daher ist (X_,g, ;, X_, g, ,)=0 fir alle v,v' mit v'+
v, 5, (v+ro). Ist <v,a">+r>0 und k>n(v+ra), so ist (X_, g, .. X_. 8y x)=0
auch fiir v =s,(v+ra) oder fiir v'=v und k'$k. Daher zerfillt das zu (4) gehorige
Gleichungssystem in verschiedene Teilsysteme.

Sei v>pu mit {v,a">+rz0 und sei v'=s,(v+ra) Fir k>n(v) erhalten wir
ein System:

(U®ep,j’ X—n’ gv,k):R( )Z bg’,‘;c,JZz(X~n gv,k:th’gv,k) (5)
n)=v—nu

fiir alle 7’ mit R(z')=v— p.

AuBerdem erhalten wir das folgende System:

n(v")

(U®eu,ja X—n’ gv,k’)= Z Z (X—n gv,k: X—n’ gv,k’) bg,l;cj,lt
k=1 R{r)=v—u

n(v) . (6)
+ Z Z (X—n gv’,k:X—n’ gv,k’) b(v"l:llc?n
k=1 R(m)=v —u
fir alle ¥ und #’ mit 1 £k'<n(v+ra) und R(n)=v—yu, und

n(v')

(U®ep,j= X;n’ gv’,k’)z Z Z (X——n gv,k’X—n’ gv',k’) bs’,j;({)ﬂ

k=1 R(m)=v—p
nv’y
+ z Z (X—n gv’,kf X—n’ gv',k’) b(v‘f:i)n
k=1R(m)=v'—p
fiir alle ¥ und 7’ mit 1 £k’ <n(v) und R(n')=v' —u. Fiir v'=v entfillt die zweite
Hilfte des Gleichungssystems. Ist 7+ {u,a¥ > <0, so ist (6) fir v=s,{u+ra)
fortzulassen.
Die Determinante dieser Gleichungssysteme ist die Determinante von ()
fir alle X__g,, mit R(m)=v—pu bei (5), fiir alle X_,g,, und X__ g, , mit
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R(n)=v—p, R(n)=v' —p und 1Zk,k'<Sn() fir (6). Im zweiten Fall konnen
wir die X__. g, , durch die X_,. f,. ;- ersetzen, ohne daB sich die Determinante
dndert. Daher ist die Determinante im Fall (5) oder im Fall (6) gleich

(gv,k7 gv,k)P(v‘”) D:u+v(w+’“l) (5,)
oder

n{v’)
(1T (020077 Dl 20 D)0+ ©)
k=1

Bei (6) entfallen die beiden letzten Faktoren fiir v'=v. Berechnen wir zunéchst
die Bewertung dieser Determinanten. Nach Wahl von k bringt in (5') das (g, 1, g,.,)
keinen Beitrag zur Bewertung, wihrend in (6") jedes 1 dazu beitréigt, so daf} das
Produkt iiber k dort insgesamt n(v') P(v— p) liefert. Es ist

((w+p+v,ﬁ">—s>ﬂv“"$m

D, o+m=1] []

p>0s>0 s

Zur Bewertung tridgt nur der Faktor mit f=a und s—{(v,a")=r etwas bei;
dazu muB r+ (v, " > >0 sein, was in (5) immer, in (6') nur fiir v+ der Fall
ist. Der Beitragist dann P(v — p— (r + {v, 2 >) o) =P(v' — p) bei (5) und P(v' — ) n(v')
bei (6"). Insgesamt haben wir bisher als Bewertung erhalten:

P(v' —p), (5"
n()(P(V —p)+Pv—p) fir vy, (6")
n(vy P(v—p) fir v=v".

Dies ist die volle Bewertung, weil bei (6") die beiden letzten Faktoren keinen
Beitrag liefern. Es ist ndmlich

H H ( <C0+ﬂ»ﬂv>—s )n(v’+sﬁ)
a, = ; > .
I P {o+p+V,B D +s

s+{v, BV>=0

Im Nenner tritt {w+p,a¥)>—r sicher nicht auf Im Z#hler miiite f=a und
s=r, also r+<{V, 0V d=r+{s,()—ra,a">=~(Kv,a¥>-+r)=0 sein. Nun ist
{v,a¥>+r=0 und fiir {v,a¥>+r=0, also v'=v, tritt dieser Faktor nicht auf.
Auch D), ,(w+p) liefert nichts; es miite nimlich {w+p+V,p¥)>—s5=
{wo+p,a¥>—r, also f=o und s=r+<{v,a*>=—({v,a">+r)<0 sein, was im
Widerspruch zu s> 0 steht.

Bei (6) ist die Bewertung der Determinante genau die Anzahl der Gleichungen.
Berechnen wir die b7, mit Hilfe der Cramerschen Regel, so reicht es zu zeigen,
daB alle Koeffizienten von (6) echt positive Bewertung haben, also in M liegen.
Sie liegen aber in (g,,(V®E),) und (g, ,(V®E),), und nach Induktions-
voraussetzung sind dies Teilmengen von M.

Betrachten wir also (5). Ist v, so ist die Bewertung (5”) Null und nichts
zu zeigen. Sei also v'zp. Wegen (g,4, 8, +0 ist ¢(g, )+0. Nun ist ¢(g, )
ein primitives Element vom Gewicht @ +v, erzeugt also nach Beispiel 2) zu
Satz 3 einen Modul isomorph Lg (@ +v). In My (®)® Ey erzeugt g, , einen Modul
isomorph My(@ +v); daher gibt es ue U;** mit s=r+{v,a" ), so dal ug,,+0,
aber ¢(ug,,)=0 ist. Alle X_ g, , mit R(m)=v —p sind linear unabhingig.
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Daher lassen sich die X_, u g, , zu einer A'-Basis (x;);; von (Uy g, ) erweitern.
Es ist ) ier ¢ Xi= Y memy=v—n D¥5% X _, 8.« flir geeignete c;e T, die durch

(v®e, ;, X;)= Y. ci(x;,x;) fiir alle i'el @)
iel

gegeben sind. Die Determinante dieses Gleichungssystems ist die Determinante
von (, ) fiir eine 4’-Basis von (U g, )%, hat also dieselbe Bewertung wie die von (5).
Ist x; von der Form X ,ug,;, so ist (v®e, ;, x;), (X, x)e(ug, ., (VRE),).
Diese Menge ist wegen ¢(u g, ,)=0 in M enthalten. Lst man (7) mit Hilfe der
Cramerschen Regel, so treten daher im Zihler Determinanten auf, bei denen
in P(v'—p) Zeilen jedes Element in M liegt. Die Bewertung dieser Determinante
ist also mindestens P(v'—pu). Da die Bewertung der Determinante im Nenner
genau P(v'—p) ist, gehren die Losungen c;, also auch die %, zu 4'.

Wir haben also bisher gezeigt, daB im Fall (i) die f, ;, im Fall (i) die g, ;
zu (V®E), gehoren. Sei zunidchst {u,a¥>+r=0. Es 14Bt sich offensichtlich
eine A"-Orthogonalbasis g, ; finden, so daB der Basiswechse]l Determinante 1 hat.
Sei r; die Bewertung von (g, ;,8, ). Nun ist (g, (VQE),)=(g, ;, (VOE;*")=
(850 A' 81 )= A (84,5 8s ;) Istnun ;40,50 ist (g, ;, (VR E) o) = M, also ¢ (g, )=0;
dagegen ist ¢(g, ;)+0 fir ,=0. Wegen ihrer Orthogonalitit sind die ¢(g, )
mit =0 linear unabhingig; es gibt also in Lg(@)®E; genau so viel Unter-
quotienten Ly (@+ p), wie es j mit r,=0 gibt. Nach Beispiel 2) zu Satz 3 sind es
genau n(u)—n(p+ra). Andererseits kennen wir die Summe der #; sie ist die
Bewertung der Determinante von (, ) fiir die g, ;, also auch der fiir die f, ;, das
heiit von Dg(u)a,, mithin n(u+ra). Daher ist genau n(u+roa)-mal r,=1 und
sonst r;=0. Durch Umordnung der g, ; erhilt man die Gestalt von (i).

Sei nun {g,a” ) +r<0. Wire (g, ;, (V®E),.)+0 fiir ein j, so wire ¢(g, ;) +0.
Nun ist g, ; zu allen X_, g, , mit v u, s, (u+ra) oder k>n(u) orthogonal, also
auch ¢(g, ;) zu den entsprechenden X_, (g, ,). AuBerdem ist ¢(g, ,)=0 fiir
v=s,(p+ro) und 1<k<n(u); daher ist p(g, ) zu allen X_, ¢(g,,) mit v>pu
orthogonal, mithin ein primitives Element ungleich Null vom Gewicht @+ p.
Dann besille Lg(@)® Ex einen Unterquotienten Ly (@ + p), was nach Beispiel 2
zu Satz 3 unmoglich ist. Damit ist das Lemma, also auch Satz 7 bewiesen.

Sei A" der von Z; und allen (<w+f’ﬂ % ) mit feB und selN erzeugte

Teilring von €. Dann ist 4 A" und fir alle y ist S, eine multiplikative Teil-
menge von A", so daB alle a%/, zu S;'A4” gehoren. Seien V. =V,QA"cV
und E . =E;®A" < E sowie (VRE) ;. =V,;.QE..c VRE. Alle diese A”-Moduln
sind unter Uy invariant. Sei k ein Korper, so daB Char (k) in Z; nicht invertierbar
ist. Ist Char(k)=0, so sei Aeby; ist Char(k)=0, so sei Lle P(R)*. Die kanonische
Abbildung von Z; in k und die Zuordnung {w+p, B*>—{A+p, B¥> fiir alle
feB induzieren einen Homomorphismus von A” in k. Weiter gibt es einen
Homomorphismus von Uz in U, und Up-Modul-Homomorphismen von E..
in E,=E;®k=V(lo), von Vg in M(4) und von (V®E),. in M (ARE,. Alle
diese Abbildungen werden mit x—X bezeichnet. Wir versechen die U,-Moduln
mit geeignet normierten kontravarianten Formen, so daB (%, y)=(x, y) fiir alle
X,y in einem der Uz-Moduln ist. Nach Voraussetzung sind alle D (y) in k inver-
tierbar, daher ist E,=L,(4o). Es sei ¢: (VQE), — L,(A)®E, der U,-Homo-
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morphismus, der aus der kanonischen Abbildung (VRE), — M, ()XE, und
der Projektion M, (AR E,— L,(A)RE, zusammengesetzt ist; Kern der zweiten
Abbildung ist das Radikal der kontravarianten Form.

Sei p ein Gewicht von E, so daB alle {A+p,a") —r mit {w+p,a")>—reS,
invertierbar in k sind. Dann induzieren die Abbildungen von 4” in k und von
(VQE),» in L ()®E, auch Abbildungen von S, ' A” in k und von (VQE),.
®S; ' A" in L(A)QE,, die Uy-linear sind. Dann ist

n(v)
go(fu,j)z—ﬁ@?zu,j‘ 2 Z z _(vukj)n XAn(E®Ev,k)
v>pk=1R(r)=v—pu
und X, , ¢(f,.)=0(X,,, f, ;=0 fir alle ae R* und n>0. Daher sind die ¢(f,
primitive Elemente kongruent 7®é, ; modulo ZV> « U~ (0®E]). Die Determi-
nante von (, ) fiir die ¢(f,, ;) ist DE(u) a,. (Der Nenner von g, gehdrt zu S,.)

Sei u ein Gewicht von E, so daf l+u EWee(A+p) flir alle Gew1chte W
von E ist. Dann sind alle <{1+p,a" > —r mit {w+p,a") —reS, in k invertierbar.
Seien nimlich aeR* und reZ mit n(u+ra)>0 und {g,a¥>+r<0. Nun ist
S+ =A—((A+p,a¥>—rya+su+ra) Teilt Char(k) nun {A+p,a”>—r,
so wire A+s,(u+ra)e We(A+p). Da auch s, (u+r o) Gewicht von E ist, miilite
s,(u+ro)=p, also {u, " > +r=0 sein. Das ist ein Widerspruch zu r + {y, a¥ > <0.
Wir kénnen also die im letzten Absatz definierte Abbildung ¢ benutzen und
erhalten ¢(f, ;) n L, (A)®E,. Es sind nun die Voraussetzungen von Satz 3 erfiillt.
Ist wieder M das zu u gehdrende M; von Satz 1, so ist ¢(f, ;) die orthogonale
Projektion von 7®¢, ; in M, also das Element, das in Satz 3 als f, ; bezeichnet
wurde, und Dg(u) a, ist die Determinante der damals betrachteten Matrix (£, ;, £, )-
Wir haben also gezeigt:

Satz 8. Seien 1, Ay, E, u wie in den Sétzen 1 und 3. Ist Char(k)=p=0, so teile
p kein Dy(v) und sei grofier als d(E). Dann ist in Satz 3 genau dann n=0, wenn

[T T @tpary—rpee

acR* r>0
rlpat >z 0

von Char (k) geteilt wird.

Corollar. Ist F die Facette fir W mit RAcF und ist RAi+peF, so ist oben
genau dann n=0, wenn WA+ u nicht zum oberen Abschlufi von F gehort.

Beweis. Sei Char(k)=p. Sei zundchst n=0. Es gibt dann aeR™*, r,seZ mit
r>0, r+<{uav>=0, n(u+ra)>0 und {A+p,a">—r=sp. Dann ist aeR®?
und s, A+ =24+5,(0) = ({A+p, 0" > ~sp)a=A+s,(u+ra). Nach Voraus-
setzung ist p=s,(p+ra), mithin {u,av>+r=0, also {A+p+pa’)>=
A+p,a¥d>—r=sp{i+p,a”). Daher gehort RA+u nicht zum oberen Ab-
schluB von F.

Umgekehrt: Es gebe ae RT R und seZ mit {A+p+p,a">=sp<{A+p,a*>.
Dann ist r=— (g, o> >0 sowie r+ (g, a” >=0=0 und n{p+ra)=n{y)>0. Also
tritt {A+p,a¥> —r=sp in dem Produkt von Satz § auf, folglich ist n=0.

Hitten wir hier nicht die Einschriankung fiir Char(k), so konnte dies Corollar
beim Beweis von Theorem 1 an die Stelle von Satz 6 treten.

Im folgenden seien o, die groBte kurze Wurzel und h die Coxeter-Zahl von R.



Zur Charakterformel gewisser Darstellungen 143

Satz 9. (i) Betrachien wir Darstellungen E=V(A,) mit A,eP(R)" winzig oder
Ao=0y. Dann ist d(EYy<h und Dg(p)<h fiir alle p mit E*F0.

(i) Fiir jedes Fundamentalgewicht w; (1=<i<n), das nicht winzig und nicht a,
ist, gibt es ein j¥+i, so daff {w;—w;, a5 )20 und w;—w; Gewicht einer in (1) be-
trachteten Darstellung ist.

Beweis. (i) Es ist Dg(w(4o))=1 fiir alle we W, Da fiir winziges 1, alle Gewichte u
von E in W(J,) liegen, sind alle Dg(u)=1. Fiir A,=0 gilt dies fiir alle Gewichte
u#+0. In diesem Fall ist Dg(0) in [8], S. 18 und S. 20, angegeben und hdochstens h.
Um d(E) zu berechnen, braucht man nur die Differenz von groBBtem und kleinstem
Gewicht zu bilden. Dies ist in jedem Fall eine einfache Rechnung.

(ii) Seien die w, so numeriert wie in [2], Planches I - IX.Ist Rvom Typ A,, so
sind alle w; winzig. Ist R vom Typ B,, C, oder D,, so ist ; winzig oder gleich a,,
und es ist w; —w;_, ein Gewicht von V(w,)¢ mit {w;—w,;_,, 0y > =0, auler i=n
bei B, und i=n,n—1 bei D,. Doch ist w,; in diesen Ausnahmefillen winzig.
Fiir die iibrigen Typen sind in der folgenden Tabelle zuerst die winzigen w;,
dann o;=a, angegeben. Dann folgen gewisse w; —w;, die positive, kurze Wurzeln
sind. Sie sind also Gewichte von V(ux,)e und haben mit x, ein nichtnegatives
Produkt.

W1, Wgy Wy, W5 — W, D3 —Wg, Oy =Dy,

Eg:

E,: 0,0, 0,—0;,05—0,,0g—®;, 03— D¢, Ny — W3,

Eg: g, 01— g, 05— 01,0, — Wy, Wg— Wy, W3 — D¢, 05— W3, Wy —Ws,
F4

LWy, W) — Wy, W3 — 0, Wy — W3,
G, 0,0, —0;.

Satz 10. Ist Char(k)=+0, so sei Char(k)>h. Sei A ein Gewicht. Sei C eine
Kammer fiir W* und F eine Wand von C. Dann gibt es i,,2,€4+P(R) mit
Ri,eC, Ri,eF, so daf A, —A, Gewicht einer der in Satz 9(i) betrachteten Dar-
stellungen ist.

Beweis. Sei Char(k)=p. Sei
C,={xebyl<{x +p,a”>>0 fiir alle xe B} fiir p=0,
C,={xeCql{x+p,a5><p} fiir p==0.

Dann ist C, eine Kammer fiir W,. Es gibt eine Kammer C' fiir W, mit C'<C,
die eine Wand F'c F besitzt. Wir konnen das Problem unter W, transformieren
und wollen daher annehmen, daBl C'=C, ist. Fiir 1<iZn sei F, (i) die Menge
der x=3))_ rw;—p mit reQ, 0<y fir j*i =0 und fir p+0 auch mit
{x +p,ay><p. Fiir p£0 sei

n
F,C(O)—-:{x= Y rw;,—plre®, ;>0 fiir alle j, {x +p, ag>=p}.
j=1

Dann sind die F,(j) die Winde von C,. Sei F, (i) die Wand, die in F enthalten
ist. Andern wir 2 um ein Element von P(R) ab, so kénnen wir annehmen, daB
RieC, ist. Dies ist fiir p=0 klar; fiir p3=0 folgt dies aus 0e C, n P(R) fiir p=h.
Sei KA +p=zgf=1;}a)j. Wir konnen 0<r=1 fiir alle j annehmen. Zunéchst
10 Math. Z, Bd. 140
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sei i+0 und o; die zu w; gehorende Basiswurzel. Da o,e R ist, muB r,eZ, also
r,=1 sein. Ist ®; winzig oder w;=u,, so sei i,=1—w,; und i; =4 Es ist dann
Ri,eF()=F und /-4, hat die gewlinschte Form. Sonst gibt es j#i mit o, —w;
wie in Satz9(ii) und A, =4, 1,=/—(w,—w) erflillen die Bedingung. Fiir p+0
benutzt man (4, +p, oy > <A +p, a5, um zu sehen, daB i,eF. (i) ist. Sei nun
also F = F,(0) und p=0, also Ae P(R). Gibt es ein winziges w;, so ist {w;,ay »=1;
daher gibt es relN mit 4, =r ;e C, und 1, =(r +1) w;€F,(p); dann erfiillen 1, 1,
die Bedingung des Satzes. Gibt es kein winziges w;, ist also R vom Typ Eg, F,,
oder G,, so gibt es w; =0, und w; mit {w;, %y »=3. Wir setzen ., =r o, +sw,,

2 =(r +1) w; +s w; mit r, selN an. Es mu} dann p=<{4, +p,ag>=h+1 +2r +3s
sein. Diese Gleichung 146t sich immer fiir p>h +2 und fiir p=~h +1 15sen; da
h +2 keine Primzahl ist, 140t sie sich also immer fiir p>h 16sen. Dann erfiillen
wieder 4, und 4, die Bedingung des Satzes.

Theorem 2. Sei p=Char(k); ist p£0, so sei p>h. Sei A ein Gewicht, so daf
es eine Kammer C fiir W mit R e C gibt. Fiir p£0 sei Ae P(R)*.

(i) Ist VeA+P(R) mit RV eC, aber RA' nicht im oberen Abschluf von C,
SO ISt Y e @(W, A) x5 (w.(4))=0.

(ii) Seien xeR* " R” und reZ, so daf} die Hyperebene {x +p,a > =rp Triger
einer unteren Wand F von C ist. In (i) sei RA' e F. Dann ist a(w, A) +a(ws =0
fiir alle we W, mit x}(w.(2)) 0.

a,rp*

Beweis. Wir haben hier wie immer vorausgesetzt, dall a(w, 1)=0 fiir p+0
und w.(A)¢ P(R)* ist. Seien zunédchst F, o, r wie in (ii). Ist RA'e F, so ist x;c(w.(/l’))=
LW () nur fiir w.()=w'.(1), also w'e{w,ws, ,,} moglich. Weiter ist es unab-
hingig davon, welches 2’e X +P(R) mit RA'eF gewihlt ist, ob yi(w.(4))=0 ist
oder nicht. Wir kénnen nach Theorem I auflerdem A durch jedes i,e/ +P(R)
mit R, eC ersetzen. Daher kénnen wir nach Satz 10 annehmen, dal y=A"—2
Gewicht einer in Satz 9(i) betrachteten Darstellung V(4,), ist. Wegen p=0 ist
ueW(l,), also ist A +u'¢ W,.(A +p) fir alle Gewichte p'#+u von L (4,). Wegen
Satz9(i) und der Voraussetzung iiber p konnen wir das Corollar zu Satz8§
anwenden. Da RA+u=R1 nicht zum oberen AbschluB von C gehort, ist
Y e AW, ) 1, (w.(1))=0. Aus der linearen Unabhingigkeit der verschiedenen
%(w. (1)) ungleich Null folgt dann (i).

Sei nun A’ wie in (i). Es gibt eine untere Wand F von C wie in (ii) mit RA'eF.
Ist A’e A +P(R) mit RA"eF, so gilt: Aus y;(w.(4))%0 folgt x;(w.(4"))%0. Daher
kdnnen wir in der zu betrachtenden Summe jeweils die Terme zu w und ws, ,,
fiir y;(w.(1))#0 zusammenfassen und sehen mit (i), wie die Summe Null wird.

Bemerkung. Seien R von Typ A4, und Char(k)=p=0. Es seien F; und F,
Facetten fir W, mit F,cF,, so daB der Triiger von F, Kodimension eins im
Tréger von F; hat. Wenn F, n P(R)= & ist, so kann man analog zu Satz 10 zeigen,
daB es Gewichte A,eF, und A,€eF, gibt, so daB i, —A, Gewicht einer Funda-
mentaldarstellung E=V(w,) (1=i<n) ist. Man benutzt dabei, daB} jedes w;—w;
(i) Gewicht einer solchen Darstellung ist. Fiir alle diese E ist d(E)<(n+1)/2
und D (u) =1 fiir alle Gewichte u von E. Daher gilt (i) im Theorem fiir Ae P(R)" n K,
und A'eP(R)NF, fiit p>(n+1)/2, wenn A’ nicht zum oberen Abschlufl von F,
gehort.
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Der folgende Beweis ist eine einfache Verallgemeinerung desjenigen von
Theorem 5 in [1].

Satz 11. Sei Char(k)=0. Sei A ein Gewicht, so daff RA zu einer Kammer fiir
WP gehért. Sei e B mit {4, 0" yeN. Dann gilt fiir alle we W: a(w, 1) +a(s, w, 1)=0.

Beweis. Sei g, die von g und g * erzeugte Lie-Unteralgebra von g,; sie ist
isomorph zu s, (k). Ist veL,(4) ein erzeugendes primitives Element, so erzeugt
v iiber g, einen endlichdimensionalen g;-Modul. Die Summe aller g;-Unter-
moduln endlicher Dimension von L,(4) ist ein g-Untermodul, der v enthilt,
also L, (4). Daher ist dim(L,(4)")=dim(L,(Ay=®) fiir alle Gewichte g, und y, (%)
ist unter s, invariant. Sei d=Y, _, det(w) e(w(p)). Dann ist 4, also auch dy, (1)
unter s, antiinvariant. Andererseits ist

dyR)=d Y, aw, )y (w.(D))= Y alw, ) e(w( +p)).

weW weW

Daraus folgt die Behauptung.

Bemerkung. Ist oben {1, a")elN, aber R4 nicht in einer Kammer, so folgt
eine entsprechende Aussage, wenn man berficksichtigt, daB die a(w, A) nicht
eindeutig festgelegt sind.

§ 6. Eine notwendige Bedingung fiir a (w, )30

In diesem Paragraphen sei Char(k)=p=0. Ist Ae P(R) und weW,, so sagen
wir, daB (w, ) die Bedingung (A) erfiillt, wenn es Reflexionen s, s,, ..., s, €W,
mit 1>s,.(4)>5, 5;.(A)> - >3, ... 5, 5,-(A) =w.(4) gibt. Gehort 1 zu einer Facette
F fiir W, und ist e P(R)nF, so gilt: Erfiillt (w, 1) die Bedingung (A), so auch
(w, 1).

Sei C eine Kammer, F eine obere Wand von C und H der Triger von F
sowie sy die Spiegelung an H. Nehmen wir an, es sei Ae Cn P(R). Ist p=s,.(4),
so ist u>A. Es sei we W,, so daB (w, 1) die Bedingung (A) erfiillt. Natiirlich erfiillt
dann (wsg, p) die Bedingung{(A). Dies gilt aber auch fiir (w, y). Sind nidmlich
51,585, ..., S, Spiegelungen an Hyperebenen H, H,, ..., H,, ist w,;=s;s5, ;... 5
und ist A>w.(A)>w,.(A)>-->w, .(A)=w.(1), so gibt es zwei Moglichkeiten:
Ist p>w.(W>w,.()>->w,.(t)=w.(u), so ist alles klar. Sonst gibt es ein i
mit w;. (4) <w;, -(u); nehmen wir i maximal dafiir. Nun sind C und s,.(C) zwei
Kammern, die nur durch die Hyperebene H getrennt sind, also sind w;.(C) und
w; sg-(C) Kammern, die nur durch w,.(H) getrennt sind. Nun ist w;.(u) <s;, ( w;-(1)
und w;.(1)>s;,  wi-(A). Also liegen w,.(C) und w;, s5.(C) auf verschiedenen Seiten
von H; ,, mithinist H; ,=w,.(H)unds, ,=w,sgwi ', alsow,=s;, ,w;54=w,, sy
und w;  .(1) =w;.(4). Also ist:

U A> W) > >weD=w;, (W)>w,, ,1)> - >w,.(W)=w.(1).

Ist hier w.(4) dominant, aber w.(u) nicht, so gibt es aeR™*, so daB w.(1) und
w.(u) auf verschiedenen Seiten der Hyperebene {(x+p,a¥>=0 licgen. Diese
Hyperebene mull w.(H) sein, also ist s,=w sgw™! und w.(1)=s, w.(1), mithin
2w ()=~ (w.(2)).

Theorem 3. Sei R vom Typ A, und p>n. Sei A ein dominantes Gewicht, das
in einer Kammer C fiir W, liegt. Ist a(w, )+0fiir ein weW,, so gibt es Spiege-
10*
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lungen s, s,, ..., s, W, mit:
A>51(A)>5,51.(A) > >5, ... 85 5, (A)=w.(A).

Beweis. Wir benutzen Induktion iiber A und nehmen an, das Theorem sei
fiir alle dominanten 1’ <A wahrt, die in Kammern liegen. Mit Hilfe von Induktion
sieht man, daB fiir die L,(w.(1)), die in einer Jordan-Holder-Reihe von V(1)
oder einem Quotienten von V(1'), vorkommen, das Paar (w, 1) die Bedingung (A)
erfiillt. Daher ist der Charakter jedes Quotienten von V(1'), eine Z-Linear-
kombination gewisser y(w.(1)), fiir die (w, 1) dic Bedingung (A) erfiilit.

Haben alle unteren Winde von C einen Triger von der Form {x +p,a"> =0
mit xe R*, so muB} C die in Satz 10 betrachtete Kammer C, sein; dann ist V(4),
irreduzibel und a(w, 1)=#0 nur fiir w=1. Sei also F eine untere Wand von C
mit Trdger H, so daf§ auch s,.(C}n P(R) aus dominanten Gewichten besteht.
Nach Satz 10 gibt es Gewichte 1,eC und 1,eF sowie ein winziges dominantes
Gewicht 1, so daBl p=41, — 4, Gewicht von E=L,(4,) ist. Sei e R* orthogonal
zu H. Fiir alle Wurzeln feR*, f+a gibt es nypeN mit nyp<{x +p, 7> <(mz +1) p
fir alle xeCusg.(C)UF. Dann ist n;p=<{4, +p +p, ) =(n, +1)p fur alle
Gewichte i’ von E, weil -1y, V> £1 ist. Daher ist 4, +p'e Cusy.(C) fiir
alle Gewichte u' von E. Nun ist sg.(A)=s4A, +p)=4, +s,()esyz.(C). Die
Menge der Gewichte u' von E mit 4, +u'e W,.(4, +uw) ist also {u, s,(u)}. (Dies
gilt auch fiir E=L,{(0,).) Wegen des Theorems 1 konnen wir A=4, annehmen.
Sei V=L,(%,) und betrachten wir V®E. Ubernebmen wir die Bezeichnungen
von §1 (mit A, anstelle von 1). Das zu y gehdrende M; werde mit M bezeichnet.
Sei pt'=s,(1) und A’ =21, +y'. Nach Theorem 1 ist y,(1,)=Y e aw, 1) x(w.(4,)),
also ist ch(M) =Y, .y alw, 1) {x(w.(2) +x(w.(2)} nach Satz2. Nach Induktion
folgt aus unseren Vorbetrachtungen, daB ch(M) eine Z-Linearkombination von
x(w.(3)) ist, fiir die (w, 1) Bedingung (A) erfiillt. Sei E*=ke, und E* =ke,, sei
f; die orthogonale Projektion von v®e; in M. Nach Satz 1 ist M =U_ f; +U f3;
dann ist M, =U; f; ein Modul zum hochsten Gewicht 2 und M,=M/M, ein
Modul zum héchsten Gewicht 4. Sei ¢: M —M, die kanonische Abbildung.
Es ist ch(M)=ch(M,)+ch(M,). Sei M, der Orthogonalraum fiir (,) von M,
in M und M,=M, " M,. Weil (,) auf M nicht ausgeartet ist und weil verschie-
dene Gewichtsrdume fiir (,) orthogonal sind, ist ch(M)=ch(M,) +ch(Mj;), also
ch(M;)=ch(M,). Wegen der Kontravarianz von ( , ) ist M, ein Untermodul von M,
und M, ist der Kern von ol also ist ch(M;)=ch(M,) +ch(p(M,))=ch(M,),
also ch(M,)=ch(M,/¢(M;)) und ch(M,/M)=ch(M)—ch(M,)—ch(M,/¢(M,)).
Nun ist M, # {0}, weil oben in ch(M) der Koeffizient von x(4) gleich 1 ist. Weil
M, das Radikal der kontravarianten Form auf M, ist, ist M,/M,=L,(4). Wir
haben oben also x,(1) angegeben. Da ch(M) von der gewiinschten Form ist,
reicht es nach den Bemerkungen zu Anfang des Beweises, zu zeigen, daBl M,
ein Quotient von V(4'), ist. Das Theorem folgt also aus:

Satz12. Ist AeP(R)Y und R vom Typ A,, so ist jeder endlichdimensionale
U,-~Modul M zum hichsten Gewicht A ein Quotient von V(2),.

Beweis. Sei v ein primitives Erzeugendes von M. Betrachten wir die Ab-
bildung s von U~ in M mitur—u v. Fiir alle ae B gehorenalle X_, , mitr><4,a")
zum Kern von . Wire nimlich X__,v=0 fir ein r>{4,«") und r minimal

—a,r
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dafiir, so erzeugte X_, , v einen Modul zum hochsten Gewicht A—ra. Da A—ro

nicht dominant ist, wire dieser Modul unendlich dimensional. Nun erzeugen
diese X_,, nach SatzII6 von [8], den Kern der entsprechenden Abbildung
von Uz nach V(1)g, also auch den derjenigen von U in V(i),. Daher fakto-
risiert Y durch V(4), und induziert einen Homomorphismus von V(1) auf M.

Bemerkungen. 1) Nach einer Bemerkung von Verma in [12] (p. 25) konnen
im Satz alle s; ... 5,.(1) dominant gewihlt werden.

2) Aus Theorem 1 folgt eine entsprechende Aussage fiir dominante Gewichte,
die auf einer Mauer liegen.

3) Dies Theorem ist ein Spezialfall von Conjecture I von Verma aus [12].

4) Fiir Char(k)=0 ist die diesem Theorem entsprechende Aussage das
Theorem 2 aus [1].

§ 7. Ein Beispiel
Sei R vom Typ A, und Char(k)=p 25. Die Fundamentalgewichte w,, w,, w,
seien wie in [2], Planche I numeriert. Statt r «; +s w, +t @, schreiben wir kurz
(r,s,1). Sei C, die Kammer fiir W, zu der alle A=(r,s,t)—p mit 0<7r,s,t<p
und p<r+s, s+t<2p und 2p<r+s+t<3p gehoren. Fiir AeCy, A+p=(r,5,1)
seien
M +p=(p—s,p—r,r+s+t—p),
P 4p=Q2p—s—t,52p—r—s),
I tp=@+s+t—p,p—t,p—5),
AP +p=(p—s,s+t—p,3p—r—s—t),
i +p=@p—r—s—t,r+s—p,p—5),
MO 4+p=2p—r—s,r+s+t—2p,2p—s—1),
M tp=@p—r,r+s+t—2p,p—1).

Ist AeCyn P(R), so sind die A’ neben A selbst genau die dominanten w.(4), die
die Bedingung von Theorem 3 erfiillem. Diese Bedingung induziert eine Ord-
nungsrelation auf den A?, die durch das Diagramm oben veranschaulicht wird.
Wir wollen zeigen:

1 (A7) =y (A7),

1A =2 (A9) = 1 (A7),

1AY== (A9) = 2 () +2 (D),

1) = 109) =1 GO) 17,

D) =2 0D =1 (02 +1 (D) = (A7),

1) =70) = 1 (G9) = 1 G2) +2(9) = 2267,

140 =20 = 2 (0) 47 (1) =y (),

1) =)= 2(D) = 2D = () () +1(P) 270€) +3727),
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Fiir die x,(A%) mit 1<i<7, i+2 folgt dies aus [8], SatzI1111. Betrachten wir
nun zunichst z,(A?). Es gehen A und A® aus 1‘® durch Spiegelungen an
unteren Winden hervor. Theorem 2 liefert dann die Koeffizienten fiir y, (1®)
bis auf den von x(A'”). Nennen wir diesen zunichst a. Sei 4, im oberen Rand
von C, mit 4, +p=(r,p,?) und O<r,t<p und r +i>p. Dann gehort 12’ zum
oberen Rand der Kammer von A2, Nun ist 3(4)=x(4{")=0 und 3 (A®)= 3 (A{"),
also nach Theorem 1: y, (A%)=3(A?) +(a +1) 3 (4. Nach [8], S. 121 (Fali12)
ist jedoch y, (1) =3 (AP — ¢ (A®), also a +1= —1 und a= —2.

Betrachten wir x,(4). Nach [8], S.121 ist der Koeffizient von 3(A”) gleich
—1 fiir i=1,2,3; aus Theorem 2 folgt, daBl er +1 fiir i=4,5 ist. Sei b (bzw. ¢)
der Koeffizient von x(1®) (bzw. von x(A™)). Sei 1, +p=(p, s, p) mit 0<s<p;
es gehdrt 4, zum oberen Rand von C,, und es ist x(A)=y(A)= (A7) =0
und AP =19=1P=7), also y,(A)=x(4,) +(b +1) x(A4¥). Nach [8], S.121
(FallII1n113) ist b +1= —1, mithin b= —2, Sei schlieflich A; +p=(r, p, f) mit
O<r,t<p und p>r+t. Dann gehdrt 1, zum oberen Rand von C, und es ist
1O =1 () =2(A) =1 (25 =0 und 1§ =27. Also ist x,(43)=x(43)~x (2
+e—2) x(25); aus [8], S. 121 (Fall112) folgt c~2= +1, also ¢=3.

Fir p=2,3 und fiir A +p=(r,s,)eP(R) mit O<r,s,t<p findet sich y, (1)
in [8], S.120f. auBer fiir p=3 und A +pe{(3,2,2),(2,2,3)}. Definieren wir A?
wie frither und beschrinken wir uns auf (3, 2, 2), weil sich der andere Fall sym-
metrisch behandeln 14Bt. Es ist y(AY)=yx(A™)=0 und 1® =1 und A® =1,
Setzt man A’ +p=(2,2,2) und betrachtet man L, (1)®L,(w,), so sicht man wie
beim Beweis von Theorem 3, daB in y,(1)—y(4) nur die x(1¥) auftreten. Nach
[8], S. 121 (FallII1) ist der Koeffizient von y(A®) gleich —1, also gibt es a, beZ
mit 7, (A)=3(A)—x(A®) +a g (A¥)—b x(A¥). Zum oberen Rand der Facette von
A gehort 4, mit A, +p=(3,2,3); es ist y(AP)=0 und AP =1", also y,(4)=
x(4,) Ha—b) x(A); nach [8], S. 121 (Fall .11 N 11 3)ista—b= —1, also b=a +1.
Betrachten wir L, ()®L,(w,); A =1—w;=(3,2,1)—p gehdrt zum unteren Ab-
schlufl der Facette von A. Der in Satz 1 zu A’ gehdrende Summand des Tensor-
produkts hat y(1)—x(X®) +a x(AP)—(a +1) x (X' P)=a x(1) als Charakter. Ist
E=L,(w,), so ist d(E)=1 und jedes Dy (u) ist 1. Wir konnen also das Corollar
zu Satz8 anwenden und sehen a=0. Es ist also y,(1)=x(4)— (A3~ (A¥).
Wihlt man fiir p=35 ein A in der entsprechenden Facette, so erhidlt man dieselbe
Formel. Dies, die Berechnungen oben und (fiir p=2, 3) die librigen Fille von
[8], S.120f. zeigen, daB fiir den Typ A, die Conjecture V von Verma ([12])
immer gilt.

Die Formeln oben zeigen insbesondere: Es gibt im allgemeinen nicht eine
exakte Sequenz wie in [4], p. 236 (Formel (64)) vermutet.
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Nachtrag bei der Korrektur: Inzwischen hat mir Prof. Humphreys einen allgemeinen Beweis von

Satz 12 mitgeteilt, so dal auch Theorem 3 allgemein (fiir p> h) bewiesen werden kann.



