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Uber das Produkt paarweise vertauschbarer
nilpotenter Gruppen.

Von

Helmut Wielandt in Tiibingen.

1. Inhaltsiibersicht.

Sind &,, @,, ..., & paarweise vertauschbare Untergruppen einer
Gruppe (also &:@®; = &; ), so ist das Produkt &, &, ... & = & be-
kanntlich ebenfalls eine Gruppe. Mit der Frage, was iiber die Struktur
von & ausgesagt werden kann, wenn iiber die Faktoren &; Niheres
bekannt ist, hat sich im Falle zweier Faktoren in den letzten zwei
Jahrzehnten eine ganze Reihe von Arbeiten beschiiftigt!). Dagegen ist
im Falle ¥ > 2 im wesentlichen nur der grundlegende Satz von HaLL?)
bekannt: Ist die Ordnung jedes Faktors ®&; eine Primzahlpotenz, so
ist & auflosbar. Der Wunsch, die Voraussetzungen dieses Satzes ab-
zuschwichen, hat die vorliegende Arbeit angeregt.

Es geniigt sicher nicht, von den &; Auflosbarkeit zu fordern; denn
die alternierende Gruppe von fiinf Symbolen ist in das Produkt zweier
auflosbarer Gruppen der Ordnungen 5 und 12 zerlegbar (die dann von
selbst vertauschbar sind) und ist dennoch einfach. Dagegen erscheint
es denkbar, daf die folgende Voraussetzung geniigt, um die Auf-
losbarkeit von & zu sichern: Jedes &, ist nilpotent (d. h. direktes
Produkt seiner Syrow-Gruppen). In Richtung auf diese Vermutung
wird im folgenden bewiesen: Sie trifft fiir alle # zu, wenn sie fiir
k = 2 richtig ist. Vollstiindig formuliert lautet unser Hauptergebnis:

Satz 1. Es seien ®,, ®,, ..., O paarweise vertauschbare, nil-
potente Gruppen; alle Produkie &;; von je zweien unter ihnen seien
auflosbar. Dann ist auch 8. ®, ... & = & auflisbar. Bezeichnet ferner
B; die p-Syrow-Gruppe von &; (zu einer von i unabhdngigen Primzakl p),
so ist das Produkt B, B, ... Br = B wvon der Reihenfolge der Faktoren
unabhingig und ist eine p-Syrow-Gruppe von . Und ist schlieflich P’
die entsprechend gebildete Svrow-Gruppe von & zu einer anderen
Primzahl ¢, so sind B und P vertauschbar.

3 U.a. L Scuur 1933, H. Wirraxpr 1935 und 1949, R. KocHENDORFFER 1937,
G. Zapra 19402, G. Casapio 1941, J. Szip 19481951, L. Réper 1950, N. It6 1951.
Die drei erstgenannten Verfasser benutzen die Sprechweise der Permutations-
gruppen und setzen nur die Struktur eines der beiden Faktoren als bekannt voraus.

%) P, Harr, A characteristic property of soluble groups. Journal London math.
Soc. 12 (1937), 198—200.
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Wie der Verfasser einer freundlichen Mitteilung von Herrn Ripgr
entnimmt, hat It in Verschirfung der Ergebnisse von Szte?) soeben
bewiesen, daB &, &, = & sicher dann auflosbar ist, wenn &, nilpotent
und &, abelsch oder eine p-Gruppe ist. Zieht man diesen Satz von
IT6%) heran, so ergibt Satz 1 die folgende Erweiterung des Satzes
von Harv:

Satz 2. Das Produkt paarweise vertauschbarer Gruppen, von denen
eine nilpotent ist und die iibrigen abelsch sind, soweil sie nicht Primzahl-
potenzordnung haben, ist auflosbar.

Insbesondere ist also das Produkt mehrerer paarweise vertausch-
barer abelscher Gruppen stets auflosbar. Am SchluB der Arbeit gehen
wir ein wenig auf den Sonderfall ein, daB alle Faktoren &; zyklisch
sind; derartige Produkte haben eine sehr spezielle Struktur:

Satz 3. Es sei §,6, ... 8, = @, & zyklisch, &:&;, = &;&;
(GLi=1,..., k). Sind p,>p,> - ->p: die simtlichen Primteiler der
Ordnung von &, und ist B, eine zu p, gehorige Syrow-Gruppe von @,
so sind B,, B,B,, ..., B, B, ... Pr—1 Normalteiler vor &.

2. Sylow-Gruppen des Produkts zweier vertauschbarer Gruppen.

In diesem Abschnitt betrachten wir das Produkt & zweier ver-
tauschbarer Gruppen ®,, &, beliebiger Struktur; sie sollen nur endliche
Ordnung haben, wie alle Gruppen in dieser Arbeit. Zu den p-SyLow-
Gruppen von & rechnen wir als Grenzfall auch die nur aus dem
Einheitselement E bestehende Gruppe (wenn die Ordnung von @& nicht
durch p teilbar ist).

Satz 4. &, und ®, seien vertauschbar; B, und B, seien vertausch-
bare Syrow-Gruppen von &, und &, zur selben Primzahl p. Dann ist
B, B, =B eine p-Syrow-Gruppe von 8,8, =G, der Durchschnitt B, NP,
ist eine p-Syrow-Gruppe von G, NG, = D.

Beweis. Fiir die Ordnung von & gilt bekanntlich, wenn wir
allgemein die Anzahl der Elemente einer Menge I mit (M) bezeichnen:
) = (6,6, = (,)(8,)/(®,nNG,). Bezeichnen wir die hochste in der
Ordnung von &,, ®,, ®, © aufgehende Potenz von p mit g,, 9,, ¢, 4,
so folgt g = ¢, 9,/d. Andererseits ist

(B) = (B, B) = (B) BY(B.NP) = 9, 0./(F.NB,).

8) J. 8zkp, On factorisable, not simple groups. Acta Sci. math., Szeged, 13 (1950),
239—241.

4 N.I16. Remarks on factorisable groups. Erseheint demnsichst in Acta Sci.
math., Szeged. — Den gleichen Satz hatte der Verfasser in der ersten Fassung
der vorliegenden Note ohne Kenntnis der Arbeiten von Szip und ITé erhalten.
Der Beweis wird hier nicht gebracht, da er sich nicht wesentlich von dem Beweis
von ITé unterscheidet.
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Zusammen mit den trivialen Beziehungen (,NnB,)|d, (P)|g ergibt
dies (B, NP,) — d und (P) = ¢. Das sind die beiden Behauptungen
von Satz 4.

Es ist bemerkenswert, daBl die zweite Voraussetzung von Satz 4
durch passende Wahl der Syvrow-Gruppen stets erfiillt werden kann,
wenn die erste gilt. Um dies zu zeigen, schicken wir einen einfachen
Hilfssatz voraus.

Hilfssatz 5. In 8, = @ sei &, konjugiert zu &, , &, konjugiert
2u ®,. Dann ist 8,8, = &, und es gibt G €Y mit
G'®,6=6, 6¢'6,G=80,.

Beweis. (a) Zunichst werde @, = @, vorausgesetzt. Es gibt H € @
mit '@, H = &,. Wir zerlegen H = G,G, mit G;€®; und setzen
G = G,. Dann wird

G',G=G6"6,G,=6G6'G;"8,G,G,=H"'G,H = @,
G'8,G = G,"6,G, =6,
6,6, =G6"6,08,G=06.
(b) Im allgemeinen Fall wihlen wir gemif (a) ein L€® mit
L"$L=6, L'G,L=30,

und haben &, @, = &. Hieraus folgt, wieder nach (a), die Existenz

eines K€® mit K" K=6,, K’G,K =©,. Nun leistet G =LK

das Gewiinschte.

Satz 6. Ist 8,8, = @, so gibt es zu jeder Primzahl p eine Syrow-
Gruppe B; von &; (i =1, 2) derart, daf B, B, =B, B, =P eine p-Syzron-
Gruppe von @ ist.

Beweis. Wir wihlen irgendwelche p-Syrow-Gruppen $F, B¥, B* von
®,, ®,, . Dann gibt es nach den SyLowschen Sitzen zwei Elemente
A, €8 mit A7 PFA, PB* (i = 1,2). Wir wihlen nach Hilfssatz 5 ein
GE® mit G74;'®,4,G = ©&; und setzen

G A7PFA4,G =B, TPG=TP.
Dann gilt
BGTAG,4,G =6, (P)= (B B) =B

Daher sind B,, B,, B p-Sviow-Gruppen von @,, ®,, . Bezeichnen
wieder ¢,, ¢,, g, & die beim Beweis von Satz 4 eingefiihrten Potenzen

von p, so haben wir zur Abschitzung der Elementezahl von P, %,
die Beziehung

1) (B 1
7. (%) — oy = 28 = (9.
Andererseits ist

B= AP ACS PO =P, BB R
1%
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Aus 7. folgt daher B, P, = P, hieraus P, B, = B, ®,. Damit ist Satz 6
bewiesen. Besonders einfach ist der Fall, daBB sowohl in &, wie in &,
nur je eine p-SyLow-Gruppe vorhanden ist; dann miissen diese beiden
miteinander vertauschbar sein. Insbesondere gilt daher:

Satz 8. Sind §,, 8, vertauschbare nilpotente Gruppen, so sind
die beiden Syrow-Gruppen von &, und ®,, welche zur selben Prim-
zahl p gehiren, vertauschbar, und ihr Produkt ist eine p-Syrow-Gruppe
von & &,.

3. Sylow-Komplemente des Produkts zweier vertauschbarer Gruppen.

Unter einem p-Syrow-Komplement der Gruppe & verstehen wir
nach Haiv eine Untergruppe von &, die als Ordnung den groBten zu
p fremden Teiler der Ordnung von & hat. Die Bedeutung dieses
Begriffes beruht darauf, daf & genau dann auflésbar ist, wenn & zu
jeder Primzahl p mindestens ein p-Syiow-Komplement enthilt?). —
In einem gewissen Ausmall lassen sich die eben fiir Svrow-Gruppen
bewiesenen Sitze auf SyrLow-Komplemente iibertragen.

Satz 9. @, und ®, seien vertauschbar; R, und P, seien ver-
tauschbare Svrow-Komplemente zur selbem Primzahl p. Dann ist
BB, = B ein p-Svrow-Komplement von &, @, = &; der Durchschnitt
B, NP, ist ein p-Syrow-Komplement von &, NG, = D.

Der Beweis verlduft wortlich wie der von Satz 4; nur hat man
jetzt unter g¢,, g,, ¢, d den griften p-freien Teiler der Ordnung von
@,,®,, ®, D zu verstehen.

Satz 10. Die Gruppe &,8, = & sei auflésbar. Dann gibt es zu
jeder Primzahl p ein Syrow-Komplement P; von & (i = 1,2) derart,
daf B,B, = P,P, = B ein p-Svrow-Komplement von & ist.

Beweis. @, ®,, ®, sind auflosbar, enthalten also p-Sviow-Kom-
plemente P*, P, PF. Nach Hawr®) gibt es zwei Elemente A;€ @
mit A7 PFA, TP* (i =1,2). Nach derselben Vorschrift wie beim
Beweis von Satz 6 wihlen wir GE® und definieren wir P,, B,, B.
Dann sind diese Gruppen p-SyLow-Komplemente von &,, ®,, ®, und
es ist B, P, TP. Da wieder die Abschitzung 7. gilt (mit der beim
Beweis von Satz 9 eingefiihrten Bedeutung von g, usw.), folgt B, B,
= P =P,B, und die Behauptung iiber FE,NP,. — Wir heben den
Sonderfall nilpotenter Faktoren hervor, in welchem es zu jeder Prim-
zahl nur ein Svrow-Komplement von ®; gibt:

Satz 11. Sind @,, ®, vertauschbare nilpotente Gruppen, deren
Produkt & auflosbar ist, so sind die beiden Syrow-Komplemente vor.
&, und ®,, welche zur selben Primzahi p gehoren, vertauschbar; ihr
Produkt ist ein p-Syrow-Komplemeut von @.

% P. Harr, A note on soluble groups. Journal London math. Soc. 3 (1928),
98—105.
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4. Beweis von Satz 1.

Es sei §,6,...0: =0, ©:6; = §;; auflosbar, @; nilpotent
(i,7=1,2,..., k). Fiir eine beliebige, fest gewihlte Primzahl p be-
zeichnen wir mit B; die p-SyLow-Gruppe und mit £; das p-SyLow-
Komplement von &;. Wir gehen schrittweise vor.

(a) Wir zeigen zunichst, dafl die Gruppen

sBlSBz see qSk - ;‘E? ngz-"' Q=0

eine p-SyLow-Gruppe und ein p-Syrow-Komplement von @ sind, und
daB je zwei Faktoren desselben Produkts miteinander vertauschbar
sind. Die letzte Behauptung folgt unmittelbar aus den Sitzen 8 und
11; nach diesen ist auch der erste Teil der Behauptung richtig fiir
k = 2. Wir machen einen Induktionsschluf. B, ... Pr—y = P’ ist eine
p-SyLow-Gruppe von &, ... G = &'; PB; ist eine p-SyrLow-Gruppe
der mit &' vertauschbaren Gruppe @& und ist selbst mit ' vertausch-
bar; nach Satz 4 ist P’ Pr = P eine p-SyLow-Gruppe von @' G; = @.
Der Beweis fiir die SyvLow-Komplemente verlduft ebenso mit Hilfe
von Satz 9.

(b) Aus der hiermit bewiesenen Existenz eines p-Syrow-Komplements
in @ fir jede Primzahl p folgt, daB & auflgsbar ist.

(¢) Bilden wir zu den verschiedenen Primteilern p, p', p”, ... von
(®) nach der unter (a) angegebenen Vorschrift die Syrow-Komplemente
£, 8,87 ..., so sind die aus ihnen zu bildenden Durchschnitte im
Sinn von HarL die Glieder eines SyLow-Systems & von @&; sie sind also
paarweise vertauschbar®). Zu € gehort insbesondere der Durchschnitt
2'nQ"n.... Er ist eine p-Syrow-Gruppe von @ ) und enthiilt offen-
sichtlich B, stimmt also mit P iiberein. Daher ist B in & enthalten.

(d) Ist P’ in bezug auf eine andere Primzahl p’ ebenso gebildet
wie P in bezug auf p, so gehort auch PB' zu & und ist daher mit P
vertauschbar. Damit ist der Beweis von Satz 1 beendet. Wir wenden
uns nun zum Sonderfall zyklischer Faktoren und setzen zunichst
k = 2 voraus.

5. Produkte von zwei zyklischen Faktoren.

In diesem Abschnitt bedeuten &,, &, stindig zwei vertauschbare
zyklische Gruppen mit dem Produkt &.

Hilfssatz 12. Es sei &, NG, = E; N sei ein minimaler Normal-
teiler von &. Dann ist (N) = q% ¢q Primzahl, 1< e« < 2. Im Falle
e=21it (RNG)=g¢q (i=1,2).

Beweis. Nach allgemeinen Sitzen iiber minimale Normalteiler
auflosbarer Gruppen ist (R) = ¢ mit einer Primzahl ¢. Wir zerlegen
alle Elemente N € R in der Form N = N, N, mit N; € &;. Der Kom-

¢) P. Havy, On the Sylow systems of a soluble group. Proceed. London math.
Soc. 43 (1937), 316—323,
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plex ®; aller so entstehenden Elemente N; ist eine Gruppe, denn
offenbar ist z. B. N, = &, NNEG,. Fiir die Ordnung der Gruppe N, gilt
wegen &, NG, =F

M) @)
(%) = @) — G) T @ne,)”

Daher ist (3¢, ein Teiler von (N) und damit eine Potenz von ¢. Ebenso
ist :¢, eine g¢-Untergruppe von &,.

Wir bilden das Produkt R, N, = N*. Es ist eine Gruppe, denn
wir haben N*¥ = N, N = NNR,. N* ist sogar Normalteiler von @;
denn da N* = N, N ist, bleibt I* ungeindert bei Ahnlichkeitstrans-
formation mit Elementen aus &,, und wegen der Symmetrie der De-
finition von N* ist N* auch invariant gegeniiber &,. Wir haben also
in N* einen Normalteiler von & gefunden, welcher den Normalteiler N
umfaBt und eine Ordnung ¢f besitzt.

Aus der allgemeinen Theorie der Gruppen von Primzahlpotenz-
ordnung folgt, daB der Durchschnitt § von 9 mit dem Zentrum von
N* nicht nur aus E besteht; 8 ist, wie N und N*, Normalteiler von
&. Wegen der Minimalitit von N ist X = J, d. h. N liegt im Zentrum
von N*. Insbesondere ist N elementweise mit N, vertauschbar, Hieraus
folgt, daB M, und N, elementweise vertauschbar sind, daB also I*
das direkte Produkt von R, und N, ist (W, und K, sind nach Vor-
aussetzung fremd zueinander).

Da M als minimaler Normalteiler nur Elemente N der Ordnungen
¢ und 1 enthilt, haben auch die Komponenten N, und N, in der
direkten Produktzerlegung N = N,N, nur die Ordnungen ¢ oder 1.
Andererseits ist 9; zyklisch. Daher ist (%) < ¢. Hieraus folgt
N < MY = (M, N,) < ¢". Der Fall (N) = ¢’ kann nur eintreten, wenn
N =N, <N, ist; dann ist (RN G) = () = ¢.

Aus dem hiermit bewiesenen Hilfssatz 12 folgt durch einen leichten
Induktionsschlufl, daB in dem Produkt zweier vertauschbarer zyklischer
Gruppen die Indizes einer Houptreihe sdmtlich Primzahlen oder Prim-
zahlquadrate sind. Wichtiger ist eine andere Folgerung:

Hilfssatz 13. Es sei p der grofte Primieiler von (&) und P; die
p-Svrow-Gruppe wvon ®&; (i = 1,2). Dann ist die p-Sviow-Gruppe
B, B. = P ein Normalteiler von ©.

Beweis. {a) Wir setzen zunichst voraus, da &, nN@, &= E ist.
Dann enthilt dieser Durchschnitt eine im Zentrum von & gelegene
Untergruppe 9 von Primzahlordnung ¢. Da wir den zu beweisenden
Satz 13 fiir die Faktorgruppe &/R schon als richtig annehmen kénnen
(offenbar ist sie das Produkt der zyklischen Gruppen @,/ und &,/N),
ist P = P ein Normalteiler von @, dessen Index in & nicht durch
p teilbar ist, wihrend der Index von M in § eine Potenz von p ist.

Ist ¢ = p, so ist § eine p-Gruppe, also mit der SyLow-Gruppe B
dientisch; dann ist P ein Normalteiler von &, wie behauptet.
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Ist ¢ == p, so ist P eine p-SyLow-Gruppe von §, und da N mit P
elementweise vertauschbar ist, ist ¥ Normalteiler von $. Hiernach ist
B die einzige p-SyLow-Gruppe von § und daher gleichzeitig mit
ein Normalteiler von &.

(b) Sei jetzt der Durchschnitt &, N @, = E. Nach Hilfssatz 12 ent-
enthilt @ einen Normalteiler R einer Ordnung ¢* mit 1 <o <2,
q Primzahl. Mittels einer Induktionsvoraussetzung konnen. wir wieder
annehmen, daB das Produkt NP = H Normalteiler von & ist.

Ist ¢ = p, so ist § eine p-Gruppe, § = P, P Normalteiler von @.

Ist ¢ =+ p, « =1, so liegt N im Zentrum von § (wegen ¢< p),
und wie unter (a) ergibt sich, daB B Normalteiler von & ist.

Ist schlieBlich ¢ == p. @ = 2, so enthiilt N genau ¢ + 1 Untergruppen
der Ordnung ¢; diese werden bei Ahnlichkeitstransformationen mit
den Elementen P € P nur untereinander permutiert. Ist aber speziell
P €R,, so bleibt die nach Hilfssatz 12 in R enthaltene Gruppe RN G,
der Ordnung ¢ fest, also werden die iibrigen ¢ Gruppen nur unter-
einander permutiert; da ¢ < p ist, bleiben sie einzeln fest, und zwar
zuniichst als Ganze, dann aber sogar elementweise. Demnach ist R
elementweise mit %, vertauschhar; dasselbe gilt fiir ,, also liegt N
im Zentrum von MP,P, =9, und P erweist sich wie frither als
Normalteiler von .

6. Produkte von mehreren zyklischen Gruppen.

Wir bereiten den Beweis des in der Einleitung formulierten Satzes
3 vor.

Hilfssatz 14. Es sei ,©, ... O, = &, &; zyklisch, :0; = &;;;
p sei der grofte Primieiler von (®), B die p-Syrow-Gruppe von ©;.
Dann ist B, B, ... Br = P die einzige p-Syrow-Gruppe von ©.

Beweis. DaB P eine p-SyLow-Gruppe von & ist, ist uns schon
aus Satz 1 bekannt. Wir brauchen nur noch zu zeigen, daB P ein
Normalteiler von @ ist.

Fiir i == § ist P:R; stets ein Normalteiler von &;®; (das ist trivial,
wenn p in der Ordnung von &;®; nicht aufgeht, und gilt im andern
Fall nach Hilfssatz 13). Da wir P wegen PP = PB;%P: auch in der

Form

S’B = SB'i;’Bl ' g’Bis'Bz S'Blg’Bk
schreiben konnen, ist B invariant gegeniiber &; (i =1, 2, ..., k), daher
auch gegeniiber &.

Aus dem hiermit bewiesenen Hilfssatz 14 folgt die Behauptung
von Satz 3 unmittelbar durch einen Induktionsschluf, da mit ® auch
jede Faktorgruppe von & das Produkt paarweise vertauschbarer zy-
klischer Gruppen ist.

(Eingegangen am 10. Juni 1951,



