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Differentialformen inseparabler algebraischer 
Funktionenk6rper 

Von 
ERNST KUNZ 

Die folgende Arbeit kntipft an (unver6ffentlichte) Untersuchungen v0n 
F. K. SCHMIDT tiber Differentialformen algebraischer Funktionenk6rper an. 
F. K. SCHMIDT wies darauf hin, dab es f~r d ie  Behandlung inseparabler 
algebraischer Funktionenk6rper K zweckm~iBig sein wird, statt  der tiblicher- 
weise benutzten Differentialformen yon K tiber dem Konstantenk6rper k 
solche von K tiber k p zu betrachten, wenn Ek:kP~ endlich ist. ES soll also 
tier K6rper, fiber dem differenziert wird (der Differentialkonstantenk6rper), 
verschieden vom arithmetischen Konstantenk6rper k gewiihlt werden. Von 
dieser Idee wird im folgenden Gebrauch gemacht. 

Es wird gezeigt werden, dab die Schwierigkeiten, auf die man st6Bt, wenn 
man versucht, die Theorie der Differentialformen algebraischer Funktionen- 
k6rper auf den FalI auszudehnen, dab der Konstantenk6rper k unvollkommen 
ist, tiberwlmden werden k6nnen, wenn ~nan nur einen geeignet gew~ihtten 
Differentialkonstantenk6rper k o verwendst, wobei k o im allgemeinen yon k 
versehieden ist. Ftir die ganze Arbeit wird vorausgesetZt, dab die Charak- 
teristik p yon k yon Null verschieden ist, da  sich neue Resultate im wesent- 
lichen nur ftir unvollkommenes k ergeben werden. Die verwendeten Diffe- 
rentialkonstantenk6rper ko sind dann immer Zwischenk6rper yon k p und k, 
ftir die [~k.'k0] endlich ist. Ist k vollkommen, dann ist ko=k. Hier erh~ilt man 
aus den al!gemeinen S~ttzen die ftir vollkommenes k bekannten S~itze als 
Spezialf~ille" zurtick. Ist [k: k p] endlich, so kann stets ko= k ~ gew~ihlt werden. 
Dies bedeutet, dab die v'erwendete Differentiation Yon K die absolute Diffe- 
rentiation ist (Differentiation tiber dem Primk6rper), da bei jeder Differentia- 
tion von K der K6rper k p in Null abgebildet wird. Auch im allgeme!nen Fall, 
wenn Ik :k p] nicht endtich ist, handelt es sich bei der Differentiation tiber k o 
im Grunde um die absolute Differentiation, wobei nur noch zus~itzlich ge- 
eignete Elemente in Null abgebildet werden, damit man zu einem endlichen 
Differentialmodul gelangt. Dabei ist es weitgehend willktirlich, welche Ele- 
mente von K in Null abgebildet werden, weshalb auch der Differentialkon- 
stantenk6rper nicht eindeutig bestimmt ist. Diese Nichteindeutigkeit  des 
Differentialkonstanenk~rpers spielt aber keine groBe Rolle, weft sich die wicK- 
tigsten, mit Hilfe der Differentialformen gewonnenen Begriffe, nlimlich die 
kanonische Klasse eines abstrakten Moddls V yon K und das geometrische 
Geschlecht von V als unabhitngig von der,Wahl des Differentialkons,tanten- 
kSrpers erweisen. 
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Bei der Darstellung des Verhaltens der Differentialformen auf abstrakten 
vollst~tndigen Modellen V yon K folge ich dem von ZARISI~I in [7] ftir alge- 
braisch abgeschlossenes k und projektive Varietiiten V gegebenen Aufbau. 
Es zeigt sich, dab sich alle wesentlichen S~tze mtihelos auf den Fall eines 
beliebigen Konstantenk6rpers fibertragen lassen. Im weiteren Verlauf d e r  
Arbeit wird die Anderung der kanonischen Klasseeines abstrakten vollst~n- 
digen Modells yon K bei algebraischer Erweiterung yon K untersucht. Es 
stellt sich heraus, dab die entsprechenden Verh~tltnisse vorliegen, wie sie ffir 
algebraische Funktionenk6rper einer Variablen bekannt  sind. 

Durch Anwendung auf algebraische Funktionenk6rper K einer Variablen 
ergibt sich, dab die hier definierte kanonische Klasse des singularff~tenfroien 
Model!s V yon K Init der im Riemann-Rochschen Sa tz  anftretenden kanoni- 
schen Klasse fibereinstilnrnt. Das geometrische Geschlecht yon V erwe~st 
sich als identisch mit dem Geschlecht yon K. Hierin hat man die haupt- 
siichliche Rechtfertigung fiir die Einffihrung der Differentialkonstantenk6rper 
zu erblicken. Bei Verwendung yon Differentialformen fiber dem arithmeti- 
schen Konstantenk6rper k gelangt man auf dem hier eingeschlagenen Weg 
nicht zur richtigen kanonischen Klasse. 

In der Arbeit werden die Grundtatsachen tiber die Differentialmoduln 
und die Ktthlerschen Differenten als bekannt vorausgesetzt und oft stfll- 
schweigend benutzt. Sie sind z.B. in [4] zusammengestellt. Die Differenten 
werden je nach Eedarf als Ideale oder Divisoren aufgefaBt, ohne dab dies 
in der Schreibweise unterschieden wird. 

Herrn Prof. F. K. SCHMIDT m6Chte ich ffir seine wertvollen Anregungen 
dankenl ebenso den Herrefi Dr. R. BERGER und Dr. H. J. NASTOLD ftir ihre 
freundlichen Ratschi~ge bei der Abfassung dieser Arbeit. 

w 1. Charakterisierung regul~rer geometrischer Stellenringe 
durch Differentiationen 

Es sei k ein beliebiger K6rper der Charakteristik p > 0 und A = k Ix1, . . . ,  x ~  
eine nullteilerfreie affil~, k-Algebra. Ffir jedes Primideal p von A sei A~ der 
zugehbrige Stellenring, dessen maximales Ideal ebenfalls mit p bezeichnet 
werde. Das Ziel'dieses Paragraphen ist der Beweis yon 

SATZ t. Ap ist genau dann regular, wenn sein Dil/erentialmodul M(Ap) 
ein /reier A~-Modul ist. 

Ein Beweis ffir RingeA~ mit endlichem M(A~) wurde in [4J, S. t77, 
gegeben, ebenso das Analogon zu Satz t i m  Fall, dab Char. k = 0 ist. Der 
allgemeine Be4ceis verliiuft im Grunde analog, nur dab einige technische' 
Schwierigkeiten zu fiberwinden sind, Es mfissen zun~chst einige Vorbemer- 
kungen vorausgeschickt werden, auf die auch spAter noch zurfickgegriffen vcird. 

Es sei A als Polynomrestldassenring yon de r  Form A----k IX z . . . .  ~, X,]/n 
gegeben, wobei der Kern tt von den m Polynomen FI(X 1 . . . .  , X~) . . . . .  
F,~(X 1 . . . . .  X , )  erzeugt werde. Ein Unterk6rper k' yon k, der s~mtliche in 
den F~ (i = 1 . . . . .  m) auftretenden Koeffizienten erith~ilt, heiBt ein De/initions~ 
k6rper liar A. Bekanntlich gilt 
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HILFSSATZ t .  lt c~k' EX1 . . . . .  Xn] ist das yon F 1 . . . . .  F,~ in k'EX 1 . . . . .  X ~  
erzeugte Ideal. ist  {~,} ,~u eine Basis yon k i~ber k', so ist es auch eine Basis 
yon A i~ber k'[x 1 . . . . .  x,~ :A : ~uk '[x  1, . . . ,  x,~ . ~ .  

Es werden sp~tter nur noch Defini t ionsk6rper  k' mi t  den folgenden beiden 
Eigenschaf ten  auf t re ten:  1. k~(=k ', 2. [k': kP~ ist endlich. W e n n  wir in Zu- 
kunf t  von  Defini t ionsk6rpern sprechen, dann  sind immer  solche g e m e i n t ,  
welche die Eigenschaf ten  1. und  2. besi tzen.  

I-IILFSSATZ2. k' sei ein Definitionskbrper von A : k E x  ~ . . . . .  x,~, {0~i}iE I 
eine p-Basis von k i~ber k' und es sei k0-----kP[~{ai)i~ij, fl~, . . . .  fl~ sei eine p-Basis 
von k' i~ber k p. Dann gilt/iir den Di//erentialmodul M(A) yon A eine Zerlegung: 

M ( A )  = F. (3 F,  

wobei E 'ein endlicher Untermodul von M(A) ist, erzeugt yon den Differentialen 
dx~ . . . . .  dx , ,  dfl~, . . . ,  dfl,, F ein ]reier Untermodul-yon M(A) mit der Basis 
{d~i)i~ I .  E ist isomorph zum Di//erentialmodul M(A/ko) und F i s t  isomorph 
zu A | M(ko/kP), wo M(ko/k p) den Di//erentialmod'ul yon k o i~ber k p bedeutet. 

BEwEIs. fll . . . . .  fls, {c~i}ir ist eine p-Basis von k tiber k p. Wir  schreiben 
A :kP~fll . . . . .  fl~, x 1, . . . .  x,,, {c~i},~i~ als Polynomres tk lassenr ing  fiber k p in 
der F o r m  A:kP[Y~ . . . . .  Y~, X1 . . . . .  X,,, {Zi) ,~_/rn.  I m  Kern  m k o m m e n  
sicher die Po lynome Y~#--fl~ (i = 1 . . . . .  s) und  Z~- -a~  (i E I)  vor,  ferner die 
Po lynome Fk(Y I . . . . .  Y~, X 1 . . . . .  X~) ( k : l ,  . . . .  m), die m a n  erh~lt, wenn  
m a n  in den F k (Xj, . . . .  X,)  sfimtliche Koeffizienten mi t  Hilfe der P-Basis 
fll . . . . .  , fl~ v o n  k' fiber h ~ ausdr f ick t  und  tib'erall fli dutch  Yi ersetzt .  Die ge- 
nann ten  Po lynome erzeugen abe t  auch m: Denn  rechnet  manzun~tchs t  mo-  
dulo dem von den Y~ /5~ ( i : l  . . . . .  s) und  Z~-o~  (i~I)  erzeugten Ideal,  
so geht  k ~ ~Y~ . . . . .  Y~, Xz . . . . .  X~, (Z~}~ in k [3;71 . . . .  , X,,] tiber, die F~ (Y~ . . . . .  Y~, 
X~ . . . . .  X~) dabei  in F~ (3;7t . . . . .  X.*). 

Ftir den Different ia lmodul  M(A) : M(A/k ~) ergibt  sich hieraus! 

M(A) : [i~ A dYj (3 ~ A d X ,  (3 i~zA dz, l /Mo, 

wo M o der von den Elementen  + eF~ dK .+  ~ ~F~ dX ,  ( k : !  . . . . .  m) er- 

zeugte  Unte rmodul  yon (~ AdY~ (3~  A d X , ( 3 ~ A d Z ,  ist. Da  die Erzeugen-  
i = l  i = l  " 

den yon M 0 yon dZ~ frei sind, findet m a n  

mi t  

und  

M(A) : E (3 F 

E :  [jO1AdYj | 0 A d X i ] / M o :  A d f l , +  A d x ,  
"~ i = 1  -- ~ ] = 1  - i = 1  

F = 0  A d Z i : -  Q A d ~  i. 
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Wegen M(ko/k p) : ~ i k 0  d ~  ist F isomorph zu A |176 M(ko/kP). Ferner ist 

M(A/ko)_~ M(A)/A dk o :  M ( A ) / F ~  E. Damit  ist Hilfssatz 2 bewiesen. 

FOLGERUNG. Far iedes Ap ist M ( A ~ ) : E ~  @ F~, wo E~, ein endlicher 
Modul isomorph zu M(AJko) ist und F~ der ]reie Modut F~ = �9 Ap d ~ i ~  

iEx A~ |176 M(ko/k% 
Wir ben6tigen schliel31ich noch den k6rpertheoretischen 

HILrSSATZ 3. Es sei K : k ( x  1 . . . . .  x~) ein endlicher Erweiterungsk6rper 

von k mit dim K : r .  {ya)a~A sei eine p-Basis von k ~ber k p. Oann gibt es 

eine p-Basis von K iiber K p yon ]olgender Art: Sie besteht aus allen Elementen 
y~ (AC A) mit t<=n Ausnahmen und t + r  weiteren Elementen aus K. 

~. BEWEIS. Es genfigt, den Beweis ffir n = t zu ffihren. 

1. Fall: Es sei K----k(x) und x sei transzendent fiber k. Dann ist {Ya)IEA, 
X eine p-Basis von k (x) fiber k p (xP). 

2. Fall: x se] separabel algebraisch tiber k. Dann ist k (x) : k (x p) und daher 
ist {Y~}~a auch eine p-Basis yon k (x) tiber h p (xP). 

3. Fall: x genfige einer irreduziblen Gleichung x p~-  n : 0 (u Ck). Wir 
betrachten zun~tchst den Fa l l  e----t: kCk, xPCk. Dann gilt auch xP~k p, 
xP'Ck p. Es sei xP CkP~y,~, . . . .  Y~,I. Wegen xPCk ~ kann ein geeignetes der 
p-Basiselemente, etwa y~, gegen x p ausgetauscht werden, so dab kP[y~, . . . . .  
Y~,~ : k P [  xp, Y~, ...... YA,~ wird. Es folgt, dab das System {Y~}~EA, xP ebenfalls 

eine p-Basis yon k fiber k p bildet. Da t, x . . . . .  x p-~ eine Basis von k (x) fiber 
k bilden, ergibt sich, dab das System { Y a ) t E A ,  .~" eine p-Basi.~ von k(x) fiber 

14=I t 

k~(x b) ist. Ffir beliebiges e ergibt sich nun die Behauptung sofort durch voll- 
pe-1 Xp~- stAndige Induktion, indem man Sukzessive die Elem~nte x , , . . . .  

x zu k adjungiert. 
Ffir eine beliebige algebraische Erweiterung k(x) von k ergibt sich die 

Behauptung aus dem 2. und 3. Fall. 
Wir sind jetzt  in der Lage, Satz i zu beweisen. Wir wenden Hilfssatz 3 

an auf den Quotientenk6rper K =  k (x~ . . . . .  x,) von Ap und den Restklassen- 
k6rper ~----k(k~ . . . . .  ~ )  von A~. Als p-Basis von k fiber k ~ Verwenden wir 
das System {c~,},e~, flz . . . . .  fls' aus Hilfssatz 2. Nach Hilfssatz 3 dfirfen wir 
annehmen, dab fast alle ~ sowohl in einer p-Basis von K fiber K ~ als auch 
in einer p-Basis von ~ tiber ~ auftreten, etwa alle ~ mit  i ~:i~ . . . . .  i~. Setzt 
man k o = k ~ [ ~ } ~ . ~  . . . . .  ;,], so ist der p-Grad yon k fiber ko gleich s + t .  Ii~ 
der p-Basis von K fiber K ~ treten daher aul3er den c~ mit i~ i~  . . . . .  i, noch 
s + t + r  weitere Elemente auf,  in der p-Basis von ~ fiber ~ noch s + t + r '  
weitere Elemente (r =dim" ~-,K r ' = d i m ~ ) .  

Nach der Folgerung aus Hilfssatz2 ist M(A~)=IE @ ~ Apdo~]| 
L P i:r 

�9 A~ d ~ ,  woraus unmittelbar  E~@ ~ A~ "~ ' ~ ~=~ ...... ~, do~=M(A~,/ko) folgt. M(A~) 
i 4: i~, ..., i~ 

t t ist daher genau dann ein freier A~-Modul, wenn M(Ap/ko) es ist. M(Ap[ko) 
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ist genau dann frei, wenn sein Rang ( =  minimale Erzeugendenanzahl) mit 
dem Rang yon M(K/k~) fibereinstimmt. Nach dem Rangs~tz aus [4 t, S. t 7t, 
gilt 

k0 [Ap]) A~. RangM(~()=RangM(~o)+Rang(plq+p~ ) m i t  q-----(p~ ' ' 

M(Ap) ist somit genau dann frei: wenn 

gilt. 
t t p Es sei nun ~z ein Element von p c~ko[A~]. Dann ist wegen ko[A~] 

A~E{a,}i., ...... ,,1 sicher ~=] ({m, ) , , ,  ...... ,,), wo / ein Polynom mit Koeffi- 
zienten aus A~ ist, das in allen Variablen h6chstens vom Grad p ~  1 ist. 

Modulo p erh~lt man 0 =]({o~),,,.,..i,,,), wo [ aus I entsteht, indem man s~nt-  
liche Koeffizienten dutch ihre Restklassen mod p ersetzt. A~ geht modulo p 

in ~P fiber, ] hat daher Koeffizienten aus R~. Nun sind die o~i(i~i I . . . . .  i,) 
aber nach Voraussetzung fiber RP p-unabhitngig, mithin ist ]----0. AUe Ko- 
effizienten yon • liegen daher in .p~A~(= pP. Folglich ist x C p  ~ und daher 
q ~ pP. q kann also in Formel (t) weggelassen werden. 

Wegen ko(K ~) =K~[ko~ ~K~[{~i},. ,  ...... ~'t] ergibt sich nach dem welter 

oben Gesagten RangM ( ~ ) ~  p-Grad K k~ (K~) -- s + t + r. Die entsprechende 

Gleichung gilt auch mit ~ anstelle yon K und r' anstelle von r. Tr~gt man 
in (l)eir~, so erh~tlt man die gleichwertige Beziehung 

(2) Rang p/p  - - , -  r ' - -  d im - -  d im 

Diese ist aber irdt der Regularititt von A~ gleichbedeutend. Damit ist Satz t 
bewiesen. 

w 2. DifferentialkonstantenkOrper 
Der Modul M(Ap) ist genau dann endlich erzeugt, wenn [k~.k p] endlich 

ist. Bei unendlich erzeugtem M(Api wird es ffir das Folgende notwendig sein, 
dadurch zu einem endlichen Modul fiberzugehen, dab man einen uninter- 
essante~ direkten Summanden yon M(Ap) abspaltef~ Wir definieren daher: 

DEFII~IXlON. Ein K6rper k 0 mit kP(=ko(=k heiBt Dil]erentialkonstanten- 
k6rper liir A~,, wenn 

t. (Ap dko) ein direkter Snmmand yon M(A~) ist und (A~ dko)_~ Ap | 
M(kdk~), 
2. M(A~/ko) : M(Ap)I(A~ dko) endlich ist. 
k o heil3t Differentialkonstantenk6rper liar die alfine k-Algebra A, wenn k~ 
DifferentiaIkonstantenk6rper ffir jeden lokalen Ring A~ yon A ist. 

Hilfssatz 2 und'seine Folgerung zeigen, dab es ffir jede affine k-Algebra A 
einen Differentialkonstantenk6rper gibt. Da nach ~. <A~dko) frei ist und 
direkter Summand yon M(A~)ergibt sich aus Satz ~ nun sofort 
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SATZ 2. Ist k o ein Differentialkonstantenk6rper /iir A~, so ist Ap dann und 
nur dann regular, wenn M(A~/ko) [rei ist.. 

Wir zeigen Iioch zwei Hilfss~itze fiber Differentialkonstantenk6rper: 

'HILFSSATZ 4. ISt k o ein DiHerentialkonstantenkgrper eines Stdlenringes Ap, 
so ist [k:ko~ endlich. 

BEwEIs. Ffir den Quotientenk6rper K----k (x 1 . . . . . .  x~) von A~ ergibt sich 
nach 2 ,  dal3~M(K/ko) endlich ist, daher ist K fiber ko(K ~) endlich erzeugt. 
Wegen K P =  k p (x~ . . . . .  x~) ist k o (K ~) = k o (x~ . . . . .  x~) und daher ist K fiber 
k o endlictl erzeugt, folglich erst recht  k fiber k o. 

HILFSSATZ 5. Gegeben seien endlich vide nullteiler]reie a]]ine k-Algebren 

einen gemeinsamen Di]]erentialkonsCantenk6rper k o ]iir A 1 . . . . .  ~i, mit k~(___k. 
BEWEIS. Es sei {~}~a  eine p-Basis yon k fiber k p und es sei k ----)~[fl~, . . . ,  fl,]. 

k' sei ein gemeinsamer Definitionsk6rper ffir Az, .. . .  A, ,  der aul3erdem noch 
fll . . . . .  fit enthalte. Dann ist k'[{na}~a] =k. .  Aus dem System '{;~a}z~a kann 
eine p-Basis {g~')~'~A" yon k fiber k" ausgew~ihlt werden. Der K6rper ko= 
kP[{n,,)gCA ,] hat dann nach Hilfssatz 2 alle gewfinschten Eigenschaften. 

w 3. Differentialformen auf abstrakten Varietiiten 

Es sei K = k (x 1, . . . ,  x~) ein algebraischer Funktionenk6rper der Dimensionr 
fiber k und V e i n  vollst~ndiges abstraktes Modell von K/k, d.h. t. V besteht 
aus allen lokalen Ringen yon Primidealen yon endlich vielen affinen k-Algebren 
A~ . . . . .  A, mit Q(A3 = K ( i - ~ i  . . . . .  s); 2. Ist R e i n  beliebiger Bewertungs- 
ring von K/k mit dem maximalen Ideal p, so gibt es genau einen 10kalen 
Ring o aus V, der yon R dominiert wird, d.h. ffir genau ein oCV gilt o__(R 
und m----p~o, wenn m das.maximale Ideal yon o bedeutet.  Der Ring o 
heillt dann das Zentrum von R auf V. 

DEFINITION. Es sei R e i n  Bewertungsring yon K/k und p sein maximales 
Ideal. 10 heil3t Primdivisor 1. Art au[ V, wenn das Zentrum yon R auf V die 
Restklassendimension r -  1 hat*). Unter derDivisorengruppe yon V verstehen 
wir die freie multiplikative Gruppe, :die von den Primdivisoren 1. Art auf V 
erzeugt wird. 

Das Zentrum o von R auf V ist der lokale Ring eines nlinimalen Prim- 
ideals eines Ringes A~. Es sei A~ die ganze AbschlieBung yon A i in K. Dann 

A'  also ein folgt: R ist der lokale Ring' eines minimalen Primideals von i, 
diskreter Bewertungsring. 

DEFINITION. Ein Unterk6rper k 0 von k heiBt ein Differentialkonstanten- 
kgrper ]i2r V, wenn k o Differentialkonstantenk6rper ffir alle lokalen Ringe 
yon V und ffir alle Bewertungsringe v6n Primdivisoren t. Art auf V ist. 

Aus Hilfssatz 5 folgt sofort, dab V immer einen Differentialkonstanten- 
k6rper besitzt, weil al!e in der Definition genannten Ringe aus endlich vielen 

**) d.h. der l~estklassenk6rper des Zentrums s011 fiber k den Transzendenzgrad r - -1  
tmben. 
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affinen k-Algebren hervorgehen. Die Differentialmoduln M(R/ko) und M(o[ko) 
der Bewertungsringe R von Primdivisoren 1. Art auf V und der regul~iren 
lokalen Ringe o E V sind dann endliche freie Moduln. Der Differentia~modul 
M(K/ko) des K6rpers K entsteht aus diesen Moduln, indem man sie tensoriell 
fiber R bzw. 0 mit K multipliziert. Bezeichnet d die Differentiation von K 
fiber k0, so kann also M(R/koi mit dem Modul (R dR)~M(K/ko) identifizie~t 
werden, entsprechend M(D/ko) mit (o d 0). Anders ausgedrfickt: Die Diffe- 
rentiation yon R fiber k o bzw. yon D tiber k 0 ist die E i n s c h r ~ i ~ g  tier Diffe- 
rentiation yon K fiber k 0 auf R bzw. 0. 

Es sei du 1 . . . . .  "dut eine Basis yon M(K/ko) fiber K. A(K/ko) bezeichne die 
/iuBere Algebra von M(K/ko). Ihre Elemente o lassen sich eindeutig in der 
Form 

(1) o): -~o+ ~, ~il...i dui A ' " A d u  G (~o,~i,...i,~K) 
i t<:  "'" <~8  

l < s ~ t  

schreiben. Wir nennen'eo eine Di]/erential]orm yon K i~ber k o. Ist eo in 
d u l  . . . . .  dut homogen vom Grad q, dann heil3t (o eine Differentialform q-ter 
Stufe. Die Elemente von K sind die Differentialformen 0-ter Stufe, die 
Elemente des Differentialmoduls M(K/ko)" die Differentialformen t. Stufe. 
Unter den DiHerentiallormen h6chster Stufe verstehen wir die t-ter Stufe, die 
alle yon der Form n �9 du 1 A. . .  A du t (~ C K) Sin& Ffir q >  t ist iede Differential- 
form q-ter Stufe gleich 0. 

Wir wollen die Differentialformen auf V untersuchen. Zu diesem Zweck 
ordnen wir jeder Differentialform o zun~ichst fiir jeden Primdivisor t. Art  
auf V einen Wert zu. 

DEFINITION. Es sei R der Bewertungsring eines Primdivisors t. Art auf V 
Elemente ~x . . . .  , ~ ,aus  R heiBen ein System uni]ormisierender~ Parameter yon 
R i~ber k o, wenn d~ 1 . . . . .  d: h e i n e  Basis von M(R/ko) bilden. 

Ein solches System uniformisierender Parameter gibt es offenbar immer. 
d:h . . . . .  d~t bilden dann auch eine Basis von M(K/ko) fiber K, weshalb jedes 
Element co C A(K/ko) auch eine Darstellung (t) mit ~ ansteUe von u besitzt. 

DEFINITION. O~ C A (K/ko) sei mit Hilfe der uniformisierenden Parameter 
: h , . . , ,  ~t ffir R fiber k o in der Form (t) dargesteltt, v sei die, zU R geh6rige 
Bewertung. Dann ist 

v(w) = Min. {v(x0), v(~il:..,,)}- 
i l  < " '  < *,  

Es ist zu zeigen, dab diese Definition unabh~tngig ist yon der Wahl der 
t ' p uniformisierenden Parameter yon R fiber k0: Es sei ~ ,  . . . ,  ~q ein weiteres 

solches System. Dann gilt 

{a ~ ; ,  . . , ,  a~;} = { a ~  . . . . .  a ~ , } .  P 

mit einer t'-reihigen unimodularen Matrix P mit Kodffizienten aus R. Es sei 

, ~ h . . . i a d ~ i r h  . . .  , ~ , . 
i l  < ' "  < i 8 
l ~ s ~ [  
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Man sieht sofort, dab sich x o und die ni,...i, linear durch no und die hi;... ;, 
mit  Koeffizienten aus R ausdrticken lassen. Mithin ist 

M - ' (~,. '~)S" 
. - - i x  <-...  < i s 

l < : s ~  l g s g t  

Aus Symmet~iegrfinden gilt auch die umgekehrte Ungleichung. Damit  ist 
bewiesen, dab die Definition sinnvoll ist. 

SATZ 3" v durchlau/e alle Bewerlungen, die zu Primdivisoren 1. Art au/ V 
geh6ren, co =~0 sei eine Di[[erential[orm yon K iiber k o. Dann gilt v(eg)=0 
]iir /ast allev. 

BEWEIS. Wir betrachten zun~ichst alle Primdivisoren 1. Art auf V, deren 
Bewertungsringe lokale Ringe eines minimalen Primideals aus einem festen A~ 
sind. A~ ist ein endlicher Erweiterungsring yon ko: A~=ko[y 1 . . . . .  y,~]. Ffir 
die genannten Bewertungsringe R gilt daher: M(R/ko) wird von d yl, .. . ,  d y,~ 
erzeugt. Nun kann man aus einem Erzeugendensystem yon M(R/ko) immer 
eine Basis von M(R/ko) ausw~thlen, also aus y~, . . . ,  y,, ein System uniformi- 
sierender Parameter  von R fiber k 0. Dazu gibt es nur endlich viele M6glich- 
keiten. Um die Werte von eo ftir die Primdivisoren ! .  Art auf V zu bestimmen, 
gentigt es also, endlich viele Darstellungen (t) yon ~o zu.betrachten.  Ftir 
Elemente x aus K ist bekannt,  dab v (n)-----0 ist ftir fast allev. Daraus folgt 
nun die Behauptung von Satz 3. 

Wegen Satz 3 kann jeder Differentialform o~A(K/ko)  ein Divisor (w) 
zugeordnet werden: Durchl~tuft p alle Primdivisoren 1. Art auf V,  vp die 
zugeh6rigen Bewertungen von K fiber k, so ist (~o)-= 1-/p"~(~). 

p 

DEFINITION. Eine Differentialform ~o von K tiber ko heil3t yon 1. Gattung 
au/ V, wenn (co) ein ganzer Divisor ist, d.h. v (a~)~ 0 ffir  alle v. 

Gleichbedeutend damit  ist: Ftir jeden Bewertungsring R eines Primdivisors 
t .  Art auf V ist eo ein Element der iiuBeren Algebra A(R/ko) von M(R/ko). 

Is t  R e i n  beliebiger Unterring von K, so bezeichnen Wir mit  A*(R/ko) 
den R-Untermodul aus A(K/ko),, der von t und allen Differentialformen 
dri ^ . . . ^d r~ ,  mit r i ,  . . . .  ri, ER  ( i 1 < . . . < i , ,  t<=s<=t) erzeugt wird. Ist  R 
Bewertungsring eines Primdivisors t. Art auf V oder ein regul~irer lokaler 
Ring von V, so ist A* (R/ko)= A (R/ko). 

DEFINITION. Ist  O~ eine Differentialform yon K tiber k 0 und R e i n  Be-  
wertungsring yon K fiber k' oder R----o C V, so heil3t co regular/i~r R, wenn 
r EA*(R/ko) ist. ~o heiBt regul~re Di[/erential/orm yon K/ko, wenn oJ regul~ir 
ist ffir jede n Bewertungsring R yon K/k. ~o heiBt reguliir au] V, wenn eo ftir 
jedes o E V regul~tr ist. 

Is t  o regul/~r auf V, so ist co auch eine regul/ire Differentialform yon K/ko, 
weil es zu jedem Bewertungsring R von K/k ein o C V mit 0=(R gibt. Eine 
regul~.re Differentialform v0n K/k o ist auch von t. Gat tung auf V. Daher 
ist ,,regul~ir auf V" der st~irkste, ,,yon t. Gat tung auf V" der schw~ichste 
unter den drei Begriffen. 
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DEFINITION. Elemente ~1, . . . ,  ~ t EoEV heiBen ein System uni/ormisie 
render Parameter/~r o bezfiglich k o, wenn (o do)  ein freier o-Modul mit  der 
Basis d~z 1 . . . . .  d ~  ist. 

SATZ 4. Ist 0 ein regultirer Ring yon V, dann besitzt er ein System uni/or- 
misierender Parameter bezi~glich k o. 

Denn in diesem Fall ist (0 dD)=M(o/ko) ein freier Modul, der dann auch 
eine aus Differentialen bestehende Basis besitzt. 

SATZ 5. V sei singularitiiten/rei (d.h. jedes o E V sei regular). Dann ist 
iede Di[]erentid/orm 1, Gattung au] V auch regular au/ V. 

BEwEIs. Da jede s ~ C V regular ist, ist es insbesondere ganz abgeschlossen. 
Die Bewertungsringe R yon Primdivisoren t .  Art  auf V, die o umfassen, 
entsprechen daher umkehrbar  eindeutig den minimalen Pfimidealen yon o 
und sind die Quotientenringe yon D nach diesen idealen. Ferner gilt ~ = 71 R. 

o=<R 

~ . . . . .  ~t sei ein System uniformisierender Parameter  ffir o bezfiglich k 0. 
D a n n i s t  es 'auch ein System uniformisierender Parameter  ffir jedes R mit  

(__ R, da R ein Quotientenring von o ist. E s  sei 

o~ = eo + Y ,  qi~...i, d ~  ^ . . .  ^ d ~  (eo, Oi,...~,EK) 
~f<. . .  < / ,  

von t. Gat tung auf V. Dann ist 0o, O~...~,CR ffir alle R, mithin auch Oo, 
Qi~ ~,Eo= N R~ womit ~o als regular auf V erkannt ist. 

"" , oSR 

FOLGEI~U~GEI~. 1. Besitzt der trunktionenk6rper K/k ein singularit~ten - 
]reies vollstiindiges Modelt und ist k o ein Di]]erentialkonstantenkOrper yon V, 
so sind die Begri/le ,,reguIgre Di[/erential[orm act /V ~ber ko" , ,,regulgre Diffe- 
rential/otto yon K/ko", und ,,Di]]erential[orm 1. Gattung au] V" gquivalent. 

2. Ist V e i n  singularitgten]reies, V' ein beliebiges vollsttindiges Modell yon 
K/k und k o '~ein gemeinsamer. Di]]erentialkonstantenkOrper yon V und V', so 
ist eine DiJ]erentialJorm yon K/k o, die yon 1. Gattung au] V ist, auch v on 
1. Gattung auJ V'. 

Es sei V ein beliebiges vollst~ndiges Model1 yon K[k und k 0 ein Differential- 
konstantenk6rper yon V. Wir betraehten die Differentiaiformen h6chster 
Stufe yon K/k o. Da sie einen zyklisehen K-Modul bilden, bestehen ihre 
Divisoren auf V aus allen Divisoren einer Divisorenklasse. Wir zeigen 

SATZ 6. Die Klasse der Divisoren au] V tier Di]]erential]ormen h6chster. 
Stu/e yon K ~ber k o hgngt nieht yore Di]/erentialkonstantenk6rper k o ab. 

BEWEIS. Es seien k o und k x zwei Differentialkonstantenk6rper ffir V. Nach 
Hilfssatz4 ist [k:ke] und [k:k~] endlich, ml . . . . .  ~T sei eine p-Basis von k 
fiber k o,/31 . . . . .  fi, eine p-Basis von k fiber kl. V sei die Menge aller lokalen 
Ringe der Primideale der affinen k-Algebren Aa . . . . .  A~, deren ganze Ab- 
schiieBungen mit -~1 . . . . .  ./i~ bezeichnet seien. Dann gibt es einen gemein- 
samen Definitionsk6rper k' yon A1, . . . ,  A,,, A 1 . . . . .  2i~, der iiberdies oq . . . . .  ~,, 
fix . . . . .  fl, enth~lt. Es folgt k'ko=k'kx~-k.  Aus jeder p-Basis yon k o bzw. kx 
fiber k ~ l~Bt sich daher eine p-Basis {n (o~} bzw. {n(~)) von k fiber k '  ausw~hlen. 
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Nach  Hilfssatz 2 sind dann  die K6rper  ko = kP [{e(~ und k; = k p [{;~(1)}] selbst 
Dif ferent ia lkons tantenkSrper  yon V und  es ist ko~ko und k[(=kl. Es genfigt 
daher,  den Beweis ffir die folgenden be iden  F~ille zu ffihren: 

a) k o ist in kl enthal ten,  
b) k o und k 1 sind zwei Di f fe ren t ia lkons tan tenk6rper  der Art,  wie sie in 

Hilfssatz  2 auf t re ten,  die zum gleichen Defini t ionsk6rper  k'  geh6ren. 

a) Es  sef ~1 . . . . .  ~s eine ~b-Basis yon  k~ fiber k o u n d  R der  Bewertungsr ing 
eines Pr imdivisors  t .  Art  auf V. d sei die Different igt ion yon K, d o die yon 
K fiber k o, d~ die Von K fiber kt. Aus der Definit ion des Different ia lkonstanten-  
k6rpers  und  Satz 1 folgt dann  

M(R)  = ( R  d R )  = E | 0 R d~li | ( R  dko) ,  
i=1  

wo E ein endlicher, freier R-Modul  ist, der  i somorph  zu M(R/k~) ist, w/ihrend 
: s 

M(R/ko)~_E q3 �9 Rd~Ti ist. Bildet  d l~  ~ . . . .  d~:~ t eine Basis yon  M(R/k~), dann 
i=l 

ist do: h . . . . .  do~ t, do~ h . . . . .  do~ s e i n e  Basis yon M(R/ko). I s t  dlx  1 . . . . .  dlxt 
eine Basis vo n M(K/kl ) ,  so ist do xl,  . . . .  do x t, .do~ 1 . . . . .  doB , eine Basis yon 
M(K/ko).  Die De te rminan te  der l~bergangsmatr ix  v o n d e r  Basis {d o Xl . . . . .  do xt, 
do~71 . . . . .  do~Ts } zur Basis  {doff 1 . . . . .  do:z t, dor,~ . . . .  , doll, } von M(K/ko) s t immt  
m i t d e r  De te rminan te  der Ube rgangsma t r ix  yon {dl xt . . . . .  dl xt} zu {d~ ~r~ . . . . .  dl~rt} 
fiberein. Hieraus  ergibt  sich, dab die Divisoren der Different ia lformen 
doXl ^ " "  ^ doxt ^ doBl ^ ' "  ^ doB~ und dl x 1 ̂ . . .  ^ dl X t f ibereinst immen.  

b) Hie r  ergibt  sich aus Hilfssatz  2 sowie Satz t 

M(R)  = ( R  d R )  = E R (3 ( R  dko)  = E R (9 ( R  d k l )  

mit  e inem endlichen, freien R-Modul  ER, der  nach  Hilfssatz  2 eine aus Diffe- 
rent ialen bes tehende Basis besi tzt .  Wir  zeigen zun~ichst: Die Moduln ER aller 
Bewertungsr inge R der Pr imdiv isoren  t .  Ar t  auf  V erzeugen in  M ( K )  alle 
denselben K-Modul  K �9 E R = E.  Dies ist auf  Grund von Hilfssatz 2 klar  ffir 
zwei Bewertungsringe,  die Quot ientenr inge derselben affinen k-Algebra sind. 
Es seien nun R und R'  zwei bel iebige Bewertungsr inge yon Pr imdivisoren 
t .  Ar t  auf  V u n d o  bzw. v' ihre Zent ren  auf V. Dann  liegt o in e inem affinen 
Modell V~ von V und ~' in e inem affinen Modell 1/~' yon V. Der  Durchschni t t  
Vs ,  V ~ ist nicht  leer (weil K C V~, V~') und  daher  selbst ein abs t rak tes  Modell 
von K/k  (vgl. [2~, II,  Satz t).  Es gibt  daher  einen Pr imdivisor  l .  Ar t  auf 
V, dessen Zen t rum auf V ~  V~' liegt. Sein Bewertungsr ing sei R" .  Dann  sind 
R und R "  sowie R'  und R "  jeweils Quot ientenr inge einer affinen k-Algebra. 
Es folgt K .  E R = K  �9 ER,, und K �9 E R , = K  �9 ER,,, also K .  E R = K  �9 ER, q.e.d. 

d o sei die Different ia t ion yon K fiber ko, d 1 die von K fiber k 1 . I s t  dx~ , . . . ,  dxt 
eine Basis von E, dann  ist d ix  ~ . . . . .  d~x~ eine Basis yon M(K/k~) (i-=O, t) .  
I s t  d:z~ . . . . .  d:zt eine Basis yon E e ,  so ist d~rt, . . . ,  d~:z t eine Basis yon 
M(R/ki)  ( i = 0 ,  t)." Aus d x~ ^ . . .  ^ d x~=;~, d ~  ^ . . .  ^ d ~  folgt d~x~ ̂ . . .  ^ d~xt= 

�9 dr ^ . . .  ^ direr ( i = 0 ,  1). Daher  s t immen  die Divisoren von dox ~ ̂ . . .  ^ dox ~ 
und d, xl ^ . . .  ^ dl xt fiberein. 

M a t h e m a t i ~ c h e  Z e i t s c h r i f t .  B d .  76 " 
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DEYlNITION. Die nach Satz 6 yon der Wahl des Differentialkonstanten- 
k6rpers k 0 von V unabh~ingige Klasse der Divisoren der Differentialformen 
h6chster Stufe von K tiber k o heil3t die kanonische Klasse von V. 

E s  sei k die algebraische Abschliei3ung von k in K. Die Differentialformen 
h6chster. Stufe von K tiber k0, die yon 1. Gattung auf V sind, bilden einen 
k-Modul, der isomorph ist zum k-Modul aller Vielfachen eines Divisors a u s  
der kanonischen Klasse. Von letzterem ist, bekannt, dab seine Dimension iiber 

endlich ist. 

DEFINITION. Die Dimension des k-Moduls der Differentialformen h6chster 
Stufe von K tiber k 0, die yon t.  Gattung auf V sind, heiBt das geometrische 
Geschlecht yon ~r. Es wird mit pg(V) bezeichnet. 

Nach Satz 6 h~ngt pg(v)  nicht vom Differentialkonstantenk6rper kovon - 
V ab. Ist V e i n  singularit~ite~afreies, V' ein beliebiges vollst~ndiges Modell 
yon K/k  so folgt p , ( y )  <= pg (V') nach Satz 5, Folgerung 2. Zwei singularit~iten- 
freie vollst~indige Modelle von K]k haben also immer das gleiche geometrische 
Geschlecht. 

DEFINITION. Unter  dem geometrischen Geschlecht pg(K/k) yon K ~ber k 
werde das Minimum aller pg(V) verstanden, wo V alle vollst~indigen ab- 
strakten Modelle von K/k  durchl~iuft. 

Existiert ein. singularit~itenfreies vollst~indiges Modell V von K/k,  so ist 
pg(K]k)----p~(V). Es wird sich sp~ter zeigen, dab das bier ei,ageftihrte geo- 
metrische Geschlecht p, (K/k) ftir einen Funktionenk6rper K einer Variablen 

-~ber k mit dem im Riemann-Rochschen Satz auftretenden Geschlecht von K 
tibereinstimmt. 

w 4. Verallgemeinerungen der  Riemannschen Formel 

Ist K ein separabel erzeugbarer algebraischer Funktionenk6rper einer 
Variablen tiber k und x ein separierendes transzendentes Element von K/k,  
dann gilt ftir den Divisor des exakten Differentials d x bekanntlich ( d x ) =  
b K (-~(-x)) . .  a~ 2, wo b die (Dedekindsche) Differente bedeutet und nx den Nenner- 

divisor yon x (vgl. E$], S. t10). Im folgenden Satz wird eine Verallgemeine- 
rung dieser nach RIEMANN benannten Formel gegeben. 

S'ATZ 7. Es sei K ein algebraischer Funktionenk~rper i~ber k und V e i n  
vollst~ndiges abstraktes Modell von K[k. k o sei ein DiHerentialkonstantenki~rper 
yon V und d x 1 . . . . .  d x~ eine Basis yon M(K]ko). p durchlau]e alle Primdivisoren 
1. Art  au[ V, R~ die zugeh~rigen Bewertungsringe. Fiir iedes #) sei e~ = 4- t  
so bestimmt, daft x~p C R~ ist (i----1, . :. it).  Ferner sei ~t,~ der Nennerdivisor yon 
x i ( i = t  . . . . .  t) und b i bezeichne die ~-te. Kdhlersche DiHerente. Dann gilt [i~r 
den Divisor der Di//erential]orm d x~, ^ . - .  ^ d x~, (i 1 < i~ < . . .  < i,, t <= s <= t) die 
Formel 

Rp 
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BEWEIS. Ygl . . . . .  Ygt sei ein Sys tem uniformisierender  P a r a m e t e r  von Rp 
beztiglich k o. Wegen  d x~l~, . . . .  d x~tpEdR ~ gilt dann  

mi t  einer t-reihigen quadra t i schen Matr ix  P mi t  Koeffizienten aus R~. Dri ickt  
m a n  nun dxi~i,p A. . .  ^ dxi*i,~ ~durch die d~rj, A.- .  A d~ri, aus, so erh/ilt m a n  als 
Koeff iz ienten his aufs Vorzeichen gerade alle s-reihigen Unterdeterm~nanten,  
die sich aus den i l - ten . . . . .  i ,- ten Spal ten der Matr ix  P bilden lassen. Es  ist 
dann  vp(dx~i,~, A,. .  A d x~,~') gleich dem Minimum der Wer te  dieser Unter -  
de terminanten .  

A n d e r e r s e i t s g i l t M ( ~  _Rp_ )~--- M ( ~ o ) / ( d x ~ i , p  . . . .  d x~,~,p) und  
\ ' ~ 0  L ~ i  x , " �9 " ' 

M (R~/ i s t  ein freier R~-Modul mi t  der Basis dz~ x,  dz~,.  Die I~/ihlerschen 
\ k o !  " " ,  

Differenten yon Rp fiber ko~xi~i~p . . . . .  x~,~] berechnen sich daher  nach i h r e r  
Defini t ion aus den Un te rde t e rminan ten  der Koeff iz ientenmatr ix ,  mi t  der man  
dx~,p . . . . .  dx~i,p durch d ~  1, ., dz~t ausdriickt .  Die s-reihigen Unterde t~rmi-  
nan t en  liefern die Differente  bt-~. D a m i t  ist gezeigt, dab  die p -Komponen te  

�9 . ~, ~. �9 ( Rp ~ i ibereins t immt.  des Divisors yon  d x~ ,p A...- A dx~,'*P mlt  bt-~ k Fx *-i~p-- , x%*'q 

Wegen  dx -~ - -  - -  x -2 ~ x  folgt nun  sofort  k~ ~ " ' " '  *" ~/, 

Hieraus  ergibt  sich unmi t t e lba r  die Behaup tung  von Satz 7. 

Bemerkung .  Satz  7 gilt  nati ir l ich auch ftir Char. k = 0 mi t  k o = k. 

Man kann  auch den Different ia l formen yon K tiber dem ar i thmet ischen 
Kons t an t enk6 rpe r  k in analoger  Weise w i e  den Different ia l formen yon K 
fiber e inem Dif fe ren t ia tkons tan tenk6rper  k o ffir jeden Pr imdivisor  t .  Ar t  auf  
V einen W e r t  zuordnen.  I s t  d x  1 . . . . .  dxt eine Basis yon M(K/k),  so w i r d  
- -  ~,p (d x 1 A. . .  A d xt) definiert  als das Minimum aller v mi t  p ' .  (d x I A. . .  A d xt) 
R~dR~ A. . .  A dRp. Ffir den hierdurch gegebenen Divisor der Different ialform 
d x 1 A . . .  A d x, bewies F. K. SCltmI)T die Formel  (unver6ffentlicht) 

(dx~ ^ - . .  ^ dx~) = 

P 

wobei  die Bezeichnungen sinngem~il3 wie in Satz 7 zu w~hlen sind. Die dureh 
diese Different ia l formen gegebene , ,kanonisehe Klasse"  erweist  sich jedoeh im 
Fal l  a lgebraiseher  Funk t ionenk6rpe r  einer. Var iablen als nicht  identisch mi t  
der  kanonischen Klasse des  Riemann-Rochschen  Satzes. 

F. K. SC~mDT weist  mich  noch d a r a u f  hin, dab  d i e  D i f f e r e n t e  

- - - -  ) eine Schachte lung der folgenden F o r m  ges ta t te t :  

b0 (_ R~ \ 
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Hierbei ist Pp der zu ~ geh6rige Bewertungsring yon k 0 (x I , . . . ,  xt). Der Beweis 
ffir diese Tatsache ergibt sich aus der Fortsetzungstheorie der Derivationen. 
Die Formel liefert eine genauere Einteilung der Primdivisoren, die in 
(d x 1 ̂  ... ^ dxt) aufgehen, als es nach Satz 7 m6glich ist. 

w 5. Anderung der kanonischen Klasse 
bei endlich algebraischer Erweiterung des Funktionenk6rpers 

Es sei K / k  ein algebraischer Funktionenk6rper, Vein  vollsttindiges Modell 
von K / k .  L sei ein endlicher algebraischer Oberk6rper .yon K und V' das 
abgeleitete normale Modell von V in L, d.h. ist V die Menge aller lokalen 
Ringe yon Primidealen der affinen k-Algebren A 1 . . . . .  A s, so ist V' die Menge 
aller lokalen Ringe von Primidealen der ganzen Abschliel3ungen A[ . . . . .  A~ 
der A i in L (vgl. [11). DasZiel  dieses Paragraphen ist die Herleitung eines 
Zusammenhangs der kanonischen Klassen von V und V'. 

: ist p ein Primdivisor t. Art auf V, so erhttlt man durch die Fortsetzungen 
seiner Bewertung auf L Primdivisoren ~1 . . . . .  ~k t. Art auf V'. Auf diese Weise 
bekommt man auch alle Primdivisoren t. Art auf V'. Sind e I . . . . .  e~ die 
Verzweigungsexponenten d e r ~ i  fiber 10, so wird p auf V' der Erweiterungs- 
divisor ~ . . . . . .  ~k  zugeordnet. Es ist klar, was unter dem Erweiterungs- 
divisor 9i auf V' eines beliebigen Divisors a yon V zu verstehen ist. 

Wir ffihren die Untersuchung in zwei Schritten durch, indem wit zuerst 
separabel algebraische Erweiterungen studieren, dann rein inseparable Er- 
weiterungen. 

a) Separable algebraische Erweiterungen 
Es sei k 0 ein gemeinsamer Differentialkonstantenk6rper von V und V',  

Ferner sei M(K/ko) = K  dx l  @. . .  @ K d x t .  Ist L separabel algebraisch tiber K, 
dann ist M (L/ko) = L d x 1 | . . .  @ L d xt, wobei die Differentiation d: L --> M (L/ko) 
Fortsetzung der Differentiation d: K - + M ( K / k o )  ist. Um die Anderung der 
kanonischen Klasse zu fiberblicken, genfig• es daher, den Divisor von 
d x 1 ̂ . . .  ^ dx~ auf V mit dem von d x~ A . . .  ^ d xt auf V' zu vergleichen. Es 
sei S~ der Bewertungsring eines Primdivisors ~ t. Art auf V'  und R p =  S ~ K .  
~ ,  .. . ,  xt sei ein System uniformisierender Parameter yon S~ fiber k 0, 
~t . . . . .  ~t ein System uniformisierender Parameter yon R~ fiber k 0 'und es 
gelte'd~l ^ ... ^ d0 t=  s �9 d~ 1 ̂ . . .  ^ d ~ .  Dann ist s die Determinante der Matrix 
mit Koeffizienten aus S~, mit der man d91 . . . . .  dgt durch d~ 1 . . . . .  d~t dar- 
stellt. Wegen MiS~/R~)  ~--- M ( S ~ / k o ) / < S ~ d R ~ )  = M(S~/ko) / (de~ . . . . .  do , )  er- 
zeugt s auch die 0-te Ktihlersche Differente bo (S~/R~). Ffir die ~-Komponenten 
der Divisoren von de~ ^ . . .  ^ det und d ~  ^ . . .  ^ d~ t auf V' ergibt sich 

\By  / 
A u s  

tolgt 
dXl A . . .  A d x t = ~ . d o 1 A  . . .  A d o ~ = ~ .  s . d g l  A . . .  Ad:~ t 
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Hieraus folgt nun sofort 

SATZ 8. L sei separabel algebraisch r K .  1st ~ ein Divisor aus der 
kanonischen Klasse yon 17, ~ sein Erweiterungsdivisor au/ V', so ist ~ .  I ~  bo(S~/R~) 

ein Divisor der kan~ Klasse von V'. Dabei ist das Produkt r alle 
Primdivisoren 1. Art  au/ V' zu erstrecken. 

Wir schreiben iV/ bo (S~/Rp) = bo (V' /V) und nennen b o (V' /V) die 0-te 

K/ihlersche Differente yon V' fiber V. 

b) Differentialformen und Tatesche Spur 
Bevor  wir zu inseparablen K6rpererweiterungen fibergehen, leiten wir einen 

Zusammenhang  zwischen den Differentialformen und der sog. Tateschen Spur 
her. 

Wegen M ( K / k o ) = K d x l G  ...  G Kdx~ bilden x 1 . . . . .  x t eine p-Basis yon K 
fiber K '  = k o (KP). Wir setzen K o = K ' ,  K 1 ---- K'E xl] . . . . .  K t-~ K'E x 1, . . . , xt] = K .  
R sei der Bewertungsring eines Primdivisors ~ 1. Ar t  auf V, R i sei tier Be- 
wertungsring von p in K~ ( i = 0  . . . . .  t). Wegen ~Ki:K~_t]= p ist K i fiber 
Ki_~ ~ bei v~ entweder unverzweigt  oder reinverzweigt. I n  jedem Fall folgt, 
dab R i fiber Ri_ 1 von einem Element  Yi erzeugt wird:  R i - -  Ri_ 1 EYi~ (i--~ t . . . . .  t). 
Da  R = R o [Yl . . . . . .  Ytl ist, bilden Yl . . . . .  Yt ein Sys tem uniformisierender Para-  
rr/eter yon  R fiber k o. 

Es sei x i ---- ~o ~+ Q1 i Y~ + " "  + ~p- 1, i Y~-I mit  ~j i C K~_ ~ (i = t . . . . .  t). Dann gilt 

a x e =  ( a , + Z Q 2 , Y , + " "  + (P - - ~ ) ~ - ~ ,  y,P-~)dYi + 

+dOo i +  y;.d~l i-+"" + y~-I  d~l,_j ' i" 
Wir setzen 

el~ ~- 20~iYi + "'" + (P -- t) Op-l,r y~-Z = Dy, xi. 

Da d y  1 . . . . .  dy i_  ~ eine Basis von K~_I dKi_l ,  bilden, ergibt sich 

d x i = ( D y ~ x i ) . d y i + z ~ d y ~ + . . . + g i _ l ,  i d y i _  1 mit  z i i ~ K  ( i = t  . . . . .  t). 

Es folgt 
t 

(l) dxl  ^ " "  ^ dxt  = I - I  (Dy, x 3 �9 d y l ^ . . .  ^ d y  t. 
i = 1  

Die Element  e t i xi . . . . .  x~ -1 bilden eine Basis  yon  K i fiber Ki_  ~. Unter  
der Tateschen Spur  a,~ yon Ki  fiber Ki_~ versteh{ man  die lineare Abbi ldung 
a~:K~-+Ki_~,  die jedem Element  z = z o + ~ x ~ + . , . + z ~ _ ~ x ~ - ~ K i  (~o . . . . .  
x ~ _ ~ K ~ _ z )  das Element  a , ~ ( z ) = z p _ a ~ K i _  ~ zuordnet.  Wir  bes t immen die 
a,~-Differente yon Ri tiber R i _  ~ . Dazu haben  wir zun~chst den Komplement~r-  
modul  E~ yon  Ri zu best immen.  Da  ~, y~ . . . . .  y~-~ eine Basis yon Ri fiber 
Ri_~ bilden, findet man  eine Basis z o . . . . .  zp_ a v o n  E i fiber Ri_~ dureh Auf- 
16sung des Gleiehungssystems 

a~ (z i . y~) ---- 6i~" 



70 E R N S T  K U N Z  : 

Wenden wit die TransformationsformeI von TATE an (vgl. [6], Satz t), so 
erhalten wir 

a,, (zj. y~) = ay, (zj. y~. (Dy, x,)t-P) ' 

Aus der Definition der Tateschen Spur ergibt sich nun sofort, daB 

z: : (D~, x y  -~ y*,-:-~ ( / =  o, ! , . . . ,  P - 1) 

eine L6sung des Gleichungssystems ist. Daher ist E i =  (Dy~x~) p-1. R~. Ftir 
die a,~-Differente b~ yon R~ fiber Ri2 ~ folgt hieraus 

(2) bi : (Dy, xi) 1-p. R i. 

Es sei nun a:K---~K' die lineare Funktion, die durch 

a ( n ) : a ~ o a ~ o . . . o a ~ ( ~ )  f f i r a l l e u E K  

definiert wird. Ftir die Init Hilfe dieser Linearform gebildete Differente b 
yon R fiber R 0 gilt der Schachtelungssatz (vgl. [6], Satz 1) 

t 

= I 1  b,. 
i = l  

Aus (2) folgt 

(3) b = H (D~, x~?-P. R .  

(3) und (~) ergeben zusammen 
SATZ 9- b sei die mit  Hil/e der Linear/orm a=a,~ o . . . o  a,, gebildete Di//e- 

rente yon R iiber R o. :Dann ist b = (dxt ^ . . .  ^ dxt)~ -~, wo (dx~ ^ . . .  ^ dx,)~ die 
p-Komponente des Divisors (d x~ ̂ . . .  ^ d xt) bedeutet, 

c) Inseparable Erweiterungen vom Grid  10 
E s  sei L = K(x) mit x p E K,  x ~ K.  k' sei ein gemeinsamer Definitions- 

k6rper der affinen k-Algebren A 1 . . . . .  A s und A'I . . . . .  A~, deren lokale Ringe 
gerade V und V" ausmachen. {xv}~m sei eine p-Basis yon k tiber k'. Wit 
w~hlen als gemeinsame n Differentialkonstantenk6rper yon V und V' den 

k o . ( L P ) ( K ( L .  Wir zeigen zun~chst, daB die ~v tiber L p p,unabh~ingig sind 
(dann natfirlich auch .tiber KP). Es sei A ' = k  I X 1 , . ,  x,] einer tier Ringe A~. 
Nach Hilfssatz't sind die u~ (/*CM) tiber k'[x 1, . . . ,  x~] p:unabh/tngig. Dann 
sind sie abet auch fiber L ' = k ' ( x j  . . . . .  x~) p,unabh~tngig und wegen L p-- 
k ~ (x~ . . . . .  x~t)<= L'  auch tiber L p. Es folgt 

L~ [{~v}] K~ [{~v)] [xP] mi't x ~(t KP [{~a}]" 

HIL1;SSATZ 6. Es sei S ider  Bewertungsring eines Primdivisors 1. Ar t  au[ 
V' ~,,,d R = S~ K. Da, , ,  ;st S ~ s [{u,}] = s~ [{'~,)] ~,,~d R~ K ~ [{~)] = R* [u,)]. 

BEWEIS. Wir zeigen die erste Gleiehung, die zweite ergibt sich genau so. 
S sei Quotientenring yon A' = k Ix1, .., x~] und S'---- S~ L'  mit L'  = k ' (x j , . . . ,x~) .  
Wir zeigen zuerst: S=S'[{uv}] .  Da S p und k' in S' enthalten sind, gilt 
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SP[k, x l ,  . . . .  x,,]----SP[k ', x l ,  . . . ,  x,,] [{:%}] =:_S'[{~,}]. S E k [ x  I . . . . .  xn] sei ein 
Element der Nennermenge yon S. Dann ist s~- E S #. Wegen s p-1 E k [x 1 . . . . .  xn] 

ergibt sich _1 C S p [k, x 1 . . . . . .  x,]. Es gilt daher S (S'[{n~}] und da die umge- 
S = 

kehrte Inklusion trivial ist, folgt S =  S'[{~.,}]. Die x~, ~ E M) sind fiber S'  
p-unabhangig, da sie fiber L '  p-unabh~ingig sind. 

Als n~chstes zeigen wir, dab es Elemente yl ,  . . . ,  Yt E S '  gibt, die fiber S p 
p-unabh~ngig sind, so dab S ' =  S p [yx . . . . .  Yt] gilt. Es ist n~mlich L '  eine 
endliche, rein inseparable Erweiterung des algebraischen FunktionenkSrpers L p, 
weshalb ffir S '  und S p wie in b) ffir R und R o geschlossen werden kann. 

Es ergibt sich S=SP[{n~}, y~ . . . .  , y,]; wobei die Elemente des Systems 
{~}, Y l ,  . . . .  Yt p-unabhfingig fiber S p sind und daher auch eine p-Basis von 
L fiber L p bilden. Es sei nun sESc~LP[{~ , } ] .  Dann besitzt s als Element 
yon L p [{n~}] eine Darstellung s = ]  ({~,}), wobei ] ein Polynom l i t  Koeffi- 
zienten aus L p ist, das  in allen Variablen vom Grad = < p -  t i s t .  Als Element  
yon S besitzt s e i n e  Darstellung s = g ( y  1 . . . .  , y,, {~}), wo g ein Polynom 
l i t  Koeffizienten aus S p ist, das in allen Variablen vom Grad =< p -  t i s t .  
Dutch Koeffizientenvergleich folgt hieraus sofort, dab alle Koeffizienten von 
] in S p liegen. Also ist S~LP[{x,}] ~SP[{z,}]. Da die umgekehrte Inklusion 
trivial ist, folgt die im Hilfssatz behauptete Gleichheit- 

Es sei x~ . . . . .  xt-i eine p-Basis yon K fiber ko(LP)----LP[{nF,}]. Dann ist 
x, x 1 . . . . .  x t -1  e ine p-Basis yon L fiber k0 (L p) und x 1 . . . . .  Xt-1,  x p eine p-Basis 
yon K fiber k o (KP). d' sei die Differentiation von L fiber k o, d die von K fiber 
k 0 . Wir vergleichen die Divisoren der Differentialformen d x 1 ̂ . . .  ^ d xt-1 ^ d x p 
auf V und d' x ^ d' x~ ^ . . . ^  d' x t_ t  auf V'. 

Zu d i e s e l  Zweck betrachten wir die l i t  Hilfe der nichttrivialen Linear- 
form ~ , ~ o a ,  o . . . o a ~ , _ o a ~  gebildete Differente von S tiber Sr 
R p [{n~}], wobei die a jeweils Tatesche Spuren sind. Den beiden Zerlegungen 

~x~o ( % o  . . .  o ~ , _  o ~,)  = ( ~ o  ~ o . . . o % _ ) o ~ .  

entsprechen nach dem Schachtelungssatz Zerlegungen der Differente yon 
folgender Form 

Es sei ~ der Primdivisor yon S, p der yon R .  Dann gilt naeh..Satz 9: 

�9 S 

R 

Wir beweisen jetzt, dab b{ S'[{~}]~ �9 S = b  ( s ) P  ist. Wie unter b)gezeigt ,  

gilt S----R [y]----R �9 R �9 y @ ... * R .  y t - u n d  b (S/R) = (Dy x )X-* .  S.  Es folgt  
S~[{~,,}]-~Rt'[{~,,}] [y~], wo ~, yP . . . . .  (y~)*-~ eine Basis yon S~[{~v}] fiber 
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RP[{n,}] bilden. Folglich ist 

b (-s*:{z")~ �9 S =  (Dy~ x~') 1-p. S " r(D~,x)Z-P]/', S=b(RS---/' \ RP [(~#}] / 

Aus (4) folgt somit: 

wo unter (d x 1 ̂ - . .  ^ d x,_l ^ d x*)~ die ~-Komponente  des Erweiterungsdivisors 
von ( d x l ^  . . .  ^dx t_~  ^ d x  p) zu verstehen ist. Es folgt 

. . . .  , ,  = 

Daher unterscheiden sich der Divisor von d' x ^ d' x 1 ̂ . . .  ^ d' xt-1 auf V' und 
der Erweiterungsdivisor yon d x 1 ̂ . . -  ^ d xt-1 ^ d x p auf V ~ nur u m / - / b  (S~/Rv), 

wo ~ alle Primdivisoren t. Art auf V' durchl~uft und S~ und Rp die zuge- 
h6rigen Bewertungsringe in Lund  K bedeuten. Wir setzen [ I b  (S v/Rv) ---- b (V' /V) 

und nennen diesen Divisor die a~-Differente yon V' fiber V. Bildet man eine 
a-Differente b (V' /V)  beztiglich einer beliebigen nichttrivialen Linearform a yon 
L fiber K, so unterscheidet sie sich v o n d e r  mit  Hilfe der Tateschen Spur a ,  
gebildeten Differente nur um den Divisor eines Elements aus L (vgl. [6], 
S. 42~). Is t  daher ~ ein beliebiger Divisor der kanonischen Klasse von V, 

sein Erweiterungsdivisor auf V' und b (V"/V) die bezfigiich einernichttrivialen 
Linearform yon L tiber K gebildete Differente yon V' fiber V, so ist ~ ,  b (V' /V)  
ein Divisor der kanonischen Klasse yon V'. 

d) Beliebige endlich algebraische Erwei terungen 

I m  Fall einer endlichen separablen algebraischen Erweiterung L v o n  K 
ist bekannt,  dab die 0-~e K~hlersche Differente bo (V'/V) mit  der Dedekindschen 
Differente b (V' /V) fibereinstimmt. Diese ist die mit  Hilfe der gew6hnlichen 
Spur ~ gebildete (~-Differente. In Satz 8 darf daher bo durch eine be!iebige 
~-Differente b ersetzt vTerden. Zusammen mit c) und dem Schachtelungssatz 
der ~-Differenten folgt dann sofort 

SATZ t O. L sei eine beliebig'e endliche algebraische Erweiterung von K,  ~ ein 
Divisor tier kanonischen Klasse yon V, ~ sein Erweiterungsdivisor au] V'  und 
b (V' /V)  die bezi~glic]~ einer nichttrivialen Linear/orm yon L iiber K gebildete DiHe- 
rente yon V'  i~ber V. Dann ist ~ �9 b (V' /V) ein Divisor der kanonischen Klasse 
VOW V ' .  

e) Anwendung  auf  einen Spezialfall 

Es sei K - - k  (xl, . . . ,  x~) ein rationaler Funktionenk6rper und L eine end- 
liche algebraische Erweiterung yon K. V sei das projektive Modell yon 
k (x l  . . . . .  x,), welches aus allen lokalen Ringen der Primideale der affinen 
k-Algebren k Ix1 . . . . .  x,], k Vx~ 1, x~ 1 x 2 . . . . .  x~ 1 x,], . . . ,  k Ix; -1, x~ 1 x 1 . . . . .  x~ -1 x,-l~ 
besteht, V' sei das abgeleitete no,male Modell yon V in L. 
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Die affinen k-Algebren yon  V s ind  ganz abgeschlossen, daher  sind die 
Bewertungsr inge d e r  Pr imdivisoren  t .  Ar t  auf  V die lokalen R i n g e  dieser 
k-Algebren nach ihren minimalen  Primidealen.  Wir  zeigen 

HILFSSATZ 7 . . A u f l e r  den lokalen Ringen der minimalen Primideale yon 
k Ix 1 . . . . .  x,] gibt es nur noch einen Bewertungsring, der zu einem Primdiv~sor 

X-1 1. Art  au/ V geh6rt, n~mlich den lokalen Ring des Primideals (x~ 1) in k [ 1 , 
x~lx2, . . . .  x~lx,~, Ist  n,~ der Nennerdivisor yon x i au] V ( i = t  . . . .  ~ r), dann 
ist n,, . . . . .  I t , .  

BEWEIS. Es sei p ein Pr imdivisor  t .  Art  auf V mi t  k [ x~ I, x~ 1 Xl . . . . .  x7 x x,~ C Rp, 
dem Bewertungsr ing von p. I s t  dann vp (x~ -I) ---- 0, so folgt s0fort  v~ (xl) . . . . .  v~ (x,) ~:0, 
also k Ix z . . . . .  x,~ < R~. I s t  v~ (xT 1) > 0, so kann,  well x~ 1 ein Pr imelement  von 
k [x~ -1, x~ 1 xl,  . . . ,  x7 x x,] ist, nur  vp (x~ 1) = t gelten. D a n n  muB aber  vp(x~lxi) = 0  
sein ( / '=  1 . . . . .  r), weil der Res tk lassenk6rper  yon R~ den Transzendenzgrad  
r "  t hat .  Es  folgt somit  v~ (xT ~) = 1 f f i r / ' =  t ,  ..... r. R~ ist daher  der lokale 
Ring yon (x~ 1) in k [x~ 1, x~ 1 x~ ; . . , ,  x~ 1 x,~. 

AuBerdem haben  wir gesehen, dab  s tets  gleichzeitig vp (x 3 => 0 ist (i = t ; . . . ,  r) 
o d e r  v~ (xi) = - -  1 (i----- t . . . .  ,~r), was n,~ . . . . .  ~t,, beweist .  

Wi t  bezeichnen d e n  gemeinsamen  Nennerdivisor  .von x 1 . . . . .  x ,  mi t  ~t,. 
E r  ist, wie aus dem Beweis yon Hilfssatz 7 hervorgeht ,  ein Pr imdivisor  t .  Ar t  

�9 auf  V. k0----k ist ein Dif ferent ia lkons tantenk6rper  von V. Wir  b e s t i m m e n  
den 'Div i so r  von d x 1 A . . .  A d x, auf V. Es  ergibt  sich 

(d  x~ ^ . . -  ^ d x,) = ~+1 �9 

Ffir alle Pr imdivisoren  p, die ~von n, verschieden sind, ist x l , . . . ,  x, ein Sys tem 
uniformisierender  Pa ramete r ,  daher  (dx  x ̂  . . .  ^ dxr)~= t .  Ffir p =  ~t, ist 
x~ 1, x~ ~ x 2 . . . . .  , x~ 1 x, ein Sys t em un i fo rmis ie render  Pa ramete r .  W e g e n  

d x 1 A . : .  A d x r = =- x~ +1. d x l l  ^ d (x/1 x2):A..- ^ d (xl  1 xr) 

folgt nun  sofort  die Behauptung .  Z u s a m m e n  mi t  Sa tz  10 ergibt  sich 

SATZ l ~. Der Erweiterungsdivisor yon n, au/ V '  sei eben]alls mi~. ft, bezeichnet. 
Dann besteht die kanonische Klasse von V'  aus allen Divisoren 

wo b eine bez~glich einer nichttrivialen Linear/orm a yon L i~ber K gebildete 
a-Di]/erente von V '  i~ber V ist. 

w 6. A n w e n d u n g e n  au f  a lgeb ra i sche  F u n k t i o n e n k 6 r p e r  e iner  Var i ab len  

Es sei L ein algebraischer Funk t ionenk6rpe r  einer Variablen fiber k u n d  
K = k  (x), wo x ein t ranszendentes  E lemen t  von L fiber k ist. Wir  wenden 
Satz t~ auf  die s ingulari t~tenfreien vollst~ndigen Modelle V yon K und  V * 
yon L an, d.h.  auf die aus allen Bewer tungsr ingen yon K fiber k bzw. von L 
fiber k b e s t e h e n d e n  Modelle.  D a  die Vorausse tzungen v 0 n  Satz  ~ erffillt 
sind, folg.t, dab die kanonische Klasse von V' aus allen Divisoren b (V' /V)  �9 n~ ~ 
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besteht,  wo b e i n e  bezfiglich einer nichttr ivialen Linearform von L fiber K 
gebildete Differente ist. Da  in b (V'/V) = I l l  b (S~/R~) alle Bewer tungsr inge  S~ 

yon L fiber k auftreten,  s t immt  diese Klasse bekanntl ich mit  der kanonischen 
Klasse von L fiberein, die im Riemann-Rochschen Satz auftr i t t .  

SATZ t2. Ist K ein algebraischer Funktionenk~rper einer .Variablen ~iber 
k und V das singularit~ten[reie vollst~ndige Modell yon K/k, so stimmt die 
kanonische Klasse yon V mit der kanonischen Klasse yon K/k, die im Riemann- 
Rochschen Satz au[tritt, i~berein. Das Geschlecht yon K ist das geometrische 
Geschlecht yon V. 

Es soll je tzt  noch gezeigt  werden, dab man  bei Verwendung yon Differen- 
t ialformen von K/k s ta t t  von K fiber einem Differentialkonstantenk6rper  k 0 
nicht  zur kanonischen Klasse von J~:/k zu gelangen braucht ,  Welln man  die 
in w 4 angegebene ,,nattirliche" Divisordefinit i0n verwendet.  Man kann,dies  
schon ftir separabel erzeugbare Funkt ionenk6rper  K einer Variablen fiber k 
zeigen, vorausgesetzt ,  dab k unvol lkommen ist. Es sei x ein separierendes 
t ranszendentes Element  von K/k. Dann  ist M ( K / k ) :  K d x .  Nach der Formel  
von F. K. SCI~MII~T aus w 4 ergibt sich ftir den Divisor von d x 

p durchl~iuff alle Primdivisoren von K fiber k. Aus der SeparabilitS~t von K 

fiber k (X) folgt, dab ] I  b o (~.~-~-~gleich der Dedekindschen Differente b~ von 

b, t . Da  dee Fak to r  H b ~ ( ~ ' - ' ) v o n  t K fiber k(x) i s t ,  also ( d x ) :  n~" / - / b J R v /  

p 
verschieden sein kann, sobald k unvol lkommen ist (vgl. ~4~, Satz 3), folgt, 
dab (dx) kein Divisor der kanonischen Klasse yon K zu sein braucht .  
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