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Differentialformen inseparabler algebraischer
Funktionenkorper

Von
ERNST KUNZ

Die folgende Arbeit kniipft an (unverdffentlichte) Untersuchungen von
F. K. ScamipT iiber Differentialformen algebraischer Funktionenkérper an.
F. K. ScuMIDT wies darauf hin, daB es fir die Behandlung inseparabler
algebraischer Funktionenk6rper K zweckmiBig sein wird, statt der iiblicher-
weise benutzten Differentialformen von K iiber dem Konstantenkdrper k
solche von K iiber %? zu betrachten, wenn [k:%*] endlich ist. Es soll also
der Korper, iiber dem differenziert wird (der Differentialkonstantenkorper),
verschieden vom arithmetischen Konstantenk&rper # gewdhlt werden. Von
dieser Idee wird im folgenden Gebrauch gemacht.

Es wird gezeigt werden, daB die Schwierigkeiten, auf die man st8Bt, wenn
man versucht, die Theorie der Differentialformen algebraischer Funktionen-
korper auf den Fall auszudehnen, daB der Konstantenkérper £ unvollkommen
ist, tiberwunden werden konnen, wenn tnan nur einen geeignet gewihlten
Differentialkonstantenkérper %, verwendet, wobei %, im allgemeinen von %
verschieden ist. Fiir die ganze Arbeit wird vorausgesetzt, daB die Charak-
teristik p von % von Null verschieden ist, da sich neue Resultate im wesent-
lichen nur fiir unvollkommenes % ergeben werden. Die verwendeten Diffe-
rentialkonstantenkérper &, sind dann immer Zwischenkorper von % und &,
fiir die [%:k,] endlich ist. Ist % vollkommen, dann ist ky=£. Hier erhilt man
aus den allgemeinen Sitzen die fiir vollkommenes % bekannten Sitze als
Spezialfille zurtick. Ist [k:%?] endlich, so kann stets ky=£%? gewihlt werden.
Dies bedeutet, daB die verwendete Differentiation' von K die absolute Diffe-
rentiation ist (Differentiation iiber dem Primkérper), da bei jeder Differentia-
tion von K der Kérper k? in Null abgebildet wird. Auch im allgemeinen Fall,
wenn [£:%?] nicht endlich ist, handelt es sich bei der Differentiation iiber %,
im Grunde um die absolute Differentiation, wobei nur noch zusitzlica ge-
eignete Elemente in Null abgebildet werden, damit man zu einem endlichen
Differentialmodul gelangt. Dabei ist es weitgehend willkiirlich, welche Ele-
mente von K in Null abgebildet werden, weshalb auch der Differentialkon-
stantenkérper nicht eindeutig bestimmt ist. Diese Nichteindeutigkeit des
Differentialkonstanenkdgrpers spielt aber keine groBe Rolle, weil sich die wich-
tigsten, mit Hilfe der Differentialformen gewonncnen Begriffe, nimlich die
kanonische Klasse eines abstrakten Modells V' von K und das geometrische
Geschlecht von V als unabhingig von der.Wahl des Differentialkonstanten-
. korpers erweisen.
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Bei der Darstellung des Verhaltens der Differentialformen auf abstrakten
vollstindigen Modellen V' von K folge ich dem von ZariskI in [7] fiir alge-
braisch abgeschlossenes % und projektive Varietiten V' gegebenen Aufbau.
Es zeigt sich, daB sich alle wesentlichen Sdtze miihelos auf den Fall eines
beliebigen Konstantenkdrpers iibertragen lassen. Im weiteren Verlauf der
Arbeit wird die Anderung der kanonischen Klasse eines abstrakten vollstin-
digen Modells von K bei algebraischer Erweiterung von K untersucht. Es
stellt sich heraus, daB die entsprechenden Verhiltnisse vorliegen, wie sie fiir
algebraische Funktionenkorper einer Variablen bekannt sind.

Durch Anwendung auf algebraische Funktionenk&rper K einer Variablen
ergibt sich, daB die hier definierte kanonische Klasse des singularititenfreien
Modells V von K mit der im Riemann-Rochschen Satz auftretenden kanoni-
schen Klasse iibereinstimmt. Das geometrische Geschlecht von V erweist
sich als identisch mit dem Geschlecht von K. Hierin hat man die haupt-
sichliche Rechtfertigung fiir die Einfilhrung der Differentialkonstantenkérper
zu erblicken. Bei Verwendung von Differentialformen iiber dem arithmeti-
schen Konstantenkérper 2 gelangt man auf dem hier eingeschlagenen Weg
nicht zur richtigen kanonischen Klasse.

In der Arbeit werden die Grundtatsachen iiber die Differentialmoduln
und die Kdhlerschen Differenten als bekannt vorausgesetzt und oft still-
schweigend benutzt. Sie sind z.B. in [4] zusammengestellt. Die Differenten
werden je nach Redarf als Ideale oder Divisoren aufgefaBt, ohne daB dies
in der Schreibweise unterschieden wird.

Herrn Prof. F. K. ScEMIDT méchte ich fiir seine wertvollen Anregungen
danken, ebenso den Herre Dr. R. BERGER und Dr. H. J. NAsTOLD fiir ihre
freundlichen Ratschlige bei der Abfassung dieser Arbeit.

§ 1. Charakterisierung reguldrer geometrischer Stellenringe
“durch Differentiationen

Es sei k ein beliebiger Kérper der Charakteristik 4> 0 und 4 =F[x,,..., x,]
eine nullteilerireie affing k-Algebra. Fiir jedes Primideal p von A sei A, der
zugehorige Stellenring, dessen maximales Ideal ebenfalls mit beze,lchnet
werde. Das Ziel dieses Paragraphen ist der Beweis von

Satz 1. A, ist genau dann reguliy, wenn sein szferentmlmodul M(A,)
ein freier A,-Modul ist. :

Ein Beweis fiir Ringe A, mit endlichem M(4,) wurde in [4], S. 177,
gegeben, ebenso das Analogon zu Satz 1 im Fall, daB Char. 2 =0 ist. Der
allgemeine Beweis verlduft im Grunde analog, nur daB einige technische
Schwierigkeiten zu iiberwinden sind: Es miissen zunichst einige Vorbemer-
kungen vorausgeschickt werden, auf die auch spiter noch zuriickgegriffen wird.

Es sei A als Polynomrestklassenring von der Form 4 =k[X,, ..., X,]/n
gegeben, wobei der Kernn von den m Polynomen F(Xj,...,X,), ...,
E.(X,, ..., X,) erzeugt werde. Ein Unterkérper ' von k, der simtliche in
den F; (i =1, ..., m) auftretenden Koeffizienten erithilt, heiBt ein Definitions-
korper fiir A. Bekanntlich gilt



58 ErnsTt KUNZ:

Hirrssatz 1. nunk'[X;, ..., X,] ist das von K, ..., F, in R[X;, ..., X,]
erzeugte Ideal. Ist {2} uc ar eine Basis von k diber k', so ist es auch eine Basis
von A diber k'[%, ..., %,] :A:ﬂg)Mk’[xl, s K] %,

Es werden spiter nur noch Definitionskdrper %' mit den folgenden beiden
Eigenschaften auftreten: 1. R#C k', 2. [k": ] ist endlich. Wenn wir in Zu-
kunft von Definitionskérpern sprechen, dann sind immer solche gemeint,.
welche die Eigenschaften 1. und 2. besitzen. '

- HiLrssatz 2. k' sei ein Definitionskorper von A =k[x, ..., x,), {a}ic,
eine p-Basis von k diber k' und es sei ky=Fk[{o}ic/]. Pui. .., Bs sei eine p-Basis
von k' diber K. Dann gilt fiir den Differentialmodul M(A) von A eine Zerlegung:

M(4)=E®F,

wobet E ein endlicher Untermodul von M(A) ist, eraeugt von den Differentialen
dx,...,dx%,, df,, ..., dP,, F ein freier Untermodul von M(A) mit der Basis
{da};e;. E ist isomorph zum Differentialmodul M(A[ky) und F ist isomorph
au A ®, M(kolR?), wo M (koK) den Differentialmodul von ky iiber kP bedeutet.

BEWEIS. B, ..., B, {a;};e; ist eine p-Basis von % iiber £#. Wir schreiben
A=R[By, ..., B, %\ ..., %, {#}se;] als Polynomrestklassenring iiber & in
der Form A Y, ..., Y, X, ..., X,, {Z}ie;)/m. Im Kern m kommen
sicher die Polynome Y/—ff (j=1,...,s) und Zf—«f ({€I) vor, ferner die
Polynome F,(Y;, ..., Y D U Xn) (k=1, ..., m), die man erhilt, wenn
man in den F,(Xj, ..., X,) simtliche Koeffizienten mit Hilfe der p-Basis

Bis ..., Bivon k' iiber k¥ ausdriickt und tiberall 8; durch Y; ersetzt. Die ge-
nannten Polynome erzeugen aber auch m: Denn rechnet man ‘zunichst mo-

dulo dem von den Y?—p? (j=1,...,s) und Zf—«f (i€I) erzeugten Ideal,
sogeht (Y, ..., Y, Xl,.. Xn,{Z’}]mk[X,,..., n]uber dieF (Y, ..., Y,
X;, ..., X,) dabeiin F, (X4, ..., X}).

Fiir den Differentialmodul M (A) = M (A4/k?) ergibt sich hieraus:
s no.
M) =|d aav,0 & 4dX,0 @ adz]/m,
i=1 i=1 i€l

wo M, der von den Elementen Z aag’” de‘f“Z—a—-i'dXi (k=1, ..., m) er-
i

zeugte Untermodul von EB AdY; ® 69 AdX;& EB AdZ,ist. Da die Erzeugen-

den von M, von dZ,; frel smd flndet man

MA)—E®F
mit ‘
s |@4av,® S Aax|/My=3 4dp;+ X adx,
= =R j=1 - i=l

und

izl i€l
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Wegen M (k/k?) :iGEBIkO do; ist F isomorph zu A ®, M(ky/k?). Ferner ist
M(AJk) = M(A)[A dky=M(A)/[F= E. Damit ist Hilfssatz 2 bewiesen.

FOLGERUNG. Fiir jedes A, ist M(A,)=E, ® F,, wo E, ein endlicher
Modul isomorph zu M(A,[k) zst und F, der ]‘rew Modul F EB 4, doc
Ay By, M(ko/R).

Wir benétigen schlieBlich noch den kérpertheoretischen

Hirrssatz 3. Es set K=k{x,..., x,) ein endlicher Evweiterungskorper
von k mit dim% =7. {y,}2e4 s¢i eine p-Basis von k diber k. Dann gibt es

eine p-Basis von K diber K? von folgender Art: Sie besteht aus allen Elementen
vy (A€ A) mit t<n Ausnahmen und t---v weiteren Elementen aus K.

. BEwEs. Es geniigt, den Beweis fiir n =1 zu fiihren.

1. Fall: Es sei K=F (%) und x sei transzendent iiber . Dann ist {yl} 1€4>
¥ eine p-Basis von & (x) iiber & (+7).

2. Fall: x sei separabel algebraisch iiber k. Dann ist % (x) = & (x*) und daher
Jist {y,},e4 auch eine p-Basis von k(x) iiber 4?2 (x?).

3. Fall: x geniige einer irreduziblen Gleichung " —x =0 (x€k). Wir
betrachten zunichst den Fall e=1: x¢k, »’Ck. Dann gilt auch x?4#?,
K CR. Es sei s €Ay, ..., v,]. Wegen x*¢k* kann ein geeignetes der
p-Basiselemente, etwa y; , gegen x* ausgetauscht werden, so dafB3 % Vi oo

y3,] =R, v, ..., v, wird. Es folgt, daB das System Vibrca, 2 ebenfalls
A%2
eine p-Basis von k iiber %* bildet. Da 1, #, ..., *~! eine Basis von k(x) iiber

k bilden, ergibt sich, daB das System {y,};c,, ¥ eine p-Basic von k(%) iiber
A1,

k?(x*) ist. Fir beliebiges e ergibt sich nun :iie Behauptung sofort durch voll-

stindige Induktion, indem man sukzessive die Elemente x?° 1, P

x zu £ adjungiert. :

Fir eine beliebige algebraische Erweiterung %(x) von % ergibt sich die
Behauptung aus dem 2. und 3. Fall.

Wir sind jetzt in der Lage, Satz 1 zu beweisen. Wir wenden Hilfssatz 3
an auf den Quotientenkdrper K=%(x, ..., x,) von A4, und den Restklassen-
korper & =k(%,, ..., %,) von 4,. Als p-Basis von % uber k? verwenden wir
das System {o};e;, B, .-, Bs aus Hilfssatz 2. Nach Hilfssatz 3 diirfen wir
annehmen, daB fast alle «; sowohl in einer p-Basis von K iiber K? als auch
in einer $-Basis von ® uber ®? auftreten, etwa alle o; mit 4 =<4, ..., 5,. Setzt
man Ry=#[{e};si) ---.;), 50 ist der p-Grad von £ iiber ) glelch s —{— ¢ Im
der p-Basis von K iiber K? treten daher auBer den o; mit ¢34, ..., %; noch
s -+¢ +7 weitere Elemente auf, in der p-Basis von & itber & noch s N

weitere Elemente (r =dim%, 7' =dim %) .
Nach der Folgerung aus Hilfssatz 2 ist M(4 o) [E @ EB A doc]

@ 4, du;, woraus unmittelbar E, @ 69 A docr_M( p/ko) folgt M(A)
t:#tl ...,1, .
ist daher genau dann ein freier 4, Modul wenn M(Ayfko) es ist. M(A,fk)

) Teeey
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ist genau dann frei, wenn sein Rang (= minimale Erzeugendenanzahl) mit
dem Rang von M(K/kg) tibereinstimmt. Nach dem Rangsitz aus [4], S. 171,
gilt

Rang M (

) = Rang M (7)+ Rang (blg+ 99 mit q= (v ki[4§]) 4,

M (A,) ist somit genau dann frel, wenn

) Rang (p/q-+ p?) = Rang M (
gilt.

Es sei nun n ein Element von pnko[AS]. Dann ist wegen ko[d%] =
Ab[{xtiwi,, ., ] sicher @ =f({};4; ...i), WO f ein Polynom mit Koeffi-
z1enten aus A,D ist, das in allen Varlablen hochstens vom Grad p —1 ist.
Modulo p erhalt man 0 =f({x};x:, __”,,) wo f aus f entsteht, indem man simt- -
liche Koeffizienten durch ihre Restklassen mod p ersetzt. A4 geht modulo p
in ®” iiber, j hat daher Koeffizienten aus ®*. Nun sind die «;(i <=4, .. A
aber nach Voraussetzung iiber & p-unabhingig, mithin ist f 0. Alle Ko—.
effizienten von f liegen daher in pnALC p?. Folglich ist € p? und daher
q<p?. g kann also in Formel (1) Weggelassen werden.

Wegen ko (K?) = K?[kq) =K”[{a Jisi,..i) ergibt sich nach dem weiter
oben Gesagten Rang M ( :{) p-Grad TR s+¢+47. Die entsprechende
Gleichung gilt auch mit & anstelle von K und 7' anstelle von ». Trigt man
n (1) ein, so erhilt man die gleichwertige Beziehung

ie) —Reme M ()

(2 Rang p/!pzr—-r-—r’zdimﬁ—dim.%—

Diese ist aber mit der Regularitit von 4, glelchbedeutend Damit ist Satz 1

bewiesen.
§ 2. Differentialkonstantenkdrper

Der Modul M(4,) ist genau dann endlich erzeugt, wenn [k*4*] endlich
ist. Bei unendlich erzeugtem M(A4,) wird es fiir das Folgende notwendig sein,
dadurch zu einem endlichen Modul iiberzugehen, daB man einen uninter-
essanten direkten Summanden von M (Ap) abspaltet. Wir definieren daher:

DerFiNitION. Ein Kérper k, mit & CkyCk heiBit Differentialkonstanten-
korper fiir A,, wenn
1. {A, dky> ein direkter Snmmand von M(4,) ist und (4, dk,> = 4, ®,
M (koK)

2. M(Aylko) =M(A,)[{4, dky) endlich ist.
ko heiBt Differentialkonstantenkirper fir die affine k-Algebra 4, wenn Ry
Differentialkonstantenkérper fiir jeden lokalen Ring A4; von 4 ist.

Hilfssatz 2 und seine Folgerung zeigen, daB es fiir jede affine k-Algebra A
einen Differentialkonstantenkorper gibt. Da nach 1. {4, dky) frei ist und
direkter Summand von M(A,) ergibt sich aus Satz 1 nun sofort
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Sat1z 2. Ist ky ein szferentmlkonstantenkorgber fiir A,, so ist A, dann und
nur dann reguldr, wenn M(A (k) frei ist.

Wir  zeigen noch zwei Hllfssatze iiber Differentialkonstantenkdrper:

*HiLrssatz 4. Ist ky ein Dz]‘ferentzulkonstantmkorper eines Stellenringes A,
so ist [R:ky) endlich.

Bewers. Fiir den Quotientenkdrper K=Fk (%, ..., %,) von 4, ergibt sich
nach 2., daB M (K/k,) endlich ist, daher ist K iiber k,(K?) endlich erzeugt.
Wegen KP=FP (%, ..., 2b) ist ko(K?) =ky(#%, ..., #5) und daher ist K iiber
k, endlich erzeugt, folglich erst recht % iiber &,.

HILFSSATZS Gegeben seien endlich viele nulltmlerfreze affine k-Algebren
Ay, ..., A, und ein Korper'k mit B <k Sk und [kh:k]<<co. Dann gibt es stets

einen gemeinsamen D¢fferentzulkonsmnienkor?er ko fiir Ay, .. A mit k,,(k
BeweEls. Essei{x;};¢ 4 eine p-Basis von % iiber 2 und es sei k E[Bu -, B
k' sei ein geméinsamer Definitionskérper fiir 4,, ..., 4,, der auBerdem noch

By, ..., B; enthalte. Dann ist &'[{x;},c 4] =F.. Aus dem System {#1}1e4 kann
eine ;b—Basas {#r}req von k iiber &’ ausgewihlt werden. Der Korper ky=
EP[{#x}res] hat dann nach Hilfssatz 2 alle gewiinschten Eigenschaften.

§ 3. Differentialformen auf abstrakten Varietiten

Essei K=Fk(#,, ..., %,) ein algebraischer Funktionenkérper der Dimensions
iiber & und V ein vollstindiges abstrakies Modell von K|k, d.h. 1. V besteht
aus allen lokalen Ringen von Primidealen von endlich vielen affinen %-Algebren
Ay, ..., 4, mit Q(4,)=K({=1,...,5); 2. Ist R ein beliebiger Bewertungs-
ring von K[k mit dem maximalen Ideal p, so gibt es genau einen lokalen
Ring o aus V, der von R dominiert wird, d.h. fiir genau ein o€V gilt bR
und m=pnp, wenn m das.maximale Ideal von o bedeutet. Der Ring o
heifit dann das Zentrum von R auf V.

DrriniTION. Es sei R ein Bewertungsring von K/k und p sein maximales
Ideal. p heiBt Primdivisor 1. Art auf V, wenn das Zentrum von R auf V die
Restklassendimension 7 — 1 hat*). Unter, der Divisorengruppe von V verstehen
wir die freie multiplikative Gruppe, die von den Primdivisoren 1. Art auf V
erzeugt wird.

Das Zentrum o von R auf V ist der lokale Ring eines minimalen Prim-
ideals eines Ringes A;. Es sei A; die ganze AbschlieBung von 4, in K. Dann
folgt: R ist der lokale Ring eines minimalen Primideals von A}, also ein
diskreter Bewertungsring.

DerinitioN. Ein Unterkorper %, von % heiBt ein Differentialkonstanten-
kirper fiir V, wenn k, Differentialkonstantenkorper fiir alle lokalen Ringe
von V und fir alle Bewertungsringe von Primdivisoren 1. Art auf V ist.

Aus Hilfssatz 5 folgt sofort, daB V immer einen Differentialkonstanten-
kérper besitzt, weil alle in der Definition genannten Ringe aus endlich vielen

%) d.h. der Restklassenkérper des Zentrums soll iiber 2 den Transzendenzgrad r—1
haben. '
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affinen k-Algebren hervorgehen. Die Differentialmoduln M(R/k,) und M (vo[k,)
der Bewertungsringe R von Primdivisoren 1. Art auf ¥ und der reguliren
lokalen Ringe o€V sind dann endliche freie Moduln. Der Differentialmodul
M(K|/ky) des Korpers K entsteht aus diesen Moduln, indem man sie tensoriell
tiber R bzw. p mit K multipliziert. Bezeichnet d die Differentiation von K
iiber &;, so kann also M (R/koj mit dem Modul (RAR> M (K/k,) identifizieft
werden, entsprechend M(o/k;) mit (o d o). Anders ausgedriickt: Die Diffe-
rentiation von R tiber %, bzw. von v iiber %, ist die Einschrimkuang der Diffe-
rentiation von K iiber %, auf R bzw. p.

Es sei duy, ..., du, eine Basis von M(K/ky) iiber K. A(K|/k,) bezeichne die
duBere Algebra von M(K|ky). Ihre Elemente w lassen sich eindeutig in der
Form

e\ w=xg+ 2, % du; A Adu, (%0, %:, .5, € K)

£y o <

15518
schreiben. Wir nennen’ o eine Differentialform von K diber ky. Ist w in
‘duy, ..., du, homogen vom Grad ¢, dann heiBt o eine Differentialform g-ter

Stufe. Die Elemente von K sind die Differentialformen O-ter Stufe, die
Elemente des Differentialmoduls M(K|k,) die Differentialformen 1. Stufe.
Unter den Differentialformen hichster Stufe verstehen wir die i-ter Stufe, die
alle von der Form x - duy A --- Adu, (x € K) sind. Fiir ¢>> ¢ ist jede Differential-
form g-ter Stufe gleich 0.

Wir wollen die Differentialformen auf V' untersuchen. Zu diesem Zweck
ordnen wir jeder Differentialform @ zunichst fiir jeden Primdivisor 1. Art
auf V einen Wert zu. ,

DEeFINITION. Es sei R der Bewertungsring eines Primdivisors 1. Art auf V.
Elemente m,, ..., 71, -aus R heiBen ein System uniformisierender. Pavameter von
R iiber ky, wenn dmy, ..., dm, eine Basis von M(R/k,) bilden.

Ein solches System uniformisierender Parameter gibt es offenbar immer.
dmy, ..., dmx, bilden dann auch eine Basis von M(K/k,) iiber K, weshalb jedes
Element w € A(K/%,) auch eine Darstellung (1) mit » anstelle von # besitzt.

. DEFINITION. 0 € A(K[R,) sei mit Hilfe der uniformisierenden Parameter
7y, ..., 7 fiir R iiber &,y in der Form (1) dargestellt. » sei die'zu R gehorige
Bewertung. Dann ist

1<s<t
Es ist zu zeigen, daB diese Definition unabhingig ist von der Wahl der
uniformisierenden Parameter von R iiber %,. Es sei @y, ..., n, ein weiteres

solches System. Dann gilt
{dny,....dm}={dm,,...,d7}- P
mit einer #reihigen unimodularen Matrix P mit Koéffizienten aus R. Es sei
o=wro+ 2 %, i dri A Ado] (0, %i, i, € K).

iy o g
1<s=¢
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Man sieht sofort, daB sich x, und die x; __;, linear durch », und die »; _;
mit Koeffizienten aus R ausdriicken lassen. Mithin ist

13’[11; {r (20), v(x,l ,_‘)12 Mm {v o), ¥ (i, 4,)}-
l1Ss$t 13531

Aus Symmetriegriinden gilt auch die umgekehrte Ungleichung. Damit ist
bewiesen, daBl die Definition sinnvoll ist.

SATZ 3. v durchiaufe alle Bewertungen, die zu Primdivisoren 1. Art auf V
gehdren. =0 sei eine Differentialform von K diber ky. Dann gilt viw)=
fiir fast alle ».

Beweis. Wir betrachten zunichst alle Primdivisoren 1. Art auf V, deren
Bewertungsringe lokale Ringe eines minimalen Primideals aus einem festen 4;
sind. 4] ist ein endlicher Erweiterungsring von %q: A;=Fkg[y1, ..., Y. Fiir
die genannten Bewertungsringe R gilt daher: M(R/%,) wird von dy,, ..., d¥y,,
erzeugt. Nun kann man aus einem Erzeugendensystem von M(R/k,) immer
eine Basis von M(R/k,) auswihlen, also aus ¥, ..., ¥,, ein System uniformi-
sierender Parameter von R iiber k,. Dazu gibt es nur endlich viele Méglich-
keiten. Um die Werte von o fiir die Primdivisoren 1. Art auf ¥ zu bestimmen,
geniigt es also, endlich viele Darstellungen (1) von o zu: betrachten. Fiir
Elemente » aus K ist bekannt, daB »(x) =0 ist fiir fast alle v. Daraus folgt
nun die Behauptung von Satz 3. '

Wegen Satz3 kann jeder Differentialform w € A(K/k,) ein Divisor (w)
zugeordnet werden: Durchlduft p alle Primdivisoren 1. Art auf .V, w, die
zugehdrigen Bewertungen von K iiber %, so ist (w)= [] p"p(@.

DeriniTiON. Eine Differentialform w von K tiber k?, heiB3t von 1. Gattung
auf V, wenn (w) ein ganzer Divisor ist, d.h. »(w)=0 fiir- alle ».

Gleichbedeutend damit ist: Fiir jeden Bewertungsring R eines Primdivisors
1. Art auf V ist w ein Element der duleren Algebra A(R[%,) von M(R[k,).

Ist R ein beliebiger Unterring von K, so bezeichnen wir mit A*(R/k,)
den R-Untermodul aus A(K/k,), der von 1 und allen Differentialformen
dr; A---ady; mit 7;, .. r,‘ER (i< <zs, 1<s5<14) erzeugt wird. Ist R
Bewertungsring eines Pr1md1v1sors 1. Art auf V oder ein regulirer lokaler
Ring von V, so ist A*(R[ky)=A(R/k,).

DEeFINITION. Ist @ eine Differentialform von K iiber %, und R ein Be-
wertungsring von K iiber & oder R=p0€V, so heilit w regulir fiir R, wenn
o € A*(R/k,) ist. w heiBt regulire Differentialform von K{ky, wenn « regulir
ist fiir jeden Bewertungsring R von K/k. w hei3t regulir auf V, wenn o fiir
jedes p €V reguldr ist.

Ist w reguldr auf V, so ist w auch eine reguldre Differentialform von K/k,,
weil es zu jedem Bewertungsring R von Kjk ein o€V mit sCR gibt. Eine
regulire Differentialform von K/k, ist auch von 1. Gattung auf ¥. Daher
ist ,regulir auf V* der stirkste, ,,von 1. Gattung auf V*‘ der schwichste
unter den drei Begriffen.
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DeriniTioN. Elemente my, ..., m,€0 €V heilen ein System wuniformisie
vendey Parameter fiir o beziiglich 2y, wenn (o do) ein freier 0-Modul mit der
Basis dxny, ..., dm, ist.

Satz 4. Ist o ein reguldrer Ring von V, dann besitzt er ein System umifor-
‘misierender Parameter beziiglich k.

Denn in diesem Fall ist {9 do)=M(o/k,) ein freier Modul, der dann auch
eine aus Differentialen bestehende Basis besitzt.

SaTz 5. V sei singularitiitenfrei (d.h. jedes v €V sei regulir). Dann st
jede Dif]‘erentmlform 1.-Gattung auf V auch vegulir auf V.

Bewes. Da jedes 0 € V reguldr ist, ist es insbesondere ganz abgeschlossen
Die Bewertungsringe R von Primdivisoren 4. Art auf V, die p umfassen,
entsprechen daher umkehrbar eindeutig den minimalen Primidealen von p
und sind die Quotientenringe von o nach diesen Idealen. Ferner gilt b= ﬂ R.

Ty e, T se1 ein System uniformisierender Parameter fiir o bezughch k
Dann ist es auch ein System uniformisierender Parameter fiir jedes R mit
DCR da R ein Quotientenring von o ist. Es sei

W = 0¢ -+ Z Q.. z, A A dT, (Qo,Qi,...-;,eK)

i< iy
1=sst

von 1. Gattung auf V. Dann ist gy, ¢;, ;ER fiir alle R, mithin auch Qo>
0i,.. s,cﬂ— ﬂ R; womit e als reguldr auf V erkannt ist.

FOLGERUNGEN 1. Besitzt der Funktionenkorper K|k ein singularititen-
freses wollstindiges Modell wnd ist ky ein Differentialkonstantenkirper von V,
so sind die Begriffe ,yegulire szfermtmiform auf V diber ko', ,regulire Diffe-
rentialform von K|k, und , Differentialform 1. Gattung auf V'“ dquivalent.

2. Ist V ein singularititenfreses, V' ein beliebiges vollstindiges Modell von
K[k und k, ein gemeinsamer Differentialkonstantenkérper von V wund V', so
ist eine Dzﬁerentmlform von K[k, die von 1. Gattung auf V ist, auch von
1. Gattung auf V'.

Es sei V ein beliebiges vollstindiges Modell von K/ und k, ein Differential-
konstantenkérper von V. Wir betrachten die Differentialformen héchster
Stufe von Kjk,. Da sie einen zyklischen K-Modul bilden, bestehen ihre
Divisoren auf V aus allen Divisoren einer Divisorenklasse. Wir zeigen

SATz 6. Die Klasse der Divisoren auf V der Differentialformen hichster.
Stufe von K dber Ry hingt nicht vom Differentialkonstantenkorper ky ab.

Beweis. Es seien k, und %, zwei Differentialkonstantenkdrper fiir V. Nach
Hilfssatz 4 ist [k:k,] und [%:%;] endlich. «,...,«, sei eine p-Basis von k&
iiber kg, By, ..., Bs eine p-Basis von k tiber ;. V sei die Menge aller lokalen
Ringe der Primideale der affinen k-Algebren 4,,..., 4,,, deren ganze Ab-
schlieBungen mit 4, ..., 4, bezeichnet seien. Dann gibt es einen gemein-
samen Definitionskérper &2 von4,, ..., 4,,,4,, ..., 4,,, der iiberdies o, ..., «,,
Bi, ..., B, enthilt. Es folgt 2 ky=~k"k =k. Aus jeder p-Basis von %, bzw. &,
iiber k? 148t sich daher eine p-Basis {#{®"} bzw. {4} von % iiber £’ auswahlen.
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Nach Hilfssatz 2 sind dann die Korper ko= [{(®}] und k; = k? [ {V}] selbst
Differentialkonstantenkérper von V und es ist kS k, und k1 <k, Es geniigt
daher, den Beweis fiir die folgenden beiden Fille zu fithren:

a) k, ist in &, enthalten,

b) &, und k, sind zwei Differentialkonstantenkdrper der Art, wie sie in
Hilfssatz 2 auftreten, die zum gleichen Definitionskérper &' gehoren.

a) Es sei #, ..., 7, eine p-Basis von £, iiber 2, und R der Bewertungsring
eines Primdivisors 1. Art auf V. d sei die Differentiation von K, 4, die von
K iiber k,, d, die von K iiber k,. Aus der Definition des Differentialkonstanten-
korpers und Satz { folgt dann

MR)=<(RAR)=E & EB  Rdn; ® (Rdky),
wo E ein endhcher freier R-Modul ist, der isomorph zu M(R/,) ist, wihrend

(R/k J=E® @Rdn, ist. Bildet d, 7, ..., 47, eine Basis von M (R/k,), dann
ist doy, ..., Aoy, dogty, ..., dyn, eine Basis von M(R/k,). Ist dix;,...,d\ %,
eine Basis von M(K/k,), so ist dyx,, ..., do%;,~dgny, ..., dyn, €ine Ba51s von
M(K]ky). Die Determinante der Ubergangsmatnx von der Basis {dy %y, ..., dy%;,
doy, +-., dyn} zur Basis {dom, .., Aoy, dytyys ..., dyn} von M(K[ky) stimmt
mit derDetermmante der Ubergangsmatrlx von{d x,,...,dyx}zu{dy 7y, ..., dy,}
iiberein. Hieraus ergibt sich, daB die Divisoren der Differentialformen
doxy Ao AdgxgAdgn A+ Ady, und &, % A - - A dy %, (bereinstimmen,

b) Hier ergibt sich aus Hilfssatz 2 sowie Satz 1
' M(R)=<RAR) =Ez® (Rdky)>=Er ® (Rdk)

mit einem endlichen, freien R-Modul E, der nach Hilfssatz 2 eine aus Diffe-
rentialen bestehende Basis besitzt. Wir zeigen zunichst: Die Moduln Ej, aller
Bewertungsringe R der Primdivisoren 1. Art auf 7 erzeugen in M(K) alle
denselben K-Modul K - Ex=EFE. Dies ist auf Grund von Hilfssatz 2 klar fiir
zwel Bewertungsringe, die Quotientenringe derselben affinen k-Algebra sind.
Es seien nun R und R’ zwei beliebige Bewertungsringe von Primdivisoren
1. Art auf V und o bzw. o’ ihre Zentren auf V. Dann liegt o in einem affinen
Modell ¥, von V und o’ in einem affinen Modell ¥, von V. Der Durchschnitt
V,~V, ist nicht leer (weil K€V,, V') und daher selbst ein abstraktes Modell
von Kjk (vgl. [2], II, Satz1). Es gibt daher einen Primdivisor 1. Art auf
* V, dessen Zentrum auf V,~V, liegt. Sein Bewertungsring sei R”’. Dann sind
R und R” sowie R’ und R” jeweils Quotientenringe einer affinen k-Algebra.
Es folgt K-Ex=K -Ep» und K- Egp=K - Ep., also K - Eg=K - E q.e.d.

dy sei die Differentiation von K iiber k,, 4, die von K iiber %,. Istdx,,...,dx,
eine Basis von E, dann ist d;x,, ..., d;x, eine Basis von M(KJk,) (i=0, 1).
Ist dmy, ..., dm, eine Basis von Ep, so ist dm,,...,d;n, eine Basis von
M(R[R;) (i=0,1) Aus dx A - rdxy=sn-dmyan--- ndm, folgt d;xy A Ad; 2=
%-d;m Ao Ad;m (6=0, 1). Daher stimmen die Divisoren von dyx; A --- A dy %,
und d, %, A -- - Ad, %, liberein.
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DerinrtioN. Die nach Satz 6 von der Wahl des Differentialkonstanten-
koérpers &y von ¥ unabhingige Klasse der Divisoren der Differentialformen
héchster Stufe von K iiber %, heiBt die kanonische Klasse von V.

_ Es sei & die algebraische AbschlieBung von % in K. Die Differentialformen
héchster. Stufe von K iiber k,, die von 1. Gattung auf V sind, bilden einen
k-Modul, der isomorph ist zum A-Modul aller Vielfachen eines Divisors aus |
der kanonischen Klasse. Von letzterem ist bekannt, daB seine Dimension iiber
% endlich ist.

DeriNiTION. Die Dimension des 2-Moduls der Differentialformen hochster
Stufe von K iiber %;, die von 1. Gattung auf V sind, heiB3t das geometrische
Geschlecht von V. Es wird mit p,(V) bezeichnet.

Nach Satz 6 héngt p,(V) nicht vom Differentialkonstantenkérper k,von -
V ab. Ist V ein singularitidtenfreies, V' ein beliebiges vollstindiges Modell
von K|k so folgt p, (V)< p,(V’) nach Satz 5, Folgerung 2. Zwei singularititen-
freie vollstandige Modelle von K[k haben also immer das gleiche geometrische
Geschlecht.

DeFiNiTION. Unter dem geometrischen Geschlecht p,(K[R) von K idiber k
werde das Minimum aller p,(V) verstanden, wo V alle vollstandlgen ab-
strakten Modelle von K/k durchlduft.

Existiert ein-singularititenfreies vollstindiges Modell V' von K/k, so ist
D (K[Ry=p,(V). Es wird sich spiter zeigen, daB das hier eingefithrte geo-
metrische Geschlecht p,(K/k) fiir einen Funktionenkérper K einer Variablen
_iiber 2 mit dem im Riemann-Rochschen Satz auftretenden Geschlecht von K
iibereinstimmt. '

§ 4. Verallgemeinerungen der Riemannschen Formel

Ist K ein separabel erzeugbarer algebraischer Funktionenkorper einer
Variablen iiber £ und x ein separierendes transzendentes Element von K/&,

dann gjlt fiir den Divisor des exakten Differentials dx bekanntlich (dx)=

D ( k‘ﬁ)) - 1,2, wo b die (Dedekindsche) Differente bedeutet und n, den Nenner-

divisor von x (vgl. [3], S. 110). Im folgenden Satz wird eine Verallgemeine-
rung dieser nach RIEMANN benannten Formel gegeben.

Satz 7. Es sei K ein algebraischer Funktionenkorper diber b und V ein
vollstindiges abstraktes Modell von Kfk. ky set ein Differentialkonstantenkirper
von Vund dxy, ..., dx, eine Basis von M(K|ky). p durchlaufe alle Primdivisoren
1. Avt auf V, R dze augehorigen Bewertzmgsrmge Fiiy 7edes p ser gy= 41
so bestimmt, daf x‘wER ist (i=1, ...,'t). Ferner sei n,, der Nennerdivisor von
%; (f=1,...,1) und b; bezeicime die j-ta Kihlersche Differente. Dann gilt fitr
den Divisor der Differentialform dx, n---Adx; (5;<ip<<---<i,, 1=sZ0) die

Formel
.......... .———-Rp
Do )

(dx; A Adx; )= R M
' ’ ' nxt nxis
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BEWEIS. m, ..., 7; sei ein System uniformisierender Parameter von R,
beziiglich k,. Wegen d 31, ..., d xjP€d R;, gilt dann

{dx, ..., dxw}={dmy, ..., dm} - P

mit einer ¢-reihigen quadratischen Matrix P mit Koeffizienten aus R,,. Driickt
man nun &x5iP A--- Adx i durch die dz; A--- Adm;, aus, so erhilt man als
Koeffizienten bis aufs Vorzeichen gerade alle s-reihigen Unterdeterminanten,
die sich aus den 7-ten, ..., i,-ten Spalten der Matrix P bilden lassen. Es ist
dann w,(dxap A Adx;ww) gleich dem Minimum der Werte dieser Unter-
determinanten.
L ‘ R - R . .

Andererseits gilt M (EE;W) =M (—k;f) / dxfiw, ..., dx7p) und

M (%E) ist ein freier R,-Modul mit der Basis dn,, ..., dm,. Die Kahlerschen

0
Differenten von R, iiber ky[x4¥, ..., x%p] berechnen sich daher nach ihrer

Definition aus den Unterdeterminanten der Koeffizientenmatrix, mit der man
dxjip, ..., dxJ» durch dm,, ..., dm, ausdriickt. Die s-reihigen Unterdetermi-
nanten liefern die Differente b,_,. Damit ist gezeigt, daB die p-Komponente

des Divisors von d x5 A - - Ad xisp mit b, (5 | iibereinstimmt.
' Ry [27F, ..., 247]

Y

Wegen d x 1= — x72 d x folgt nun sofort
dx; A Al =+ AR e TR Al A Ad g,
Hieraus ergibt sich unmittelbar die Behauptung von Satz 7.

Bemerkung. Satz 7 gilt natiirlich auch fiir Char. k=0 mit ky=%.

Man kann auch den Differentialformen von K iiber dem arithmetischen
Konstantenkdrper % in analoger Weise wie den Differentialformen von K
iiber einem Differentialkonstantenkodrper k, fiir jeden Primdivisor 1. Art auf
V einen Wert zuordnen. Ist dx,, ..., dx, eine Basis von M(KJk), so wird"
— vy (d % A--- Ad ;) definiert als das Minimum aller y mit §” - (dx;A--- Ad %) S
RpdRyA---AdR,. Fiir den hierdurch gegebenen Divisor der Diiferentialform
dxy A--- Adx, bewies F. K. ScaMIDT die Formel (unveréffentlicht)

(Y
£ -1
p R{A51P, ..., xjty]
R
llbt it 2 'n?q""'ni,
© k

wobei die Bezeichnungen sinngeméf wie in Satz 7 zu wihlen sind. Die durch
diese Differentialformen gegebene ,,kanonische Klasse' erweist sich jedoch im
Fall algebraischer Funktionenkérper einer Variablen als nicht identisch mit
der kanonischen Klasse des Riemann-Rochschen Satzes.

F. K. ScamipT weist mich noch darauf hin, da8 die Differente

(—s“R‘Le—> eine Schachtelung der folgenden Form gestattet:
By [#710, ..., x5t0) ;

dxyn-- Adx)=

>

Ry - R P,
(it vt~ () oo (oot
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Hierbei ist E, der zu p gehdrige Bewertungsring von &y (%, ..., %,). Der Beweis
fiir diese Tatsache ergibt sich aus der Fortsetzungstheorie der Derivationen.
Die Formel liefert eine genauere FEinteilung der Primdivisoren, die in
(dxy A - Adx) aufgehen, als es nach Satz 7 méglich ist.

§ 5. Anderung der kanonischen Klasse
bei endlich algebraischer Erweiterung des Funktionenkérpers

Es sei K[k ¢in algebraischer Funktionenkérper, V ein vollstindiges Modell
von K/fk. L sei ein endlicher algebraischer Oberkdrper von K und ¥V’ das
abgeleitete normale Modell von ¥ in L, d.h. ist ¥ die Menge aller lokalen
Ringe von Primidealen der affinen %-Algebren 4, ..., 4,, so ist V' die Menge
aller lokalen Ringe von Primidealen der ganzen AbschlieBungen Ayj, ..., A
der A, in L (vgl. [I]). Das-Ziel dieses Paragraphen ist die Herleitung eines
Zusammenhangs der kanonischen Klassen von V und V7.

Ist p ein Primdivisor 1. Art auf ¥, so erhélt man durch die Fortsetzungen
seiner Bewertung auf L Primdivisoren §,,..., B, 1. Art auf V’. Auf diese Weise
bekommt man auch alle Primdivisoren 1. Art auf V'. Sind ¢, ..., ¢, die
Verzweigungsexponenten der B, iiber p, so wird p auf V' der Erweiterungs-
divisor PBit-:-- -P%* zugeordnet. Es ist klar, was unter dem Erweiterungs-
divisor % auf V' eines beliebigen Divisors a von ¥V zu verstehen ist.

Wir fithren die Untersuchung in zwei Schritten durch, indem wir zuerst
separabel algebraische Erweiterungen studieren, dann rein inseparable Er-
weiterungen. .

a) Separable algebraische Erweiterungen

Es sei £, ein gemeinsamer Differentialkonstantenkdrper von ¥V und V.
Ferner sei M(K/k)=K dx, ®-.-® Kdx,. Ist L separabel algebraisch iiber K,
dannist M (L/kg)=Ldx, @ ---® Ldx,, wobei die Differentiation d: L —M (L|k,)
Fortsetzung der Differentiation d:K->M(K/k,) ist. Um die Anderung der
kanonischen Klasse zu iiberblicken, geniigt es daher, den Divisor wvon
dxyA---adx, auf V mit dem von dx, A---Adx, auf V' zu vergleichen. Es
sei Sg der Bewertungsring eines Primdivisors 0§ 1. Art auf V' und R,=Sgn K.
My, ..., sei ein System uniformisierender Parameter von Sy iiber %,
01, ---, 0, €in System uniformisierender Parameter von R, tiber %, ‘und es
geltedo, A Adg,=s-dm A+ Adm;. Dannist s die Determinante der Matrix
mit Koeff1z1enten aus Sg, mit der man dg,, ..., dg, durch dny, ..., dx, dar-
stellt. Wegen M(Sm/R V2 M (Sqlko)/{Spd R, > =M(Sg/kg) <oy, ..., dp;y er-
zeugt s auch die 0-te Kihlersche Differente b, (Sg/R,). Fiir die 5-Komponenten
der Divisoren von dg,A---Adp, und dmy A+ A dn, auf V' ergibt sich

(dosn- Adg)y= bo( )(dzrl - ndm)p.
Aus
dxyn-ndxy=2x-do, A -Ado,=x-S-dagA---AdT,
tolgt

vy (day A-ee A d ) =g (%) +vm<bo<%‘:)).
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Hieraus folgt nun sofort

Satz 8. L sei separabel algebyaisch diber K. Ist ¥ ein Divisor aus der
kanonischen KlassevonV, & sein Evweiterungsdivisor anf V', soist { - H by (Sp/Ry)

ein Divisor der kanomschen Klasse von V'. Daber ist das Produkt siber alle
Primdivisoren 1. Arvt auf V' zu evstrecken.

Wir schreiben J] b (Sg/R,) =9, (V'/V) und nennen b, (V'/V) die O-te
m -

Kihlersche Differente von V' itber V.,

b) Differentialformen und Tatesche Spur

Bevor wir zu inseparablen Korpererweiterungen iibergehen, leiten wir einen
Zusammenhang zwischen den Differentialformen und der sog. Tateschen Spur
her.

Wegen M (K/ky)=Kdx,® ---® Kdx, bilden x,, ..., z, eine p-Basis von K
iiber K' =k, (K?). Wir setzen Ky=K', K,=K'[,], ..., K,=K'[%,,-.., ,]=K.
R sei der Bewertungsring eines Primdivisors p 1. Art auf V, R, sei der Be-
wertungsring von p in K, (=0, ...,t). Wegen [K K, ,]=p ist K, tiber
K;_, bei », entweder unverzweigt oder reinverzweigt. In jedem Fall folgt,
daB R;iiber R, ; von einem Element y, erzeugt wird: R,=R,_,[v,] (i=1, ...,%).
Da R=Ry[vy,, ..., ;] ist, bilden v,, ..., ¥, ein System uniformisierender Para-
meter von R iiber &,. '

Essei xi:g”—;—g”yi—}—---—}—Qi,“l,iyf‘lmit 0;,;€K;_,(¢=1,...,#). Danngilt

ax; —(Qlt+2021yt+ +(¢ )Qp 11y1 )dyz+

+dooitvidoyit -y o,y -
Wir setzen

01i T 200:Y; o+ B —1) @p1,: ¥ =Dy, ;.
Dady,, ..., dy,_, eine Basis von K ;1 @K ;_y bilden, ergibt sich
Ax;= Dy %) - dy;+ ;89 + -+ sy Ay, mit x, €K (i=1,...,8).
Es folgt
(1) dx]/\-‘-~/\dx,z_ﬁ(Dyixi)_-dylA--~Ady,.

i=1

Die Elemente 1, #;, ..., /7! bilden eine Basis von K iiber K,;_,. Unter
der Tateschen Spur o,, von K, iiber K; ; versteht man die lineare Abbildung
0, K,—K,_,, die jedem Element sx=1;+ 2,4+, 158 CK; (¢, ...,
%1€ K; ;) das Element o, (x)=x, ;€ K,; ; zuordnet. Wir bestimmen die
o,-Differente von R; iiber R;_,. Dazu haben wir zuniichst den Komplementir-
modul E; von R, zu bestimmen. Da 1, y,, ..., 7! eine Basis von R; iiber
R;_, bilden, findet man eine Basis z, ..., z,_; von E; iiber R, ; durch Auf-
losung des Gleichungssystems

Oy, (zf- yf) =0,,-
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Wenden wir die Transformationsformel von TATE an (vgl. [6], Satz 1), so
erhalten wir

Oy (zy ) 3’?) - U;v; (z;l ‘ yf ) (Dyi xi)l_p) .
Aus der Definition der Tateschen Spur ergibt sich nun sofort, da8
z= Dy 2 TN (=01, 1)

eine Losung des Gleichungssystems ist. Daher ist E;=(D, x)*~*- R,. Fir
die o,-Differente b, von R; iiber R; ; folgt hieraus

@) b;= (D), %) R;.
Es sei nun ¢: K — K’ die lineare Funktion, die durch
o) =0,00,0--00,(x) firallexcK

definiert wird. Fiir die mit Hilfe dieser Linearform gebildete Differente b
von R iiber R, gilt der Schachtelungssatz (vgl. [5], Satz 1)

13
b = I] bi'
i=1
Aus (2) folgt
|3
®) b= 11 (D, %' R.

(3) und (1) ergeben zusammen

SATZ 9. b sei die mit Hilfe der Linearform o=o0,0---o0,, gebildete Diffe-
vente von R diber Ry. Dann ist d=(dx A~ - Adx); 7, wo ([dxy A~ Ad ), die
p-Komponente des Divisors (d 2y A --- A d x,) bedeutes.

¢) Inseparable Erweiterungen vom Grad p

Es sei L=K(x) mit ®*€ K, x¢ K. ¥ sei ein gemeinsamer Definitions-
korper der affinen k-Algebren 4, ..., 4, und A3, ..., A, deren lokale Ringe
gerade V und V' ausmachen. {xu}“e u Sel eine p- Ba51s von % iiber k2. Wir
wihlen als gemeinsamen Differentialkonstantenkérper von V' und V' den
Korper ky=A? [{#,Jueu]. Wegen LPCK gilt K?[{n,}]="Fko(K?) SLP[{2,}]=
ko (LP)SKCL. Wir zeigen zunichst, “daB die x, iber L? p-unabhingig sind
(dann natiirlich auch jiber K?). Es sei A'=Fk [xl, ..., x,] einer der Ringe 4;.
Nach Hilfssatz'1 sind die x, (u €M) iiber £'[%,, ..., %,] p-unabhingig. Dann
sind sie aber auch itiber L'=#%'(x;, ..., x,) p-unabhingig und wegen IP=
B (t, ..., #0) <L auch iber L?. Es folgt

L[] = K[} [#] mit #¢K’[{x}].
Hirrssa1z 6. Es sei S der Bewertungsrmg eines Primdivisors 1. Art auf
V' und R=S~K. Dann ist SoL?[{n,}]= S?[{x,}] und R K?[{x,}]=R?[x,}].
BewEels. Wir zeigen die erste Gleichung, die zweite ergibt sich genau so.
Ssei Quotientenring von 4’ =k [%y, ..., %,]und S'= Sr\L'rth'—k’(x], e Xy )
Wir zeigen zuerst: S=5'[{x,}]. Da S? und #' in S’ enthalten sind, gilt
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SPLk, %y, ..., %,]=SP[K, %1, .., 2, ) [{%, ]SS [P0 }]. s€k[x, ..., %,] seiein
Element der Nennermenge von S. Dann ist slﬁ €S*. Wegen P 1€ k[xy, ..., %,]

ergibt sich i— €Sk, %y, ..., %,]. Es gilt daher SCS[{x,}] und da die umge-

kehrte Inklusmn trivial ist, folgt S=5'[{»,}]. Die », (u€M) sind iiber S’
p-unabhingig, da sie iiber L’ p-unabhingig sind.

Als nichstes zeigen wir, daB es Elemente v, ..., y,€ S’ gibt, die iiber S*
p-unabhingig sind, so daB S’=S?[y,, ..., y;] gilt. Es ist ndmlich L’ eine
endliche, rein inseparable Erweiterung des algebraischen Funktionenkdrpers L?,
weshalb fiir $’ und S? wie in b) fiir R und R, geschlossen werden kann.

Es ergibt sich S=S?[{x,}, %1, ..., ], wobei die Elemente des Systems
{%.}, 1, ..., ¥; p-unabhiingig iiber S” sind und daher auch eine p-Basis von
L iiber L? bilden. Es sei nun s€ SnL? [{%.}]. Dann besitzt s als Element
von L?[{x,}] eine Darstellung s=/({x,}), wobei f ein Polynom mit Koeffi-
zienten aus L? ist, das in allen Variablen vom Grad <p—1ist. Als Element
von S besitzt s eine Darstellung s=g(y,, ..., %, {#,}), wo g ein Polynom
mit Koeffizienten aus S? ist, das in allen Variablen vom Grad sp—1 ist.
Durch Koeffizientenvergleich folgt hieraus sofort, daB alle Koeffizienten von
fin S? liegen. Also ist SANL?[{x,}]<S?[{»,}]. Da die umgekehrte Inklusion
trivial ist, folgt die im Hilfssatz behauptete Gleichheit.

Es sei #y, ..., 4,, eine p-Basis von K iiber k,(L?)=L?[{x,}]. Dann ist
%, %y, ..., %_y eine p-Basis von L iiber ky(L?) und %4, ..., £,_,, #? eine p-Basis
von K iiber ko (K?). d’ sei die Differentiation von L iiber ,, d die von K iiber
ky. Wir vergleichen die Divisoren der Differentialformendx; A---Ad %, A d 57
auf Vund d'xad 2 A - Ad' %,y auf V7.

Zu diesem Zweck betrachten wir die mit Hilfe der nichttrivialen Linear-
form op00,0-.-00,_ oo, gebildete Differente von S iiber SnK?[{x,}]=
R?[{x,}], wobel dle o ]ewells Tatesche Spuren sind. Den beiden Zerlegungen

O,»0 (O-xl -0 O'x,_l o Ux) = (pro Ux, @0 Gx,_l) 00,

entsprechen nach dem Schachtelungssatz Zerlegungen der Differente von
folgender Form

@ > (S b Zateea) — () b(m[l: )

Es sei §§ der Primdivisor von S, p der von R, Dann gﬂt nach-Satz 9:

b (—S—) =@ xAd' B A Ad x,,_l)%f"’,

SP{{x, 1 .
R R
] (m} =(da A-Adx_ A dxp)lﬁ .p-
T Dewelsen Jeiat, da (;:Exﬂg) S=2 (%)ﬁ ist. Wie unter b) gezeigt,
.u

gilt S=R[y}]=RO®R.y®...®R.y*~ und b(S/R)= (D, #) 1-?. S. Es folgt
SP ] =R [{,}][¥"), wo 1,97, ..., (3%)P"* eine Basis von SP[{x,}] iiber
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R?[{»,}] bilden. Folglich ist

SP]\. o (D, 40P . S — 1t ¢ o (S
b(RPuxﬂ}J)S (Dyp o)t S = [(D, )" *P- S =[] .

Aus (4) folgt somit:
@ xAd A Ad % 35D (%)p = (—;—) @xn--Adx_nd2?)P,

wo unter (dx; A -+ Adx,_; AdxP)g die P-Komponente des Erweiterungsdivisors
von (dx;A---Adx,_; ndx?) zu verstehen ist. Es folgt

(d'xAd'xlA'---/\d,xt_l)gp‘:b(—;—)'(dxlA---Adxt_lAdxp)gB.

Daher unterscheiden sich der Divisor von d'xAd’ 2 A ---Ad' x,_ auf V' und
der Erweiterungsdivisor vondx; A +-- Ad %,y Ad#* auf V' nur um [ 5(Sg/R,),
P

wo 5 alle Primdivisoren 1. Art auf 7’ durchlduft und Sg und R, die zuge-
horigen Bewertungsringe in L und K bedeuten. Wirsetzen [ | b (Sg/R,) =5 (V'[V)
: B

und nennen diesen Divisor die ¢,-Differente von V' tiber V. Bildet man eine
o-Differente p (VV’/V) beziiglich einer beliebigen nichttrivialen Linearform ¢ von
L iiber K, so unterscheidet sie sich von der mit Hilfe der Tateschen Spur o,
gebildeten Differente nur um den Divisor eines Elements aus L (vgl. [5],
S. 421). Ist daher f ein beliebiger Divisor der kanonischen Klasse von 7,
 sein Erweiterungsdivisor auf V' und b (V’/V) die beziiglich einernichttrivialen
Linearform von L iiber K gebildete Differente von V' iiber V, so ist &+ d(V'/V)
ein Divisor der kanonischen Klasse von V.

d) Beliebige endlich algebraische Erweiterungen

Im Fall einer endlichen separablen algebraischen Erweiterung L von K
ist bekannt, daB die 0-te Kihlersche Differente by (V'/V) mit der Dedekindschen
Differente d(V'/V) iibereinstimmt. Diese ist die mit Hilfe der gewshnlichen
Spur ¢ gebildete o-Differente. In Satz 8 darf dahér b, durch eine beliebige
g-Differente b ersetzt verden. Zusammen mit ¢) und dem Schachtelungssatz
der o-Differenten folgt dann sofort

SATZ 10. L sei eine beliebige endliche algebraische Evweiterung von K, t ein
Divisor der kanonischen Klasse von V, ® sein Ervweiterungsdivisor auf V' und
b (V'|V) die beziiglich einer nichttrivialen Linearform von L tiber K gebildete Diffe-
vente von V' diber V. Dann ist & - (V'|V) ein Divisor der kanonischen Klasse
von V. ‘ '

e) Anwendung auf einen Spezialfall

Es sei K=k (%, ..., %,) ein rationaler Funktionenkérper und L eine end-
liche algebraische Erweiterung von K. V sei das projektive Modell von
k{%, ..., x,), welches aus allen lokalen Ringen der Primideale der affinen
k-Algebren k[x;, ..., %], R[S %7 %a, -0, 270 %,, o RIS 670 %, 00, ]
besteht, V' sei das abgeleitete normale Modell von V in L.
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Die affinen k-Algebren von V sind ganz abgeschlossen, daher sind die
Bewertungsringe ‘der Primdivisoren 1. Art auf ¥ die lokalen Ringe dieser
k-Algebren nach ihren minimalen Primidealen. Wir zeigen

Hivrssatz 7. ~Aufer den lokalen Ringen der minimalen Primideale von
kixy, ..., x,] gibt es nur noch einen Bewertungsring, der zu einem Primdivisor
1. Art auf V gehirt, nimlich den lokalen Ring des Primideals (x7%) in k[x7%,

x71%, o, 272 %,). Ist v, der Newnerdivisor von x; auf V (i=1, ..., 7), dann
188 My =< =T,
Beweis. Esseip ein Primdivisor 1. Artauf Vmit k[ %%, %7 %, ..., %7 %, ][Ry,

dem Bewertungsring von p. Ist dann, (x;%) = 0, sofolgt sc')for’cvp (%), o s % (2,) 20,
also k[xl, cees %] (R Ist #,(%;1) >0, so kann, weil #;* ein Primelement von
R{x 27 %, ..., %% ,] ist, nur », (x71) =1 gelten. Dann muB aber v (21%;) =0
sein (j=1, ..., r), weil der Restklassenkérper von R, den Transzendenzgrad
r —1 hat. Es folgt somit », (1) =1 fiir =1, ..., 7. Rp ist daher der lokale

Ring von (#7) in k[%%, %1%, ..., 271 %,].
AuBerdem haben wir gesehen daB stets gleichzeitig »,(x;) =0 lst (i=1,.:..,7)
‘oder », (¥)=—1 (=1, ...;7), was n, =---=mn, beweist.

Wir bezeichnen ‘den gemelnsamen Nennerdivisor .von Xy, ..., %, Mit n,.
Er ist, wie aus dem Beweis von Hilfssatz 7 hervorgeht, ein Primdivisor 1.Art
~auf V. k,=% ist ein Differentialkonstantenkérper von V. Wir bestimmen
den Divisor von dx; A---Adx, auf V. Es ergibt sich

' 1
(dxlA---/\dx,)ZW,

T
Fiir alle Primdivisoren p, die von n, verschieden sind, ist %, ..., x, ein System
uniformisierender Parameter, daher (dxa---Adx)y=1. Fur p=m, ist
x, %71 %5, ..., %71 %, ein System unlforn1151erender Parameter Wegen’

— r+1 ~1 ~1
dxlA---Adx, — T AT A (A xp) A - Ad (37 %)

folgt nun sofort die Behauptung. Zusammen mit Satz 10 ergibt sich
SATz 11. Der Erweiterungsdivisor von w, auf V' sei ebenfalls mit n, bezeichnet.
Dann besteht die kanonische Kilasse von V' aus allen Divisoren
P
' (%)
wo D eine beziiglich einer wichttrivialen Linearform o von L diber K gebildete
a-Differente von V' iiber V ist.

§6. Anwer[;dungen auf algebraische Funktionenkoérper einer Variablen

Es sei L ein algebraischer Funktionenkérper einer Variablen iiber 2 und
K=F(x), wo x ein transzendentes Element von L iiber % ist. Wir wenden
Satz 11 auf die singularititenfreien vollstindigen Modelle V' von K und V*
von L an, d.h. auf die aus allen Bewertungsringen von K iiber % bzw. von L
iiber % bestehenden Modelle. Da die Voraussetzungen von Satz 11 erfullt
sind, folgt, daf} die kanonische Klasse von ¥V’ aus allen Divisoren b (V'/V) - n
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besteht, wo b eine beziiglich einer nichttrivialen Linearform von L iiber K
gebildete Differente ist. Da in b (V'/V) H b (Sg/R,) alle Bewertungsringe Sg

von L iiber % auftreten, stimmt diese Klasse b@kannthch mit der kanonischen
Klasse von L iiberein, die im Riemann-Rochschen Satz auftritt.

Satz12. Ist K ein algebraischer Funktionenkorper einer -Variablen diber
k und V das singularitdtenfreic vollstindige Modell von K[k, so stimmi die
kanonische Klasse von V mit der kanonischen Klasse von K|k, die im Riemann-
‘Rochschen Satz auftritt, iberein. Das Geschlecht von K ist das geometrische
Geschlecht von V., ) ,

Es soll jetzt noch gezeigt. werden, daBl man bei Verwendung von Differen-
tialformen von K[k statt von K iiber einem Differentialkonstantenkérper &,
nicht zur kanonischen Klasse von K[k zu gelangen braucht, wenn man die
in § 4 angegebene ,,natiirliche” Divisordefinition verwendet. Man kann dies
schon fiir separabel erzeugbare Funktionenkérper K einer Variablen tiber %
zeigen, vorausgesetzt, daB % unvollkommen ist. Es sei x ein separierendes
transzendentes Element von K/k. Dann ist M (K/k}=Kdx. Nach der Formel
von F. K. ScHMIDT aus § 4 ergibt sich fiir den Divisor von dx

)
ug - Hbl(R”)

P durchlauft alle Primdivisoren von K iiber k. Aus der Separabilitit von K
iber Z(x ) folgt, daB H ) ( )glelch der Dedekindschen Differente b, von

(dx) =

kr °p)
K iiber & (x) ist, also (d %)= E:— .1 . Da der Faktor Hbl (—}-22) won 1
e H b (ﬁ,) Ty k
&
verschieden sein kann, sobald % unvollkommen ist (vgl. [4], Satz3), folgt,
daf (dx) kein Divisor der kanonischen Klasse von K zu sein braucht.
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