
Uber die 
Zetafunktionen indefiniter quadratischer Formen. II .  

Von 

Carl Ludwig Siegel in Gsttingen. 

Es sei ~ ' 6  ~ eine quadratische Form m i t m  Variabeln und rationalen 
Koeffizienten, die dureh eine reelle lineare Substitution in 

y ~ + . . + y ~ - ( y ~ + ~ + . . . + y D  (l_~n__<_,n-l> 
transformiert werden kann. Im ersten Teile dieser Abhandlung ist die zu-  
gehSrige Zetafunktion fiir den speziellen Fall n = 1 untersucht worden. Zur 
Behandlung des allgemeinen Falles eines beliebigen n sind weitere Hilfsmittel 
nStig, die im folgenden besprochen werden sollen. 

Zur Definition der Zetafunktion hat man wie im Fa l len  = 1 die Ein- 
heitentheorie heranzuziehen. Es sei / ' ( 6 ) d i e  Einheitengruppe yon 6, also 
die multiplikative Gruppe der unimodularen Matrizen H mit lI' ~1I = ~. 
Identffiziert man H mit --  lI, so erh~ilt man eine Faktorgruppe yon F ( 6 ) ,  
die als gekiirzte Einheitengruppe F* (~) bezeiehnet werden soil. Im Falle 
n---- 1 oder n = m - - 1  wird dutch die Abbfldungen t - + •  eine mit 
/ '* (~)  isomorphe diskontinuierliche Gruppe yon Kollineationen des (m -- 1)- 
dimensionalen projektiven t-Raumes erkl~irt, deren Fundamentalbereich in 
diesem Raume ein endliches nicht-euklidisches Volumen besitzt, wenn nieht 
m-= 2 und --161 das Quadrat einer rationalen Zahl ist. Ist aber 
1 < n < m -  1, so ist jene Gruppe nieht diskontinuierlich im z-Raume. 
Man betrachte dann an Stelle yon r reelle Matrizen :~ yon m Zeilen und 
n Spalten. Sieht man zwei solehe Matrizen nicht als verschieden an, wenn 
sie dutch rechtsseitige Multiplikation mit einer n-reihigen Matrix ineinander 
tibergefiihrt werden kSnnen, so liefern sie die Punkte eines Raumes R yon 
n (m -- n) Dimensionen, der eine Verallgemeinerung des projektiven Raumes 
ist. Dutch die Abbildungen 3E --> ~ ll:~ erh/ilt man jetzt eine mit F* (6) iso- 
morphe Gruppe yon gebrochenen linearen Transformationen des Raumes R. 
Die Reduktionstheorie zeigt, dall diese Gruppe in R diskontinuierlich ist und 
dort einen Fundamentalbereich besitzt, dessen Volumen in einer gegeniiber den 
Abbildungen invarianten MaBbestimmung eine endliche Zahl # ( ~ )  ist. 
Diese Zahl F~ (~) mSge das GruppenmaI3 yon F (6) heiflen. 

Ist a' 6tI = t eine Darstellung einer yon 0 versehiedenen Zahl t dutch ~, 
also I =  a eine ganzzahlige LSsung yon r ' ~  r ---- t, so gehSrt zu ihr eine 
Untergruppe yon F (6), n~imlieh die Gruppe / ' ( 6 ,  a) der Einheiten yon 
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mit dem Fixpunkt  a. Aueh fiir F (~,  a) liiBt sieh ein endliehes Gruppenmal~ 
/~ (~,  a) erkliiren, wenn nieht m = 3 und --  t i ~ l  das Quadrat einer rationalen 
Zahl ist. Die genaue Definition der GruppenmaBe # (~) und tt (~, a) finder 
man in den Paragraphen 2 und 3. 

Zwei Darste!lungen a ~ a l  =- t und a ' ~ a 2  = t heil~en assoziiert , wenn 
es eine Einheit l[ yon ~ gibt, so dal3 a2 = l l a l  ist. Unter  dem Mal3 der Dar- 
stellungen yon t dureh ~ versteht man den Ausdruck 

M ( ~ , t ) =  S ,u (~ , a ) ,  
a t ~ C t  ~ t 

in welehem iiber ein volles System nieht-assoziierter Darstellungen yon t 
dureh ~ summiert  wird. Wie die Reduktionstheorie lehrt, ist dabei die Anzahl 
der Summanden stets endlieh. Die Zetafunktion yon ~ wird nun in der 

m 
Halbebene a ~ T dutch die dort konvergente Diriehletsehe Reihe 

$ ( ~ , s )  = Z M ( ~ , t )  t -~ 
t > O  

erkl~rt, in der t alle positiven dutch ~ darstellbaren Zahlen durchl~tuft. Dabei 
ist tier Fall auszusehliel3en, daft x ' ~  t eine tern~re Nullform mit negativer 
Determinante ist. 

Das Ziel unserer Untersuchung ist der Beweis der Fortsetzbarkeit  von 
(~, s) in die ganze endlJche s-Ebene und die Auffindung einer Funktional- 

gleiehung. Wir kSnnen uns auf den Fa l l  m ~ 2 beschr~nken, da der Fall 
m = 2 in allgemeineren Ergebnissen yon I:Iecke enthalten ist. Es stetlt 
sieh heraus, dal] ~ (~,  s} fiJr atle endliehen s regu//~r ist bis ~uf einen Pol erster 

Ordnung bei s = -~ und einen etwaigen Pol erster Ordnung bei s = 1. In 

letzterem Punkte  liegt nur dann ein Pol vor, wenn entweder ~' ~ x eine Null- 
form mit negativer Determinante oder eine ternSre Nutlform (mit positiver 
Determinante) oder eine quatern~re Nullform mit quadratischer Determinante 
ist. Die Gestalt der Funktionalgleichung ist yon der Restklasse abh~.ngig, 
weteher die Differenz m -- n naeh dem Modul 4: angehSrt. Setzt man zur 
Abkiirzung 

:,r-" F(s) r (~,  s) = ~ (~,  s) 

und bezeichnet mit S den absoluten Betrag der Determinante I~  I, so lautet 
niimlieh die Funktionalgleichung 

(2) sin (~r s) ~o ( ~ ,  s) 

"-"+ '  ' I  ( ~ ) )} 
= ( - - 1 )  2 8 - u  e o s ( n s ) ~  ~ -~ ,  g - - s  - - ~  ' 2 s 

~m -- n ungerade). 



400 C. I~. Siegel 

Die Aussage ist fOx den Pall einer temaren NuUform zu modifizieren; da aber 
dieser Pall bereits ausfiihrlich im ersten Tell der Abhandlung untersucht 
worden ist, so  sol] er weiterhin ausgeschlossen werden. 

Der Beweis der Portsetzbarkeit und der Plmlrtionalgleichung effolgt ver- 
mittels einer Darstellung yon ~ (6, s) durch ein Integral fiber eine Thetareihe 
und bildet also eine D-bertragung der im deflniten Pal] iiblichen Methode. 
Die Schwierigkeit liegt abet jetzt vorwiegend in der G~winnung jener Integral- 
darsteUung. Die Moduln der dabei benStigten Thetareihe hangen yon den 
n (m -- n) Koordinaten der Punkte des oben erklarten Raumes R ab, und die 
Thetareihe wird eine Invariante der Einheitengruppe. Im Laufe der Unter- 
suchung treten die hypergeometrischen Pnnlrtionen auf, deren Monodromie- 
gruppe bei der Herleitung der Punletionalgleiehung benutzt wird. 

Dutch die Mellinsche Integraltransformation entsteht aus ~(~, s) die 
analytische Klasseninvariante / (6, x). Die Ergebnisse d e r  analytischen 
Theorie der quadratischen Formen legen die Yermutung nahe, daI~ / ( 6 ,  x) 
fiir gerades m -  n eine Modulform ist. ~kus der Punktionalg!eichung yon 

(6, s) ergibt sich nun zunachst das Verhalten yon [ (6, x) bei der Modul- 
substitution ~x--~ -- x -1. Zur Untersuchung yon ~ (6, x) hei einer beliebigen 
Modulsubstitution hat man an Stelle yon ~ (~, s) al]gemeinere Zetafunktionen 
mit Charakteren zu betrachten. Die Durchfiihrung der Rechnung ]iefert die 
vollst~ndige Transformationstheorie yon / ( 6 ,  x) und damit die Bestatigung 
jener Vermutung. Es l~l~t sich also das Ergebnis der im ersten Tell genannten 
Arbeit yon B. Schoeneberg, das sich auf die zu nullteileffreien indefiniten 
Quaternionenringen gehSrigen Thetareihen bezieht, auf beliebige Klassen- 
invarianten mit geradem m -  n iibertragen. 

Der Begriff der Zetafunktion einer quadratischen Form is~ noch einer 
weiteren Verallgemeinerung f~hig, die ebenfalls durch die S~tze der analytischen 
Theorie der quadratisehen .Pormen nahegelegt wird und fox die'Theorie der 
analytischen Klasseninvarianten yon Bedeutung ist. Diese allgemeinen Zeta- 
funktionen stehen zu den oben definierten in analogem Verh~ltnis, wie die 
DarsteUungen einer symmetr'mchen ~-reihigen Matrix ~ durch 6 zu den Dar- 
stellungen einer Zahl t dutch 6 .  Ist z.B. ~' ~ ~ positiv-definit, so wird jene 
Zetafunktion erkliirt dutch die Reihe 

~ ( e , s )  = _rA  (~ ,  ~ ) 1 ~ 1 - '  (r = 1 ,2  . . . . .  ~ ) ,  

wobei A (~, ~) die Anzahl der Darsteltungen yon ~ dutch ~ bedeutet lind 
ein vol]e s System yon darstellbaren Klassen durchli~uft. Aueh hier karm man 
sinngem~ill indefinite Pormen zugrunde legen und noch Restklassencharaktere 
einfiigen. Da unsere Methode ohne Hinzunahme neuer Ideen auch zur Unter- 
suchung dieser allgemeinen Funktionen ausreicht, so soll im Interesse einfacher 
Ausdrucksweise nur der Fail r = 1 fox den Hauptcharakter behande.lt werden. 
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Beziiglich der Abkiirzungen sei noch folgendes bemerkt. Dutch die 
Gleiehung ~0l = ~01 ("' ~') wird angedeutet, dab ~ eine Matrix m i t a  Zeilen und 
b Spalten ist; dabei kann fiir ~l  ~' ~) auch ~(") geschrieben werden. Mit kleinen 
deutschen Buchstaben werden nur Spalten bezeichnet. Stets ist ~ eine 
Einheitsmatrix, ~t eine Nullmatrix, u eine Nullspatte. Der absolute Betrag 
der Determinante einer mit einem grol]en deutschen Buchstaben bezeichneten 
Matrix wird immer durch den entspreehenden groBen tateii~'isehen Buchstaben 
ausgedriiekt. L~flt sieh die quadratisehe Form x' ~ x  .yon m Variabeln dutch 
eine reelie lineare Substitution in die Form 

2 9. y i +  �9 + y ~ - ( y . + ~ + . . .  + y.,) 

transformieren, so sagen wir, ~ habe die Signatur n, m -  n. Im Falle 
m = n heil~t ~ positiv, wofiir auch ~ > 0 geschrieben werden soil. 

w  

Die invariante Thetatunktion. 

Es seien ~ = ~Z ('~ und ~ = ~(r) symmetrisch und umkehrbar. Definiert 
man mit l~ = ~(n, r) die Matrizen 

so wird 

Also gilt die Detenninantengleiehung 

(4) Iz i  i-~i = i * f  [~I.  
Hat die symmetrische Matrix ~ die Signatur n, m -  n, so kann man 

eine reelle Matrix ~("' ") derart wMden, (lab 3~' ~3/posit iv ist. Setzt man nun 
insbesondere 

wobei  

ist, so wlrd 
o < ) . <  1 

(~ = ( 1 - ) . - 1 ) ~ ,  5 = A ~ - ~ .  

Da 2: > 0 ist, so hat (9 die Signatur 0, ~. Aus (3) folgt, dab 5 die Signatur 0, m 
besitzt, also - - 5  positiv ist. lX'ach (4) ist ferner 

O} i-~1 = ~ " ( ~  - ; ~ - l ) " l e l .  
Mathem~tis~he Zei tschr i f t .  44. 2~ 
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Um ~-1 zu berechnen, bflde n ~  die Matrix 

(6 )  "~I  ~--- (1 - -  ~)  ~ - I  - -  ~ - - 1 ~ - - 1  

Wegen ~ ~-19~ = 9t wird dann 

(7)  ~ = ;~ (1 - ~) ~-~. 

Man erh~lt also den Ausdruck 2 (1 -- 2)~-1,  indem man in der Definition 
von ~ die Symbo.le :2, ~, 3E durch 1 -- 2, ~-1, ~ E  ersetzt. 

Mit der Abkiirzung 

(8)  (~  ( i  - ~)}- �89  = 

bilde man fiir u ~ 0 die Funktion 

~(u ,~ ,~ ,~ )  = Z e  ~ r " ' ~ ,  
r 

woe alle Spalten aus m ganzen Zahlen durchl~uft. Ist nun H eine Einheit 
yon ~, also H ganz und l[' ~ l l  = ~, so wird 

~: = ( H - I : ~ ) ' ~ ( H - I ~ ) ,  U ' $ 1 I  = ~ ( l I - l X ) ~ : - 1 ( 1 I - I ~ ) ' ~ ,  

H'~II  : 2 ~  - -  I I '~II  

und folglich, da He mit r alle ganzen Spalten durchl~iuft, 

(u, 2, H~, ~) -= ~ (u, 2, t ,  ~). 

Unsere Thetafunktion beh~ilt also ihren Wert, wenn ~ durch eine beliebige, 
in bezug auf die Einheitengruppe F (~) assoziierte Matrix lI~ ersetzt wird. 

Die Transformationsformel 

C r 

liefert vermSge (5), (6), (7), (8)die Beziehung 

(9) v~(u, 2,:~,~)=S-�89 ~u ~ ~ v~(u-t, 1 -- 2, ~ ~, ~-1). 

&us dieser wird sich die Funktionalgleichung der Zetafunktion ~ (~, s) er- 
geben, wenn es uns gelungen sein wird, ~ (~, s) in einfacher Weise unter Be- 
nutzun.g der Thetafunktion auszudriicken. Dazu sind verschiedene Hilfs- 
betrachtungen notwendig. 

w 

D a s  G r u p p e n m a l L  

Es sei ~ reell. Durch die Gleiehung 2E' ~ ~ = 2: wird der mZ<limensionale 

reelle :~(~)-Raum auf den m ('m-~ ]) dimensionalen Raum der symmetrischen 
" . 2  
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~:(=~ abgebildet. Zun~chst sei ~ > 0. Es bedeute g ein Gebiet im ~-Raum, 
das ein Volumen besitzt, und gl das entsprechende Gebiet im ~-Raum. Be- 
zeiehnet man die Volumenelemente in diesen R~umen mit  d ~  mad d~,  so 
wird das Verh~ltnis der Volumina yon gz und g dutch den Quotienten 

g t  g 

gegeben. L~ifit man  jetzt g auf einen Punkt  ~:o zusammenschrumpfen, so 
erhiilt man in dem Grenzwert 

o o )  = 
g --~ ~o g l  

eine gewisse Funktion yon ~ und ~o. Um diese n~her zu  bestimmen, s e t z e  
man ~ = 9~'2, ~Zo = ~B'~B und m a c h e  die linearen Substitutionen 
2E ---- ~-z *~z ~,  ~ ~ ~ '  ~z ~B. An die Stelle von 2~' ~ ~ = ~ --~ 2:o txit~ 
dann die Relation ~2Ez = ~;z--> ~, und aus 

~dX-----A-mB".fd~x, ; d ~  = B m + Z f d ~  l 
folgt 

oder 

(1i) 

wobei 

m I 

zu setzen ist. Also gilt 

m 1 

gl g 

Nunmehr sei ~ rational und yon beliebiger Signatur. Zwei Punkte 
2E 1 und ~2 mSgen assoziiert heil~en, wenn es eine Einheit H yon ~ mit  
~2 = ~ z  gibt. Wie in der Reduktionstheorie bewiesen wird, l~Bt sich fiir 
jedes ~ aus dem System aller mit ~ assoziierten Punkte ein reduzierter Punk* 
derart ausw~hlen, dal~ fiir jedes Gebiet 9 des ~-Raumes, welches ein end- 
liches Volumen .hat, das ihm vermSge der Gleiehung :~' ~ K = ~: zugeordnete, 
aus lauter reduzierten Punl~en bestehende :~-Gebiet g* wieder ein u 
besitzt. Dieses u ist ebenfaUs endlich, wenn nicht m = 2 uad -- I ~ I 
das Quadrat einer rationalen ZahI ist. Nach Analogie yon (10) und (11) 
definieren wir jetzt 

lira d2E: 2: ----- ~ Q ~ 8  " T o ~ # ( ~ )  
g - ~  2: o g* g 

26* 
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und nennen die nur yon ~ und nicht yon ~ abhiingige Zahl p (~) das Mal~ 
der Einheitengruppe yon ~. Offenbar ist p (~) fiir positives ~ der reziproke 
Weft der Ordnung yon /~* (~). Es wird 

m 1 
(]3) ~d~ = ~ e,,/~(~)8 s ,d3:. 

9" q 

Der durch g* gebildete Fundamentalbereich fiir P (~) ist mS<Umensional, 
Ist ~ yon der Signatur n, m - - n  und 0 < n < m ,  so  k6nnen wit, wie 
jetzt gezeigt werden soil, einen Fundamentalbereich in einem geeigneten 
Raum nut n (~n -- n) Dimensionen finden. Diese_r wird in Analogie zu dem 
DiskontinuitRtsbereich der im  Falle ~ -  1 auftretenden nieht-euktidischen 

�9 Bewegungsgruppe definiert werden. 
Zuerst soil die Dimension m sauf  mr verkleinert werden, wobei n ~ r < m 

ist. Es bedeute ~ ,  die aus de n ersten r Spalten yon ~ = ( ~ 2 )  gebildete 
Matrix. Man setze 

( 5  : 

und betrachte nur solche ~, ,  fiir welche ~ ,  = ~ 1  die Signatur n, r --n 
besitzt. Verm6ge der linearen Substitution 

mit festem ~ wird 

Setzt man noch 
(~)' ~ (~,Y~) = ~ 

so erh~It man 

(14) 

(15) ~' (~3 s, ~-I ss) ~ = ,  ~3 ~ . ~ i  -~ ~,. 

Zufolge (3) hat die letzte Matrix die Signatur 0, m --r und es gilt 

i(~1~)i = r~ ~-�89 I~3-- ~i -Is~I =f; -II-%[, 

l~iihrt man nun durch (14) die Variable ~:s statt ~ ein und benutzt fiir die 
Integration iiber ~ die Formeln (12), (15), so wird 

m--r r--m r~'m 1 

f f -  
r - - m  r - - m  + l 1 
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Nach  (i3) ergibt sich also 
r . r - - m + 1  

(16) 21-s fd.T~ = e ,~- ,S  ~ J T, ~ d~x; 
gt g~ 

dabei bedeute t  gx einen beliebigen Bereich im Raume der ~x vom Typus 
n, r " n, und g* ist der dutch die Gleichung ~ x  = ~x deiinierte reduzierte 
3~x-Bereich. 

Speziell folgt aus (16) fiir ~ ----- ~, r = 1 die Rekursionsformel 
M 

I "m, 

~ dt  . . . .  g I ~ 

O . , ,  + ~ t m _ _  1 

(m = 2, 3~ . . . )  

Da nach (12) die GrSfle el  den Weft 1 besitzt, so gilt also 

k 

(17) O- = " 

Das in (16) auftretende Gebiet 9~ ist mr-dimensional, mi t ' r  ~ n. Jetzt  
soll das Gruppenma~ ~ (6)  dutch ein n (m -- n)-faches Integral ausgedriickt 
werden. Es sei r --  n, also ~ )  > 0. Bedeutet nun ~(~) die arm den letzt~n 
n Zeilen yon ~x gebildete Matrix, so setze man 

wobei also die ersten m -- n Zeilen yon 3 die Matrix ~ und die letzten ~ Zeilen 
yon 3 die Einheitsmatrix bilden. Es ist dann 

~ 1 =  ~ ' 3 ' ~ 3 ~  
und man erhMt nach (12) die Formel 

Zufolge (16) ergibt sich daher endlich 

09) e~.~te) = ~o,~_,s~ ~ 13'~31 ~ d~, 
g ( 6 )  

und hierbei ist der n (m -- n)-dimensionaIe ~-Bereich g (6) folgendermaBen 
erkliirt. Ist 

H = H3 H4 
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eine Einheit yon 6 und 

so wird 

(u~ ~ + u~) ~ = ~ ~9~, (u3 $ + u4) ~) = ~9,, 
also 

(20) ~1 = (Ul ~ + ~ )  (lIa ~ + 114) -1 

Da die beiden Einheiten lI und -- lI dieselbe gebroehene liaeare Substitution 
(20) ergeben, go erhi~lt man dutch diese verallgemeinerten projektiven Ab- 
bildungen eine treue Darste]lung der gekiirzten Einheitengruppe P* (~ ) im  
n (m -- n)-dimensionalen ~-Raume. Das Gebiet g (~) ist nun e r fu r t  als ein 
Fundamentalbereieh fiir F* (~) in dem (lurch 3 ' ~  3 ~ 0 ausgezeiehneten 
Teile des ~-Raumes 

Mit der Abkiirzung 

erh~flt man nach (17) und (19) fiir das Gruppenmaf den gesuchten Ausdruck 

n r a  

(21) ~ (6) = a ~ .  87  ~ 13' 6 31 ' d $. 
g (~) 

Man hiitte natiirlicb auch yon dem Volumenelement S 2 1 3 '  6 3 t ~ d ~ aus- 
gehen k5nnen, um analog wie in w 1 des ersten Tei|es das nieht-euklidische 
Volumen yon g (6) zu definieren. Der jetzt gew~hlte/kusgangspunkt ist aber 
fiir unsere Zwecke geeigneter. 

Es sei noch einmal hervorgehoben, daft der Fall einer rational zerlegbaren 
bin~ren Form t ' 6 ~  im vorhergehenden auszusehlieflen ist, da dann das 
Integral in (21) divergiert. 

w 

Das DarstellungsmaS. 

Weiterhin sei dauernd 6 rational und yon der Signatur n, m -- n. Fiir 
irgendein rationales a =~ n betrachte man alle Einheiten lI yon 6 mit dem 
Fixpunkt a, fiir die also lIa = a.ist. Sie liefern eine Untergruppe F ( 6 ,  a) 
in cler Einheitengruppe / '  (~). Fiir rationales r ~= 0 ist offenbar F ( 6 ,  r a) 

/" (6, a). W~ihlt man fiir r -1 den grSi]ten gemeinsamen Teller aller Elemente 
yon a, so ist r a ---- a o primitiv. 
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Znn~chst sei a~6ao = t o =b 0. Erg~inzt man die Spalte a o zu einer 
unimodularen Matrix ~{ = (a0~B) und setzt 

~ ' 6 a o  = b, ~ . 8 ' 6 ~ - -  t '~xbb ' R, to = ~,  

so wird 

~ '  6 ~ = R + to -z b b' 

Ist nun lI eine Einheit yon 1-'(6, a), so ist 

mit ganzen r !~ lind 

(23) ~ '  ~;-~1~ = ~ ,  toc = ( ( ~ -  ~ ' ) b .  

Ist umgekehrt (23) mit  ganzen c, ~ erfiillt, so gehSrt die dutch (22) definierte 
Matrix H z u / ~ ( 6 ,  a). Folglich i s t / ' ( 6 ,  a) einstufig isomorph zu der durch 
die Kongruenz~ 

~ '  b ~ b (rood to) 

erkl~rteu Untergruppe in der Gruppe aller Einheiten ~[3 yon ~t. Offenbar 
ist der Index dieser Untergruppe von F (R)  eine endliche Z a h l j  (6, a). Die 
Signatur vo~n S~ ist n -- 1, m -- n oder n, m -- n -  ! ,  je nachdem, ob die 
Zahl t o positiv oder negativist .  Ferner ist die De~rminante ] ~ ] = t~ -11 61. 
Es existiert also ein endliches Gruppenmal} F (~), wenn nicht m -- 3 und 
--to]6 [ das Quadrat einer rationalen Zahl ist. 

Wit  definieren jetzt alas Gruppemmal] y o n / "  (6, a )durch  den Ausdruck 

(24) ~ (6 ,  a) = j (6 ,  a) ~ (~). 

Dabei ist dec eben genannte Fall auszusehlieBen, daft ra = 3 ufid -- a' 6 a t 6]  
das Quadrat einer rationalen Zahl ist. Liil]t man nun a bei festgehaltenem 
t ~ 0 ein vo]les System nieht-assoziierter ganzer LSsungen yon a ' 6  a = t 
durchlaufen, so nemat man die endliche Surnme 

(25) M (6 ,  t) = 27 ~ (6 ,  Q) 
a r 6 a ~ t  

das Darstellungsmal] yon t. 
Urn das  DarsteUungsm~l] aueh f i i r t  = 0 zu def.inieren, betraehten wit 

die. primitiven LSsungen a yon a ' 6  a = 0, wenn es solche gibt, wenn also 
z ' 6 ~  eine NuUform ist.  Man kann dann a zu einer unimodularen Matrix 

= (a~)  so ergiinzen, dal3 die Matrix 9~'692 ---- 6x die Gestalt 

61  ---=--- q 

b 
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(26) ~I = 

mit ganzen e, r q, ~ und 

mit lxmitivem p bekommt, und zwar ist p der grSBte gemeinsame Teller der 
Element, yon 6a .  Damit II zu / ' ( 6 ,  a) geh6rt, ist jetzt notwendig und 
hinreichend, da~ 

I ~-z 
q 

(27) ~ ' ~  =.tt ,  p c = ( ~ - - ~ ' ) b - - ~ ' ~ t q ,  2 p c =  - - q ' ( 2 b + S t q )  

gilt. Bedeutet ~ eine Spalte aus m -- 2 Elementen, so ist also -P(6, a) ein- 
stufig isomorph mit der dutch 

(28) ~ 3 + q ,  ~ ' ~ = $ t ,  

(29) (~ -- ~ ' )  b ------- ~B; $t q (rood p), q' (2 b + ~{q) --= 0 (mod p) 

bei ganzen q, ~B definierten Oruppe yon affinen Abbildungen des $-Raumes 
auf sich selbst. Diese Gruppe ist aber yon endlichem Index j (6, a) in der 
dureh Fortlassung der Kongruenzbedingungen (29) entstehenden Oruppe (28). 
Letztere Gruppe enthglt als Normalteiler die ganzzahlige Translationsgruppe 

--~ ~ +  q mit der Faktor~uppe F(~) .  Nun ist ~ yon der Signatur n -- 1, 
m -- n - -  1 und 15{1 = -- p- '  1~1. Folglich existier~ das Gruppenmal~ 
/~ (R), wenn nicht m = 4 und 16] das Quadrat einer rationa]en Zahl ist. 
In dem auszuschliel~enden Falle soll x ' 6x  kurz eine Quaterni0nen-Nullform 
heiBen. Wit erkl~iren jetzt das Gruppenma~ yon /"  (6, a) dutch den kusdruck 

(30) ~ (6 ,  a) ~=- p - - l j  ( 6 ,  a ) /g  (~),  

wobei also p den gr513ten gemeinsamen Teiler der Elemente von 6 a bedeut~t. 
LgBt man a ein volles System nicht-assoziierter primitiver LSsungen y o n  
a '6a  = 0 durchlaufen, so soll die endliche Summe 

(31) M ( 6 , o ) =  X a ( 6 , a )  
a ' 6g  .---- 0 

das Darstellungsmafl yon 0 genannt werden. Dabei wird vorausgesetzt, dab 
x' 6~  eine Nullform ist, abet keine Quaternionen-Nullform. 

Zwischen/~ (6, a) und/z (6  -x, p-a 6a)  besteht ein einfacher Zusammen- 
hang. Es sei a' 6 a  ----- 0, a primitiv und 6 o  ---- pr  mit primitivem r. Dann 
ist offenbar r' 6 - 1 r  = 0, 6 - 1 r  = p-1 a. Ist ferner lI ein Element yon 
J~(6, a), so gehSrt ~ " z u / ' ( 6  -1, r), und umgekehrt. An die Stelle der oben 
betrachteten Gruppe ~ --> ~3~ + q tritt bei 6 ,  x die Gruppe 3 -+ ~EB' ~ + c, 
wobei wieder die Bedingungen (27) effiillt sein miissen. Aus der Oleichung 

r c =  ( ~ - - ~ ' ) b - - ~ ' ~  
folgt nun 

~"~  j (6 rx, r )  = Kj (6, a) ,  
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Andererseits erhalten wit aus (13) die Formel/~ (R -x) ~ p (~). Da K = p-~S 
ist .und der grs~te gemeinsame Teiler der Elemente yon 6 - 1 r  den Weft 
p-1 hat, so wird 

/~ (6  -~, r) ---- pj  (6  -~, r) /~ (~-1) = ~1,-- m ~.~j (6, (I) /A (~), 

(32) S~ (~, ~)'= p"-~ ~ (~-~, r). 

w  

Die Zetafunktion~ 

Es~ei ~' 6~ eine indefinite quadratische Form mit der Signatur n, m -- 

und s eine komplexe Variable, deren Realteil a ~ -~ ist. Die zu 6 gehSrige 

Zetafunk*i0n definieren wir (lurch die Diriehletsche Reihe 

(33 )  ~(6,  s) = ~ M ( ~ , t ) t - L  
t , > O  

in d e r t  alle durch ~ ganzzahlig darstellbaren positiven Zahlen durchl~uft 
und M (6, t) das im vorigen Paragraphen erkl~rte DarstellungsmaB bedcutet. 
Die Konvergenz der Reihe entnimmt man der Reduktlonstheorie. Aus- 
zusehlieBen ist hierbei der :Fall einer tern~iren Nullform mit der Signatur 2, t, 
da dann die M (6, t) nieht s~mtlich endliche Werte ha.ben. 

Im ersten Tell wurden unter der Annahme n = 1 die Funktionen 
~x (~, s) ----- ~ (~, s) und ~2 (6, s) = ~ (-- 6, s) studiert. Fiir die Unter- 
suehung yon ~ (~, s) bei beliebigem n wollen wir im folgenden voraussetzen, 
dab m _____ 3 und x' ~ t keine tern~ire Nullform ist. Der Fall m -~ 2 ist bereits 
in allgemeineren Resultaten yon ttecke enthalten, und der Fall der tern~ren 
Nullform wurde im ersten Tefl eingehend behandelt 

Die weiterhin zu beweisenden S~tze fiber ~ (6, s) lauten dann folgender- 
maBen. 

Satz  1. Die Funk~ion ~ (~, s) ist in der ganzen endlichen s-Ebene regular 
m bis au/ einen Pol erster Ordnung bei s ~ . ~  mit dem Residuum 

aT t 
e(6) . . . .  s - z  ~(~)  

uml einen eCwaiflen Pol eraer Ordnu~ bei s = 1. 
Satz  2. Fgr  

(34) ~ - . / ~ ( 8 )  ~(~ ,  s) = ~ (6,  s) 
gilt die Fun~ionalgleichung 

(35) sin (~ s) 9 (--  ~ ,  s) 
1 

�9 ~ ,  trn 
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Hieraus entstehen die Formeln (1) und (2) der Einleitung durch Speziali- 
sierung 

Satz  3. D i e  $'unktion ~ (6, s) hat bei s ---- 1 nur~dann einen Pol, wenn 
entweder m --  n ungerade und ~' ~ ~ eine Null~otto oder aber ~' ~ I eine Quater.- 

nionen-NuIlform ist. I m  ersteren Falle hat das Residuum bei s = 1 den Weft  

r a ~ n - - 1  

e l (~)  ~- (- :  1) 2 (2n)~-m/ ' (m 2 ) r  2)M(~,0) .  

:Ffi~ den Fall einer Quaternioaen-:Nullform ist in Satz 3 keine Aussage 
fiber den Weft des Residuums yon $ (6, s) bei s = 1 'enthaltea. Dieses 
Residuum l~flt sich iu folgender Weise berechnen. Man transformiere die 
Qua~ernionen-Nullform ~ ' ~ t  durch eine lineare rationalzahlige Substitution 
x ~ ~l) in die spezielle Nullform 2 (YlYa Y~Ya) mit der Matrix go und setze 

(Y~ Y')-- '  ~). 
Ys Yl 

Es bedeute jetzt q eine natfirliche Zahl ~ 2, die dutch das Produkt der 
Hauptnemaer der Elemente yon ~ und ~ - i  teilbar ist. Durch die Substitutionen 

(36) 0 "-> 9 /~  ~,  2 --  !B -~ ~ (mod q) 

mit unimodularen zweireihigen Matrizen 2 und  ~ wird eine Untergmppe 
yon "/~(~o) geliefert. Ist lI o die dureh (36) festgelegte Einheit yon go, so 
ist lIo-----�9 (rood q) und folglich ~Rlto !R -1 = ll eine Einheit yon 6. Die 
in dieser Art erzeugten Einheiten yon 6 bilden eine Untergruppe F 1 (6) 
yon endlichem Index j in der Einheitengruppe/ ' (~).  Man lasse nun a ein 
volles System solcher primitiver LSsungen yon a'@ a = 0 durchlaufen, die 
in bezug auf F 1 (6) nie~t-assoziiert sind, trod verstehe unter ~ (a) den grSflten 
gemeinsamen Teller der Elemente yon ~R-la. Mit diesen Bezeiehnungeu 
gi l t  dann 

Satz  4. Die Zeta/unktion einer Quaternionen-Null/orm hat be{ s = 1 

das Residuum 

q: Z {~(a)} -2. 
e l (~ )  - -  1 2 i ~ , ~ =  ~ 

Der Ansatz zum Beweis unserer vier S~tze wird durch eine Int~gral- 
formel geliefert, welche die Zetafunktion mit der in w 1 erkl~rten Thetafunktion 
verkniipft. 

w 

Integraldarstellung der Zetafunktion. 

Es sei ~ -~ ~(~.") variabel und :~' ~:~ ---- 2: :> 0. Wie in w 2 setze man 
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wobei also ~ die aus den letzten ~ Zeflen yon ~ gebildete Matrix bedeutet. 
Es sei g (6) der in w 2 erkl~rte Fundamentalbereich ftir F* (~), der im Teile 
3 '  ~ 3 ~ 0 des $-Raumes gelegen ist. Wie in w 1 sei ferner 

Ist nun a ganz, so lessen wir a 1 alle m i t a  in bezug auf F (6) assoziierten 
Spalten durchlaufen und bilden ftir u > 0 die Reihe 

m 

(37) ~ (a, u) = I ~ 13' 6 3 I -  ~ e" "; ~ ~ d ~. 
ai o (~) 

Nach (21) ist insbesondere 

(38 )  ~ ( n , u ) . =  ~ ; , ' . 8  ~ / ~ ( 6 ) .  

Weiterhin sei in diesem Paragraphen a =~ u, Es sei g ein Gebiet im 
positiven ~-Raume und g* das  dutch E ' ~  :~ = ~ definierte in bezug auf 
F ( 6 )  reduzierte E Gebiet. De ~ nicht yon ~ abhiingt, so ergibt (18) die 
Formel 

~ - - ' m . t - 1  n - - m - F 1  

zfr , 
g gl  g~ g* (~t), 

wobei da~ Gebiet g* (a) aus g* d~dureh hervorgeht, dag E durch lI-1E ersetzt 
wird und 1I ein volles System von Repriisentanten linksseitiger Nebengruppen 
zu F (~, a) in bezug auf F (6) durehl~uft. Es ist demnaeh g* (a) ein dutch 
die Gleiehung E ' 6  E = 3: dem ~-Gebiete ~? zugeordnetes, in bezug auf 
F ( 6 ,  a) reduziertes E-Gebiet. 

Fo~"~an sei in diesem Peragrephen auch noch die Zahl a ' ~  ~ = g 5 u 0. 
Wie in w sei ra = % primitiv, a ~ 6 %  = to, 9i = (ae~) unimodular, 
~ ' 6 a o  = b, 

Man setze noch 

wobei also t[ = t; -~ a'. ~ :~ die erste Zeile yon t l  bedeutet. Mit 

= ! - - t  o ~ ' ~ - x z l  
wird 

a'~Sa = ; .t  - t to t'~ ~:-~ ~ = t (~ - 1 + ~). 

Bedeutet lI eine zu F ( 6 ,  a) gehSrige Einheit yon 6, so bleibt bei der Ab- 
bildung E - ~  1I:~ die Spalte t l  lest, wiihrend E2 in ~BE~ iibergeht, mit  der 
in (23) erkl~rten Bedeutung von ~B. 
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Fi i r  die Matrix 

(40) 

gilt nun 

C. L, Siegel, 

# 

Wendeg man (3) an mit ~1 = ~x, ~ = to ~ und berficksiehtigt, dag 

die Signatur n, 1 haben muff, so folgt, daft t ; ~  ~ 0  ist; femer ist bei ~ 
die signatur n -  1, 1 oder n, 0, je naehdem, ob t o l~ositiv oder negativ ist 
Entspreehend ist die :-Signatur yon R entweder n - - 1 ,  m - - n  o d e r  

S e t z t  man �9 = 1 ffir t ~> 0, e ---- --  1 ffir t ~ 0, so wird 

I - -  (1 -- t~ x',~g -~ ~a)I~:l  = I. :1 
n-r-re+l" n--m+l 

und zufolge (16), (24), (40) erhglt man 

: ~ "  m-J- x 
2 / T ~ : e"a'O."d3~ r 

g* (a) 

n.I (EOf,)m~n 1 

-~ 1 

9m-I ~ ~2 
- -  # ( ~ ,  ") (8 toS-~) " r -  

r > 0 ,  t01 g 
Naeh (39) ist also 

~0 (d ,  U) : "Ore"-1 : : J,.~-'~:~(~;a) (r- -  ~ - - 1  

In  dleser Gleichung ersetze man u d u r c h ~ u ,  wohei ~ die dureh (8) gegebene 
Bedeutung ha t ,  m~tipl!ziere m i t  u ~ -  1 und i?itegrlere fiber alle positiven u. 
Mit Hilfe von (37) ergibt sieh dann 

(41) .~Z ; u ' - a  (g/e) 13'~ 3'-u 

O m L x  - '• 
- -  o _xo, ._ ._xS ~ # ( ~ , a )  F(s)(nTet)-'o~(e) 
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mit  m - - l g  

-I T - 1  oJ ( ~ )  = j" (r - ~ )  r (r - ~ ~)-' d r .  

r : > O ,  ~ 

Die GrSfle eo (e) h~ingt in einfaeher Weise mit den hypergeometrisehen 
~'unktionen zusammen. Setzt man 

1 

(42) f ~ (1 - y)b (1 + xy)  ~ ely = / (a, b, c, x) 
0 

fii r positives x, wobei die reellen Teile yon a und b grSBer als -- I seien, so wird 

r = ~ (r -- 1) 2 ' r ' s  l ) ' ' d r  
1 

(I 2)'~- - 1 - ' / (  m m--n 
- -  S 2 '  2 

~ 0 ( - - 1 )  = ( r +  1) ~ . ~ r T - l ( r + 2 ) _ , d r  
0 

- -  2 ' 2  

Man schreibe nun noeh zur Abkiirzung 

( 4 3 )  

n 2 1, F -- ], F:--~)' 

2 

2 
1 - -2  -- X, 

m ], m - - n  1, n l ( ,  2 - 1, = / ,  =/,,  

xT-a-' ] .(s m2, n~ 1, m,--n~ 1, x- ') =/,(s,x) = / ,  

und summiere (41) fiber ein volles System nieht-assoziierter ganzer a mit 
a' ~ a  =~ O. Nach (25), (33), (34) erhiilt man so die Integraldarstellung 

m $ 

(44) -':',,,-i S - ~ ( l + x )  ~ ~x' { / , (s ,x)~(~,8)§ ~,s)} 
~ n - 1  -~ - n - 1  

=.(!, 13'e;31-Y (J',, u.-'o,~.=~oX e','.o'~.du)a~, 
m 

giiltig in der ttalbebene a > ~ .  

w  

Analytisehe Fortsetzung. 

In iiblicher Weise zerlege man das in (44) auftretende u-IntervaU in die 
beiden Teile 0 , ~  u ~ 1, 1 ~ u und ffihre bei dem ersten yon diesen die 
Thetareihe z9 (u, 2, E, ~) aus w 1 ein. Setzt man 

vqo(u, 2,3~,~) == X e '~rua'~a, #~(u, 2, E , ~ )  = .S' e , , r .a '~a  
a '  ~ a = o a '  6 a =#= o 
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wobei unter den angegebenen Bedingungen fiber die ganzen a summicrt wird, 
so ist @x = 1O --@o. Nach der Transformationsformel (9) gilt nun 

u,-~ #i,(u, ;t, ~,,~) d,u �9 

----().-x,--1) '~ =E = ~ u u  
I 

1 

�9 0 

~ - z  = ~8 = ~ u - ~ - " x O ~ ( u , l - - , l , $ X , $ - t ) d u  
1 

Mit cler Abkiirzung 

1451 ~/~)i3' 631 ' 1~' 

geht dann (44) fiber in 

j" u'-~ ~o (u,)., ~, ~)Ju. 
0 

I c o  ~ �9 

1 

1 

- ~ , , , - , o ~  ~ ) , ~ , , } , ~  = A 
0 

(46) ~m-1 S-W(14_. x) ' z *  { [ ~ ( ~ , s ) - I - / = ~ ( - - ~ , s ) } - - A  

--, [6, [3: ~ 31- u {j ", u , - ' , O , ( u , ~ , z , ~ ) e u } e ~  

, II3 + =u  u '~ - '31  ." u=: ~,(u, 1 - - ) . , z , ~ - , ) ~ u i ~  
- g ( ~ - 1 )  a 

In odieser Relation ist die rechte Seite eine ganze l~unktion yon s. Zwecks 
Feststellung der Fortsetzbarkeit der Zetafunktion hat man jetzt den AUSo 
druck zJ niiher zu untersuehen. Dabei werde vorliiufig vorausgesetzt, dal3 
I' ~ z keine Quaternionen-Nullform sei. Fiir dlesen AusnahmefaU selbst, der 
im letzr Paragraphen behandelt werden soil, ist die Untersuchung yon A 
auf besondere Art zu fiihren. 

Nach (21), (37) und (38) ist 

(47) ~ ) ~ 
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wobei a ein volles System nicht-assoziierter ganzer LSsungen ~ u yon 
a '  G~ = 0 durchl~uft. Andererseits gilt nach (39) die Formel 

g g* Ca) 

Es sei ~ = 1% mit primitivem %. Wie in w 3 w~hle man ein unimodulares 
9/ = (%!B), so daI~ 

2'G~ = q 

b a/ 

wird, mit positivem p, das der grSl~te gemeinsame Teiler der Elemente yon 
GOo ist. Setzt man  

. (~ / 

so ist 

Die Matrix 

(%.~), G (ao3E): ( 0  p ~  (~R(', ~ ) )  
�9 ~ ~/= l~' 2:~"-~ 

besitzt die Signatur /~, 1, da naeh Voraussetzung 2 : :>0  ist. Da ~ die 
Simaatur 1, 1 hat, so wird nach (3) die Matrix 

positiv. Ferner ist 

Bedeutet nun ~ das erste Element yon x~, so wird 19{I. = --(p~)2 and 
folglieh 

(49) I '  3 ----- ~-2TI '~ : - I~ .  

Endlich sei noch ~ die erste Spalte yon :~s und  

Dana gilt 
(50) $'~$ = 2:~. 

Jede z u / "  (G, a) gehSrige Einheit H hat die in (26) angegebene Gestalt. 
Bei der Abbildung 3s --> H~ bleibt dan- :E~ lest, w/ihrend D und ~ in !~BD + q 
und !~B~ iibergehen, mit der in (27) festgelegten Bedeutung yon q, !~B. 
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In (48) ftthre man jetzt statt X zuerst die Integrationsvariablen zx, ze, 3Ea 
ein und*dann statt zl die erste Spalte t yon 2, statt X8 die Variablen v, ~.  
Bedeutet ~x das erste Element yon zx, so wird t = p (~z x + xlzz) + . . . .  
und demnach hat die Flml~tionaldeterminante unserer Transformation den 
Weft �89 (i0~)-n~ -z. Nach w 3 erh~lt man wegen (16), (30), (49), (50) die 
~ormel 

.n - -m-l -  1 

2J~a) T ~ e~a'~ad~ 

n--  1 m--n n - -  m + I 

~" 2 0 m _ n _ l  
l - - t~  I m - - n  

__ ' -1 1 e_ap)2~,,~:~-I x2 d zl} d 

1 -- n ~ m 2 

2 n 
./" ( -~- )  9 r e _ n _  1 o g 

In Verbindung mit (48) und (32) ergibt sich also 
# + I  m 

, q ) ( a , u )  = 2 0 n _ l O . _ # _ l  I ~  f n  2 

wobei Co ----- p-i  ~ao ist. Summier~ man noch fiber ein volles System nicht- 
assoziierter primitiver o o m i t  a ~ a o  = D und tiber alle ganzen l ~ 0, so 
wird nach (31) 

1 ~,n-~ ~ ~+~  m 
-- ~zl- u  1 )~ (m- -  2) S -  - -~ M . ( e -  x, O) (~, ~) ' - u  

9. ~ n - I  ~ m - - n - - I  

Verm6ge (45) und (47) erhalten wir den expliziten Ansdruck 

151) A = o,. S -  ~/~(~) ~ - - T  

2 

' -~ 21 ~~ ~1--'~ I'*_ -- 1 ) ~ ( m - - 2 ) S - - T ( I + x )  x Y x  "~ \ -8-=--i 

1 m $t 
~- ~ z~  ~. M ( ~ - ~ , O ) , ~  

/ s--y+~ 

und damit ist auf Grund yon (46) die Funktion /x ~ (~, s) + / ~  ~ (-- ~,  s) 
in die ganze s-Ebene fortgesetzt. Sie ist iiberall regular bis auf zwei Pole 
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erster Ordnung bei s = ~ ,  s = 0 und zwei etwaige Pole erster Ordnung 

m 1. Die tetzteren treten nur dann auf, wenn ~' ~ eine be is  = 1, s = -~ - -  

Nullform ist. Um nun zu Aussagen fiber ~ (~, s) und ~ ( - - ~ ,  s) ~]bst  
zu gelangen, hat man die Abh/ingigkeit der Koeffizienten /1 und /= yon x 
zu benutzen. 

w  

Die Funktionalgleiehung, 
m n 1 

Wit multiplizieren (46) mi t  x '  ~ S ~ § und ersetzen in der en~stehen- 

den Fennel die Symbole ~, x, ~,  s dutch 1 -- ;t, x= 1, ~ - 1  y ~ s. Es ergibt 

sieh dann rechts wieder genau die rechte Seite yon (46). Da das Entsl~rechende 
fiir das dutch (51) ausgedrfickte A gilt, so folgt 

(52) /, (s, x) ~ (~,s) + t~ (s, x) ~ (-- ~, ~) 

+ ,)}. 

Um hieraus die Funktionalgieichung in der Folm (35) zu gewinnen, hat man 
die hypergeometrischen Funkt ionen/1  und /~ zu eliminierem Benutzt man 
aus der Theorie dieser Funktionen die Beziehungen 

(m__ ---~ (TcS m - - n  :tu sia (~s)/1~ 2 -- s, x -1) sin -- g ---~-)/~ (s, x) + sm-~/~(s,x), 

x ~ s in(gs) /2  - ~ - - s , x  - 1 ) = s i n  ~- !, (s, x) + sin ~ s - - - -  /2(s,x) 

uad die lifieare Unabh~ngigkeit yon ]1 (s, x) und/3  (s, x), so erh~ilt man (35). 

Ohne explizite Benutzung der Theorie tier hypergeometrischen Funktionen 
kann man auch folgendermaBen schlieBen. Es sei x beliebig komplex, aber 

0, - -1 ,  0o. Bedeutet C eine yon -~ 1 nach .4-1 gehende einiach ge~ 
schlossene Kurve, die den Nullimnkt der y-Ebene positiv uml~iuft und nicht 
den Punkt  -- x -1 enth~ilt, so ist 

(53) (e 2zta - -  1) / (a, b, c, x) = .f ya (1 - y)b(1 + x y ) ~ d y ,  
c 

und hier steht ffir R (b) > -- 1 auf der rechten Seite eine ganze Funktion 
von a . '  Zufolge (43) sind also ]1 (s, x) und /2  (s, x) meromorphe Funktionen 

Mathema~ische  Zei tschr i f~.  44. 2 7  

X 2 
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von si F.erner ist der Quotient/x (s, x) ! / t  (s, x)als Funktion des positiven x 
nicht konstant; es gilt niimlich 

n . ~ o  ~ ' ( " ' )=  r ( ~ l r ( , - ~ + , ) d , - ~ ) '  
Nach (46) und (51), sind also ~ (~, s) und ~ (-- 6, s) meromorphe Funktionen 
yon s, 

Die DarsteUung (53~zeigt ferner, daft/1 (s, "x) und/3 (s, x)als Funktionen 
yon x regul/ir Kind in der ganzen x-Ebene mit Ausnahme der Punkte 0, -- 1, oo 

. Die.Funktionalgleichung (52)gilt also auch fiir komplexe x. Es sei nun 

~ ~. -- 1. Wit setzen x----- -- 1 4- ~i und lassen ~ durch positive Werte 

gegen 0 Streben. Nach ,(43) ergibt~ sieh 

, . ._~_2 r ( ~ , , ) , , - ( , - ~  + , )  
/,(~,~) ~ ~ y ' - ~ ( 1 -  ~), d y = .  r(,) =~. 

e 

1~ (8, x )  --,..- c, e 

Andererseits folgt aus (53)d~rch Anw~ndung des Cauchyschen Integralsatzes 

7R c o  ~ t  

e - ~ ' " - - l ) / 1  ~ - - - s ; ~  -1 -~(e ~ - - . e  ) y -  
1 , 

�9 

1,(~ ~-,:)~o, .,.,(.,.) --- 8~ . ~ C 9 

.1, (-~ - ,, ,-,)---o, ~.',,,-,,. 

D i e s  liefert als Spezialfall yon (52) die Formel 

~(~. ~)- ~-,( .-  ~) ~(_ ~;~) 

- -  i m  (~ a) 

~ d  c ~ t  wie~e: Satz 2. 

w 
�9 D i e  R e s i d u e n .  

Es sei jetzt wieder x ~ 0. Zur Bestlmroung der Residuen yon ~ (~, s) 
hat man die Beziehungen (46). und (51)zu benutzen. 
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Als Fnnlrtionen yon x geniigen /~ (s, x) und is (s, x) der linearen Dif- 
ferentialgleichung zweiter Ordnung 

x(x.~ 1) d' y 

=o. 
Hieraus folgt in iiblieher Weise die Formel 

(54) , ~ I ,  ~ I ~ _  .~- ~ - .  r (~  " + ~ )  . �9 - ) _ _  _ 

F e r n e r  leh~ (53), dab f"/~' ,ix'ell' ~-~/~ nach Division duroh F(s -m,~4- 1) 

ganze Funktionen yon s werden. Differentiiert man nun (46) nach x und 
benutzt (54), so erkennt man, dab die beiden Funktionen 

r(O = C(~,s), = , ~ ( - ~ , 8 )  = C( -  G,s) r (s) 
' ~ $  

hSehstens vier Pole haben kSnnen, und zwar yon erster Ordnung bei s = ~ ,  

m 1, I, 0. Zum Beweise der S~tze 1 und 3 hat man also nur noch jene 
2 
Stellen zu untersuchen und dort die Residuen zu berechnen. 

Es seien �9 und fl die Residuen yon ~ (G, s) und ~ (-- G, s) bei s = -- 2" 
Nach (46) und (51) gilt dann 

Andererseits ist 

, .)  ( - - . )  1 m - .  . F ( ~ -  F - - ~ - -  . - m  ,~ 
= ~ ( i - y )  ' ~ ( 1 + x y ) T - ' d y =  x ~ ( l +x )  T-~ 

u n d / I  m, 0 ---- m--n'2 also der Quotient/z -2-, x 

Aus (55) und (56) folgt jetzt 

_ ~ = s - ~ ( ~ ) ,  

: f2 (2 ,  X) nicht konstant. 

27* 
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m 
und die Residuen yon r  s) und r ( ~  6 ,  s) bei s = ~- haben den gemein- 

.~men Weft  

o (6) = ~ s--r ~, ( ~ ) .  

Aus der Funktionalgleichung (35) entnehmen wir jetzt, dal] die Funk- 
tionen ~ (6,  s) und ~ ( - - 6 ,  s) bei s = 0 reguliir sin& Fiir gerades m -- n 
ergibt sieh noeh die einfaehe Wertbestimmung 

w l - - n  

(~, 0) = (- i) " ~ (~). 

Nunmehr wetde das Verhalten bei s = - ~ -  1 untersueht. 

und (51) folgt, daft der Ausdruck 

(57) #, (s, X) r (~, s) 4- Is (s, x) ~7 (-- 6, s) 

Aus (46) 

- ) 

1 reguliir ist. Ferner haben naeh (42) und seine Ableitung nach x bei s = 2 

die Funktionen/x (s, x) u n d / s  (s, x) bei s = 2 1 einen Pol erster Ordnung 

vom Residuum li w~ihrend ihre Ableitungen nach x dort regular sind. Ver- 
mSge (54) erkeanen wit, daft die Funktion 

l )  
r s) 

1 - - m  ~ III 

+ - ~  -~--  n 2 F . ( (m--  2) x u  + l ) u  s--  t 

m i r%auliir i'st. Liegt nicht der Fall m = 4, n g= 2 vor, so ist bei s -- 2 " 

also r (6,  s) regular bei s = ra 1, und ebenfalls r (-- 6 ,  s). Ist  abet 
2 

m = 4 .  n q=2, so hat  r  s) bei s = ~ - - 1  = 1 einen Pol erster 
n.+ 1 

I 
0rdnung mit dem Residuum (-- 1) s ~ M (6, 0). 

Endlich ist noch die Stelle s--: 1 zu untersuchen. Dabei kann man 
ra ~ 4 voraussetzen, da man ~sons. t auf den soeben behandelteu Fall 
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m 1 zuriickkiime. Wegen der Regularit/it des Ausdrucks (57) bei 

s = - ~ - - 1  ist nun 
1 - - m  

Ffir gerades m --  n folgt aus (1) die Regularit~t yon ~ (~, s) bei s = i.  Fiir 
ungerades m -  n folgt aus (2) und (58), dab ~ (~, s) bei s = 1 einen Pol 
erster Ordnung mit dem Residuum 

ex(@) = ( - -  1) " ( 2 ~ t ) ~ - ~ F ( m  - -  2)~'(m --  2 ) M ( ~ , 0 )  

besitzt. Nach dem im vorigen Absatz Bewiesenen gilt diese Formel auch 
fiir m = 4. Im Falle eines geraden m l~13t sich auf Grund der Furfl~tional- 
gleichung der Riemannschen Zetafunktion ffir el  (@) der einfachere Ausd~'uck 

e ~ ( ~ ) = ( - - 1 )  "~ � 8 9  

angeben. 
Damit  sind die S~itze 1, 2, 3 bewiesen, wenn yon dem bisher aus- 

geschlossenen Fall einer Quaternionen-Nullform .~' ~ ~ abgesehen wird. Dieser 
Fall ist nun noch zu untersuchen. 

w  

Die Quaternionen-Nullform. 

Es sei fortan m = 4, ~ ' 6 t  eine Nullform und [~l  das Quadrat einer 
rationalen Zahl, also n = 2. Da t ' ~  t eine Nullform ist, so t/il3t sie sich 
durch eine lineare rationalzahlige Substitution in 2 Yl Y4 + Q transformieren, 
wobei Q eine quadratische Form in yz, Ya mit rationalen Koeffizienten be- 
deutet. Die Determinante ]~f  ist das Quadrat einer rationalen Zaht und 
folglich die bin/ire Form Q rational zerlegbar; man kann also Q = - 2  Y2Y3 

voraussetzen. Die gegebene Form ~ ' 6  ~ geht demnach durch eine geeignete 
lineare rationalzahlige Substitution t = ~19 in 2 ( g l Y 4 -  Y2Y3) fiber, und 

dabei ist [5~ t -- S -  �89 Man bezeiehne die Matrix der Fo~m 2 (YlY4 - -  Y2.Ya) 

mit 60 und setze noch 

(Y4 Y2)_-= ~. 
Ya Yl 

Man wi~hle nun eine natiirliche Zahl q > 2, die durch das Produkt der 
Hauptnenner  der Elemente yon ~ und ~R -1 teilbar ist. Ist dann lI eine Einheit 
yon 6 ,  die -~ ~ (rood q) ist, so ist ~ - l l I ~  =- lI o eine Einheit yon 60. Ist 
umgekeh~ )2 o eine Einheit yon ~o und 1I o ~ ~ (mod if), so ist !Rllo~ -1 = ~/ 
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eine Einheit von ~. Folglich g~bt es i n / "  (~) eine Untergruppe F 1 (~) mit 
endlichem Index j und in / ' (~o)  eine Untergruppe /'1 (6o) mit endlichem 
Index, so dal~ / '1(~)  = ~/ '1(~o)  ~-1  ist. Eine zul~sige Wahl yon/ '1 (~o)  
ist die folgende. Sind 92 und ~ unimodulare zweireihige Matrizen, so wird 
dutch die Substitution 
(59) ~ ~ ' ~  

~ine Einheit Uo yon ~o definiert, die kurz mit 92• ~ bezeichnet werde. Sind 
92 und ~ ~ ~ (rood q), so ist auch )20 == 92• ~ -  �9 (mod q). Wir w~hlen 
fiir / ' t (6o) die Gruppe .Jieser llo = 92• mit 92 ~ ~B ~ ~ (mod q). 

Es sei a t neine ganzzahlige L6sung yon a' 6 a  = 0. Dann ist ~R -1 a = % 
eine rationale LSsung yon a ~ o a o - =  0, also a t a 4 - - a z a  a = 0, wenn 
%, %, as, a ,  die Elemente yon a o bedeuten. Set'.'.t man noch 

(a: ::) 
so kann man zwei unimodulare Matrizen 92x und ~x derart finden, da6 

(o 
(60) ~i  ~o ~BI = 0 

wird, wobei ~ = ~ (a) den gr66ten gemeinsamen Teiler der Elemente yon 
~R-la bedeutet. Ist nun )20 ----- 92• ~B eine Einheit der Untergruppe F1(6o) , 
welche ao als Fixpunkt hat, also ein Element von 1'1 (6o, %), so gilt 

9 2 , % ~  = ~o, 

und hieraus folgt vermSge (60), da6 92 und ~B die Form 

besitzen, wobei ~r und fl beide durch q teilbar sind. Umgekehrt liefert jedes 
solche Paar 92, ~B wieder ein Element 92• - - l I o  yon /'1(~0, %). 

Wir haben jetzt den dutch (45) erkl~irten Ausdruck zi zu bereehnen. 
Aus dem Fundamentalbereiche g ( 6 )  fiir die gekiirzte Einheitengruppe 
/ '*  (~) erhalt man einen Fundamentalbereieh gl (6) fiir die Untergruppe 
/'1 (~), indem man �89 geeignete Bilder yon g (~l  vereinigt. Um 6o an Stelle 
yon ~ in /I einzufiihren , setze man 

= ~(~, 3 = , 3 ' ~ o 3  = % ,  ~ o 3 ~ : ; ' 3 ' 6 o  = 

u nd bilde die Summe 

~I(u, 3) = X ~ - ~ ~  
tt0~otl0 -~- 0 

in welcher ao alle LSsungen.- yon a~ ~oao ---- 0 mit ganzem Y{ao durehl~uft. 
Ferner sei v22 (u, 3) die Summe mit demselben allgemeinen Gliede, wobei 
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so gilt 

~)ber die Zetafunktionen indefmiter quadratischer Formen. II .  423 

aber % alle LSsungen yon O~o% = 0 mit gan~em ~eo~durchliiufr Be- 
deutet nun g~ (~o~ ellen Ftmdamentalbereich fiix-/'~(~o), so w i~  

oo 1 

"S ' {S-�89 S u~-, du-- ~u',~(u,3)du}d~. (6~)�89 A= ~ 13 ~o31-' ,v,(u,B) 
g l  (~o) 1 o 

Ist 
(u, ,u~) 

(63) W-o 3 '  % 3 = - -  2 vl ul - v ~  
(u I --  v~ 2 u~ ] '  

und die Bedingung W.0 ~ 0 liefert 

(64) u~ '~  0, (u 1 -- v~) ~ + 4 VlU~ ~ O. 

Wit definieren nun dutch die Gleichung (1, ~, y~, ~y) 3 ---- u', oder aus- 
fiihrlicher 

zwei GrSi~en ~ mad 7- Fiir ~ erh~ilt man die quadratische Gle!chung v15 a 
+ (u x -- v~) ~ -- u~. = 0, deren" Wurzeln nach (64) imaginiir sind. Wi~ 
kSnaen also voraussetzen, dal] der imagin~ire Tell ~= y o n  ~ ---- ~ + i ~  
positiv sei. Zufolge (64) and (65)liegt (iann a u c h y  = ~ + iy= in der oberen 

Halbebene: Sind ~, ~ konjugiert komplex zu ~, ~," so wird 

~-~ ~ - ~__~ ~,  ~_~ 
und daher ist :die Funktionaldeterminante 

(67) 

Feraer fbadet man 

(68) 13'~o31 .4n&. 
Ist nun l I  o = 9IX ~3 ei n Element yon /'1 (~o )m i t  

so ist die Abbildung 3 --* Ho3 zufolge (59) und (65) gleichbedeutend mi~ den 
simultanen Modulsubstitutionen 

(69) ~: ...> ~18 "-F % fll ~ + / ~  
= 3 # + = 4 '  ~ "*  P3 ~ + ~4" 

D i e  Modulsubstitutionen mit ~ : ~ _ ~  (rood q) bilden die Hauptkongruenz- 
untergruppe q-ter Stufe der Modulgruppe. Wir w~hlen fiir sie einen Fundamental- 
bereich g o in der oberen Halbebene:i LiiBt man dana # und y unabh~agig 
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voneinander je den Bereich go durchlaufen, so beschreibt der nach (62) und (66) 
zugeordnete P ,  nkt $ den Fundamentaibereich ga (6o). 

Der ~oergang yon (61) zu einer mit (51) analogea Formel l~i~t sich nicht 
ohne weiteres ausfiihren, da bei direkter t?bertragung der friiheren Rechnung 
jetzt divergente Integrale auftreten wiirden. Um dies zu vermeiden, entferne 
man yon dem Fundamentalbereich 9o die Umgebung der parabolischen 
Eckpunkte, ivdem man fiir festes e ~ 0 das Gebiet ~2 ~ e-I und seine 
s~mtlichen Bildgebiete bei allen Modulsubstimtionen fortl~i~t. So entsteht 
ein im Innern der oberen Halbebene gelegenes endfiches Gebiet g,. Zufolge (67) 
und (68) geht jetzt (61) i~ber in 

(70) 2jSA = .lim~ o!! ~ {~- � 8 9  x u'-'~~ 

1 

o 

Nun fasso man in der Summe ~o 1 (u, 3)  aUe Glieder zusammen, fiir 
welche ao mit einem festen a~ in bezug auf die Einheitenuntergruppe/'x(6o) 
assoziiert ist. Macht man noch die Modulsubstitutionen (69) mit 

wobei ~I x und ~B1 die in (60) auftretenden Matrizen sind, so wird e'~6o3 
---- 0 (ax)(0 1), und man erh/ilt mit ~Iflfe yon (66), (68), (63) die Beziehung 

Jene % liefern zu dem Integral auf der reehten Seite yon (70) den Beitrag 

d2 ( a t}  

b e b e 0 

wo der Bereich b~ aus dem Halbstreifen 0 ~ ~1 ~ q der oberen ~-Halbebene 
dutch die oben erk|~irte Ausschliel~ung der Umgebungen der rationalen Rand- 
punkte entsteht. In ana]oger Weise vereinige man die Summanden yon 

~ (u, 3). 
Jetzt hat man noch bei ~1 iiber ein volles System solcher a 1 zu sum.mieren, 

die nicht-assoziiert in bezug auf 1" 1 (60) sind und fiir welche 9~al ganz ist 
Man w~ihle zun~ichst die endlieh vielen nicht-assoziierten al = ao aus, so dab 
~ a  0 primStiv ist. Man erhiilt dann alle aa in der Form al = lao mit natiir- 
lichem I. Bei ~o~ hat man die a 1 so zu normieren, dal~ 69~ax ganz ist. Sie 
ergeben sich aus den soeben definierten ao in der Form ax = rlao mit natiir- 
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lichem l, wobei r -1 den grSflten gemeinsamen Teilerder Elemente von ~lao 
bedeutet. Aullerdem hat  man noch .das Glied a o = .  n zu beriicksichtigen. Es 
wird 

(71) 2 j S A =  t ~ - ~  7 )  
1 ~ r ~ O  ~- 

+ lira E ! !  I~Su'-'iS-�89 ~ e ~,,G~. 
e ~ 0 h e 0 r 

I----.l 

Dabei ist v das bekannte nicht-euklidische Volumen yon go, ~ und r - !  sind 
die grS~ten gemeinsamen Teiler der Elemente yon % und ~9{'~, und % 
durchl~iuft ein volles System in bezug auf F~(@o) nicht-assoziierter LSsungen 
yon a ~ o a o  0 mit primitivem ~Ra o. 

Bezeichnet man mit w den Grenzwert auf der rechten Seite yon (71), so 
wird 

! - 1  1 

lira 
2 q ~  ~ - - ~ O " o  o o t = l  

2 u ~ 2  

~ = 1  

= 2:-[~"-' 2:(aI)-' [s-�89 ~=' log *" 2 1 
aog l=,  " ~Y(r~l)  ~ ]~ d u  

+ a ( s - - 1 )  lira Y . '~ -~ (S- �89  -t . 
~ ---3" 0 aO 

Hieraus folgt zun~chst 

X~-~(S-�89 -~'- 1) = 0 
II o 

und sodann 
1 1 

2q, 2 w = Z d -2 { l o g u d u  + 

- -  3 (,__ 1)~ ~ ~-'~ -{- 8__ 1 
tl o 

mit konstantem c. Also ist 

(72) 2 j S A  = v~- (sS--~�89 1 

Damit  ist zl bestimmt. 
Im vofliegenden Falle ist andererseits 

1 
1 

l~ ( s ,  x) = j ' y " - ' d y  = ~ -  , ,  
0 

2 ~q~ c l Z'(~-2 + (~-I) 
31' (s-- 1) "~ ao Y 
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AlSO wird nach (46)und (72) der Ausdruek 

$ - - 1  1 - - #  

j ~ ' ~ F ( s )  {z ~ -  C(~' s) + x=~-C( - ~,s}~ 
I 

. . . . . . .  4 , ( x ~ - §  + 6 ( s ~ l ) ~ 0 L '  

eine ganze Funktion yon s, die sich nicht/indert,  wenn man sie mit S �89 multl- 
pliziert u n d  dann x, ~,  s durch x -1, ~-1,  2 -- s erse tz t .  Aul~erdem hiingt 
ihr Weft bei s = 1 nicht ~;on x ab .  Hieraus findet man nun wieder die 
Funktionalgleichung yon ~ (~, s) und erkennt, dall diese Funkt ion  in der 
ganzen endliehen s-Ebene reguliir ist bis auf Pole erster Ordnung bei s =- 2 
und s = 1 .  Ffir das  Residuum bei s = 1 ergibt sieh der negative rationale 
Wert 

= 

~a  s a = o  " 

wobe~ a ein volles System primitiver, in bezug auf F I ( ~  ) nicht-assoziier/er 
LSsungen yon a ' ~ a  = 0 durchlauft und 0 (a) den grSl~tep gemeinsamen 
Teiler der Elemente yon ~ - l a  bedeutet. 

Damit sind unsere s•mtlichen Behauptungeu bewiesen. 

{Eingegangen am 18. M/irz 1938.) 


