Uber die
Zetafunktionen indefiniter quadratischer Formen. II.
Von

Carl Ludwig Siegel in Gottingen.

Es sei xS x eine quadratische Form mit m Variabeln und rationalen

Koeffizienten, die durch eine reelle lineare Substitution in v

yri+ . Lt =it ) IS m—1)
transformiert werden kann. Im ersten Teile dieser Abhandlung ist die zu-.
gehorige Zetafunktion fiir den speziellen Fall n = 1 untersucht worden. Zur
Behandlung des allgemeinen Falles eines beliebigen n sind weitere Hilfsmittel
nétig, die im folgenden besprochen werden sollen.

Zur Definition der Zetafunktion hat man wie im Falle » = 1 die Ein-
heitentheorie heranzuziehen. Es sei I' (&) die Einheitengruppe von &, also
die multiplikative Gruppe der unimodularen Matrizen U mit W' SU = &.
Identifiziert man U mit — U, so erhilt man eine Faktorgruppe von I"(S),
die als gekiirzte Einheitengruppe I'* (S) bezeichnet werden sell. Im Falle
n =1 oder n = m — 1 wird durch die Abbildungen ¥ — - Ux eine mit
I'*(3) isomorphe diskontinuierliche Gruppe von Kollineationen des (m — 1)-
dimensionalen projektiven x-Raumes erklirt, deren Fundamentalbereich in
diesem Raume ein endliches nicht-euklidisches Volumen besitzt, wenn nicht
m =2 und — |G| das Quadrat einer rationalen Zahl ist. Ist aber
1<n<<m-—1, so ist jene Gruppe nicht diskontinuierlich im x-Raume.
Man betrachte dann an Stelle von x reelle Matrizen X von m Zeilen und
n Spalten. Sieht man zwei solche Matrizen nicht als verschieden an, wenn
sie durch rechtsseitige Multiplikation mit einer #-reihigen Matrix ineinander
iibergefithrt werden kénnen, so liefern sie die Punkte eines Raumes R von
» (m — n) Dimensionen, der eine Verallgememerung des projektiven Raumes
ist. Durch die Abbildungen ¥ — 4+ UX erhilt man jetzt eine mit I™* (&) iso-
morphe Gruppe von gebrochenen linearen Transformationen des Raumes R.
Die Reduktionstheorie zeigt, daBl diese Gruppe in R diskontinuierlich ist und
dort einen Fundamentalbereich besitzt, dessen Volumen in einer gegeniiber den
Abbildungen invarianten MaBbestimmung eine endliche Zahl u(S) ist.
Diese Zahl i (S) mége das Gruppenmall von I" (S) heiBen.

- Ist a’ Sa = ¢ eine Darstellung einer von 0 verschiedenen Zahl ¢ durch &,
also ¥ = a eine ganzzahlige Losung von 'S x = ¢, so gehdrt zu ihr eine
Untergruppe von I"(S), nimlich die Gruppe I'(S, a) der Einheiten von &
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mit dem Fixpunkt a. Auch fiir I'(S, a) liBt sich ein endliches Gruppenma8
# (S, a) erklaren, wenn nicht m = 3 und — ¢| S| das Quadrat einer rationalen
Zahl ist. Die genaue Definition der Gruppenmafie 4 (S) und u (S, a) findet
man in den Paragraphen 2 und 3.

Zwei Darstellungen a;@a; =t und a;Sa, == ¢ heiflen assozilert, wenn
es eine Einheit i von & gibt, so dal a, = Ha; ist. Unter dem MaB der Dar-
stellungen von ¢ durch & versteht man den Ausdruck

MG t)= 2 u(S,a),
aGa=1
in welchem iiber ein volles System nicht-assoziierter Darstellungen von ¢
durch & summiert wird. Wie die Reduktionstheorie lehrt, ist dabei die Anzahl

g

der Summanden stets endlich. Die Zetafunktion von & wird nun in der

Halbebene o > % durch die dort konvergente Dirichletsche Reihe
[(S,s) = 2 M (&5t
t>0

erklart, in der ¢ alle positiven durch & darstellbaren Zahlen durchlauft. Dabei
ist der Fall auszuschlieflen, dafl 'S x eine ternire Nullform mit negativer
Determinante ist.

Das Ziel unserer Untersuchung ist der Beweis der Fortsetzbarkeit von
{ (&, 5) in die ganze endliche s-Ebene und die Auffindung einer Funktional-
gleichung. Wir konnen uns auf den Fall. m >> 2 beschrinken, da der Fall
m = 2 in allgemeineren KErgebnissen von Hecke enthalten ist. Es stellt
sich heraus, dafl { (S, s) fiir alle endlichen s reguliir ist bis auf einen Pol erster
m

5 und einen etwaigen Pol erster Ordnung bei s = 1. In

letzterem Punkte liegt nur dann ein Pol vor, wenn entweder 'S z eine Null-
form mit negativer Determinante oder eine ternire Nullform (mit positiver
Determinante) oder eine quaternire Nullform mit quadratischer Determinante
ist. Die Gestalt der Funktionalgleichung ist von der Restklasse abhiingig,
welcher die Differenz m — n nach dem Modul 4 angehért. Setzt man zur
Abkiirzung

Ordnung bei s =

7 I(s) C (G, 9) = 9(S,9)

und bezeichnet mit S den absoluten Betrag der Determinante |G/, so lautet
nimlich die Funktionalgleichung

(1) p(S,8)=(—1) * § = cp(G—l, 7—;— — s) (m —n gerade),
(2) sin{ms) ¢(S,s)

m—n4+1

= (—1) ¢ S“%{cos(ns)cp(@‘“‘, 7«"2— — s) — (p(- St —’2—,— — s)}

{m — n ungerade).
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Die Aussage ist fiir den Fall einer terniren Nullform zu modifizieren; da aber
dieser Fall bereits ausfithrlich im ersten Teil der Abhandlung untersucht
worden ist, so soll er weiterhin ausgeschlossen werden.

Der Beweis der Fortsetzbarkeit und der Funktionalgleichung erfolgt ver-
mittels einer Darstellung von ¢ (S, s) durch ein Integral iiber eine Thetareihe
und bildet also eine Ubertragung der im definiten Fall iiblichen Methode.
Die Schwierigkeit liegt aber jetzt vorwiegend in der Gewinnung jener Integral-
darstellung. Die Moduln der dabei benétigten Thetareihe hingen von den
n (m — n) Koordinaten der Punkte des oben erklirten Raumes R ab, und die
Thetareihe wird eine Invariante der Einheitengruppe. Im Laufe der Unter-
suchung treten die hypergeometrischen Funktionen auf, deren Moncdromie-
gruppe bei der Herleiting der Funktionalgleichung benutzt wird.

Durch die Mellinsche Integraltransformation entsteht aus (S, s) die
analytische Klasseninvariante f (&, z). . Die Ergebnisse der analytischen
Theorie der quadratischen Formen legen die Vermutung nahe, da8 f (&, )
fiir gerades m — n eine Modulform ist. Aus der Funktionalgleichung von
¢ (S, s) ergibt sich nun zunichst das Verhalten von f (S, #) bei der Modul-
‘substitution 'z — — z-1. Zur Untersuchung von f (S, ) bei einer beliebigen
Modulsubstitution hat man an Stelle von { (&, s) allgemeinere Zetafunktionen
mit Charakteren zu betrachten. Die Durchfiihrung der Rechnung liefert die
vollstindige Transformationstheorie von f (S, z) und damit die Bestitigung
jener Vermutung. Es laBt sich also das Ergebnis der im ersten Teil genannten
Arbeit von B. Schoeneberg, das sich auf die zu nullteilerfreien indefiniten
Quaternionenringen gehorigen Thetareihen bezieht, auf beliebige Klassen-
invarianten mit geradem m — n iibertragen. ’

Der Begriff der Zetafunktion einer quadratischen Form ist noch einer
weiteren Verallgemeinerung fihig, die ebenfalls durch die Sitze der analytischen
Theorie der quadratischen Formen nahegelegt wird und fiir die Theorie der
analytischen Klasseninvarianten von Bedeutung ist. Diese allgemeinen Zeta-
funktionen stehen zu den oben definierten in analogem Verhiltnis, wie die
Darstellungen einer symmetrischen r-reihigen Matrix ¥ durch S zu den Dar-
stellungen einer Zahl ¢ durch &. Ist z. B. ¥’ &k positiv-definit, so wird jene
Zetafunktion erkldrt durch die Reihe

L (S, 8) = é‘A (S, 3|2 (r=12,...,m),

wobei 4 (S, T) die Anzahl der Darstellungen von ¥ durch & bedeutet nnd T
ein volles System von darstellbaren Klassen durchliuft. Auch hier kann man
sinngem#f indefinite Formen zugrunde legen und noch Restklassencharaktere
einfiigen. Da unsere Methode ohne Hinzunahme neuer Ideen auch zur Unter-
.suchung dieser allgemeinen Funktionen ausreicht, so soll im Interesse einfacher
Ausdrucksweise nur der Fall » = 1 fiir den Hauptcharakter behandelt werden.
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Beziiglich der Abkiirzungen sei noch folgendes bemerkt. Durch die
Gleichung MM = M " wird angedeutet, dafl M eine Matrix mit a Zeilen und
b Spalten ist; dabei kann fiir D @ auch IM® geschrieben werden. Mit kleinen
deutschen Buchstaben werden nur Spalten bezeichnet. Stets ist € eine
Einheitsmatrix, 9 eine Nullmatrix, n eine Nullspalte. Der absolute Betrag
der Determinante einer mit einem groBen deutschen Buchstaben bezeichneten
Matrix wird immer durch den entsprechenden grofien lateinischen Buchstaben
ausgedriickt, LaBt sich die quadratische Form x’' Sx von s Variabeln durch
eine reelle lineare Substitution in die Form

Bt .o =@+t Yl

transformieren, so sagen wir, © habe die Signatur n,ﬁn —~ . Im Falle
m = n heiit & positiv, wofiir auch & > 0 geschrieben werden soll.

§ 1.
Die invariante Thetafunktion.

Esscien ¥ = T™ und B = B symmetrisch und umkehrbar. Definiert
man mit Q = Q™" die Matrizen

6=T—-0B1Y, $=8— z—li&,
(6T el D

" € B €
so wird :
T Q I % & Ry
— o ?
@) (& 9)=%(y 5 X="2 (sn 8) ¥
Also gilt die Determinantengleichung
(4) TS = [6]]B].

o~

Hat die symmetrische Matrix & die Signatur n, m — %, so kann man
eine reelle Matrix X" ™ derart wiihlen, dafl ¥’ S X positivist. Setzt man nun
insbesondere

r=m Q=¥XC ¥CX=T, V=13 R = XTI ¥,
wobei

0< i<l
ist, so wird

G=({10-/1HT §H=41i8-9%R

Da T > 0ist, so hat @ die Signatur 0, n. Aus (3) folgt, daBl § die Signatur 0, m
besitzt, also — § positiv ist. Nach (4) ist ferner

®) Bl = -1yl
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Um $-! zu berechnen, bilde man die Matrix
(6) H$1=(1—-4HC - e RS
Wegen RG-1R = R wird dann
9, = A(1 —A) € — ARG — (1 — YRG-1 + RG! = 1(1 — A) G,
(7) $:1=4(1—-A)H"
Man erhilt also den Aunsdruck A (1 — 4) $~1, indem man in der Definition
von & die Symbqle 4, &, X durch 1 — 4, S-1, SX ersetat.
Mit der Abkiirzung
®)  pa-mt=y
bilde man fiir ¥ > 0 die Funktion
O, 4%, @) = Zemred,
wo ¢ alle Spalten aus m ganzen Zahlen durchliuft. Ist nun U eine Einheit
von G, also U ganz und W GU = &, so wird
T = X SUY), UWRYU = SUIXH)TUXS,
UHU = 16 — WRU
und folglich, da Uc mit ¢ alle ganzen Spalten durchlauft,
& (u, L, UX, G) = ¥ (u, 4, X, G).
Unsere Thetafunktion behélt also ihren Wert, wenn X durch eine beliel:ige,

in bezug auf die Einheitengruppe I' (S) assoziierte Matrix UX ersetzt wird.
Die Transformationsformel

Zeuyuc'f)c = l_.yugl‘.% Z‘en(yu)"lﬂb-lc
[+ [4

liefert vermoge (5), (6), (7), (8) die Beziehung

m n m

9) FwAXe) =S8 a1 T w Tl 1,667

Aus dieser wird sich die Funktionalgleichung der Zetafunktion { (&, s) er-
geben, wenn es uns gelungen sein wird, ¢ (&, s) in einfacher Weise unter Be-
nutzung der Thetafunktion auszudriicken. Dazu sind verschiedene Hilfs-
betrachtungen notwendig.

§ 2.
Das GruppenmaB.

Es sei G reell. Durch die Gleichung ¥’ ©X =: ¥ wird der m*-dimensionale
reelle X™-Raum auf den ?ﬂ;‘—l)-dimensiona]en Raum der symmetrischen
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I™ abgebildet. Zuniichst sei © > 0. Es bedeute g ein Gebiet im T-Raum,
das ein Volumen besitzt, und ¢, das entsprechende Gebiet im ¥-Raum. Be-
zeichnet man die Volumenelemente in diesen Riumen mit 4% und X%, so
wird das Verhaltnis der Volumina von ¢, und ¢ durch den Quotienten

v(g,):v{g) = jd_}',:f(lz
g1 g

gegeben. LaBt man jetzt ¢ auf einen Punkt ¥, zusammenschrumpfen, so
erhédlt man in dem Grenzwert
(10) lim jdx:jd'z = a (G, Ty

9T g, g
eine gewisse Funktion von & und ;. Um diese néher zu bestimmen, setze
man & =AY T, = BB und mache die linearen Substitutionen
¥=Ur1E,B, T =B I, B. An die Stelle von ¥ S X = T - I, tritt
dann die Relation XX, = T, — €, und aus

fax=amBrfdx, [dT=B1{dx,

folgt
2 (S, ) = 4" B 1a (G, €)
oder
m 1
(11) «(S,Ty) = gn8 =T,
wobel

m = « (€™, Em)

zu setzen ist. Also gilt
_m, 1
(12) fdx=p.8 7 [T 7Tax.
91 g

Nunmehr sei & rational und von beliebiger Signatur. Zwei Punkte
X, und X, mogen assoziiert heiflen, wenn es eine Einheit ¥ von S mit
¥, = UX,; gibt. Wie in der Reduktionstheorie bewiesen wird, 18t sich fiir
jedes X aus dem System aller mit X assoziierten Punkte ein reduzierter Punkt
derart auswihlen, daf} fiir jedes Gebiet ¢ des T-Raumes, welches ein end-
liches Volumen hat, das ihm vermoge der Gleichung ¥’ ©X = ¥ zugeordnete,
aus lauter reduzierten Punkten bestehende X-Gebiet g* wieder ein Volumen
besitzt. Dieses Volumen ist ebenfalls endlich, wenn nicht m = 2 und — &S]
das Quadrat einer rationalen Zahl ist. Nach Analogie von (10) und (11}
definieren wir jetzt
lim jdae-[dz e T
0o gt 'g g Om I

26%
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und nennen die nur von & und 'riic_ht von 3, abhiingige Zahl u (S) das MaB
der Einheitengruppe von G. Offenbar ist u () fiir positives & der reziproke
Wert der Ordnung von I'*(S). Es wird

m 1
- (13) j'dx=%gm,u(6)s—2j1“._7d3:.
9" g

Der durch g* gebildete Fundamentalbereich fiir I' () ist m*-dimensional.
Ist & von der Signatur m, m — » und 0 <<n < m, so konnen wir, wie
jetzt gezeigt werden soll, einen Fundamentalbereich in einem geeigneten
Raum nur % (m — n) Dimensionen finden, Dieser wird in Analogie zu dem
Diskontinuititsbereich der im Falle » = 1 auftretenden nicht-euklidischen
. Bewegungsgruppe definiert werden.

Zuerst soll die Dimension m? auf mr verkleinert werden, wobein =< r << m
ist. Es bedeute X, die aus den ersten r Spalten von X = (¥,%,) gebildete
Matrix. Man setze

FEX = (X,%) G (¥.%) — (zl z2) -

T Ty
und betrachte nur solche X,, fiir welche ¥, S X%, = I, die Signatur n, r — n
besitzt. Vermoge der linearen Substitution

EE) = (5% (5 o)

X = X, + XW
fdx =[x XY dFdWd %,

mit festem X, wird

Setzt man noch
®ES %) = (g 9) = T
so erhilt man 2 o3
(14) T, § + B,W = T,

(15) W (B — BT Bp) W =T — LT T

Zufolge (3) hat die letate Matrix die Signatur 0, m — r und es gilt

(X = TES™E, |8y — BT 8By = 17| T,
| [T — T T T, | = T17 2T,
Fithrt man nun durch (14) die Variable T, statt & ein und benutzt fiir die
Integration iiber I8 die Formeln (12), (15), so wird

m-—r r—m r—+=m
r—m

1
fex =178 T, "o o (ToT7Y) * (TI7Y) *dT,dTd%, .
”‘

r—m+1

r—m 1
=om-,8 2 [T, * T *dT,dTd%,.
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‘Nach: (13) ergibt sich also
r r—m+1
) i ) ) . TR
(16) gemﬂ(g)jd% = m-r ST [T, 3 d¥y
*
91
.da.bel bedeutet . g, einen beliebigen Bereich im Raume der T, vom Typus
BT n, ‘und g% ist der durch die Gleichung ¥, S ¥, = T, detinierte reduzierte
%,-Bereich.
Speziell folgt aus (16) fir & = €, r = 1 die Rekursionsformel

|3

4
emfdt-em~1 ;"E ”:‘:Ll(w;—k ot Vg, da, mem-}—(@
‘ (m=123..)

Da nach (12) die GroBe g, den Wert 1 besitat, so gilt also

k
(17) ]_]

r(§)

Das in (16) auftretende Gebiet g¥ ist mr-dimensional, mit'r = n. Jetzt
soll das GruppenmaB u (S) durch ein n (m — n)-faches Integral ausgedriickt
werden. Es sel r = 0, also T > 0. Bedeutet nun Y™ die aus den letzten
n Zeilen von X, gebildete Matrix, so setze man

x

z9+ -3~ ()

wobei also die ersten m -~ n Zeilen von 3 die Matrix P und die letzten % Zeilen
von J die Einheitsmatrix bilden. Es ist dann:

= 93639
und man erhilt nach (12) die Formel

n—m41 n—m+1

(18) jrl ©aX, = (1363 * YdPdY=L0.[I3S3 TP,
Zufolge (16) ergibt sich daher endlich

(19) omt(S) = guom_nS? [ 3G 3 TdP,
: 2(S)

und hierbei ist der % (m — n)-dimensionale §-Bereich ¢ (S) folgendermaBen

»erkliirt. Ist
_ (¥ U,
4= (ua ua)
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eine Einheit von & und

vux1 =39 = (?;1) Dy,

80 wird _

(111 P+U)D = B1Yy, WP+UYD = Yy,
also
(20) By = U P+ Uy U B+ UY?

Da die beiden Einheiten i und — U dieselbe gebrochene lineare Substitution
(20) ergeben, so erhilt man durch diese verallgemeinerten projektiven Ab-
bildungen eine treue Darstellung der gekiirzten Einheitengruppe I'* (€) im
n (m — n)-dimensionalen P-Raume. Das Gebiet g (S) ist nun erklirt als ein
Fundamentalbereich fiir I'* (&) in dem durch 3'& 3 > 0 ausgezeichneten
Teile des P-Raumes

Mit der Abkiirzung

o r(*4)

" 3
mn =11 -,
k=1 :z_ﬂ_l’(—];—)

erhilt man nach (17) und (19) fiir das Gruppenmal den gesuchten. Ausdruck

(21) #(8) =0, 8T [|3C3 *dP.
g(&)

Man htte natiirlich auch von dem Volumenelement S | 3'S 3| * d P aus-
gehen kénnen, um analog wie in §1 des ersten Teiles das nicht-euklidische
Volumen von g (S) zu definieren. Der jetzt gewahlte Ausgangspunkt ist aber
fiir unsere Zwecke geeigneter.

Es sei noch einmal hervorgehoben, dafl der Fall einer rational zerlegbaren
biniiren Form x'&¥ im vorhergehenden auszuschlieflen ist, da dann das
Integral in (21) divergiert.

§3.
Das Darstellungsma8.

Weiterhin sei dauernd G rational und von der Signatur n, m — n. Fir
irgendein rationales a == n betrachte man alle Einheiten ¥ von & mit dem
Fixpunkt a, fiir die also Ha = a.ist. Sie liefern eine Untergruppe I' (S, a)
in der Einhettengruppe I' (S). Fiir rationales r == 0 ist offenbar I' (S, r a)
= I' (S, a). Wahlt man fiir 7~ den groBten gemeinsamen Teiler aller Elemente
von a, so ist ra = a, primitiv. '
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Zunichst sei agSay = , + 0. Ergﬁl;zt. man die Spalte ay zu einer
unimodularen Matrix % = (a,B) und setzt

. ' —L s 1 &
B'Sa;, =0, B SB—41b0 = §, N = @,

€
so wird
, _ [t g e fle W
>eu = ‘\b R+t;"bb’) =6 (n- R)(ﬁ'
Ist nun Y eine Einheit von I' (S, a), so ist
- Lo\ o
o ol )

mit ganzen ¢, W und
(23) WRW = ], fHec = (€ —W)b.

Ist umgekehrt (23) mit ganzen ¢, W erfiillt, so gehdrt die durch (22) definierte
Matrix W zu I' (S, o). Folglich ist I' (G, a) einstufig isomorph zu der durch
die Kongruenz_

W' b =b (mod f,)

erklirten Untergruppe in der Gruppe aller Einheiten 3 von K. Offenbar
ist der Index dieser Untergruppe von I"{f) eine endliche Zahl j (&, a). Die
Signatur von Kist n — 1, m — n oder #n, m —n — 1, je nachdem, ob die
Zahl ¢, positiv oder negativ ist. Ferner ist die Determinante | & | = ;| &|.
Es existiert also ein endliches GruppenmaB ux (R), wenn nicht m = 3 und
— ty| S| das Quadrat einer rationalen Zahl ist.

Wir definieren jetzt das GruppenmaB von I'(S, a) durch den Ausdruck

(24) 1 (S, a) = j (S, a) u(R)
Dabei ist der eben genannte Fall auszuschlieBen, daB m = 3uid — a’Sa | S|
das Quadrat einer rationalen Zahl ist. L&Bt man nun a bei festgehaltenem
¢t = 0 ein volles System nicht-assoziierter ganzer Losungen von a'Sa = ¢
durchlaufen, so nennt man die endliche Summe
(25) MG )= X p(Sa

a'Sa=¢
das DarstellungsmaB von t.

Um das Darstellungsmafl auch fiir ¢ = 0 zu definieren, betrachten wir
die primitiven Lésungen a von a’Sa = 0, wenn es solche gibt, wenn also
¥ ©x eine Nullform ist. Man kann dann a zu einer unimodularen Matrix
A = (aB) so erginzen, da die Matrix AW SU = S, die Gestalt

0 p
S =|p ¢ V
t b R
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mit positivem p bekommt, und zwar ist p der gréfite gemeinsame Teiler der’
Elemente von Sa. Damit ¥ zu I' (S, a) gehort, ist jetzt notwendig und
hinreichend, daf
‘ 1 ¢ ¢
(26)  u=9 (o 1 n’) A1
ngW
mit ganzen ¢, ¢, q, W und

27) WKW = K, pc = (E—W)b — W Kq, 2p¢ = — ¢ (2b+ Ka)

gilt. Bedeutet 3 eine Spalte aus m — 2 Elementen, so ist also I' (S, a) ein-
stufig isomorph mit der durch

(28) 3>Wi+q, WREB = K,
(29) E—W)b=W Kq(modp), ¢ (2b+ Kq)=0 (mod p)

‘bei ganzen g, I8 definierten Gruppe von affinen Abbildungen des 3-Raumes
auf sich selbst. Diese Gruppe ist aber von endlichem Index j (S, a) in der
durch Fortlassung der Kongruenzbedingungen (29) entstehenden Gruppe (28).
Letztere Gruppe enthélt als Normalteiler die ganzzahlige Translationsgruppe
3 = 3 + q mit der Faktorgruppe I'(R). Nun ist & von der Signatur n — 1,
m—n—1und |K] = —p?|S|. Folglich existiert das Gruppenmaf
# (R), wenn nicht m = 4 und |G| das Quadrat einer rationalen Zahl ist.
In dem auszuschlieBenden Falle soll ¥ ©x kurz eine Quaternionen-Nullform
heiBen. Wir erkliren jetzt das Gruppenmal von I" (S, a) durch den Ausdruck.
(30) r(S, 0) = p1j(S, a) u(R),
wobei also p den groBiten gemeinsamen Teiler der Elemente von Sa bedeutét.
LaBt man a ein volles System nicht-assoziierter primitiver Lésungen von
a’Sa = 0 durchlaufen, so soll die endliche Summe
(31) M(G’O) = 2 .u(G’ 0)

) a'Ga =0
das DarstellungsmaB8 von 0 genannt werden. Dabei wird vorausgesetzt, da8
1’ Sx eine Nullform ist, aber keine Quaternionen-Nullform.

Zwischen u (S, a) und u (71, p~! Sa) besteht ein einfacher Zusammen-
hang. Es sei a’Sa = 0, a primitiv und Sa = pr mit primitivem r. Dann
ist offenbar v S1tr = 0, &1t = p-ta. Ist ferner U ein Element von
- I'(&, a), so gehort W zu T (S, r), und umgekehrt. An die Stelle der oben
betrachteten Gruppe 3 — 3 + q tritt bei S~ die Gruppe 3 — '3+ ¢,
wobei wieder die Bedingungen (27) erfiillt sein miissen. Aus der Gleichung

pe = (E—-W)b—W Kq -

folgt nun »
P& 1) = Kj(G, a)
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Andererseits erhalten wir aus (13) die Formel ¢ (81) = p (R). Da K = p-2§
ist und der grofite gemeinsame Teiler der Elemente von &%y den Wert
p~1 hat, so wird

p (&2 1) = pj (S 1) (] = p' 7" 85(S,0) 4 (R),
(32) Sp (S, a)'= p" " p(G 1).

§4.
Die Zetafunktion.

Essei ¥’ Gz eine indefinite quadratische Form mit der Signatur n, m — #
und s eine komplexe Variable, deren Realteil o > 5 ist. Die zu & gehorige
Zetafunktlon definieren wir durch die Dmchletsche Reihe
(33) £(8,5) = X M)t
) t>0

in der ¢ alle durch S ganzzahlig darstellbaren positiven Zahlen durchliuft
und M (S, t) das im vorigen Paragraphen erklirte DarstellungsmaB bedeutet.
Die Konvergenz der Reihe entnimmt man der Reduktionstheorie. Aus-
 zuschlieBen ist hierbei der Fall einer terniren Nullform mit der Signatur 2, 1,
da dann die M (S, 1) nicht simtlich endliche Werte haben.

Im ersten Teil wurden unter der Annahme n = 1 die Funktionen
£1(S,8) = £ (G,s) und {, (S, s) = {(— &,s) studiert. Fiir die Unter-
suchung von £ (&, s) bei beliebigem » wollen wir im folgenden voraussetzen,
daBl m == 3 und ¥’ Sz keine ternire Nullform ist. Der Fall m = 2 ist bereits
in allgemeineren Resultaten von Hecke enthalten, und der Fall der terniiren
Nullform wurde im ersten Teil cingehend behandelt

Die weiterhin zu beweisenden Sitze iiber { (S, s) lauten dann folgender-
mafen.

Satz 1. Die Funktion ¢ (S, s) ist in der ganzen endlichen s-Ebene reguliir

bis auj einen Pol erster Ordnung bei s == ;21 mit dem Residuum

1

0(8) = 87T (e
r(3)

und einen etwatgen Pol erster Ordnung bei s = 1.
Satz 2. Fir

(34) nt I'(s) £ (G, 8) = ¢(&, )

gilt die Funktionalgleichung

(85)  sin(ws) p(— S,9)

= S—%—{sin(ns—%’f)w( &, ﬂ—- s)—{—sm-——qo(@“,%—s)}.
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Hieraus entstehen die Formeln (1) und (2) der Einleitung durch Speziali-
siérung

Satz 3. Die Funktion { (S, s) hat bei s = 1 nur.dann einen Pol, wenn
entweder m — n ungerade und ¥ Sx eine Nullform oder aber ¥ Sx eine Quater-
nionen-Nullform ist. Im ersteren Falle hat das Residuum bei s = 1 den Wert

m—n-—1

a(@ =(=10 * @ap-"I(m—2){(m—2)M(S,0).

Fiir den Fall einer Quaternionen-Nullform ist in Satz 3 keine Aussage
iiber den Wert des Residuums von { (S, s) bel s = 1 ‘enthalten. Dieses
Residuum 148t sich in folgender Weise berechnen. Man transformiere die
Quaternionen-Nullform z'Szx durch eine lineare rationalzahlige Substitution
% = Ry in die spezielle Nullform 2 (y,y, — y,9;) mit der Matrix &, und setze

(oe ) =2

Es bedeute jetzt ¢ eine natiirliche Zahl > 2, die durch das Produkt der
_ Hauptnenner der Elemente von R und R~! teilbarist. Durch die Substitutionen

(36) P->AYB, A=B=E (modyg)

mit unimodularen zweireihigen Matrizen % und B wird eine Untergruppe
~von I'(S,) geliefert. Ist 1, die durch (38) festgelegte Einheit von &, so
ist Uy = € (mod q) und folglich R, R-! = U eine Einheit von &. Die
in dieser Art erzeugten Einheiten von ‘S bilden eine Untergruppe I’ (S)
von endlichem Index j in der Einheitengruppe I' (S). Man lasse nun a ein
volles System solcher primitiver Losungen von a’S a = 0 durchlaufen, die
in bezug auf I'; (S) nicht-assoziiert sind, und verstehe unter 4 (a) den grofiten
gemeinsamen Teiler der Elemente von R-!a. Mit diesen Bezeichnungen
gilt dann

Satz 4. Die Zetafunktion einer Quaternionen-Nullform hat bei s = 1
das Residuum

2

0, (8) = — lg,.a, Z_ [y

Der Ansatz zum Beweis unserer vier Sitze wird durch eine Integral-
formel geliefert, welche die Zetafunktion mit der in § 1 erklirten Thetafunktion
verkniipft.

§ 5.
Integraldarstellung der Zetafunktion.
Es sei ¥ = X™ ™ variabel und ¥’ €% = T > 0. Wie in §2 setze man

20+ - 3- (%)
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wobei also 9 die aus den letzten n Zeilen von X gebildete Matrix bedeutet.
Es sei g () der in § 2 erklirte Fundamentalbereich fiir I'* (S), der im Teile
3'S 3 >0 des P-Raumes gelegen ist. Wie in §1 sei ferner

R=6XTX¥S, H=I8—-R 0<<i<]l

Ist nun a ganz, so lassen wir a, alle mit a in bezug auf I' (€) assoziierten
Spalten durchlaufen und bilden fiir » > 0 die Reihe

(37) 'l’(a,u).—:—. Z’j !SIevsgn?euﬂisnldSB'
. : a; g(S)
Nach (21) ist insbesondere

(38) p(n,u) =058 2 u(S)

Weiterhin sei in diesem Paragraphen a == n. Es sei g ein Gebiet im
positiven T-Raume und ¢* das durch ¥’ G X = I definierte in bezug auf
I’ (S) reduzierte X Gebiet. Da § nicht von 9P abhangt, so ergibt (18) die

Formel
n—-m+1 n—m+1

(39) [ (a, %) dT =203 [T ° i dE=2071 [T * e090d%,
g ‘ &gt @
wobei das Gebiet g* (a) aus g* dadurch hervorgeht, daBl X durch U-1X ersetzt
wird und U ein volles System von Reprisentanten linksseitiger Nebengruppen
zu I' (S, a) in bezug auf I" (S) durchliuft. Es ist demnach g* (a) ein durch
die Gleichung ¥ X = T dem T-Gebiete g zugeordnetes, in bezug auf
I' (&, a) reduziertes X-Gebiet.
Fortan sei in diesem Paragraphen auch noch die Zahl a’'Sa = ¢ == 0.
Wie in §3 sei ra = @, primitiv, a;Sa; = §,, ¥ = (a4, B) unimodular,

8'600=b,
(1 e\ , s g W
(n @)g—(ﬁ, QIG?I—(S(n R)(ﬁ.

Man setze noch

a3 _ (%
Gux = % = ()
“wobei also ¥, == #; o), @ X die erste Zeile von X, bedeutet. Mit ‘
x=1—1fxITx
wird
aHa = A —th5IT 1y, =t(A—1+a).
Bedeutet U eine zu I'(S, a) gehérige Einheit von &, so bleibt bei der Ab-

bildung X — UX die Spalte x, fest, wihrend X, in WX, itbergeht, mit der
in (23) erklirten Bedeutung von 9.
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PFiir die Matrix
(40) 4LR% =9,
gilt nun
Ty =T — ty 2, 5

Wendet man (3) an mit Q = x;, B = £, und beriicksichtigt, daB

T ox\ 1y s
(xl to“) = (X, t2a) S(%,ta)
die Signatur n, 1 haben muB, so folgt, da8 t; & < 0 ist; ferner ist bei I,
die Signatur n — 1, 1 oder n, 0, je nachdem, ob &, positiv oder negativ ist -
Entsprechend ist die -Signatur von & entweder n— 1, m —n oder.
n,m—n—1.

"Setzt man £ = 1 fiirt >0, ¢ = — 1 fiir t < 0, so wird
1% =1 —tlyx,T1x) |T] =a|F|
n—m+1 n—m+1

-jT 3 uubadx — "'(sa-qT) 3 gutA—itody dX,,
und zufolge (16), (24), (40) erhilt man

n—m41

2 er 2 ua'Sa g%
g*(a) n m—n 1
= om (G0 K ¢ [y 7 17T etemivmazaz,

k.3

hid 2
] T

= =L (G, 0) (64, 87)

m—n~1 T 2

5"
:\./

(e(l—tyr)) * ‘ﬁ“ew—iwdrydz.
g

r>0,t51
Nach (39) ist also ’
. o . 3 j m_n_ n__
wla,u) = —271 8 3u(Ga) ) (r—e) P 12 emurtidgy,
®n—1Cm-n—1 r>o,e

In dieser Gleichung ersetze man w durch zyu, wobei y die durch (8) gegebene
Bedeutung hat, muyltipliziere mit »*~ ! und iftegrlere iiber alle positiven u.
Mit Hilfe von (37) ergibt sich dann

(41) zjus—x(j 13s3 9e"7““1’3°1d‘13)du

9(8)
n

= T‘TT‘S T u(S,0) I'(s)(myet)*w(e)
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mit m—n  n
w(e) = f (r—e)T—!r?_l(r-—si)“’dr.
LT >0,8
Die (roBe o (¢) hdngt in einfacher Weise mit den hypergeometrischen
Funktionen zusammen. Setzt man

42) [P —ypa+ayrdy =fabe o)

fiir positives z, wobei die reellen Teile von a und b gréfer als — 1 seien, so wird

w(l) = f(r — l)m_“’_j 171’;'_1(1' — A)~*dr

m
- —12 m m-—n % Fs
= (1-2)* Ho—% "3 =Ly —115)

w(—1) = }o(r—{— 1)1;_~113_1(r+2)—’ dr

i m n m—n 1—41
= A3 f(s——2—,§-1,————2 -1~ )
Man schreibe nun noch zur Abkiirzung

ko
1—i- &

Hs—F—1L 25" —1L 5 —La)=flsa) =4,

(43) !%—1“4 " n m-—n 1
7 [(s~—2—',E—I,T—l,z‘)=f2{s,x)==f2'

und summiere (41) iiber ein volles System nicht-assoziierter ganzer a mit
a’'Sa = 0. Nach (25), (33), (34) erhilt man so die Integraldarstellung

) — It ST 42T 5 (1,(5,2) 9(S,9) + (5, 7) g (— &)

“n—1l-m-n-1

oSas=o

£13'63|‘?([w—*' I ere'sedu)dp,
) o

g¢

giltig in der Halbebene o > 2.

§ 6.
Analytisehe Fortsetzung.

In iiblicher Weise zerlege man das in {44) auftretende u«-Intervall in die
beiden Teile 0- << v << 1, 1 << » und fithre bei dem ersten von diesen die
Thetareihe & (u, 4, X, ©) aus §1 ein. Setzt man

By, 1, %,8) = ¥ emrva've 9 (u A% S) = I ervuasa
a'Sa=e Sazg=0



414 C..L. Siegel.

wobei unter den angegebenen Bedingungen iiber die ganzen @ summiert wird,
8o ist #; = & — &, Nach der Transformationsformel (9) gilt nun

Ju=10,(u,4,% &) du

= =D Y8 [T T B, 1~ 4,6%,6 ) du

1 .
~ fu-19,(u,1,%, S)du
)

1

1
— [w—19,(x,2,% 8)du.
. . 0
Mit der Abkiirzung

m m y
W) (1383 T 8 T [u T 1~ 46X, 6 du
9(&) 1

— ju-—wo(u,z,x, S)du)dP =4
1]
geht dann (44) iber in

(46) — =t 5" Fl4a) Tov

Cn—1%n-n-1

(he(G.8)+fe(—6s)) -4

= [ I3763I_?{j w19, (u, 4 X, &) du} dP

g2(8)

n_mw 1 m oo m
4o 8T [ 3 e 3 et T T 81— 4,%, 67 ) dujd P
‘ g(&-1) 1

In dieser Relation ist die rechte Seite eine ganze Funktion von s. Zwecks
Feststellung der Fortsetzbarkeit der Zetafunktion hat man jetzt den Aus-
druck 4 niher zu untersuchen. Dabei werde vorldufig vorausgesetzt, daB
¥ S x keine Quaternionen-Nullform sei. Fiir diesen Ausnahmefall selbst, der
im letzten Paragraphen behandelt werden soll, ist die Untersuchung von A4
auf besondere Art zu fiihren.

Nach (21), (37) und (38) ist

40 [I1363] T8 (4% C)dP =ozhS ’u(6)+2’v(a,n}'u)
g(S)
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wobel a ein volles System nicht-assoziierter ganzer Loésungen == n von
" a'Sa = 0 durchliuft. Andererseits gilt nach (39) die Formel

: n-—t1
(48) j p(a,u)dIT = 29;1 J‘ Foe e@u'Sja i%.

4 g* )
Es sei a'= la, mit primitivem a,. Wie in § 3 wihle man ein unimodulares

U = (agB), so dal
ANEA= (p g o

n b K
wird, mit positivem p, das der groBte gemeinsame Teiler der Elemente von
Saq ist. Setzt man :

R :
O 1 ’ = N @QI__x:xl: I?v ’ g‘; ’
n

n 0
P
n @ / \xs
80 ist
’ (4 (8. m ’ ’ [ 2 ! —1
NSA=6 (SR Q ®, B SX = px, aHa=—(lpPr,T 1z,
Die Matrix
0 »pxm RS Q
@@ =(, ") =(g e

besitzt die Signatur #, 1, da nach Vorausset_;zung T>0ist. - Da R die
Signatur 1, 1 hat, so wird nach (3) die Matrix
I, -QRIQ=3,
positiv. Ferner ist
R |Ta| = — pPrT-2, 3]

Bedeutet nun ¢ das erste Element von x,, so wird |R| = — (p£)® und
_folg_lich S
(49) Ly = E&2Tx, T 1x,
Endlich sei noch £v die erste Spalte von %, und
X, —vx, = nY).
Dann gilt
(50) BRB = T,.

Jede zu I' (S, a) gehérige Kinheit U hat die in (26) angegebene Gestalt.
Bei der Abbildung X — 1 X bleibt dann z, fest, withrend p und B in Wo + g
und BB iibergehen, mit der in (27) festgelegten Bedeutung von g, 3.
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In (48) fithre man jetzt statt X zuerst die Integrationsvariablen x,, x,, X,

ein und 'dann statt x, die erste Spalte t von ¥, statt X, die Variablen v, .

Bedeutet i, das erste Element von x;, so wird t = p (§x; + ;%) + ...,

und demnach hat die Funktionaldeterminante unserer Transformation den
Wert 4 (p&)"&m-2 Nach §3 erhilt man wegen (16), (30), (49), (50) die

Formel

n—m-+1
9 j T *° eva'Ha 4§

g (@
n—1 m—n n—m+1

= ﬂ[.)ﬂ‘.g_pl—n‘u(g"ao)K— e g fm—n—a TF— T 2 euﬂ'ﬁudtdxsdz’
“m-n-~-1

1 mn-— .
= gt §7 u(e, ao>f T T ([(mTe) ¢ PRI g4

1—n
_______________S 2 (G ) 2 ~upurdy | d 3.
2r( )em_”_l #I= G J e ng

In Verbindung mit (48) und (32) ergibt sich also

n+1

vlo,u) =3 o_i'f-_z_ 1"(-— —1)8 T u(Gtr)(ul) -3

wobei 1, = p~1Gaq, 1st Summiert man noch iiber ein volles System nicht-
assoziierter primitiver a, mit aySay = 0 und fiber alle ganzen 1 >0, so
wird ‘nach (31)
2 pla,nyu)
a

m

. . _nrt1 1— =
(3 —1)tm—28 * MG 10 (u) °

Cm— 1—
m—2 T
-1 Qm—n—l

2o =

Vermoge (45) und (47) erhalten wir den expliziten Ausdruck

SR PTCTCAE S

eﬂ- -m—n __72_
83

Zm

(61) 4 =

n n m n—1
e e s
T (p o 1)im - 9S T T e (5

und damit ist auf Grund von (46) die Funktion f,¢ (S,s) + /9 (— S, 8)
in die ganze s-Ebene fortgesetzt. Sie ist iiberall reguléir bis auf zwei Pole
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erster Ordnung bei s = —'25, s = 0 und zwel etwaige Pole erster Ordnung
beis =1,s = % — 1. Die letzteren treten nur dann auf, wenn ¥’ Sx eine

Nullform ist. Um nun zu Aussagen iiber ¢ (S, s) und ¢ (— S, s} selbst
zu gelangen, hat man die Abhingigkeit der Koeffizienten f; und f; von z
zu benutzen.

§ 7.
Die Funktionaigleichung.

: : T-r T .
Wir multiplizieren (46) mit z* * S ""7 und ersetzen in der entstehen-

den Forme] die Symbole 4, z; &, s durch 1 — 4, z~1, -7, % — §. Es ergibt

sich dann rechts wieder genau die rechte Seite von (46). Da das Entsprechende
fiir das durch (51) ausgedriickte 4 gilt, so folgt

(52) f(5,2)9(S5) + (s, ) o (- G, 8)
N O LT oy
+h(F =) e( -85~ )]

Um hieraus die Funktionalgleichung in der Formn (35) zu gewinnen, hat man
die hypergeometrischen Funktionen f, und f, zu eliminieren. Benutzt man
aus der Theorie dieser Funktionen die Beziehungen

m%" sm(ns)f,(——s,m‘l)-—sm(ﬂs—-” )fx(s"‘”) f(sz)

LA \ . —_n), .
z® sin (ns)fg(%—s, w‘1)=smn(m2 n)_l', (s, a;)—}—sm(ns——%f)!,‘,(s,w)

und die liieare Unabhingigkeit von f; (s, #) und f, (s, ), so erhilt man (35).

Ohne explizite Benutzung der Theorie der hypergeometrischen Funktionen
kann man auch folgendermaBen schlieBen. Es ser z beliebig komplex, aber
4 0, —1, . Bedeutet C eine von -+ 1 nach -+ 1 gehende einfach ge-
schlossene Kurve, die den Nullpunkt der y-Ebene positiv umliuft und nicht
den Punkt — z—! enthilt, so ist

(53) (@71 —1)f(a,b,0,2) = [ 42 (1 — 9P (1 + 2 yydy,
C

und hier steht fiir B (3) > — 1 auf der recht_én Seite eine ganze Funktion
von a. Zufolge (43) sind also f, (s, #) und f, (s, #) meromorphe Funktionen
Matheuiatische Zeitschrift. 44. 27
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von 5. Ferner ist der Quotient f, (s, z): /4 (s, 2) als Funktion des positiven &
nicht konstant; es gilt nimlich '

dim 3~ he D) r(2g) (o5 +1) e
S =)

Nach (46) und (51) sind also ¢ (S, 5) und @ (— S, 5) meromorphe Funktionen
von §.

Die Darstellung (53) zeigt ferner, da8 £, (s, r) und }, (s, ) als Funktionen
von z reguliir $ind in der ganzen z-Ebene mit Ausnahme der Punkte 0, — 1,
' Die Funktionalgleichung (52) gilt also auch fiir komplexe 2. Es ‘sei nun

o> % — 1, Wir setzen £ = — 1 4 ¢ und lassen é durch positive Werte
gegen O streben. Nach (43) ergibt sich

o - r(3—1r(s—%+1
f;(s,w)éfy T(1—y)? dy=. (2 )r((:) )=c‘
) _

hisa)»aet G770
Andererseits folgt aus (53) durch Anwendung des Cauchyschen Integralsatzes

.m
X — 2nic+7n——

emtri— i (F—nam)o (e P e >§y"<y—1>2 dy
. m
sm ﬂ?——ﬂ8)
h(z —set)>q —(.;ﬁr(;;“— =6

m
fs (? - §, w—’)_ - et Tiu—2,

Dies liefert als Spezialfall von (52) die Formel

und damit wieder Satz 2.

§8.
- Die Residuen.

Es sei jetat wieder > 0. Zur Bestimmung der Residuen von ¢ (S, 5)
hat man die Beziehungen (46) und (51) zu benutzen.
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Als Funktionen von z geniigen f, (s, z) und f, (s, ) der linearen Dif-
ferentialgleichung zweiter Ordnung

$($+1)d { mg;?+3):c+s-—'21+1}¢—3
HE o)ty =0

Hieraus folgt in iblicher Weise die Formel

r n

ah sty pimyamem DT

64 fz2 —hi2=T ()" —Fm—= G+
Ferner lehrt (53), daB f,, f,, :f‘, if 2 nach Division durch I” ( —_ 7—;— -+ 1)

. ganze Funktionen von s werden. Differentiiert man nun (46) nach 2 und

benutzt (54), so erkennt man, daB die beiden Funktionen

w22 @, wlo=dor(-g

héchstens vier Pole habéen kionnen, und zwar von erster Ordnung bet s = %,

% —1,1,0. Zum Beweise der Sitze 1 und 3 hat man also nur noch jene

2
Stellen zu untersuchen und dort die Residuen zu berechnen.
Es seien « und § die Residuen von ¢ (S, s) und ¢ (— G, 5) bei s = ’%

Nach (46) und (51) gilt dann
) ek () +8h(52)

l?z— ( 1 ) o—nm m
AL PN

Andererseits ist
©6)  f(5.2)+h(F2)

m—n n 11/-1l —_— ) n— m
- | a-n> “‘(1“,,)?“.13,:_(1):( o), e
z r

-1

und f, (*2-, 0) also der Quotient f; ( - z) A (%, :v) nicht konstant.
Aus (55) und (56) folgt jetzt

w=p=8tue),
27+
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und die Residuen von (&, sy und { (= &, s) bei s = % haben den gemein-
samen Wert

712

m
r(3)
Aus der Funktionalgleichung (35) entnehmen wir jetzt, daB die Funk-

tionen { (S, s) und {(— &, s) bei s = 0 reguldr sind. Fiir gerades- m — n
ergibt sich noch die einfache Wertbestimmung

e(8) = 8 T (@)

£(8,0) = (=1) % u(®)

m

Nunmehr werde das Verhalten bei s = 5 — 1 untersucht. Aus (46)

und (51) folgt, da8 der Ausdruck
BT (569238 + f1(5,2) L(— S, 9)

1 n m
R —1 8§ TM(@©1,00 2 fM(S,0)
+gmt I(%F)im—n|—E20 2 7B

und seine Ableitung nach z beis = % — 1regular ist. Ferner haben nach (42)

die Funktionen f, (s, ) und f, (s, x)>1>)ei § = 1;- -1 einén Pol erster Ordnung
vom Residuum 1, withrend ihre Ableitungen nach « dort reguldr sind. Ver-

moge (54) erkennen wir, daB die Funktion

r(3)r(*s7)

r(z-1)

£(S,9)

1—m — m_ m_
+ 13- r(m2)em—-2e @+ TEED

bei s = = — 1 reguliir ist. Liegt nicht der Fall m = 4, n == 2 vor, so ist
also £ (S, s) reguliir bei s = m-z — 1, und ebenfalls ¢(— &,s). Ist aber

me=4 n = 2, so hat { (S, s) bei s = "—;-——1 = 1 einen Pol erster
7+ 1 ’
Ordnung mit dem Residuum (— 1) 2 2% M (G, 0).
Endlich ist noch die Stelle' s = 1 zu untersuchen. Dabei kann man
m = 4 voraussetzen, da man ‘sonst auf den soeben behandelten Fall
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m

§ =5 — 1 zuriickkime. Wegen der Regularitit des Ausdrucks (57) bei
8§ = ’—;-» — 1 ist nun

1—m

(58) £ (&,5-1)+¢ (~.G,’—;——— )=}z * 1‘(_"1:2‘_1) tm-2)S"t M(e1,0).

Fiir gerades m — n folgt aus (1) die Regularitit von £ (S, s) bei s = 1. Fiir
ungerades m — n folgt aus (2) und (58), daB (S, s) bei s = 1 einen Pol
erster Ordnung mit dem Residuum

m-—n-—1

6@ =(—1) * @Qap=nI'im—2){(m—2}M(S,0)
besitzt. Nach dem im vorigen Absatz Bewiesenen gilt diese Formel auch
fiir m = 4. Im Falle eines geraden m liBt sich auf Grund der Funktional-
gleichung der Riemannschen Zetafunktion fiir ¢, (&) der einfachere Ausdruck
n—1
(&) =(—1) * ${B —mM(S0)

angeben. ‘

Damit sind die Satze 1, 2, 3 bewiesen, wenn von dem bisher auns-
geschlossenen Fall einer Quaternionen-Nullform ¥’ & x abgesehen wird. Dieser
Fall ist nun noch zu untersuchen.

§ 9.
Die Quaternionen-Nullform.

Es sei fortan m = 4, ¥’ Sx eine Nullform und [&] das Quadrat einer
rationalen Zahl, also # = 2, Da ¥ Sx eine Nullform ist, so li8t sie sich
durch eine lineare rationalzahlige Substitution in 2 y,y, -+ @ transformieren,
wobel @ eine quadratische Form in y,, ¥, mit rationalen Koeffizienten be-
deutet. Die Determinante |G| ist das Quadrat einer rationalen Zahl und
folglich die biniire Form @ rational zerlegbar; man kann also @ = — 2 y, ¥,
voraussetzen. Die gegebene Form xS x geht demnach durch eine geeignete
lineare rationalzahlige Substitution ¥ = Ry in 2 (g4, — ¥»¥,) liber, und

dabei ist [R| = S ] Man bezeichne die Matrix der Form 2 (y, 44 — ¥,¥3)
mit S, und setze noch

(!/4 yg) =9

Ys %

Man wihle nun eine natiirliche Zahl ¢ > 2, die durch das Produkt der
Hauptnenner der Elemente von R und R~ teilbar ist. Ist dann U eine Einheit
von &, die = € (mod ¢) ist, so ist R-1UR = U, eine Einheit von &,. Ist
umgekehrt U, eine Einheit von S; und ¥y = € (mod ¢), so ist RUR-* = U
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eine Einheit von &. Folglich gibt es in I'(S) eine Untergruppe I'; (&) mit
endlichem Index j und in I'(S,) eine Untergruppe I'y (S,) mit endlichem
Index, so daB I')(S) = RI|(Se)R-! ist. Eine zuldssige Wahl von -I',(S,)
ist die folgende. Sind % und B unimodulare zweireihige Matrizen, so wird
durch die Substitution

(59) ' P —-AYPB

sine Einheit U, von S, definiert, die kurz mit WX B bezeichnet werde. Sind
A und B = € (mod g), so ist auch Uy = AX B = € (mod ¢). Wir wihlen,
fiir I';(S,) die Gruppe dieser Uy = AXB mit A = B = € (mod g¢).

Es sei a & n eine ganzzahlige Losung von a’GSa = 0. Dann ist R-'a=a,
eine rationale Losung von a;G,a, = 0, also a,a4, —a;a; = 0, wenn
a4, Ga, a4, ¢, die Elemente von a4 bedeuten. Set:t man noch

a~4 a-z -
<a3 al) - ‘2[“’
so kann man zwei unimodulare Matrizen U, und B, derart finden, da8
, 0 0
(60) WAB = () ,)

wird, wobei 6 = 6 (a) den groBten gemeinsamen Teiler der Elemente von
R-1a bedeutet. Ist nun Uy = WX B eine Einheit der Untergruppe I'}(S,),
welche a; als Fixpunkt hat, also ein Element von 17 (S,, a,), so gilt

WUAB = U,
und hieraus folgt vermoge (60), da U und B die Form
1 o 1
r=u(y Hur, B=2( e

besitzen, wobei o und § beide durch ¢ teilbar sind. Umgekehrt liefert jedes
solche Paar U, B wieder ein Element AX B = U, von I'y(S,, a,).

Wir haben jetzt den durch (45) erklirten Ausdruck 4 zu berechnen.
Aus dem Fundamentalbereiche ¢ (€) fiir de gekiirzte Einheitengruppe
I'* (&) erhilt man einen Fundamentalbereich g, () fiir die Untergruppe
I'; (8), indem man } j geeignete Bilder von ¢ (€, vereinigt. Um G, an Stelle
von G in 4 einzufiihren, setze man '

B=99 3=(5) 3%3="T ©3%'36 =39

und bilde die Summe
w3 = X e~ mruagBag,
a{)sono:o

in welcher a4 alle Losungen: von ag Spaq = 0 mit ganzem Ray durchliuft.
Ferner sei (%, 3) die Summe mit demselben aligemeinen Gliede, wobei
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aber a, alle Losungen von 05Gya, = 0 mit ganzém SRay durchliuft. Be-
deutet nun g, (S,) emen Fundamentalbereich fiir -I';(S,), so wird

<61> 184= [ |3 &3 (5~} I =% g (u, B) du — ;u-ﬂw.xu 3)duid®p.

gi (Go)
Ist
) oy u
o-(t %)
so gilt
’ ’ 2 'Dl ’ul — ?)2 8

(63) T, =363 ‘(“ S
und die Bedingung ¥, > 0 liefert
(64) w0, (ty — vg) + 4 vy, < O.

Wir definieren nun durch die Gleichung (1, &, #, %) 3 = w’, oder aus-
fiihrlicher .

(65) U+ Ev+n =0, ug+Evy+ &y =0,

zwei GroBen & und 7. Fiir £ erhiilt man die quadratische Gleichung v, £
o+ (uy — vg) & — 4y = 0, deren’ Wurzeln- nach (64) imaginir sind. Wir
konnen also voraussetzen, daB der imaginire Teil £, von & = 51 + &y
positiv sei. Zufolge (64) und (65) liegt dann a.uch n =1+ mg in der oberen
Halbebene.: Sind &, 7 konjugiert komplex m & 7,"80 wird

En—&7 71 N0 g5 £7— '577
66) wu, = T, Uy == e, g m el BE gy = =
(66) w, i Uy TRt ™ E—EF

und daher ist ‘die Funktionaldeterminante
d(u, v, g v -

87 171 % V) 48 gc0,
(67) a (% 5; 71 ¥2) 4ni s
Ferner findet man
(68) 13" @3l = 473
Ist nun Uy = AXB ein Element von I (S,) mit

(% otz _ [ B2
QI - (.aa (x.4')’ % B ( 3 ﬂ4),
so ist die Abbildung 3 — ¥,.3 zufolge (59) und (65) gleichbedeutend mit den
simuitanen Modulsubstitutionen

o &4 +
) ehe miEe
Die Modulsubstitutionen mit % == {mod ¢) bilden die Hauptkongruenz-
untergruppe g-ter Stufe der Modulgruppe. Wir wihlen fiir sie einen Fundamental-
bereich g, in der oberen Halbebene! LiBt man dann £ und g unabhiingig
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voneinander je den Bereich g, durchlaufen, so beschreibt der nach (62) und (66)
zugeordnete Punkt P den Fundamentaibereich g, (S,).

Der Ubergang von (61) zu einer mit (51) analogen Formel 1iBt sich nicht
ohne weiteres ausfithren, da bei direkter Ubertragung der friiheren Rechnung
jetzt divergente Integrale auftreten wiirden. Um dies zu vermeiden, entferne
man von dem Fundamentalbereich g, die Umgebung der parabolischen
Eckpunkte, indem man fiir festes ¢ > 0 das Gebiet &3> ¢~ und seine
simtlichen Bildgebiete bei allen Modulsubstitutionen fortliBt. So entsteht
ein im Innern der oberen Halbebene gelegenes endliches Gebiet g,. Zufolge (67)
und (68) geht jetzt (61) iiber in

(10) 2584 = hm””{s %jul * o (u,3)du

- ju"‘ v B)dul (Gyne) " dé  dErdm dny

Nun fasse man in der Summe v, (%, 3) alle Gheder zusammen, {iir
welche g, mit einem festen a, in bezug auf die Einheitenuntergruppe I, (S,)
assoziiert ist. Macht man noch die Modulsubstitutionen (69) mit

% O 1 P
= ’ =B »

(as a4) 1 (ﬂ3 ﬁ4) 1
wobei %, und B, die in (60) auftretenden Mutrizen sind, so wird ¢;S,3
= é(a,) (0 1), und man erhilt mit Hilfe von (65), (68), (63) die Beziehung

9 (a,)
e

Jene q, liefern zu dem Integral auf der rechten Seite von (70) den Beitrag
1 _”yu«ﬂ (ay) \
— J [ {fwmre ™ e duf (6 ma)* a6, dEydmdon,
be b, O

wo der Bereich b, aus dem Halbstreifen 0 << &, << ¢ der oberen &-Halbebene
durch die oben erklérte AusschlieBung der Umgebungen der rationalen Rand-
punkte entsteht. In analoger Weise vereinige man die Summanden von
Yo (u’, 3) .

Jetzt hat man noch bei y, iiber ein volles System solcher a, zu suminieren,
die nicht-assoziiert in bezug auf I', (S,) sind und fiir welche Ra, ganz ist
Man wihle zunichst die éndlich vielen nicht-assoziierten a; = a, aus, so daB
Ra, primitiv ist. Man erhilt dann alle a, in der Form a; = la, mit natiir-
lichem I. Bei y, hat man die a, so zu normieren, da G%Ra, ganz ist. Sie
ergeben sich aus den soeben definierten g, in der Form a, = rla, mit natiir-
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lichem [, wobei 71 den groBten gemeinsamen Teiler der Elemente von SRa,
bedeutet. Auflerdem hat man noch das Glied a; = n zu beriicksichtigen. Es
wird

-3 :
(1) 2j84 =0 (35— 1)

s—2 8

ayrdnd

+ tim Z{f [ fustam T o Febn
[

& —=> 0 Qg b, e 0 la=1

o zZy 02

—u 2 e,‘ 2famy n}du(fgﬂz)"ﬂdf1d§zd7?1d’72-

=1

Dabei ist v das bekannte nicht-euklidische Volumen von gy, 4 und #~1 sind
die groBten gemeinsamen Teiler der Elemente von g, und SRag, und g4
durchlduft ein volles System in bezug auf I';(S,) nicht-assoziierter Losungen
von aqSya, = O mit primitivem Ra,.

Bezeichnet man mit w den Grenzwert auf der rechten Seite von (71), so
wird

-1 1 é _nys(ﬂ!lz
n — 82 — — o
o= I (e Feorn
g — d1
- e Tt
§—2 - —‘} - A
%‘6"“ lﬁ",'lél) {S ’log (Ml)g——logn?u(r”)“du
2 (g b, e
+ B'(T“Tfinofé (s~ % -—1)!6‘7;

Hieraus folgt zunichst
oS i1 =0
[}
und sodann ’
! 1
g;z = it;Z &2 | “ u*~2logu du + (log § — S % - log (7 8)) fu*fgdu}
o 0 @
n? _a ¢
I e

mit konstantem c¢. Also ist

: o, S-% 1 2 g - 6
(72) 2jS4 = (7 — ) - 3y l— wza T o=

Damit ist 4 bestimmt.
Im vorliegenden Falle ist andererseits

1

fils, ) = j ¥ dy =

0

o

1 z~

s —1° fz(é'sx)z,

Pt
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Also wird nach (46‘) und (72) der Ausdruck

81 18

jattr(s)fz 2 £(S,8)+2 ¢ [(—S,s)

1
~1 /8 2 Ty, 1 - _
i ) @ el 4 T D

ay

eine ganze Funktion von s, die sich nicht éndert, wenn man sie mit st mult1-
pliziert und dann z, &, s durch z-!, &-1, 2 — 5 ersetzt.. AuBerdem hingt
ihr Wert bei s = 1 nicht von z ab. Hieraus findet man nun wieder die
Funktionalgleichung von ¢ (&, s) und erkennt, daBl diese Funktion' in der
ganzen endlichen s-Ebene regulir ist bis auf Pole erster Ordnung bei s = 2
und s = 1. Fiir das' Residuum bei s = 1 ergibt sich der negative rationale
Wert

3. :
i (8) = — —q~ d(a)}~2,
Ql( ) 127‘1,,6“:“{ ( )f
wobei_a ein volles' System primitiver, in bezug auf I',(S) nicht-assoziierter
Losungen von a’Sa = 0 durchlduft und 6 (a) den gréfiten gemeinsamen
Teiler der Elemente von R-'a bedeutet.
Damit sind unsere siimtlichen Behauptungen bewiesen.

(Eingegangen am 18. Marz 1938.)



