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R6sum6. Nous donnons la preuve d'une g6n6ralisation d'un r6sultat r6cent de 
S. Zelditch concernant la r6partition asymptotique des fonctions propres du 
laplacien sur une vari6t6 compacte dont le rot  g6od6sique est ergodique. 

Abstract. Here we give the proof of some generalization of a recent result by 
S. Zelditch. It has to do with the asymptotic behaviour of Laplacian's 
eigenfunctions on a compact manifold whose geodesic flow is ergodic. 

Soient M une vari6t6 riemannienne compacte, A le laplacien de M, (Ok) 
(k=0, 1,2, ...) une base orthonorm6e de LZ(X) form6e de fonctions propres 
associ~es/t la suite croissante de valeurs propres )~k. Si A est un op6rateur pseudo- 
diff6rentieI d'ordre 0, on s'int6resse au comportement asymptotique quand 
k ~  + oo de la suite (A~0kkok) Off ( [ ) est le produit L z. Plus pr~cis6ment, si a est Ie 
symbole principal de A, S*M le fibr6 des vecteurs cotangents unitaires et do) la 
mesure de Liouville normalis6e par ~ do) = 1 sur S'M, fi quelles conditions a-t-on 

lim (Aq~klq~k)= ~ ado)? 
k ~  + oo S * M  

La r6ponse n'est pas toujours oui comme on peut te voir par examen du cas de 
0 

la sph6re S z munie de la m6trique usuelle: si ~-0 est le champ de vecteurs des 

rotations infinit~simales autour d'un axe, il existe une base orthonorm6e YE,,, de 
LZ(x)  (harmoniques sph@iques) telle que: 

{ A~, , ,=f ( f+ l )Ye,  m, 

J-o Yt, m= im Ye,,, 

a v e c / = 0 ,  1,2, ..., et -E<m_<( .  
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Consid6rons la sous-suite Ye, t = ce( x + iy)~?, alors les IQt se concentrent quand 
Y ~  sur l'6quateur de S 2 au sens que, si e > 0  est donn6 et si B~ est le voisinage 
tubulaire d'6paisseur e de l'6quateur, on a: 

t Y¢.¢lz = o (  e-~(~)¢) . 
S2\B~  

De plus, si nous d6finissons la densit6 D(S) d'une partie S du spectre par: 

# {2k ~ Sl2k < 2} 
D(S)= lira -~+~ #{2k<2} ' 

on peut par un proc6d6 analogue construire une suite de densit~ >0  qui se 
concentre darts un voisinage tubulaire fix6 de l'6quateur. 

Ce qui joue un r61e dans cet exemple est l'existence de rbgions de S*M 
invariantes pour le flot g6od6sique et de mesure > 0 dans lesquelles une suite de 
fonctions propres peut se concentrer au sens que nous avons 6tudi6 dans [CV 1]: fi 
une suite de fonctions propres (ou m~me de quasi-fonctions propres) est associ6 
dans cet article son microsupport, qui est un ferm6 de S ' M ,  invariant par le flot 
g6od6sique, tel que, si A est un OPD tel que WF(A)  ne rencontre pas le 
microsupport de la suite ~Okl , alors, pour tout s, ][Aq~k,[]//~(M ) est une suite 
d6croissance rapide. Dans l'exemple pr6c6dent, la projection sur M du 
microsupport de la suite (Y~.e) est l'6quateur de S 2. On a l e  r6sultat g6n6ral 
D(S) N vol (Microsupport (S)), off le volume est calcul6 avec la probabilit6 de 
Liouville. 

Le r6sultat 6nonc6 vers 1974 par A. Schnirelman est tout fi fait remarquable: 

Th6or6me. Si le riot gkodksique sur M est ergodique, il existe une sous-suite (~g,)i~ 
de densit~ 1 du spectre du taplacien telle que, pour tout opbrateur pseudo-diffdrentiel 
A d'ordre 0 et de symbole principal a, on ait: 

lim (Aq~k,[q~k,): ~ adco. 
i ~ + ~ S * M  

En fait la d6monstration de Schnirelman est incompl6te, et ce n'est que 
r6cemment que S. Zelditch a donn~ une d&'nonstration plus compl6te dans le cas 
des vari6t~s ~i courbure constante n6gative en s'appuyant sur un calcul pseudo- 
diff6rentiel adapt6 fi la g6om6trie hyperbolique. Les articles de Zelditch con- 
tiennent en fait suffisamment d'61~ments pour construire une d~monstration 
complbte, et en fait simple du th6or6me pr6chdent. 

C'est un probl6me ouvert, fi ma connaissance de savoir si on peut ~viter d'avoir 
~i extraire une sous-suite de densit6 1. On peut aussi noter un corollaire simple du 
th6or6me: 

Corollaire. Soit D C M un ouvert rbgulier, alors: 

vol(D) 
lim S k0kli 2 -  vol(M)" 
i ~  D 

I1 est aussi peut-atre n6cessaire de rappeler la d6finition de l'ergodicit6: 
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D~finition. Le riot g6od6sique (Gt)t~ est dit ergodique si, pour toute fonction 
continu f sur S ' M ,  on a, pour presque tout x ~ S ' M ,  

lim 1 ! T-~ + o~ T f(G,(x))dt  = s*~tl f "  alto 

(en fait on peut prendre le presque partout ind6pendamment du choix de f) .  
Cette d6finition montre ~ l'6vidence que le th6or6me pr6c6dent est un bon 

analogue quantique de rergodicit6 d'un syst6me hamiltonien classique. 
Nous d6crivons maintenant les 616ments de la preuve du th60r6me. 

1.1. La quantification de Friedrichs 

I1 est bien connu que I 'OPD associ6/t un symbole > 0  n'est pas n6cessairement un 
op6rateur > 0: par exemple si a(x, 4) = a(x)4 z avec a ~ C~(~),  a ~ 0, r O P D  associ6 

d E 
a par la quantification usuelle est A = - a ( x ) ~  qui n'est pas > 0 sur Lz(Fx): si 

q)~C~(N) v&ifie q~"=q~ sur le support de a, on a: (Aq~k0)=- ~ a~02<0. Au 
]R 

contraire l'op rateur dx \ dx ] est >0.  

I1 existe une g6n6ralisation de cette remarque, due ~i Friedrichs (voir IT, p. 142, 
Th6or~me 2.2]): 

Th6or~me. II existe une application linkaire a ~ OpV(a) qui, ~ un symbole classique 
de deorO O, associe un op~rateur pseudo-diff~rentiel d' ordre O, de symbole principal a 
et tel que: 

a>O ~ OpV(a)>O sur LZ(M). 

De plus Op(a ) -  OpV(a) est d'ordre - 1. 

La d6monstration utilise les O P D  b(D, x, D) associ6s ~ un symbole b(41, x, 41) 
et une construction/t  partir de a(x, 4) d'un symbole double: 

b(~l, x, 42)= f F(4z, Oa(x, ~)F(~,  ~)d~ , 

off 

F(4, ~) = (1 + 141 ~)-  "/Sq((1 + 141 z) - '~ '(¢ - 0) 

et q e c~(t4t < 1) avec IlqllL~ = 1. 

Une fois la construction faite dans R", il n'est pas difficile par partition de 
l'unit6 de l'6tendre ~i toute vari6t6 compacte: si A~ > 0, ~2 qo~A~qh >= 0 et on choisit une 
partition telle que Z(p~ z = 1 (il faut choisir des cartes isochores, i.e. telles que la 
forme volume de M soit transform6e en la mesure de Lebesgue de R"). 

2. Representation integrale 
Consid&ons maintenant pour a~ C~°(S*M) (qu'on ~tend par homog~n6it~ de 
degr6 0/t T 'M\0) ,  la correspondance qui,/t a, associe #k(a) = (Opr(a)qhkok). I1 est 
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clair que #k est une distr ibution >___0, donc  d'apr~s L. Schwartz, une mesure de 
Radon  (de masse 1) sur S*M. Cette mesure repr~sente lorsque k--* oo ta localisation 
de ~o k dans S * M  (au sens de ta norme  L z microlocalis~e). 

3. Le th6or6me d'Egorov 

On a le: 

Th6or6me. Pour tout aE C~(S*M) ,  et pour tout t ~lR, on a: 

lira ~ ( a -  a o Gt)d#k = O, 
k-~co S*M 

off Gt est le riot  gdoddsique: #k--G*(#k) converge vaguement vers 0 quand k ~ o ~  
( t f ixd  ) 

Preuve. Soit A t = e -  ul/X-AeUV-Y-ofl A = OpV(a), on a: 

(At(pkI(Pk) = (A~pk[(Pk) = S ad#k ; 

d'autre part,  si at est le symbole principal de At, A , -  OpF(at) est d 'o rdre  - 1, donc:  
(A/Pk](Pk)-- ~ a t • d#k + O(2~ 1/2); on applique alors le th6or6me d 'Egorov  qui 
affirme que at-- a o Gr 

4. Convergence en moyenne 

Soit toujours  A = OpF(a) avec a >_ 0, on a: 

Tr(Ae-t 'J)  = Z e-tZ~( A(pk](Pk) , 
k 

et par  les m6thodes de calcul symbolique classique, on a: 

Tr (Ae- t~) /Tr  (e-*A)t~'~o ÷ ~ ado), 

donc, comme A => 0, par  le th6or6me taub6rien de Karama ta :  

1 
lim - - -  Z S ad#k= ~ adco, avec N z =  ~ {2 k~)~}. 

On  a ainsi une convergence vague, en moyenne,  de/~k vers w. Jusque lfi on n'a pas 
utilis6 l 'ergodicit& 

5. 0 6  l'ergodicit6 est utilis6e 

1 To 

On pose, pour  a ~ C °~ ( S ' M )  avec ]l all L o~ = 1, aro(Z ) = ~ ! a(Gt(z))dt , 5 = S ado) et 
- v  

CtTo(Z ) = aro(Z  ) - -  a. On se donne un e > O. L'ergodicit~ implique, pour  presque tout  
z e S * M ,  lim @o(Z)=0 et comme tl@ollL~<2, on a, d'apr~s Lebesgue, 

To-~ + c~ 
1 

l 'existence d 'un T o > 0  tel que S ]droldC~<--_ ~. Comme fi~ =qT-~ ~ #k converge 
,~k < ;t 
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vaguement vers de), on a: 

3 To, 32o,V2>2o,  ~lgtToldfiz<=e. 

D'apr~s l'in6galit6 de Chebychev, on a alors: 

(1) 

1_1 4~{2,<--2tIlaTold#~=>l/~}--<l/e, pour 2__>2 o. (2) 
Nz 

Soit alors: 

B~= {2 k I I laTold#k----<l/~-}, 

Soit C, = {2 k Ill [a(z)-a]d#kl ____ 2[/~) et 

on a D(B,) >= 1 - ~ ; 

D~= {2 k J [I (aro--a)d#kl <]/~e}, 

qui est de densit6 1 d'apr6s la sect. 3. On a 6videmment C, DBs~D~, on en d6duit 

D( C,) >>_ 1 - ~ .  

( Soi tmain tenantAn= 2k Ickl_-__ ,Ck=(ACPklq)k)--IadoJ, onaD(A.)>l-- n. 

On en d6duit, par un lemme facile, l'existence d'un ensemble A® de densit6 tel que 
lira Ck = 0 (proc6d6 diagonal). 

k-+~, )~k~A~ 

I1 reste h voir qu'on peut choisier l'ensemble A~ inddpendamment de la 
fonction a. 

Soit ~t  une base orthonorm6e de fonctions propres du laplacien sur S'M, et 
soit 5~C {2k} de densit6 1, tel que: 

lim ~ ~¢ dflk = I c])e de). 
~ k  ~ o 0  , - ~ k f f ~  

On peut 6videmment supposer que, V~, ~ +  1 C APt • Soit alors 

1 1 
a l t e l q u e ,  V2->at ,  ~x ~ { 2 k ~ ] £ k - - < 2 } ~ l - - ~ , . . . ,  

1 1 
a e tel que, VA>a t,  ~ 7  4~{2ke~12k=<2}>-- - 1  2 e, 

on construit 5 P  tel que 5ej~[ae, ae+~]=Se~ca[ae, at+l] et donc ~Ito,o,+,~ 
35~eh o , ~, on voit que D(SPoo)=I. 

, a  +1 
Les #k sont doric une suite de mesures de probabilit6 qui, lorsque, 2k ~ oe avec 

2k ~ 5P~o convergent vaguement sur un ensemble dense de C(S*M), donc on a la 
convergence vague des #k (2, e 5P~o) vers la mesure de Liouville. 

6. G6n6ralisations et probl6mes 

I1 serait int6ressant de g6n6raliser aux probl6mes fi bord avec un billard ergodique, 
fi l 'asymptotique semi-classique (h ~0)  et au cas des surfaces non compactes d'aire 
finie. 
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Le probl~me le plus intrressant est de savoir si on peut s'affranchir de la 
condition d'extraire une sous-suite de densit6 1: quelles sont les valeurs 
d 'adhrrences de la suite des kl k pour  la convergence vague? Ces mesures sont 
nrcessairement invariantes par  le r o t  grod6sique, mais il y a une foule de telles 
mesures singuli~res: par exemple si y est une g~odrsique prriodique, /~7(f) 

1 
- L(y) ! f" ds est une telle mesure. 

¥ 

I1 me semble que ces mesures pour  des grodrsiques ferrules des surfaces de 
Riemann/t  courbure - 1 ne peuvent pas ~tre des limites vagues d'une suite q~. De 
toutes les fagons il y a d 'autres mesures port~es par des ensembles de dimension 
de Hausdorff  > 1 (cf. t ravaux de Patterson, Sullivan). 

B i b l i o g r a p h i e  

[CV 1] Colin de Verdiere, Y.: Invent. math. 43, 15-52 (1977) 
[CV2] Colin de Verdiere, Y.: Duke Math. J. 46, 169-182 (1978) 
[S] Schnirelman, A.: Usp. Mat. Nauk 29, 181-182 (1974) 
IT] Taylor, M.: Pseudo-differential operators. Princeton, NJ: Princeton University Press 

1981 
[Z] Zetditch, S.: Eigenfunctions on compact Riemann-surfaces of g > 2. Preprint 1984 (New 

York) 

Communicated by B. Simon 

Received May 20, 1985 


