
Normalbereiehe und Dimensionstheorie. 

Von 

Witold Hurewicz in Amsterdam.  

Einleitung. 

Die folgende Arbeit sehlie$t sigh an die Menger-Urysohnsche Dimen- 
sionstheorieI). Der Dimensionsbegriff dieser beiden Autoren, der (wie in 
der vorliegenden Arbeit naGhgewiesen wird) fiir aUe separablen metrisGhen 
l~ume mit dem ,natiirlichen" Dimensionsbegriff yon Brouwer "~ im wesent- 
lichen iden~isch ist, kann heute bereits aIs klassisGh bezeichnet werden. 
Wit kniipfen insbesondere an die Formulierung dieses Begriffes dutch 
K. Menger, welcher einen Raum hSehstens n-dimensional nennt, falls zu 
jedem Punkt des Raumes beliebig kleine Umgebungen mit hSchst~ns 
(n--1)-dimensionalen Begrenzungen existieren, wobei die Ieere Menge 
als (--1)-dimensional bezeiehnet wird. 

In Anlehnung an diesen Gedanken legen wit allgemein einen Be- 
reich 9~ yon Punktmengen zugrunde und bezeiGhnen mit ~*  den Bereieh 
aller Punl~mengen, auf deren s~mtliehe Punkte sigh Relativumgebungen 
zusammenziehen, deren Begrenzungen Mengen des Bereiches ~ sind. Wit 
un~ersuGhen dann die Beziehung zwisGhen den beiden Bereichen ~ und ff~*: 
Der Bereich ~ ,  yon dem wit ausgehen, wird dabei folgenden Bedingungen 
un$erwoffen. 

1. Ist M eine Menge aus 9~, so auch jede Teilmenge yon M. 

2. Is~ M Summe yon abz~hlbar vielen in M abgesGhlossenen Mengen, 
die alle zum Bereieh ~ gehSren, dana gehSrt auGh _M zum BereiGh ~ .  

~) Menger, ~Yber die Dimension yon Punktmengen, Monatshef~e f. Math. u. Phys. 
und 34, Proc. Ac. Amst. 27 und 29 (i~ltere Arbeiten), sowie den Bericht fiber 

die Dimensionstheorie, Jahresber. d. deutschen Math.-Vereinigung 3 5 . -  Urysohn, 
Comptes Rendus 175, sowie das dem Verfasser bei der Abfassung der vorliegenden 
Arbeit noch unbekannte M~moire sur les mnltiplicit~ Cantoriennes, Fund. Math. 7 
und 8. 

~) Brouwer, Journ. f. d. reine u. angew. Mattb 142, sowie Proc. Ae. Amst. 26, 27. 
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Einen Bereieh von Punktmengen, welcher diesen beiden Bedingungen 
geniigt, bezeiehnen wir kurz als Normalbereich, und ein Hauptresultat der 
vorliegenden Arbeit besagt, daft der nach der obigen Vorsehrift aus einem 
Normalbereieh ~ abgeleitete Bereieh 9~ ~ ebenfalls ein Normalbereieh ist. 

Im eraten Teil dieser Arbeit untersuehen wit eingehend die null- 
dimensionalen Mengen, den Bereieh ~*  jener Mengen also, der naeh der 
erwiihnten Vorsehrifg hervorgeht aus dem Bereieh ~II, weleher bloB die 
leere Menge enth~ilt. 

Die allgemeinen Uberlegungen des zweiten Teiles gestatten damn, 
jeden fiir die nulldimensionalen Mengen bewiesenen Satz mutatis mutandis 
file beliebige Normalbereiehe auszuspreehen, insbesondere flit die separa- 
blen h6ehstens n-dimensionalen Mengen, welehe gleiehfalls einen Normal- 
bereieh bilden. Von den wiehtigsten dimensionstheoretisehen Resultaten, 
die wit aM diese Weise erlangen, seien bier die folgenden hervorgehoben: 
Eine separable Menge, die Summe ist yon abz~hlbar vielen in ihr abge- 
sehlossenen h6ehstens n-dimensionalen Mengen, ist h6ehstens n-dimen- 
sional. Eine separable Menge ist n-dimensional dann und nut dann, wenn 
sie Summe ist yon n q-1,  abet nieh~ yon weniger nulldimensionalen 
Mengen. Jeder Punkt einer kompakten Menge, in welehem dieselbe eine 
Dimension >__ n t/at, liegt in einem Kontinuum yon Punkten, in welehen 
die Menge eine Dimension ~ n hat. Jede n-dim~n.~ionale separable Menge 
enth~l~ eine in ihr abgesehlossene Menge, deren jeder relativ offene Tell 
n-dimensional ist. 

I. Tefl. 
13bet die nulldimensionalen Mengen. 

w  

Einige Eigenscha~ten der nulldimensionalen Mengen. 

Die nicht leere Menge M eines metrischen Raumes heiflt nulldimensio. 
hal, wenn au/ jeden Punkt yon M eine Folge yon Teilmengen yon M sich 
zusammenzieht3), deren Begrenzungen in M')  leer sind. Desgleiehen kann 
man zur Definition der nulldimensionalen Mengen die Forderung beniitzen, 

zu jedem Punk% p yon M mad zu jeder Umgebung U yon p eine Zerlegtmg 
yon M in zwei zueinander fremde und in M abgesehlossene Mengen 

a) Man sagt, eino Mengenfolge {Mx} zieht sich auf den t'unl~ ~ (auf die 
Menge M) zusammen, wenn p (M) in allen M, enthalten ist und wenn in jeder Um- 
gebung yon p (M) fast aUe M~ enthalten shad. 

4) Mit M bezeichnet man die abgescIdossene H~dle, yon M. Ist M Teilmenge der 
Menge A,  dann bezeichnet man als Begrenzung yon M in A die Menge M.(  A -- ]t')-{- 
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existiert, so dal~ eine der beiden Mengen den Punkt p enth•lt und in U 
enthalten ist. 

Aus diesen Definitionen folgt unmittelbar, daft jeder Teil einer null- 
dimensionalen Menge nulldimen~anal ist. Wit charakterisieren Ierner 
die nulldimensionalen Mengen dutch sine Zerlegungseigenschaft, die wir 
mehrmals verwenden werden. Dabei beschr~inken wir uns, wie im folgen- 
den iiberhaupt, suf separable Mengen, d. h. auf Mengen, in denen eine 
abz/~hlbare Teilmenge dicht liegt. 

Sa tz  I. Damit eine separable Menge M nulldimensional sei, ist 
notwendig und hinreichend, daft M/ i i r  ]ede positive Zahl s in abzdhlbar 
viele paarweise ]remde, in M oHene Mengen mit Durchmessern < ~ zer- 
legt werden kd~nne. 

Die Bedingung ist notwendig. Sei n/imlich M eine nulldimensionale 
separable Menge und sei e > 0 gegeben. Zu jedem Punkt p yon M exi- 
stiert eine p enthaltende Teilmenge V(p) yon M, deren Begrenzung im M 
leer und deren Durchmesser < e ist. Die Mengen V(p) und M ~ V(p) sind 
in M often. Es gibt nach dem verallgemeinerten Borelschen Theorem unter 
den Mengen V(p) abz~ihlbar viele, etwa die Mengen V1, V~., . . . ,  V~, . . . ,  
deren Summe Mist;. Setzen wit dann U 1 ---~ V 1 und fiir n > 1 U~ : V~. 
( M - -  V1)- ( M - -  V~) . . . (M- -  Y._l),  dann sind die Mengen U~, sis 
Durchschnitte endlich vieler in M oftener Mengen, in M often; sie sind 
ferner paarweise fremd und ihre Durchmesser sind < e und ihre Summe ist M. 

Die Bedingung ist hinreichend. Angenommen n~mlich, M kSnne fiir 
jedes e > 0  in eine Folge {U.} von in M offenen Mengen mit Durch- 
messern < e gespalten werden; dann sind such die Mengen M -  U~, aIs 
Summen yon in M offenen Mengen, in M often. Dsher sind die Be~o'ren- 
zungen der U~ in M leer, und es existiert mithin zu jedem Punkt p von M 
und zu jedem e > 0 eine Teilmenge < e von M, die p enth~lt und deren 
Begrenzung in M leer ist. Also ist M nulldimensional. 

Per definitionem wird fiir eine nulldimensionale Menge bIoB gefor- 
dert, dab sich auf jeden ihrer Punkte eine Folge von Relativumgebungen 
mit leeren Relativbegrenzungen zusammenziehe, oder, was, wie man Ieicht 
einsieht, auf dasselbe hinauskommt, da$ sich auf jeden ihrer Punkte eine 
Folge yon Umgebungen mit zur Menge fremden Begrenzungen zusamm_en- 
ziehe. Dsl] dasselbe ]iir ]eden beliebigen Punkt des Raumes gilt, wollen 
wit nunmehr beweisen. Wir nennen dsbei in iiblicher Weise zwei Mengen 
Mx und M.~ getrennt, wenn die Beziehung besteht ~/~. M~ -}- M~.Me-~ 0, und 
stiitzen uns, wie such mehrmsls im foIgenden, auf den Tietzeschen Satz ~a) : 

~a) Vgl. Tietze, Math. Annalen 88, S. 310. ~ Als Menge U des Satzes kann 
beispielsweise die Menge aller Punlrte genommen werden, deren Abstand yon M~ 
kteiner is$ als yon M~. 
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Sind die Mengen M 1 und M~ getrennt, dann gibt es eine of[ene Menge U 
derart, dal~ M 1 < U und M,. U ~ 0 ist. 

Satz  II. 1st M eine separable nulldimensionale Menge, so zieht 
sich au] jeden Punkt des Raumes eine Folge yon Umgebungen, deren Be- 
grenzungen zu M ]remd sind, zusammen, ~n. a. W. eine separable null. 
diraensionale Menge bleibt auch nach Hinzu]ioung eines beliebigen ein- 
zelnen Punktes nulldimensional. 

Sei p ein beliebiger Punkt des Raumes und e > 0 vorgegeben. Wit 
bezeichnen mit U(p; e) die Menge aller Punkte, die yon p einen Ab- 
stand ~ e haben, und wollen nachweisen: Es existiert eine Umgebung 
V-< U(p; e) von ~, deren Begrenzung zu M fremd ist. Nach Satz I ist M 
Summe einer Folge {U~} yon in M of~enen paarweise fremden Mengen 

mit Durchmessern < ~. Sei {U:}  die Teilfolge yon {U~}, bestehend 

aus allen denjenigen U,~, die in U p; ~ enthalten sin& Wir setzen 

V * =  Z U~. Sowotfl V* als aueh 3 I - - V *  sind (als 8ummen yon in 3I 

of~enen Mengen) in 3/ ot~en, diese beiden Mengen tiegen daher getrennt. 

Da io nieht in 31 - - V *  liegt und V*-< U p;-~ gilt, sind, wenn wir 

mit OU(i~; e) das Komplement yon U(i~; e) bezeiehnen, aueh die Mengen 
(p)~-'  V* und (M -- V*) ~ - C U ( p ;  e) getrennt. Dann existiert aber naeh 
dem Tietzeschen Satze eine Umgebung V von p,  so dab gilt" 

(*) V* < V < U(~o; e), V . (M--  V * ) =  O. 

(.) folgt ( F -  V ) . V * + ( F -  V).(M-- V*)--O, d. Ja. 
die Begrenzung yon V ist zu M fremd. Damit ist Satz II bewiesen. 

Zufotge Satz II  existieren fiir alle Punkte des Raumes beliebig ldeine 
Umgebungen, deren Begrenzung zur nulldimensionalen Menge M fremd 
sind. Wit wollen nun zeigen, dab auch zu den Mengen des Raumes be- 
!iebig ldeine Umgebungen existieren, deren Begrenzungen zu M fremd sind. 
Unter einer Umgebung U(N; e) der Menge N verstehen wir dabei die 
Menge aller Punkte, die von N einen Abstand < e haben; als Umgebung 
yon N schleehthin bezeiehnen wir jede N enthaltende offene Menge. 

Satz  IIL 1st M eine separable nulldimensionale Menge, so gibt es 
zu jeder Menge N und zu ]eder reellen Zahl e > 0 eine Umgebung vo~ N 
U ( N) < U ( N, e ), deren Begrenzung zu M / r e m d  ist. Ist die Menge N 
in N-~ -M abgeschlossen, dann gibt es zu jeder Umgebung U yon N eine 
Umgebung V < U yon N,  deren Begrenzung zu M ] r e m d  let. 

Znm Beweis der ersten H~lfte von Satz III  hat man bloB im Be- 
weis yon Satz II den Punkt p dutch die Menge N zu ersetzem 
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Zum Beweis der zweiten H~ilfte bezeichnen wit fiir jede natiirliche 
Zahl k mit N~ die Menge aller Punkte yon N, deren kbstand yore Kom- 

1 plement C U der Menge U > ~  ist. Es ist dann N - - ~ '  N~. Zu jeder 

Menge N~ existiert nach dem bereits bewiesenen Tell von Satz "III eine 

Umgebung V~ mit zu M fremder Begrenzung, so dab N~ <: V~ < U 
~O 

gilt. Setzen wit V =  fl_~ V~, dann ist V eine Umgebung yon N und es 
/ c = l  

gilt V < U. Die Begrenzang von V ist zu M fremd. Denn angenommen, 
p w~ire ein Punkt yon M a u f  dot Begrenzung yon V. Da N in N-~-M 
abgeschlossen ist und p au$erhalb N liegt, gibt es eine natiirliche Zahl m 

derart, dab der Abstand zwischen p und N > 1 ist. Setzen wir V~ = ~ Vi; 

dann gehSrt wegen ~ I Mit Rfick- 

sicht auf V = V 1 -]- V~ ~ . . .  -]- V~_l ~ V~ miii~te daher p auf der Be- 
grenzung einer der Mengen V1, V~, . . . ,  V~_ 1 .liegen, was der Voraus- 
setzung widerspricht, dab die Begrenzungen dieser Mengen zu M fremd 
sind. Damit ist auch der zweite Teil von Satz III  bewiesen. 

Wit k5nnen nunmehr die nulldimensionalen Mengen dutch das Ver- 
halten der relativ abgeschlossenen Mengen charakterisieren. 

Satz  IV. Damit die separable Menge M nulldimensional sei, ist 
notwendig und hinreichend, daft e8 zu ]e zwei zueinander ]remden, in M 
abgeschlossenen Mengen tV~ und 1~ zwei ebensolche Mengen gebe, so daft 

M § 
gilt. 

Die Bedingung ist notwendig. Seien n~imlich _~ und N s zwei zu- 
einander fremde, in der nulldimensionalen Menge M abgeschlossene Mengen. 
Das Komplement C(N~) yon 2Vo~ ist eine Umgebung yon N~. l~ach 
Satz III  existiert also eine Umgebung U<~ C(~r~) yon ~V~ mit zu M 
fremder Begrenzung. Die Mengen M i ~ U-M und M~ -~- M -- M l sind 
zueinander fremd, in M abgeschlossen und es gilt N 1 ~/1/1, N~ <= M e. 

Die Bedingung ist hinreichend. Angenommen niimlich, sie sei e~fi~lt 
mid es sei p ein beliebiger Punkt von M, U eine Umgebung yon p.  Die 
Mengen (p) und M - - U  sind zueinander fremd und in M abgesctdossen. 
Es existiert also eine Zerspaltung yon M in zwei in M abgeschlossene 
Mengen M~ und M~, so dal~ (p) < M~ < U ist. Folglich ist M null- 
dimensional. 

Wit bringen nun eine met~ische Oharakterisierung durch ZerIegungseigen- 
schaf~n fiir die beiden mit Riicksicht auf Euklidische R~ume wichtigsten 
Klassen separabler nulldimensionaler Mengen, niimlich fiir die korapa~en 
Mengen (d. s. jene, yon denen jede unend!iche Teilmenge einen l~uhmgspunkt 
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im Ranm besitzt) und fiix die Mengen, welche Summe yon abz~hlbax vielen 
kompakten Mengen sind, die wit im Anschlu~ an K. Mengex ~) ats ha/~ 
kompabt bezeichnenSa). In Anlehnung an Menger ~) bezeichnen wir zu 
diesem Zweck als Null/o~e yon Mengen eine endliche oder abz~ihlbaxe 
Folge yon lffengen, deren Durchmesser, falls die Folge unendlich ist, 
gegen Null konvergieren. Es gilt dann 

Satz V. Damit die ~ompa~te (bzw. halbkompakte) Menge M null- 
dimensional sei, ist notwendig und hinreichend, daft M /fir ~ede Zahl 

> 0 Summe 8el yon endlich vielen (bzw. yon einer Null]dge van) 
zueinander /remden, in M abgeschlossenen Mengen, deren Durchmesser 

e 8ind. 

Wit beweisen zun~ichst die Notwendigkeit de~ Bedingung:). ]:st M 
eine kompakCe nulldimensionale Menge und e 2> 0 gegeben, dann existiert 
zu jedem Punkt yon M eine Umgebung mit Durchmesser < e und mit 
zu M fremder Beg~enzung. Nach dem Bo~elschen Theorem ist M schon 
in der Summe yon endlich vielen unter diesen Umgebungen, etwa yon 
U1, U~, . . . ,  U~, enthalten. Set~en wir A I = U~-M und A~ ~--- [U,~ -- ( U I Jr 
U~ +...§ ( r e=U,  3 . . . ) ,  dann sind die Mengen A, ,  wie man 
leicht sieht, in M abgeschlossen und zueinander fremd, und es gil~ M ~ A~ 
+ A ,  + . . .  +A, , .  

~0 

Sei nun M eine hatl>kompak~e nulldimensionale Menge,also M = fl_~ M~, 

wo die M~ kompal~e nulldimensionale Mengen sind, und sei e > 0 vor- 
gelegt. Die Menge M~ ist nach dem eben Bewiesenen enthalten in der 
Summe yon endlich vielen Umgebungen, deren Begrenzungen zu M fremd 

sin& Die flit alle Mengen M~ auI diese und deren Durehmesser < n 

Weise definierten Umgebungen kann man in eine Folge {U~} yon Um- 
gebungen mit geger. Null konvergierenden Durchmessern anordnen. Setzen 
wi~ dann A~ = [U~ -- (U~ ~- U~ + . . .  -{- U~_ ~)]-M, so geniigen die 
Mengen A~ offenbar den Forderungen yon Satz V. 

5) VgL Menger, Monatshefte f. Math. u. Phys. 8A (1924), S. 148. 
~a) (Zusa tz  bei  der  K o r r e k t u r ) :  Ffir die Giiltigkeit der folgenden Charak- 

terisierungen ist natiirlich nut erforderlich, dal3 die Menge in irgendeinem sie um- 
fassenden metrischen Raum kompakt bzw. halbkompakt sei. Fiir das letztere ist 
nach Hausdorff (Mengenlehre, 1914, S. 311) notwendig und hinreichend, daft die 
Menge total beschr(Ln~ (d. h. fill" jed~s ~ > 0 Sumrae yon endlich vielen MeDg~a mit 
Durchmessern <: e) bzw. Summe yon abz~hlbar vielen total beschr~mkten MeJagen sei. 

e) Vg]. Menger, Wiener Ber. 13".] (1924), S. 421. 
v) Dieser Beweis entsteht durch Kombination des Satzes II  xnit einem yon 

Menger oft verwendeten Verfahren. ~ (Zusa tz  bei  der  K o r r e k t u r ) :  Der Beweis 
yon Satz V t~I3t sieh sehr einfactt auch ohne Benfitzung yon Satz H auf Grand der 
totalen Beschr~nktheit yon M erbringen. 
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Den Beweis dafiir, da~ die Bedingungen von Satz V auch hinreichend 
seien, stiitzen wi~ auf den foIgenden 

S atz VI. Ist M - - - Z A  n, wo die Mengen A,~ eine Null/olge yon 
~-~1 

paarweise /remden, in M abgeschlossenen Mengen darstellen, dann gibt 
es zu ]eder der Mengen A m und zu jeder Umgebung U yon A m dne Um- 
gebung V ~ U yon A,, deren Begrenzung zu M/ rem d  ist. 

Wit beweisen die Behaupmng e~wa fiir die Menge A 1 und flit die 
vorgeleg~e Umgebung Uo yon A 1. Es sei {A~*} die Teilfolge der ~olge {Am}, 
welche aus aIlen Mengen A~ bes~eht, die mit der Begrenzung B (U o) 
yon U o mindes~ens einen Punkt gemein haben. Wit zeigen zun~chst, dab 

die Menge Po ~ ~A~* in M abgeschlossen ist. Sei zu diesem Zweck p 

ein zu M gehSriger H~ufungspunkt yon Po- GehSrt p zu B(Uo) , dann 
gehSrt p per definitionem auch zu Po- Liegt aber p nicht in B(Uo), 
dann is~ der Abstancl zwischen p und B(Uo) positiv, etwa -~- r~  0. 
Sei dann die natiirliche Zahl m so gew~ihlt, dab die Durchmesser aller 

Mengen An*, flit n ~ m, kteiner als r sind. Die Menge ~A~+k hesitzt den 
k = 0  

Punkt p nicht als Hs also ist p ttiufungspunkt der in M 
m - I  r 

abgeschlossenen Menge Z An und gehSrt folglich zu Po- Die Menge Po 

ist also abgeschlossen. 
Die Mengen A, und Po ,4- AS sind in M abgeschlossen und zueinander 

ffemcl; sie liegen daher getrennt. Es gibt daher eine offene Menge U 1 
mit folgenden Eigenschaften: Po-~-A~ ~ U~, U~-A~ ~ 0. Sei nun P1 die 
Summe alIer Mengen der Folge (A,}, welche zur Begrenzung B(U1) yon 
U1 nicht fremd sind. Pi ist wiederum in M abgeschlossen and za Po ~ A~ 
fremd. Wit unterscheiden zwei l~Mle" 

a) A s ist Teilmenge yon /)1. Dann sind die Mengen Px-~ AS =/)1  
und Po ~ A~ getrennt. 

b) A s is~ nicht Teilmenge yon P~. Dann ist P I ' A S - - 0  and die 
Mengen P~ und Po Jr-A~-~-A s sind getrennt. 

In beiden F~illen gibt es eine offene Menge U~ mit der Begrenzung 
B (U~), so da$ folgende Redingangen erfiillt sind: 

Pl< U -Po=O, U .AS=o, B(U ).AS=0. 
Angenommen, es seien bereits die Mengen U l, U~,. . . ,  U~ gem~iB 

folgenden Bedingungen deilniert: 
1. P,~_I<U,~, 
2. U,~.P._~"-O, 
3. U,~.A, , :O,  
4. B(U,,) .A~+~=O, 
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wobei B (U~) die Begrenztmg von U~, P~ die~ Summe aller Mengen A,~, 
die zu B (U~) nicht Iremd sind, bezeichnet. P~ ist in M abgesehlossen. 
Aus 1. trod 4. ergibt sieh, dab (P,,_,,-t--A,,§ , und dab 
folglieh die Mengen P, und P~-I + A,+I zueinander fremd sind. Daher 
sind entweder die Mengen P. +A,+~  trod P,,_I--}--A~+,L oder die'Mengen 
P~ und P~_I + A~ + 1 -~- A, +e getrennt. In beided F~illen existiert eine 
offene Menge U~+ 1, so daft 

P~ < U,+~, V--,+t.P~_x=0, U~+x'A~+x=0,  B(U,,+I).A,,+~=O. 

Das Verfahren lggt sieh also ad infinitum fortsetzen. Aus 3. folgt 

sodann mit Riicksieht auf M ---- Z A,: 

(*) M . H U , = O .  

Aus 1. und 2. ergibt sieh, wenn man in 2. n dutch n + 1 ersetzt, 

(**) M.B(U, ,_a)<P,~_~<U,,- -U, ,+:t  ( n =  1, 2, . . . ) .  

Setzen wit nun: 

V =  V o -  U l  + Vo . Ul . (v~ - u~)  + . . . + Vo . V l  . . . v~ , _ ~ ( v~. , - u~ , ,  + ~ ) + . . . .  

Die Menge V ist often trod es gilt wegen 3. A~ <: V <: U o. Wir wollen 
zeigen, da~ die Begrenzung B (V) yon V zu M fremd ist. Man sieht zu- 
niichst leicht, dag folgende Beziehungen bestehen: 

(~)  u o . v ~  . . .  u o . . ( v ~ .  - ~ . + ~ )  < v 
( ~ = 0 ,  1, ~, . .  ). 

(b) Uo.U1... U~,,+I (U~,,+~ -- U~,~+,).V= O 

(Da die Menge Uo.U ~ . . .  U~ ,+~-  U~,,+o.) often, folgt aus (b) 

(b') V o . V ~ . . .  V , . + ~  . ( V ~ , + ~  - Y , . + ~ ) . r - -  o .  

Aus (a) und (b') ergibt sich" 

(~)  U o . U ~ . . . V , . B ( V ) . ( U , - - U , + , ) = O  ( ~ =  0, 1, 2 , . . . ) .  
Naeh (**) und (e) is t  

n - - 1  n 

(d) M . B ( V ) - ~ U , , , . B ( U , , ) < M . B ( V ) . ~ U , , , . ( U , , + I - - U , , + ~ ) = O .  
~ - ~ 0  ~t~m0 

Aus (e) und (d) folgt- 

(e) M.B(V) .Uo .U~ . . .U , ,=  M.B(V).Uo.U~.. .U,, .U,,+a 

= M.B(V).Uo.Ux...U,~.U,,+~ +M.B(V) .Uo,U~. . .U, , .B(U, ,+t  ) 

= M.B(V) .Vo .V~. . .V . .V .+I .  
Mehrfaehe Anwendung yon (e) ergibt: 

M. B (V) = M. B (V). Uo = M. B (V). Uo. Ua = . . .  
= M , B ( V ) . U o . U ~ . . , U , ~ = . . ,  
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und daraus folgt nach (*): 

M.B(V)=o, 
womit Satz VI bewiesen ist 7a) - 

Aus ibm folgt unmittelbar, da$ die Bedingung yon Satz V hinreichend 
ist. Sei n~imlich M frir jedes e > 0 Summe einer Nullfolge yon paarweise 
fremden, in M abgeschlossenen Mengen < ~. Ist dann ein Punkt p yon 

M und ein e > 0 vorgegeben, dann kSnnen wir M ~  ~ ' A ,  setzen, wobei 
~ - 1  

p im A~ lieg% A~ < U(p: e) gilt und die Mengen A~ den Voraussetzungen 
von S~tz VI genrigen. Es existiert dann, dem Satz VI zufolge, eine Um- 
gebung V yon p, mit zu M fremder Begrenzung, so da$ A 1 < V < U(p; e) 
gilt. Also ist M nulldimensional. Damit ist Satz V in allen Stricken 
bewiesen. 

Es seien noch zwei Nebenergebnisse erw~hnt, welche dutch den Beweis 
yon Satz V mitbewiesen sind: a) Eine zusammenMingende Menge M kann 
nicht in eine Folge yon paarweise ]remden in M abgeschlossenen Mengen 
mit gegen Null konvergierenden Durchmessern gespalten werdenS). Dies 
ist eine unmittelbare Folge yon Hilfssatz 2. 

b) Bilden die Komponenteu oder die Quasikomponenten 9) einer 
Menge M eine Nullfolge, dann stimmen die Komponenten und die Quasi- 
komponenteu von M iiberein. Nehmen wit erstens an, die Komponenten {_zl~} 
der Menge M bilden eine Nullfolge. Seien p und q zwei Punkte yon M, 
die zu verschiedenen Komponenten, etwa zu A~ und A~ gehSren. Da die 
A~ in M abgeschlossen sind, kSnnen wit auf die Folge {A~} den Satz VI 
anwenden. Es existiert also eine offene Menge V mit zu M fremder 
Begrenzung, so dab A~ -~ V gilt und q nicht in V liegt. Dann hefert die 
:Formel M = M. V ~ ( M -  M- l  x) eine Zerlegung von M in zwei in M ab- 
geschlossene Mengen, von denen die eine den Punkt ~, die andere den 
Punkt q enth~lt, p und q gehSren also zu verschiedenen Quasikompo- 
nenten. Folglich stimmen die Komponenten und die Quasikomponenten 
yon M riberein. 

l~ehmen wit zweitens an, die Quasikomponenten von M bilden eine 
Nullfolge {B~}. Die B~ sind in M abgeschlossen. W/iren die Kompo- 

~) (Zusa t z  bei  der  K o r r e k t u r ) :  Sa~z VI l~l~t sich einfacher beweisen, wenn 
man folgende Ieicht bewe~sbare Tatsache beniitzt: Sind ~ und )!~ z in M abgeschlossene 
Mengen und gibt es ula~r den Mengen A~ keine, die sowohl mit -~tf I als auc'h mit 
Punkte gemein haben, dann existieren zwei offene Mengen /71 > ~fl und U~ > M~ z, so 
dab keine Menge A~ g'eichzeitig mi~ U1 mad Us Punkte gemein hat. 

s) ~qach Sierpifiski (T6kohu Math. J. 13, S. 300) kann man gewisse niehtbe- 
schr~nkte Kontinua in abz~hlbar unendlich~viele paarweise fremde Teilkontinua 
zerlegen- 

9) Vgl. Hausdofff, Gtundziige der Mengenlehre 1914, S. 248. 
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nenten mi~ den Quasikomponenten yon M nieht idan~iseh, so lieBe sich 
mindestens eine der Mengen B~, etwa B x in zwei in B~ und mithin in M 
abgesehlossene, zueinander f~mde Mengen B~ und B~' zerlegea. /kuI die 
Folge B~, B~, B~, Bs, . . . ,  B~, . . .  kann man Sat~ VI anwenden und daraus 
wie oben Iolgern, daI~ je zwei Punkte p und q, yon denen der eine in B~, 
der andere in B~' liegt, in versehiedenen Quasikomponent~n yon M liegen, 
im Widersprueh zur Annahme, B~ = B~-~ B~' sei eine Quasjkomponente 
VOD..~1. 

w 

t~ber die S u m m e n  nulldimensionaler Mengen.  

Bekanntlich ist die Summe zweier nulldimensionaler Mengen (wie 
schon aus der Zerlegbarkeit der Strecke in die nulldimensionale Menge 
aller rationalen uud die nulldimensionale Menge aller irrationalen Punkte 
hervorgeht) nieht notwendig nulldimensional. Menger x~ und Urysohn x~) 
haben abet bewiesen, daft die Summe abzdhlbar vieler nulldimensio- 
haler kompakter abgeschlossener Mengen und mithin die Summe abzdhlbar 
vieler nulldimen~ionater hatbkompakter Fa r2) stets nulldimensior~2 ist. 
Wir gehen nunmehr daran, einen wesentlich allgemeineren Satz zu beweisen: 

Satz VII. In einem separablen Raum ist die ~umme abzShlbar 
vieler abyeschlossener nulldimensionaler Mengeu nulldimensionat. 

OD 

Sei M----~'M~, wo die Mengen M~ abgesehlossen and nulldimen- 

sional shad. Sei ein Punkt P yon M und eine Umgebung U yon P 
beliebig vorgegeben. Wit haben zu zeigen: Es gibt eine Umgebung V 
yon p < U, deren Begrenzung zu M fremd is$. 

Da M~ nulldimensional ist, existiert eine Umgebung V 1 < U yon 
mit zu M x fremder Begrenzung. Die Mengcn V1 und M 1 -  VI stud 
zueinander fremd mad abgeschlossen; es exisgiert daher eine offene 
Menge Ux, so daft M x -  171 < U 1, Ux-V~ ~-0 gilt. Die offene Menge 
U - - U  a enth/ilt Vx. hTaeh Satz III gibt es daher eine offene 
Menge V, mit za M~fremder Begrr so dal~ lz~ < V, -< V, U,-V, --~ 0 
gilt. Da die Meng~ ~ mad M ~ -  V~ zueinander fxemd und abge~hlossen 
sind, t ~ t  sich eino oifene Menge U~ angeben mit den Eigenschafte~: 
M~ -- V~ < U~, U~. V~ --: O. Die Mengo U -- (Ua + U~) ist eine Umgebung 
der abge~Mossenen Menge ~ .  Na~h Satz I i t  exisr dahex eljae oflene 

30) Monatshefte f. Math. u. Phys. 3t, S, 147. 
xl) Fund. Math. 8, S. 337. 
I~) Als ~'a b~zeichne~ man die Summe abz~hlbar vieler ~bgeseklossener ~ngen ,  

als G~ das Produk~ abzdikdbar vieler oftener Mongom 
Mathematische Annalen. 96. s 
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Menge 17 s mit zu M s fremder Begrenzung, derart, dab V~ < V s < U und 
(U 1 q- U~). ~ = 0 gilt. Wie oben definieren wit nun eine of~ene Menge U s 
gem~il~ den Bedingungen: M s -- 173 < Us; Uz" tr~ : O. 

Indem man dieses Verfahren ad infinitum fortsetzt, definier~ man 
zwei Folgen {V,} und (U,} yon offenen Mengen, so da~l foIgende Be- 
ziehungen bestehen: 

1. 17~ < v ~ < v < . . . < v , < . . . < u ,  
2. M . - -  V. < V., 
8. ( ~  + ~ + . , .  + ~,). V. = 0. 

Setzen wit 17= ~ '  V~; dann is~ V eine Umgebung yon p uttd es gil~ wege~ 

1. 17 < U. Wit haben noeh zu zeigen, dab die Begrenzung yon V zu M 
fremd ist. Aus 2. folgt= zun~hst  mit Rfieksieht auf M - -  V < ~ ( M , -  ~ )  

4. M - - V < Z ~ , .  

Aus 1. und 3. ergibt sieh V - Z  U, = 0, und darans, da 2 U, eine offene 

Menge ist: 

5. v . . u . =  0. 

4. und 5. zusammen ergeben- 

r.(M - v)  = o; 

also ist die Begrenzung yon 17 zu M fremd, womit Satz VII bewiesen ist. 

Man kann Satz VII aueh in folgender Form ausspreehen. 

Sa t z  VIIa. Isl die separable Menge M Summe yon abzdihlbar 
vielen in M abgeschlossenen nulldimensionalen Mengen, dann ist M null- 
dimensional. 

Betraehten wit ein Beispiel in der Cartesisehen Zahlenebene. Es sei r 
eine rationale Zahl; mit M r bezeiehnen wir die Menge aller Punkte der 
Ebene, welehe die Ordinate r u n d  eine irrationale Abszisse haben, mit N. 
~tie Menge aller Punkte der Ebene, welehe die Abszisse r u n d  eine irratio- 
nale Ordinate haben. Setzen wit P -~  Z Mr + Z N~, wo die Summationen 

9. 9" 

fiber alle rationaIen Zahlen zu erstreeken sind, dann ist P die Menge 
aller Punkte der Ebene, welehe eine rationale und eine irrationale Koordi- 
nate besitzen. Da die Mengen M r and N~ nulldimensionale und, wie man 
sofort sieht, in P abgesehlossene Mengen sind, ist~ P naeh Satz VIIa nulI- 
dimensional, was man aueh direl~ best~tigen kaun; da ngmlieh auf den 
Geraden y --  x + r und y ~- - -  x q- r,  wenn r eine rationale Zahl bedeutet, 
kein Punkt der Menge P liegen kann, sieht man unmittelbax, dab sich 
auf jeden Pankt  von P Parallelogramme mit zu P fremden Begrenztmgen 
zusammenziehen. 
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Wit ziehen noch eine einfache Folgerung aus Sa~z VII. 

Satz VIIb. Ist die separable Menge M Summe vo~ zwei nulldimen- 
sionalen Mengen M I und M~, yon denen eine zugleich ein ~ und ein G~ 
in M ( z. B. abgeschlossen in M) ist, dann ist M nulldimen~onal; m. a. W.: 
In einem separablen Raum ist die Summe einer nulldimensionalen Me'age, 
die zugleich F, und G8 ist, und einer beliebigen nulldimensionalen Menge 
nuUdimensional. 

In der Tat, sowohl Ma aIs auch M~ ist unter der angegebenen Vor- 
aussetzung Summe yon abziihlbar vielen in M abgeschlossenen nulldimen- 
sionalen Mengen, also ist M nach Satz VII b nulldimensional. 

w 

Stetigkeits- und Unstetigkeitsptmkte. 

Zieht sich auf den Punkt p des Raumes eine Folge von Umgebungen 
zusammen, de~en Begrenzungen zu M fremd sind, dann heift nach Menger 
und Urysohn die Menge M i m  Punkie p nuUdimensional. Mit Riicksicht 
auf eine Verallgemeinerung dieser Begriffsbildung im w 4 dieser Arbeit 
sagen wit, wenn die Menge M i m  Punkte p nulldimensional ist, dab M in 
p unstaig oder auch, dal~ p Unstetigkeitspunkt der Menge M sei. Die 
anderen Punkte des Raumes nennen wir Stetigkeitspunkte yon M und 
sagen auch, die Menge M sei in ihnen stetig. 5eden: Stetigkeitsptmkt einer 
Menge M i s t  offenbat H~ufnngspunkt von M. Nulldimensional sind jene 
Mengen, die in allen ihren Punkten (und folglich nach Satz II in allen 
Punkten des Raumes) unstetig sin& -- Die folgenden Bet~achtungen be- 
ruben auf 

Satz VIII. 1st M in der separablen Menge A abgeschlossen und die 
Menge A -  M nulldimensional, dann ist jeder Unstetigkeitspun]a yon M 
Unstetigkeitspunkt yon A. 

Sei n~mlieh p ein Unstetigkeitspnn!~t yon M, U eine Umgebung 
yon p. WLr haben eine Umgebung U < U yon p mit za A fremder Be- 
grenzung anzugeben. Wegen der Unstetigkeit yon M in p existiert z~- 
ni~chst eine Umgebung U', so daft U ' <  U gilt und die Begrenzung B(U')  
zu Mi remd  ist. Die Menge M-U'  ist abgeschlossen in A. Da A -  M 
nulldimensional ist, existier~ eine offene Menge 17, so da~ 

(*) M.U'  < V < U',  

(**) ( 2 t -  M ) . B ( V ) =  O, 

wonn B ( V )  die Begrenzung von V bez~ehne~. Wegen (**) und (***) is~ 
aueh M . B ( V ) =  0, also A . B ( V ) =  O. Die Menge V is~ e~ne in U~at-  

48* 
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haltene Umgebung yon p, deren Begrenzung zu A ~emd ist. Damit ist 
Satz VHI bewiesen. 

Wir bezeichnen nun die Menge atler Stetigkeitspunkte yon M mit M;., 
die Menge atler Unstetigkeits~mnkte von M mit M~, und un~ersuchen nun, 
indem M ein fiir alIemal als separabel vorausgesetzt wird, diese beiden Mengen 
n~her. Nach einem Satz yon Menger und yon Urysotm ist M~ ein G~, 
M;. e/n F~; 1~) ferner ist klar, dab die Menge M. M~, nulldimensional ist, 
denn jeder ihrer Punkte ist ja Unstetigkeitspunkt sogar von M. 

Bezeichnen wit mit M ~ die abgeschlossene Hiille yon M;. M in M, 
so folgt aus M = . M . M ~  M~ auf Grund yon Sa~z VIII" 

Satz IX. Jeder Punks yon M;. ist ein Stetigkeitspunkt der Menge M;*. 
Aus diesem Satz ergeben sich zab]reiche Folgemngen. Zun~ichst ist 

jeder Punks yon Mx als Stetigkeitspunkt von M* auch H~iufungspunkt 
von dieser Menge und mithin yon M. Mx. Es gilt also: 

Satz X. Die Menge M.M;. ist entweder leer oder insichdicht und 
dicht in M;.. 

Nennen wir ferner eine Menge nirgends nulldimensional, wenn sie 
keine in ihr offene nulldimensionale Menge enth~lt14); dann gilt: 

Satz XI. Die Mengen ~fx und M7 sfnd entweder leer oder nirgends 
nulldimensional. 

Mit Riicksicht auI Satz X geniigt es zu beweisen, dab M;* nirgends 
nulldimensional ist (denn M~* ist dicht in Mx). Sei etwa U eine offene 
Menge derart, da~ U.M* =~ 0 ist. In U liegt ein Punks p yon M;.. Nach 
Satz IX ist p ein Stetigkeitspunkt von M~* und somit von U-M~*. Also ist 
U-M7 nicht nulldimensional und daher ist M-M~* nirgends nulldimensional. 

Sa tz  XII. Jede separable Menge M kann au] eine einzige Weise in 
zwei Mengen M~ und M~ zerteg~ werden, so daft M~ nulldimensional und 
M~ entweder leer oder in M abgeschlossen und nirgends nulldimensional ist. 

Angenommen, es g~ibe zwei solche Zerlegungen M ~ M~ -~ M~ und 
M ---- M[ if- M[. Da M~ in M abgeschlossen ist, existiert eine Umgebung U, 
so dal~ U . M <  M~. Die Menge U.M und daher auch U.M~ ist null- 
dimensional. Also gehSrt p nicht zu M~', da diese Menge nirgends null- 

13) Menger (Monatshefte 34, S. 141) beweist dies fo]genderma~en: Fiir jede 
natiirliche Zahl n ist die Menge M~ aller Punkte, die eine Umgebung mit zu M fremder 

1 | 
Begrenzung und einem Durchmesser ~ -  besitzen, often u n d e s  gilt M~ = iVI ~'~: 

~----1 
also ist M~ ein G~. 

1~) Die oben als nirgends nul]dimensional bezeichneten Mengen sind jene, die im 
Sinne yon Brouwer (Journ. fiir d. reine u. angew. Math. 142) ,in keinem Punkte 
nuIldimensional" sind. 
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dimensional ist. Folglich gilt M 1 < M~'; aus denselben Griinden gilt auch 
M~ < M 1. Also ist M 1 = Mr' und M~ ~-M.~. Es kanu somit nicht mehr 
Ms eine Zerlegung geben, die den Forderungen von Satz XII  geniig*. 
Eine abet wird geIiefert dutch die Formel M =  ( M - - M * ) +  Mff. 

Nennen wir eine Menge M stetig, wenn jeder Punkt yon M ein 
Stetigkeitspunkt yon M istla). Die Summe endlich oder abz~hlbar un- 
endlich vieler stetiger Mengen ist, wie man sofort sieht, stetig. Wit be. 
zeichnen mit My die Summe aller stetigen Teilmengen yon M. Die Menge Mr 
ist also die gr5~te stetige Teilmenge von M. Wit zeigen 

S a~z XIII .  Die Menge M~ ist ein F~ in M. 

Es gilt n~imlich My ~ M.(M,)z. Denn erstens ist jeder Punkt yon My 
ein Stetigkeitspunkt von My und gehSrt mithin zu M.(M~)~. Zweitens 
lieg* jeder Punkt yon M.(M~)~ in My. Denn sonst giibe es in M - - M ,  
einen Stetigkeitspunkt p von My. Dann w~ire aber, wie man leicht sieht, 
die Menge M~ + (p) stetig, was unmSglich ist, da M~ die grSBte stetige 
Teilmenge von M i s t .  Die Menge (M,)~ aber ist ein Fa und damit ist 
Satz XIII  bewiesen. 

Menger ist fiir den Fall kompak~er Mengen auf Aussagen fiber das 
Hausdorffsehe Residuum und die Bairesche Kategorie der Menge M~ ge, 
fiihrt worden unter der Voraussetzung, daft die Menge M.M~ nulldimen. 
sional sei in allen Punkten einer in Mz dichten TeilmengeX6). Wir wollen 
Shnliche Aussagen fiir beliebige separable Mengen herleiten, und zwar 
unter der Voraussetzung, daft M keinen stetigen Tell entMilt, also flit 
Mengen mit M~ ~ 0. Dabei nennen wir eine Menge M total irreduzibel, 
wenn M -  M in M dicht liegt ~) und total irreduzibel in N ( N >  M), 
wenn N . ( M -  M) in N . M  dicht ist. Wit sagen ferner, eine Menge M sei 
yon erster Kategorie, wenn M Summe ist yon abziihlbar vielen in M nirgends 
dichten Teilmengen (iiblicherweise sag* man dann, M sei von erster 
Kategorie in bezug au/ sich selbst). Dann gilt" 

Sa t zXIV.  1st M ~ = 0 ,  dann ist 1. Mz total irreduzibel und M-Mx 

1~) S. Mazurkiewicz nennt (Fund. Math. 2, S. 201) diese Mengen quasizusammen- 
h/~ngend. 

�9 6) Einige l~berdeckungss~Cze der Punktmengenlehre, Wiener Ber. 133, S. 442. 
17) Hausdorff bezeichnet (Mengenlehre 1914, S. 28I) als Res~uum der Menge M 

die Menge M . M - M  und nennt reduz~be/ jene Mengen, welche dureh iterie~te Resi- 
duenbildung leer gemacht werden k6nnen. Die yon Menger vorgeschlagene Be- 
zeichnung toted irreduzibel fiir jene Mengen, deren Komplement zur abgesehlossenen 
Hiille in dieser letzteren dicht lieg$, finder ihre Rechtfertigung darin, daft diese 
Mengen mit ihrem Hausdorffschen Residuum identisch si_ud, also dutch Reea'duen- 
bildung iiberhaupt nicht reduziert werden. 
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total irreduzibel in M, 2. M.M.~ dicht in M, 3. M~ und M.M~. yon erster 
Kategorie. 

W~ire n~imlich 1. Mx nicht total irreduzibei, dann g~ibe es einen 
Punkt p von M;., der nicht H~ufiangspunkt yon M ~ -  M~ wiire. Es exi- 
stierte also eine Umgebung U yon p, so dal~ U-Mx < M~. Nach Satz X 
w~ire die Menge U.M.M~ nicht leer. Nach Satz IX w~ire jeder Punkt 
yon U. M-M~. Stetigkeitspunkt yon M. Mz =- M~* und mithin yon U- M-~llz 
-= U.M.M~. Also w~re U.M.M~. eine stetige Teilmenge yon M, was der 
Voraussetzung M, = 0 widerspricht. Ganz analog zeigt man, dab M.M;. 
total irreduzibel in M i s t .  Aus dem Bewiesenen folgt unmittelbar, dal~ 
2. M.M/~ dicht in M i s t .  Auf Grund der Tatsaehe, dab jedes total 
irreduzible F~ yon erster Kategorie im Sinne yon Baire istlS), folgt aus 
Satz XIV 1., da{~ der 2'~ Mz und der $'a in M M.Mz yon erster Kate- 
gorie ist. 

Die Voraussetzung M~ ~ 0 ist (ebenso wie die Mengersche Voraus- 
se~zung) insbesondere er~llt,  wenn die Menge M.Mz nttlldimensional ist. 
Dieser Fall kann sich wirklich ereignen. Sierpifiski hat eine Menge M 
konstruiertl~ fiir welche M.M;. sogar bloB abz~ihlbar ist. Wenn die 
Menge Mz yon zweiter Kategorie im Sinne von Baire oder mit ihrem 
Hausdorffschen Residuum nicht identisch ist, dann ist sie Satz ?(IV zu- 
folge sieher nicht nulldimensional. Auf der Suche nach anderen hin- 
reichenden Bedingungen dafiir ist Menger auf seinen neuen Typus yon 
Uberdeckungssgtzen gefiihrt worden; wit verweisen diesbeziiglich auf die 
Mengersche Darstellung ~~ 

Hier ziehen wit noeh eine einfache Folgerung aus dem Bewiesenen" 

Satz XV. Ist die Menge M.M~ nicht nulldimensional, dann ist sie 
Summe einer in M total irreduziblen Menge yon erster .Kategorie und einer 
nirgends nulldimensionalen Menge. 

Setzen wit P ~ M. Mx. Mit Riicksicht auf Satz XI brauehen wit nur 
zu zeigen, dalll die Menge P - - ~ z  total irreduzibel und yon erster Kate- 
gorie ist. Da die Menge Q = M--xP~ in M often ist, gilt~ wie man leicht sieht, 
Q. Q~ --- Q. M~. ~ M. Mz --/)~- M~. : P -- P~. Die Menge P --/~z : Q" Q~ 
ist nulldimensional, also nach Satz XIV eine Menge yon erster Kategorie, 
welche in Q und mithin in M total irreduzibel ist. 

18) Dies fo]gt daraus, dal3 in einer total irreduziblen Menge jede abgesehlossene 
Menge nirgends dieht liegt. 

19) Fund. Math. 2, S. 81. 
eo) Wiener Ber. 188, S. 421. 
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Abgeschlossene  K o m p o n e n t e n .  

Sei M eine beliebige Menge, p ein Punkr der abgescMossenen Hiilte M 
von M. Wi~ betrachten die Menge Mp aller Punkte q von M, die folgende 
Eigenschait haben: Es existiert keine oitene Menge U mit zu M fremder 
Begrenzung, so dal~ q in U, p im Komplement C(U) yon U liegt. Der 
Punkt io geh5rt offenbar zu M~. Ferner ist, wie man sofort sieht, die 
Menge M -  Mp in Jtl of[en~ 8,lSO ist die Menge Mp abgeschlossen. Wir 
bezeichnen daher die Menge My als die zu p gehSrige abgesJdossene 
Komponente van M. 

Ist beispielsweise M im R 1 die Summe dex offenen Intervalle (--1, 0) 
und (0, 1). Die abgeschlossenen Komponenten yon M sind die drei ab- 
geschlossenen Intervalle [-- 1, 0], [0, 1 ], [-- 1, 1], wobei das letzt- 
angefiihrte Intervall die abgeschlossene Komponente des Punktes 0 ist. 
Dieses Beispiel zeigt, dab die verschiedenen abgeschlossenen Komponent~n 
einer Menge nicht notwendig untereinander ffemd sind. 

Aus der Definition der abgeschlossenen Komponente iolgt unmittelbax 

Satz XVI. Sind p und q zwei Punkte der abgeschlossenen 
van M und liegt q in der zu p g ~ g e n  abgeschlossenen Kompor~m2e 
yon M, so liegt auch p in der zu q geh6rigen abgeschlossenen Kompo. 
nente yon M. 

Ferner beweisen wit mit der yon Menger ausgebildeten Methode der 
EinschlieBung yon Umgebungsbegrenzungen- 

Satz XVII. Die abgeschlossenen Komponenten einer kompakten 
Menge sind zusammenhdngende Mengen. 

Sei p ein Punkt yon J:~.  Angenommen, die zu p gehSrige ab- 
geschlossene Komponente M~ yon M w~re nicht zusammenh~ngend, also 
Summe yon zwei f~emden nicht leeren, abgesehlossenen Mengen M p und M". 
Der Punkr p m5ge etwa in M' liegen. Sei U eine offene Menge, so dab 
M'<: U und M " . U - - 0  gilt. Die Begrenzung B(U) von U ist zu M~ 
iremd. Zu jedem Punkt q der kompakten abgeschlossenen Menge .M.B (U) 
existiert eine Umgebung U(q) yon q mit zu M fremder Begrenzung dex- 
art, dab p in C(Uq) ~egt. Unter den Mengen Uq gibt es nach dem 
Borelschen Theorem endlich viele, etwa U1, U~, . . . ,  U,,, in deren Summe 
M . B  (U) enthalten ist. Die Menge V ~ U ~ U~ -~ U~ ~- . . .  + U~ ist eine 
Umgebung v~n p mit zu M f~emder Begrenzung, und jedex Punkt yon M" 

w 

~) Ist n;4mlich q ein Punkt yon M-- M~ so gibt es eine Umgebung U yon q mit 
zu M~emder Begrenzung deraxt, daft p weder ira Innern yon U, noch auf der Begrenzung 
yon U liegt, Dann is~ die Umgebung U zu Mp fremd und folglich U.M<:: 2~ r -  M~. 
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liegt aui]erhalb V, gehSrt also nicht zu Mp im Widerspruch zur Voraus- 
aussetzung. Damit ist Satz XVII bewiesen. 

Der Begriff der abgesehlossenen Komponente wird zu den im vorigen 
Paragraph betrachteten Begriffen in Beziehung gesetzt dureh 

Satz XVIII. Sei M eine Menge eines kompakten Raumes. Damit  
der Punkt p yon M ein Unstetigkeitspunkt yon M sei, ist notwendig und 
Mnreichend, daft die zu p gehSrige abgesch~ossene Komponente nut aus 
dem Punkt p bestehe. 

Die :Notwendigkeit der Bedingung Iolgt unmittelbar aus den Defini- 
tionen der abgeschlossenen Komponente und des Unstetigkeitspunk~es. 
Die Bedingung ist auch hinreichend. Sei n~mlich p ein Punkt yon 
derart, dab die zu p gehSrige abgeschlossene Komponente Mp nur aus 
dem Punkt p besteht. Sei U eine beliebige Umgebung von p.  Zu jedem 
Punkt q von M -  U existiert eine Umgebtmg Uq, deren abgeschlossene 
Hiille den Punkt p nicht enthiilt und deren Begrenzung zu M fremd ist. 
Da M - - U  kompakt und abgeschlossen ist, gibt es unter den Mengen Uq 
endlieh viele etwa U1, Ue , . . . ,  U~, in deren Summe die Menge M -  U 
enthalten ist. ~ie  Menge V = U- -  (U 1 -~ U~, - ~ . . .  ~- U~) ist wiederum 
eine Umgebung yon p, die in U enthalten ist and deren Begrenzung zu M 
ffemd ist. Also ist p ein Unstetigkeitspunkt yon M. Damit ist Satz XVIII 
bewiesen. 

Eine unmittelbare Folge yon Satz XVIII ist 

Satz XIX. Damit  die Menge M eines komTakten Raumes null- 
dimensional sei, ist notwendig und hinreichend, daft jede abgeschlossene 
Komponente vou M aus nut  einem Punkt bestehe. 

Satz XVIII ergibt ierner eine Versch~rfung des Mengersehen Satzes, 
dab in ]eder Umgebung eines Stetigkeitspunktes der Menge M Kontinua 
enthalten seien, die ausschliefilich Stetigkeitspunlcte yon M enthalten. Wit 
kSnnen nun ngmlich zeigen, dab dutch ]eden Stetigkeitspunkt yon M ein 
derartiges Kontinuum hindurehgeht. 

Satz X~. Ist p ein Stetigkeitspunt~t der ]compa]cten Menge M, 8o 
ist p in einem Kontinuum enthalten, dessen sdmtliche Pun~e  Stetigkeits. 
punkte yon M sind. 

Nach Satz XVII und XVIII ist die abgesehlossene Komponente Mp 
eines Stetigkeitspunktes p ein Kontinuum. Naeh Satz XVI enth~lt die 
abgeschlossene Komponente jedes Punktes yon M v mehr als einen Punkt. 
Jeder Punkt des p enthaltenden Kontinuums Mp ist also Stetigkeitspunkt 
yon M, womit Satz XX bewiesen ist. 

In Satz XX ist insbesondere enthalten, dai3 die Menge Mz aller Ste- 
tigkeitspunkte entweder leer oder eine stetige Menge ist. 
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Satz XXI. F//r kompakte abgeschlossene Mengen stimmen die ab- 
geschlossenen Komponenten mit den Komponenten iiberein. 

Sei n~mlich p ein Punkt der kompakten abgeschlossenen Menge M, 
Mp die zu lo gehSrige Komponente, M~ die p enthattende Komponente 
yon M. Da M~' zusammenh~ngend ist, gilt M~' < My. Angenommen 
nun, Mg w~ire eine echte Teilmenge yon Mp. Dann g~,be es in M~ einen 
Punkt q yon fotgencler Art: Es existiert eine Umgebung U yon q, deren 
abgeschlossene Hiille den Punkt p nicht enth~ilt und deren Begrenzung 
zu M und mithin zu Mp fremd ist. Das widerspricht abet dem Zusam- 
menhang yon Mp. Also ist My = Mg, womit Satz XXI bewiesen ist. 

Aus den S~tzen XXI und XVIII folgt, daft ein Punkt einer kom- 
pakten abgeschlossenen Menge M dann und nut dann Stetigkeitspunkt 
van Mist, wenn er in einem Teilkontinuum yon M liegt. Da die Menge Mx 
aller Stetigkeitspunkte yon M ein F ,  ist, so erhalten wir als Nebenergebnis 

Satz XXII. Die Summe aller Teilkontinua einer kompakten abge: 
schlossenen Menge ist ein Fa. 

Eine Menge heiBt diskontinuierIich, wenn sie kein Kontinuum ent- 
h~lt. Aus dem Bewiesenen folgt, dab fiir kompakte abgeschlossene Mengen 
auch die Umkehrung gilt: Eine kompakte abgeschlossene diskontinuiex- 
lithe Menge ist nulldimensional. Auf Grund yon Satz VII folgt daraus 
der Mazurkiewiczsche Satz~"~): Unter den halbkompakten Fq stimmen die 
nulldimensionalen und die diskontinuierlichen Mengen iiberein. 

II. Teil. 
Uber Normalbereiehe und zugehiirige unstetige Mengen. 

w  D, 

Die Haupts~itze fiber Normalbereiche. 

Wir wenden uns der Aufgabe zu, die Mengen M yon folgender Be- 
schaffenheit zu untersuchen: Auf jeden Punkt yon M zieht sich eine Folge 
yon in M offenen Mengen zusammen, deren Begrenzungen in M eine ge- 
wisse Eigenschaft haben, oder, was auf dasselbe hinausl~uft, deren Be- 
grenzungen in M einem gewissen Bereich ~ yon Mengen angehSren. Wit 
nennen solche Mengen total unstetig in bezug au] deu Bereivh ~ .  Die 
total unstetigen Mengen hinsichttieh des Boreiches !8, welcher blot3 die 
leere Menge enth~ilt, sind die nuUdimensionalen Mengen. 

~) Fund. Math. 3, S. 67. - Die Mengen ohne Tei!kontinuum, die wit im Anschlu6 
an Menger als diskontinuierlich bezeiclmen, werden vielfach ,punkthaft" (pu~ktiform) 
genannt. 
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Einen Bereich ~ van Mengen nennen wit  einen Normalbereich, wenn 
]olgende Bedingungen er/iillt sin& 

1. Ist M eine Menge aus ~ ,  so auch jede Teilmenge yon M. 
2. 1st M Summe yon abzdhlbar vielen in M abgeschlossenen Mengen, 

die zum Bereich ~ gehSren, dann gehSrt auch M zum Bereich ~ .  

Der Bereich aller separablen nulldimensionalen Mengen ist auf Grand 
yon Satz VIIa ein Normalbereich. Weitere Beispiele von Normalbereiehen 
liefern der Bereich aUer abzghlbaren Mengen, ferner der Bereich aller 
Mengen, die im Baireschen Sinn yon erster Kategorie in bezug auf eine 
bestimmte Menge sind28). 

Wegen der Bedingung 1. erhglt jeder Normalbereich die leere Menge. 
Daher ist jede nulldimensionale Menge in bezug auf einen beliebigen Nor- 
malbereieh total unstetig. Es gilt ferner: 

T h e o r e m  I. Damit eine separable Menge M in bezug au/ einen 
Normalbereich ~ total unstetig sei, ist notwendig und hinreichend, daft M 
Summe einer nulldimensionalen Menge und einer Menge aus ~ sei. 

Die Bedingung ist notwendig. Ist nimlich M total unstetig in bezug 
auf den Bereich ~,  dann existiert zu jedem Punkt p yon M und zu jeder 
natiirlichen ZaM neine  Relativumgehung (d. h. eine p enthaltende in M 

1 ist und deren Be- offene Menge) U'~(p) von p, deren Durchmesser ~ n  

grenzung in M eine Menge aus ~ ist. Aus dem verallgemeinerten Borel- 
sehen Theorem fol~ sodann, dag M fiir jede natiirliche Zahl n Sllmme 
einer :Folge U~, u n , . . . ,  Um~,... yon in M offenen Mengen is~, deren 

1 und deren Begrenzungen in M Mengen aus ~ sin& Durehmesser ~ 

Sei B(U,~) die Begrenzung yon U~ in M. Setzen wit 

N =  ZB(U•) .  

Da die Mengen B (U~) in M und daher auch in N abgesehbssen sind, 
ist N eine Menge aus ~ .  Ferner ist die Menge M - - N  nulklimensional, 
denn die Begrenzungen der Mengen ( M - - N ) - U ~  sind in M leer und auf 
jeden Punkt yon M - - N  zieht sich eine Folge yon Mengen aus dem Sy- 
stem (U~} zusammen. 

Die Bedingung ist hinreichend. Sei n~im!ich M = M' + N, wo M' 
eine nulldimensionale Menge, N eine Menge aus ~ bezeiclmet. Auf Grund 
yon Satz II zieht sich auf jeden Punkt yon M eine Folge (U~} yon Um- 
gebungen mit zu M' fremden Begrenzungen zusammen. Die Begrenzungen 

~) Man k~uu leicht zeigen, dab es zu jedem Bereich yon Mengen einen klein- 
sten ihn enthaltenden Normalbereich gibt. 
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der Mengen M.U, in M sind Teilmengen yon N, gehSren also za ~ .  
Folglieh ist M in bezug auf ~ total unstetig. 

Betraehten wit z. B. das System ~ aller Teilmengen einer separablen 
Menge M, die in bezug auf M yon erster Kategorie sind. ~ ist ein 
Normalbereich und M is~ in bezug auf ~ total unstetig. Denn die Be- 
grenzungen in M yon jeder in M offenen Menge sind sogar nirgends dieht 
in M. Aus dem Theorem I folgt also: 

S atz XXIII. Jede separable Menge M ist nach Vern~hldssigung 
einer Teilmenge yon erster Kategorie in M nulldimensional. 

Da naoh Sierpifiski ~) jede separable nulldimensionale Menge mit einer 
Teilmenge R 1 (der Zahlengeraden) homSomorph ist, so folgt aus Satz XXIII 

Satz XXIV. Jede separable Menge ist nach Vernachldssigun9 einer 
Teilmenge yon erster Kategorie mit einer linearen Menge homdomorph. 

Auf Grund yon Theorem I 1/iSt sich die ganze Theorie der hinsicht- 
lich eines beliebigen Normalbereiches total unstetigen Mengen auf die 
Theorie der nulldimensionalen Mengen zuriickfiibxen. 

Wit bezeichnen im folgenden mit ~ stets einen Normalbereieh. Zu- 
n~ehst ist klar, dab jeder Tell einer in bezug au] ~ total unstetigen Menge 
in bezug au] ~ total unstetig ist. Ferner gilt in Analogie zu Satz III  

Satz IIIa. Ist die separable Menge M total unstetig in bezug au/ ~ ,  
und ist die Menge P in P-~ M abgeschlossen, dann existiert zu jeder 
Umgebung U yon P eine Umgebung V < U van P derart, daft der Dutch. 
schnitt yon M mit der Begrenzung yon V eine Menge aus ~ ist. 

Auf Grund yon Theorem I ist M Summe einer nulldimensionalen 
Menge M' und einer Menge N aus ~ .  Ist die Menge P in P - J -M ab- 
geschlossen, so ist sie auch in P-}-M' abgeschlossen, und zu jeder Um- 
gebung U yon P gibt es nach Satz III  eine Umgebung V < U yon P mit 
zu M'  fremder Begrenzung. Der Durchschnitt yon M mit der Begrenzung 
yon V ist eine Teilmenge yon N, gehSrt also zu ~ .  Damit ist Satz HIa  
bewiesen. 

Satz III  enth~ilt als Spezialfall folgendes Analogon zu Satz II: 

Satz IIa. Ist die separable Menge M in bezug au] ~ total un- 
stetig, dann zieht sich au] jeden Punkt des Raumes eine .Fol~te yon Um- 
gebungen zusammen, so daft die Durchschnitte you M mit den Begrenzungen 
dieser Umgebu~4]en zum Bereich ~ gehSren. Ist eine separable Menge M 
in bezu9 au/ ~ total unstetig, so bleibt ihr also diese Eigenscha/t nach ttin- 
zu/iigung eines beliebigen einzdnen Punkte~ erhalten. 

24) Fund. Math. 2, S. 85. Sierpifiski sprieht seinen Satz bloB ffir Tei_hnengen 
Euklidiseher Rgume aus, doch geh~ diese FAnschrgnkmng in seinen Beweis nicht eh~ 
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Wir beweisen endlich: 

Sa tz  IVa. Damit eine separable Menge M in bezug au] ~ total 
unstetig sei, ist notwendig und hinreichend, daft es zu ]e zwei in M ab- 
geschlossenen zueinander ]remden Mengen N 1 und N~ zwei in M abge- 
schlossene Mengen M 1 und M~ gibt, deren Durchschnitt eine Menge aus 
ist un~ so, daft 

N, < M1-- MI < Mo-- MI M =  MI + Mo. 
gilt. 

Die Bedingmag ist notwendig. Set niimlich M in bezug auI ~t~ total 
unstetig. Sind die Mengen N1 und zY~ zueinander fremd und in M ab- 
geschlossen, so gibt es nach ttilfssatz 1 eine offene Menge U derart, dab 
N 1 < U mad N~- U ~ 0 ist. Nach Satz I I I a  existiert eine Umgebung V < U 
von N~, deren Begrenzung mit M einen zu ~ gehSrigen Durehschnitt hat. 
Setzen wir M~= V.M und M ~ = C ( V ) . M ,  wo C(V) das Komplement 
yon V bezeichnet, dann geniigen die in M abgeschlossenen Mengen M 1 und M~ 
allen Forderungen des Satzes IV a. 

Die Bedingung ist hinreiehend. Angenommen niimlieh, sie set erfiillt. 
Ist dann to ein Punkt von M, U eine Umgebung von P, so lassen sieh 
nach Voraussetzung zwei in M abgeschlossene Mengen M 1 und M e mit 
folgenden Eigenschaften bestimmen: 

1. M = M I + M . , . ,  

2. (p) < M, -- M,., M.C(U) < Mo -- M~, 

3. M 1-M.~ ist eine Menge aus ~ .  

Die Menge V = M -  M~ ist in M often. Sie enthS, lt den Punkt 10 und 
ist selbst in U enthalten. Ferner ist die Begrenzung von V in M eine 
Teilmenge yon M~ .M,~, gehSrt also zu 9~. Folglich ist M in bezug auf ~ 
total unstetig. Damit ist Satz IV a bewiesen. 

Wir kSnnen die hinsichtlich eines Normalbereiches total unstetigen 
Mengen durch Zerlegungseigenschaften eharakterisieren, so wie friiher die 
nulldimensionalen Mengen. 

Sa tz  Va. Damit die kompalae (halbkompakte) Menge M in bezug 
au] ~ total unstetig sei, ist notwendig und hinreichend, daft M ]iir ]edes 
e > 0 Summe sei yon endlich vielen (yon einer 2r yon) in M ab- 
geschlossenen Mengen M1, M~, . . . ,  M,,, deren Durchmesser < e sind und 
die zu ]e zweien Durchschnitte haben, die dem Bereich ~ angehdren. 

Die Bedingung ist notwendig. Ist  niimlich die kompakte Menge M 
in bezug auf ~ total unstetig und ist e ;> 0 vorgegeben, dann existier~ 
naeh Satz I I a  zu jedem Punkt p yon M eine Umgebung U(p) von p yon 
folgenden Eigenschaften: 1. Die Durehmesser der U(p) sind < e, 2. die 
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Darchschnitte yon M mit den Begrenmjngen der U(p) sind Mengen aus ~ .  
Wit wShlen unter den Mengen U(p) nach dem Borelschen Theorem encUich 
viele, etwa U1, U~, . . . ,  U., in deren Summe M enthalten ist, aus mid 
definieren A M = [ U~ -- (U~ + Uo. + . . .  + U~_l)]- M. Die Mengen A M 
sind in M abgeschlossen, ihre Durchmesser sind < ~. Es gilt ferner fiir 
n ~ i > k A i- U k = 0. Daraus folgt wegen A~ < U--k die Be~iehung 
A~.A~ < M.(U,--  Uk)= M.B(U~). Mit der Menge M.B(U~) geh6rt da- 
her auch der Du~chschnitt Ai.A ~ zu ~ mid damit ist gezeigt, da~ die 
Mengen A~ allen Forderungen des Satzes geniigen. 

Die Bedingung ist hinreichend. :[st sie n~mlich erfiillt, so kann man 
flit jede natiirliche Zahl k endlich viele in M abgeschlossene Mengen 

1 
A~, Aft, . . . ,  A~ k mit Durchmessern < ~  bestimmen, so dag 

n ~ _ _  b 

(*) M :  Z A~ 
m = l  

gilt und da~ die Darchschnitte Az.A,~ (1 4= m) zum Bereich ~ gehSren. 
Setzen wit 

n k  l - - 1  /r 

(**) N =  Z X XA~ "Ai' 
k=l /=i m=l 

und 

(***) M ' = M - - N ,  B ~ : A ~ - - N  ( k =  ], 2, . . . ;  m - - 1 ,  2, . . . ,  n,). 

Die Menge N gehSrt als Summe yon abzghlbar vielen in N abgeschIossenen 
Mengen aus ~ selbst zu ~ .  

( t )  k Bl �9 B~ = 0 

Aus (*) folgt: 

( i t )  

Aus (**) folgt 

( k = l ,  2 , . . . ;  m, l =  l, 2, . . ., n~; l=b m). 

M p  n j, _ k 

Da die Mengen B ~ - - A ~  C(h r) in M ' =  M.C(N) abgesehlossen sind mad 
1 

da der Durchmesser yon B2 < n ist, ~olgt aus (t) und ( t t )  auf Orund 

yon Satz V, dab M' nulldimensional ist. Dann ist aber die Menge M--M'~-N 
nach Theorem I in bezug auf ~ total unstetig. 

Analog beweist man den Satz Va flit halbkompakte Mengen. 
Den weiteren Ausfiib~-angen liegt zugrunde 

S a tz  XXV. Sind ~a und ~ zwei Normalbereiche, dann Cst das 
System ~, bestehend aus allen Mengen, die Summe einer Menge aus ~1 
und einer Menge a u s ' ~  sind, ein Normalber~ch. 

Da6 jeder Tell einer Menge aus ~ zu ~ gehSr~, ist ktar. Es ist nut 
folgendes zu zeigen: Ist N Summe einer Fotge {N~} yon in N abge- 
schlossenen Mengen, die zu ~ gehSren, dann is~ auch N eine Mengcaus ~ .  
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~g--I ~P P I ~r 
Setzen wir N~-~ N1 und N~ = N k -  ~v N~ (k = 2, 3 , , . . )  dann ist N =  • ~, 

i=I k=l 

die Mengen N:' sind paarweise fremde F~ in N und gehSren zum Bereieh 92 
es gilt also: N:' 1 N~ = ~vl + , ,  wo N:  = d  ~ :  Mengen aus 92i bzw. aus 92.. 
sind. Setzen wir ferner 

oo 

(o) N* I ~ N** = = ~ ,  = I N : .  
k=l k=l 

Dann gilt: 

1. N =  N* + N**, 

2. N*. ~ '  i N**. ' ~" k =  ~v;,, N i  = ~ ( k =  i ,  2 , . . . ) .  

Aus 2. folgt, da6 die Mengen N~ 1 N* k in F ,  sind. Folglich ist N* naeh 
(~ Summe yon abzii~bar vielen in N* abgesehlossenen Mengen aus 92~, 
also selbst eine Menge aus 92~. Ebenso ist N** eine Yfenge aus 92~ und die 
Formel 1. zeigt, dab N eine Menge aus 92 ist. Damit ist Satz XXV bewiesen. 

Nach dem Satz VIIa ist das System aller nulldimensionaIen Mengen 
ein Normalbereich. Auf Grund yon Theorem I u n d  Satz XXV ergibt sieh 
daraus der folgende H a u p t s a t z  aus der Theor ie  der Normalbe re iehe -  

Theorem II. Das System aller separablen Mengen, die in bezug 
au/ einen Normalbereich total unstetig sind, bildet einen Normalbereich. 

Wit k5nnen die in der Theorie der nulldimensionalen Mengen deft- 
nierten Begriffe fiir beliebige l~ormalbereiche einfiihren. In Satz VIIb 
z. B. kann das Wort ,nulldimensional" ersetzt werden dureh die Worte 
,t~t~l u,stetig in bezug auf 92". Wir nennen ferner den Punkt p Un- 
stetigkeitspunkt der Menge M in bezug au/ 92, wenn sieh auf p eine 
Folge yon Umgebungen zusammenzieht, deren Begrenzungen mit M Dureh- 
schnitte haben, die Mengen des Bereiches 92 sind. Die anderen Punkte 
des Raumes nennen wit Stetigkeitspunkte yon M in bezug au/ ?k. Es 
gilt dann 

Satz  XXVI. Damit der Punkt p ein Unstetigkeitspunkt der Menge M 
in bezug au] 92 sei, ist notwendig und Idnreichend, daft M Summe sei yon 
zwei Mengen M' und N, so daft p Unstetigkeitspunkt yon M' ist und daft N 
zum Bereich 92 gehgrt. 

Die Bedingung ist notwendig. Denn wenn p ein Unstetigkeitspunkt 
von M in bezug auf 92 ist, dann existiert eine sieh auf p zusammen- 
ziehende Folge { U,} von Vmgebungen, so dab die Durchschnitte M-B (U,) 

Qo 

zu 92 gehSren. Setzen wit N=_.,~M.B(U,,), so ist N eine Menge aus 92 
~ = 1  

und p ist ein Unstetigkeitspunkt yon M -  N. Dal~ die Bedingung hin- 
reichend ist, zeigt man genau so wie beim Beweise yon Theorem I. 

Wit beweisen nun foIgendes Analogon yon Satz VIII: 
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Satz VIII a. Es sei die Menge M in der separablen Menge A ab- 
geschlossen und es sei die Menge A -  M total unstetig in bezug au/ ~ .  
Ist dann der Punkt p ein Unstetigkeitspunkt van M in bezug au] ~ ,  dann 
ist p auch ein Unstetigkeitspunkt yon A in bezug au] ~ .  

Auf Grund yon Theorem I und yon Satz XXVI kSnnen wir sch~eiben- 

M = M ' + N 1 ,  A - - M = P + N ~ ,  

wobei NI und N~ Mengen aim 9~ sind, M' in io unster und P null- 
dimensional ist. Da M in A abgesehlossen ist, ist N 1 wegen Nx ----- M (N 1 + No ) 
in N1 + N.. abgesehlossen. Daher ist N.. in Nx + N~ often, also ist Na 
mad somit auch N x + N~ Summe yon abz~ihlbar vielen in N 1 + N~ ab- 
geschlossenen Mengen aim ~ .  Die Menge N--~ _At I + 17~ gehSrt daher zum 
Bereich ~.  Nun ist p nach Satz VIII ein Unstetigkeitspunkt yon M ' +  P 
(denn M' ist in M ' +  P abgeschlossen); daher ist p nach Satz XXVI 
ein Unstetigkeitspunkt yon A = M' + P + t7 in bezug auf ~ .  

Alle Sdtze des w 3 sind Folgerungen yon Satz VIII und bleiben daher 
gi~ltig, wenn man die Worte ,,Unstetigkeitspunkt" und ,,Stetigkeitspunkt'" 
ersetzt dutch die Worte ,,Unstetigkeitspunkt in bezug au/ ~ "  bzw. 
,,Stetigkeitspunl~t in bezug au/ 9~". An Ste!le der stetigen Mengen treten 
dabei die in bezug aui ~ stetigen (d. h. in bezug auf 9~ keinen Unstetig- 
keitspunkt enthaltenden) Mengen. Es eriibrigt sich alle diese Si~tze noch- 
mals anzufiihren. 

I-Iingewiesen sei darauf, daI~ man auch abgeschlossene Komponenten 
hinsichtlich ~ einfiihren kann. hls die zum Punkt P gehSrige abge- 
schlossene Komponen~e My der Menge M hinsichtlich 9~ be.zeichnen wir 
die Menge aller Punkte q yon M yon folgender Eigenschaft: Es existiert 
keine oftene Menge U, deren Begrenzmag mit M einen Durchschnitt hat, 
welcher eine Menge aim 9~ ist, und so da~ q in U, ioim Komplement C (U) 
yon U liegt. 

Ganz wie in w zeigt man (man hat dabei nut die im w ver- 
wendeten offenen Mengen mit zu M fremden Begrenzungen durch offene 
Mengen zu ersetzen, deren Durchschnitte mit M Mengen aus ~ sind), 
dal] die Mengen Mp entweder Kontinua sind, oder bloI~ aim dem Punkt p 
best~hen; der letztere Fall tritt (vgl. Satz XVIII) dann und nut dann 
ein, wenn p ein Unstetigkeitspunkt von M hinsichtlich 9~ ist. Hieraus 
folgert man so wie Satz XX 

Theorem HI. Jeder Stetigkeitspunkt der kompalaen Menge M in  
bezug au/ den 17ormalbereich ~ liegt in einem Kontinuum, das aus- 
schliefllich solche Stetigkeitspunkte enthdlt~5). 

~5) ( Z u s a t z  b e i  de r  K o r r o k t u r ) :  Das Theorem III  b]eibt (wir aus den ~ 
woisen yon w 4 hervorgeht) g~tig, wenn der Beroich ~ ansta~ Normalberoich zn 

(Forts~zung tier FuBnote 25 a~ d~r n~chsten Seitr 
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Anwendungen auf die Dimensionstheorie. 

Wit sind zum Begriff des Normalbereiches dadurch gelangt, dal] wir 
zwei Haupteigensehaften des ~Bereiches aller separablen nulldimensionalen 
Mengen als selbst~ndige Postulate ausgesprochen und im iibrigen yon der 
Nulldimensionalit~t abstrahiert haben. Ferner ist unser Prinzip des Uber- 
ganges yon einem Normalbereich 9% zum Normalbereich aller in bezug 
auf ~ total unstetigen Mengen identisch mit dem Menger-Urysohnschen 
Prinzip des Uberganges vom Bereich der hhchstens ( n -  1)-dimensionalen 
Mengen zum Bereich der hhchstens n-dimensionalen Mengen. 

Aus den vorstehenden Betrachtungen ergeben sich daher vor allem 
wichtige dimensionstheoretische Konsequenzen. 

H6chstens n-dimensional (ira Punkte p) heil~ in unserer Terminologie 
~ede Menge, die total unstetig (unstetig in p) in bezug au] den Bereich 
der lz6chstens (n ~ 1)-dimensionalen Mengen, wobei der Bereich der 
(--1)~dimensionalen Mengen blofi die leere Menge eniIu~lt. Jene hhchstens 
n-dimensionalen Mengen, die nicht aaeh hhchstens (n -- 1)-dimensional sind, 
heil]en n-dimensional. Dutch mehrfache Anwendung des Theorems II  folgt 

Theorem IV. Die separablen h6chstens n-dimensionalen Mengen 
bilden einen Normalbereich. 

Dieses Ergebnis ist eine Verallgemeinerung des Theorems yon Menger 
und Urysohn, dab die Summe abz~hlbar vieler hhchstens n-dimensionaler 
abgeschlossener kompakter Mengen hhchstens n-dimensional isteS). Denn 
den Hauptinhalt von Theorem IV bildet der Satz, daft jede separable 
Menge M, welche Summe yon abzdhlbar vielen in M abgeschlossenen 
hSchstens n-dimensionalen Mengen ist, auch selbst hSchstens n-dimen- 
sional ist. Die einschrgnkende Voraussetzung dieses Summensatzes (d. h. 
die Abgeschlossenheit der Summanden in der Summe) betrifft nieht die 
einzdnen Summanden, sondern ihre gegenseitige Lage, w~hrend bei den soeben 
erw~hnten Summentheorem yon Monger und Urysohn jeder einzelne Sum- 
mand einer einschr~nkenden Bedingung unterworfen wird. 

sein, den folgenden weniger einschr~nkenden Bedingungen geniigt: 1. Jeder Tell einer 
Menge aus ~ gehhrt zu ~.  2. Die Summe yon endlich vielen in der Summe ab- 
geschtossenen Mengen aus ~ ist selbs~ eine Menge aus ~ .  Insbesondere gilt also das 
Theorem III ffir den Bereieh aller e~u/I/c/~ Jl~e~g~, d.h.  haben die Begrenzungen 
aller hinreichend kleinen Umgebungen eines Punkt~s io unendlich viele Punkte mit 
der kompakten M gemein, so liegt iu in einem Kontinuum yon Punkten mit derselben 
Eigenschaft. 

~) Monatsheft~ 34; Fund. Math. 8. 
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Jeder Satz fiber Normalbereiche kann dem Theorem IV zafolge ffir 
den Bereich der separabten hSchstens n-dimensionalen Mengen ausgesprootmn 
werden. Wit beschriinken uns auf die Formulierang der wic&tigsten dimen. 
sionstheoretischen Sii, tze, die man so erhiilt. Eine n-fache Anwendung von 
Theorem I ergibt : 

Theorem V. Damit  die separable Menge M hschstens n-dimen- 
sional sei, ist notwendig und hinreichend, daft M Summe yon n ~ 1 nu~l- 
dimensionalen Mengen sei ; m. a. W. die separable Menge M ist dann und 
nut  dann n-dimensional, wenn sie in n ~-1 abet nicht in weniger null- 
dimensionale Mengen gespalten werden kann~7). 

Sehr Ieicht l i s t  sich eine Zerlegung des / ~  (des n-dimensionalen 
ZahIenraumes) in n-}-1 nulldimensionale Mengen angeben (lurch Ver- 
allgemeinerung eines Gedankens von Sierpifiski ~ zur Zerleg~ang der Ebene 
in drei nulldimensionale Mengen. Bezeichnet man n~mlich mit M~ 
(/c ~ 0, 1, . . . ,  n -- 1, n) die Menge aller Punkto des R, ,  die k rationale 
und n -  k irrationah Koordinaten haben, dann ist R~ ~ M o ~ - M  1 J r - . .  
-~-M. die gewiinschte Zerlegung. Ubrigens ist die Summe yon ]e zwei 
Mengen M~ zusammenh~ngend, so daft der R~, und der R ~ + l  Summe 
van n + t zusammenhdngenden eindimensionalen Mengen sind. 

Aus dem Theorem V folgt unmlttelbar der iibrigens auch direkt 
beweisbare 

Satz  XXVII. Die Summe zweier separabler Mengen, yon denen die 
eine n-dimensional, die andere m-dimensional let, iat hSchstens ( n + m + 1)- 
dimensional, und diese Schranke kann im aUgemeinen nicht erniedrigt 
werden~8~). ]st dagegen m~ndestens einer der Summanden zugleich ein F~ 
und ein G~ in der Summe, dann ist deren Dimension gleieh der gr6flereu 
der beiden Zahlen m u n d  n.  

Der zweite Tell von Satz XXVII ergibt sich unmittelbar aus Theorem IV 
(vgl. Satz VIIa). Insbesondere ist in Satz XXVII der Satz enthalten, daI~ 
die Dimension einer separablen n-dimensionalen Menge dutch Hinzufiigung 
eines beliebigen einzelnen Panktes nicht erhSht werden kann~Sb). 

Ferner ist auf Grund des zweiten Teiles von Satz XXV!I klar, da~ 
unter den n + 1 nulldimensionalen Mengen, in welche eine n-dimensionale 

~) Hinsichtlich kompakter abgeschlossener Mengen wurde dieses Theorem y o n  

Urysohn (C. It. 175) ohne Beweis ausgesprochen. Der in den Fund. Math. erscheinende 
Urysohnsche Beweis war dem Verfasser bei der DruckIe~dng dieser Arbeit unbekannt. 

88) Fund. Math. 4, S. 1. 
2sa) Dieses Ergebnis finder sich auch bei Urysohn~ Fund. Math. 8, S. 317--319. 
~sb) Dutch diesen Satz wird~ wie Menger bemerkt hat, die yon ibm in Betrae~ 

gezogone Unterscheidung zwischen der inneren mid ~ui~eron Dimension (vgl. Monat~ 
hefte L Math. u. Phys. 34) entbehrlich. 
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Menge zerlegt werden kann, keine zugleich Found G~ in der Menge sein 
kann. Man kann in dieser Richtung wei~r zeigen, daft unter den n-4-1 
nulldimensionalen Summanden, falls dieselben paarweise fremd sind, nicht 
mehr als zwei Borelsche Mengen zwei~er Ordnung auftreten kSnnen und 
daft in diesem Fall die eine ein F~, die andere ein G~ ist. 

Eine unmittelbare Folge yon Theorem V ist scblie$1ieh 

Satz  XXVIII. .[st  die n-dimensionale Menge M,, in einer separablen 
( n ~ k )-dimensionalen Menge M,, + ~ enthalten, dann existieren n - -1  Mengen 
M,  + 1, M,~ + ~ , , . . , M s + ~_ 1 mit den Dimensionszahlen n --~ 1, n --~ 2, . . . ,  

n -~ k --  1, so daft gilt: 

M n < Mn+I < . . .  < M , + ~ _ ,  < M~+ k. 

Nennen wir eine Menge M iiberall n.dimensional,  wenn jede in M 
offene Menge n-dimensional ist. Sei M (~) die Menge aller Punkte, in denen 
die separable Menge M mindestens n-dimensional ist, dann folgt aus dem 
Analogon des Satzes IX und XII hinsichtlieh des Normalbereiches der 
hSehstens (n -- 2) -dimensionalen Mengen: 

M.M,~ ist in jedem Punkte yon M (n) Theorem VI. Die Menge -- (n) 
mindestens n-dimensional. Jede separable n-dimensionale Menge ldfit sich 
/olglich (und zwar au/ eine einzige Weise) in eine in ihr abgeschlossene 
i~erall n-dimensionale und eine hSchstens (n ~ 1)- dimensionale Menge 
spalten 2s c). 

Eine in alien ihren Ptmkten n-dimensionale Menge he~t homogen 
n.dimensional.  Das Analogon des Satzes XIV besagt: 

Satz XIVa. Die separable n-dimensionale Menge M enthd!t eine 
homogen n-dimensionale Teilmenge, wo/ern die Menge aller Punkte yon M,  
in denen M n-dimensional ist, yon zweiter Kategorie im Sinne yon Baire 
ist oder mit ihrem Hausdor//schen Residuum nicht i~bereinstimmt. 

Desgleichen sind die Mengerschen Uberdeckbarkeitsbedingungen "29) hin- 
reichend dafiir, dab eine n-dimensionale Menge eine homogen n-dimen- 
sionale Teilmenge enthi41t. 

Ferner ergibt die Anwendung des Theorems III:  

Theorem VII. Jeder Punkt, in dem die kompakte Menge M minde- 
stens n-dimensional ist, ist in einem Kontinuum enthalten, in dessen 
sdmtlichen Pun~en  die Menge M mindestens n-dimensional ist. 

~se) Fiir kompakte abgeschlossene Mengen wurde dieses Theorem yon Menger 
(Monatshefte L Math. u. Phys. 3~, S. 144) und yon Urysohn (Fund. Math. 8, S. 270) 
bewiesen. 

~9) Vgl. ~i). 
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EndIich gilt in Verallgemeinerung eines yon Menger und Urysohn fiir 
kompakte abgeschlossene Mengen bewiesenen Satzes als hnalogon yon 
Satz V: 

Satz Va. Damit die lr Menge M h6chstens n.dimensional 
sei, ist notwendig und hinreichend, daft sich M in endlich viele beliebig 
kleine in M abgeschlossene Mengen spalten lasse, die zu je zweien h6ch- 
stens (n ~ 1)-dimensionale Durchschnitte haben. 

Betrachten wir zum AbschluB die dimensionstheoretische Fa~qsung yon 
Satz IVa: 

Damit eine separable Menge M h6chstens n-dimensional sei, let ~ot- 
wendig und hinreichend, daft je zwei /remde in M abgeschlossene Mengen 
N 1 und No. dutch eine luichstens (n - -  1)-dimensionale Menge in M getrennt 
werden ]r 

Dabei nennen wit in iiblicher Weise die Mengen N 1 und N~ in M durch 
die abgesehlossene Menge P getrennt, wenn, M =  M~ + M~, M-Ma'M~ < P, 
N, < MI--P,  < M --P  It. 

Bekanntlich hat Brouwer den im Fr~chetschen Sinne ,normalen" 
Mengen M einen natiirlichen Dimensionsgrad ~ n zugeschrieben, wenn je 
zwei zueinander fremde, in M abgesehlossene Teilmengen yon M durch eine 
hSchstens (n -- 1)- dimensionale Teilmenge yon M getrennt werden kSnnen, 
- -  hat als nulldimensional die diskontinuierliehen Mengen bezeichnet, -- 
und kiirzlich fiir kompakte und kondensiene R~ume die ~quivalenz der 
natiirlichen und der M.-U.schen (Menger-Urysohnsehen) Definition nachge- 
wiesen ~o). Satz IV b spricht diese hquivalenz hinsichtlich beliebiger separabler 
R~ame aus, wo/ern, wie Menger und ich bemerkt haben, flit die nicht hatb- 
kompakten R~iume die B~ouwersehe Definition tier nulldimensionalen Mengen 
dutch die M.-U.sehe Definition ersetzt wird, die gleiehfalls im Geiste der 
Brouwerschen Definition in folgender Form ausgesprochen warden kaun: 
Nulldimensional heil~t eine Mange M, wenn je zwei fremde, in M abge- 
schlossene Mengen dutch die leere Menge getrennt warden k5nnenSl). 

so) Vgl. ~). Die Aquivalenz folgt auch unmittelbar aus dem bei Menger, Monats- 
hefte f. Math. u. Phys. 34, S. 150, 151, befindlichen Satz VI. Ffir kompakte R~ume 
finder sieh die Eigenschaft, sowie ihre Beweis, explizi~e hei Urysohn, Fund. Math. 8, 
S. 328. 

sl) Die obige Bemerkung gr'dndet sich darauf, dab im Bereieh der halbkompakten 
F~ die diskontinuierlichen und die nulldhnensionalen Mengen identisch sind [vgl. ~)] 
dab abet unter den nicht-halbkompakten diskontinuierliehen Mengen solche van be- 
liebig hoher Dimension im M.-U.sehen Sinn existieren. Am einfaehsten ergibt sich dies 
aus Theorem V im Verein mit dem Mazurkiewiczschen Satz, ~ ]edes Konthauum 
eines R~ Summe yon zwei diskontinuierlichen Mengen ist (Buli. Ac. Cra~. 1913, S. 76), 
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Man k5nnte zla) auch fiir allgemeine separable Mengen eine Dimen- 
sionstheorie aufbauen, indem man von den diskontinuierliehen Mengen als 
den nulldimensionalen s~) ausgeht; hinsichtlieh der halbkompakten R~,ume 
w~re die so entstehende Theorie mit der M.-U.sehen identisch. An innerer 
Einheitlichkei~ und Durchsiehtigkeit reicher seheint uns abet die Theorie, 
welehe v o n d e r  leeren Menge, als der (--1)-dimensionalen, ausgehend 
rekursiv die hSherdimensionalen Mengen definiert. Dieser allgemeine 
Dimensionsbegri]] scheint uns die wichtigste, heute bekannte gestaltlicl~e 
F~'genscha]t des Raumes in der ]ruchtbarsten Weise zu prdzisieren. 

31,) Vgl. dazu auch die Ausfiihrungen yon Menger, Berieht fiber die Dimensions- 
theorie, Jahresber. d. deutschen Math. Ver. 35. 

se) Auch die diskontinuierlichen Mengen bflden einen Norn~lbereich. 

(Eingegangen am 28. 9. 1925.) 

A l f r e d  A e k e r m a n n  - T e u b n e r -  G e d a e h t n i s p r e i s .  

Der yon Herrn Hofrat Dr. Dr.-Ing. Alfred Ackermann-Teubner in 
Leipzig im Jahre 1912 bei der Universit~it Leipzig errichtete ,,Alfred 
Aekermann-Teubner-Ged~ichtnispreis zur FSrderung der mathematischen 
Wissenschaften '~ ist in diesem Jahre dutch das Preisgericht Herin Prof. 
Dr. Wilhelm BIaschke in Hamburg fiir sein Buch ,,Kreis und Kugel" zu- 
erkannt women. 


