Abbildungsklassen n-dimensionaler Mannigfaltigkeiten.

Von
Heinz Hopf in Berlin.

Brouwer hat die Umkehrbarkeit seines Satzes, daf8 zwei zu derselben
,Klagse“ gehorige, d. h. stetig ineinander uberfithrbare Abbildungen einer
n-dimensionalen, geschlossenen, zweiseitigen Mannigfaltigkeit u auf eine
n-dimensionale Mannigfaltigkeit x4’ denselben ,Grad“ besitzen'), fiir den
Fall n = 2 untersucht und dieses Problem durch Angabe der notwendigen
und hinreichenden Bedingungen erledigt, die zwei Abbildungen anBer der
Ubereinstimmung ihrer Gradzahlen erfiillen miissen, um zu derselben Klasse
zu gehéren?®)®). Wahrend einige der dabei angewandten Methoden und
gewonnenen Ergebnisse nicht an die Dimensionenzahl 2 gebunden sind*),
laBt sich, soviel ich sehe, der Beweis gerade des wichtigsten der hierher
gehorigen Brouwerschen Sitze nicht ohne weiteres auf den Fall mehr-
dimensionaler Mannigfaltigkeiten tibertragen, Dieser Satz lautet: ,Ist n = 2,
und wu’ die Kugel, so gehdren zwei Abbildungen gleichen Grades zur
gleichen Klasse“?).

Das Hauptziel der vorliegenden Arbeit ist der Beweis des entsprechenden
Satzes fiir alle n. Er wird — ohne Benutzung des Brouwerschen Resultats —
durch Schluf von 7 — 1 auf n gefithrt. Die Ubereinstimmung der Grade
der betrachteten Abbildungen f, und f, greift in die im iibrigen ganz
elementare (§§ 1, 2) Untersuchung dadurch ein (§ 3), dafi, wie eine durch
Verallgemeinerung Brouwerscher Betrachtungen frither von mir bewiesene
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Formel ®) lehrt, die Anzahl der Punkte von u, von denen f, und f, zu-
einander diametrale, also der Uberfithrung ineinander am stirksten wider-
strebende Bildpunkte liefern, bei richtiger Beriicksichtigung von gewissen
Vielfachheiten 0 ist. Fiir spezielle u, z B. fiir die n-dimensionalen
Kugeln, kann man die Benutzung der erwihnten Formel, sowie einige
etwas umstidndliche vorbereitende Uberlegungen (§ 2) durch einfachere
Betrachtungen ersetzen (§ 6).

Anwendung findet unser Satz bei Behandlung gewisser ,Randwert-
aufgaben®. Einer seiner Spezialfille besagt nidmlich, daB sich eine Ab-
bildung des Grades O einer n-dimensionalen Kugel auf eine andere stetig
in eine Abbildung auf einen einzigen Punkt verwandeln 1aBt. Diese Tat-

sache ist mit der Losbarkeit der einfachsten der erwihnten Aufgaben
n+1

identisch, die sich folgendermaBen aussprechen 1ift: ,Fiir Yz’ =1 ist
y=1

ein System von = - 1 stetigen, nirgends gleichzeitig verschwindenden
Funktionen F,, ..., F, , von z,,...,2,,, gegeben, dessen Kroneckersche

+1
Charakteristik ) den Wert 0 hat; man soll fiir nz’xf < 1 ein System ste-

y=1
tiger, nirgends gleichzeitig verschwindender Funktionen f,,..., f, ., von
Zy,...,%,,, mit den Randwerten F,,..., F ., definieren. (DaB8 das
Verschwinden der Charakteristik fiir die Existenz der f,,...,f,,, not-
wendig ist, ist bekannt®).) Einige derartige Randwertaufgaben werden
behandelt; dabei wird die geometrische Terminologie der anderen Abschnitte
beibehalten, die das Funktionensystem als Vektor, die Charakteristik
als Abbildungsgrad deutet (§ 5).

Nachdem gezeigt ist, daB s hochstens eine Klasse von Abbildungen
gegebenen Grades der gegebenen Mannigfaltigkeit 4 auf die n-dimensionale
Kugel gibt, liegt die Frage nahe, ob eine solche Klasse stets existiert.
DaB diese Frage, wie gezeigt wird (§ 4), zu bejahen ist, ist nicht selbst-
verstdndlich; denn es hat z. B. jede Abbildung einer Fliche vom Ge-
schlecht 0 auf eine Fldche hoheren Geschlechts den Grad 0 %) *).

§ 1.
Stetige Abinderung von Vektorfeldern.

r(P) bezeichne die Entfernung des Punktes P im n-dimensionalen
euklidischen Raum vom Nullpunkt O des Koordinatensystems. Durch

5) Uber die Curvatura integra geschlossener Hyperflichen (§ 2), Math. Ann. 95

% Kronecker, Uber Systeme von Funktionen mehrer Variabeln, Mon.-Ber. d
Kgl. Pr. Akad. d. Wiss. zu Berlin 1869. — Hadamard, Note sur quelques applications
de Pindice de Kronecker in Tannery, Introduction & la théorie des fonctions II,
2. éd. 1910.



Abbildungsklassen #-dimensionaler Mannigfaltigkeiten. 211

r(P) < R ist eine n-dimensionale Vollkugel K, durch r (P)= R ibr Rand,
die (n — 1)-dimensionale Kugel 8", charakterisiert. In K sei ein stetiges
Feld B auf dem Rand nirgends verschwindender n-dimensionaler Vektoren
p (P) definiert. Wir betrachten stetige, die Randvektoren festlassende Ab-
inderungen von LB, d. h. in P und einem Parameter ¢ fir 0 <t <7,
stetige ") Vektorfunktionen v (P, t), die die Gleichungen

o(P,0)=p(P) fir r(P)<R
p(P,1) =p(P) fir r(P)=R, 0<1<y

befriedigen.

Hilfssatz I. Man kann B steiig unier Festhaltung der Randvek-
toren in esn Vektorfeld abindern, das genau einen verschwindenden Vektor
enthalt.

Beweis. Wegen des Nichtverschwindens am Rande und der Stetig-
keit der p gibt es zwei Zahlen r ,7,, so daB 0 <r, <7, < R und fir
r(P)>r, stets |p(P)| > 0 ist. Wir definieren die stetige Funktion

p(r)=1 fir 0Lr,
p(r) =051 fir r<r<r,
g(r)=0 fir r,<r<R

und fithren zunichst mit 0 < ¢ <1 folgende, die Randvektoren festhaltende
stetige Abénderung aus:

o(P, t)=[1 —t-¢(r(P))]-0(P).

In ihrem Ergebnis, dem Feld der Vektoren p(P, 1) verschwinden alle
Vektoren fiir r (P) < r,, wihrend fiir »(P) > r, alle Vektoren von 0 ver-
schieden und den urspriinglichen Vektoren v ( P) gleichgerichtet, fiir r (P) =7,
alle Vektoren unverindert geblieben sind.

Bezeichnet Pr, den auf dem Strahl O P in der Entfernung r, von O
liegenden Punkt, B’ das Vektorfeld, das aus B entsteht, wenn man fiir
r(P) < Ty die Vektoren p(P) durch die Vektoren b’ (P) = D(Prl) ersetat,
so ist ¥’ in O und nur dort unstetig. Das Feld B" der Vektoren
9" (P)=r(P)-v’(P) ist iiberall stetig, fiir P+ O von O verschieden, fiir
r > 7, mit B gleichgerichtet und auf dem Rand von K mit ¥ identisch.
Nun setzen wir die begonnene Abdnderung fir 1 <7< 2 folgender-
mafen. fort: '

b (P, #) =0 (P, 1)+ (t — 1)-p(r)-0"(P).

7} Unter Stetigkeit einer Transformationsfunktion f(P,t) ist hier und im
Folgenden stets gleichmaBige Stetigkeit in den %+ 1 Variablen «,,...,2,,? zu ver-
stehen,
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Dabei bleiben wieder die Vektoren mit » > 7, fest, so daB in dem Er-
gebnis

0(P,2)=9(P, 1)+ ¢@(r)-v"(P)
gewi p(P,2)=0 fir r>r, ist; fir 0 <7 <7, aber ist der Vektor
@{(r):0”(P) = 0 und der Vektor 9 (P, 1) entweder mit ihm gleichgerichtet
oder 0, also v (P, 2)=0; es ist nur p(0, 2)=0. Damit ist der Satz
bewiesen.

Fragen wir nun, unter welchen Bedingungen sich durch eine Ab-
inderung der betrachteten Art sdmiliche Nullstellen des gegebenen Vektor-
feldes beseitigen lassen. Nehmen wir an, dies sei moglich; mit Pr be-
zeichnen wir die Randpunkte von K, mit P, den Punkt, der auf O Py im
Abstand 7 von O liegt, mit B das Feld der Randvektoren p (Pgr), mit B*
das nullstellenfreie, transformierte Feld der Vektoren p* (P), dessen Rand-
feld ebenfalls ¥ ist. Dann kann man B durch den AbinderungsprozeB

o(Ps, 1) =b*(P), [R2=120]
stetig in das konstante Feld p*(0) iiberfilhren, ohne dafl dabei jemals
ein Vektor verschwindet; dies 1aBt sich auch so ausdriicken: Die durch
die Vektoren von 8 vermittelte Abbildung des Randes 8" ' von K auf
die Richtungskugel des n-dimensionalen Raumes la8t sich stetig zu einer
Abbildung auf einen einzigen Punkt ab&ndern.

Von der hiermit festgestellten Tatsache gilt folgende Umkehrung:

Hilfssatz II. Ladpt sich das Randfeld B stetig in esn Feld paralleler
Vektoren iberfihren, ohne daf3 dabe: esnmal esn Vektor verschwindet, so
kann man B unter Festhaliung von B stetig on esn msrgends verschwin-
dendes Vektorfeld abindern.

Beweis. Es gelten die Bezeichnungen des Beweises zu Hilfssatz I. Das
Feld B, der v (P,,) 1Bt sich ebenfalls stetig in ein paralleles Feld iiber-
fiihren, ohne daB dabei einmal ein Vektor verschwindet, da es durch

h(Ph:t)=b(Pt)’ [7'1 gt..é_R]

in B iibergefithrt wird; mithin 148t es sich auch stetig in ein Feld gleicher
Vektoren transformieren. Es gibt also eine nirgends in ihrem Definitions-
gebiet verschwindende stetige Vektorfunktion

w(P,,t) fir r>1>0,

mit T
w(P,,r)=0(F), w(P,0)=1n,,
wobel }no ein konstanter Vektor ist. Das durch
0" (P)=w(Py, r(P) fir r(P)<r,

2" (P)= 1 (P) fir r(P)zr,
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definierte Feld 8" hat die beim Beweis des Hilfssatzes I genannten Eigen-
schaften von B” mit dem Unterschied, daB es auch in O nicht ver-
schwindet. Ersetzt man daher in diesem Beyeis B” durch %m, so erhilt
man einen Beweis von Hilfssatz II.

§ 2.
Konzentration der Ubereinstimmungspunkte zweier Abbildungen.

Die n-dimensionale, geschlossene, unberandete, zweiseitige Mannig-
faltigkeit 4 sei den eindeutigen und stetigen Abbildungen f, und f, auf
die n-dimensionale Kugel 8" unterworfen. 'Unter einem Ubereinstimmungs-
punkt von f, und f, verstehen wir einen Punkt P von u, dessen durch
f, und f, gelieferte Bilder P, = f, (P), P, = f,(P) zusammenfallen. — Es
gilt der

Satz I. Ist n >1, so lassen sich f, und f, stetig in Abbildungen
£ und fa abdndern, die einen einzigen Ubereinstimmungspunkt besitzen ®).

Beweis. f, sel eine in ganz u erklirte simpliziale Abbildung?®), die
f, so gut approximiert, dal man f, stetig durch gleichférmige Bewegung
der Bildpunkte auf GroBkreisbégen in sie iiberfithren kann, fiir die also
der sphirische Abstand f,(P)f;, (P) kleiner als = ist. @ sei ein Punkt
von 8", der nicht auf dem Rande eines Bildsimplex liegt, 4,,..., 4,
seien die Punkte von u, deren Bild er bei der Abbildung £, ist. Wir
diirfen annehmen, daB f,(4:))+Q (A=1,...,1) ist, da wir dies, falls
notig, durch eine stetige Abdnderung von f, erreichen kénnen. fs sei eine
f, so gut approximierende in ganz u erklirte simpliziale Abbildung, da8
man f, stetig in sie iiberfihren kann, und da8 auch 7, (4;) + Q (A=1,...,1)
ist; f, sei ferner so gewihlt, daB @ nicht auf dem Rande eines Bild-
simplex liegt. B,,..., B,, seien die Punkte, fiir die f3(B,)=Q (»=1,...,m)
ist. ®"7' sei eine (n — 1)-dimensionale Kugel der sphirischen MaB-
bestimmung von 8" mit dem Mittelpunkt @ und so klein, daB 1. sie
ganz im Innern aller den Punkt @ bei den Abbildungen f, und £, be-
deckenden Bildsimplexe liegt, und daB 2. die die Punkte 4, ..., 4; bzw.
B, ..., B,, umgebenden Mannigfaltigkeiten %, ..., %;, %B,, ..., B,,, deren
Bild ®" ! bei f, bzw. f» ist, untereinander punktfremd sind.

%) Fir n =1 gilt der Satz nicht; denn zwei Abbildungen der Grade g,, g, einer
Kreislinie auf eine andere haben stets mindestens | g, —g, | voneinander verschiedene
Ubereinstimmungspunkte.

%) In der in FuBinote *) zitierten Abhandlung definiert Brouwer die simplizialen
Approximationen f’ der Abbildung f der Mannigfaltigkeit » auf die Mannigfaltigkeit
&’ nur in Teilen von p; ist #’ jedoch die #-dimensionale Kugel, so 1aB8t sich f’ in
8anz u stetig definieren; s. § 2 meiner unter 5) zitierten Arbeit.
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@y, .. @, b,..., b, seien die von U,.. QIZ, B, ..-»B,, be-
grenzten abgeschlossenen Umgebungen von 4, ... Bm n u. Wn' dndern
nun fs stetig so in eine Abbildung f, ab, daB £ und f; Uberein-
stimmungspunkte hochstens im Innern der a,,...,a;, b,,...,b, haben,
und daB die durch f,; und f, gelieferten Bilder dieser I+ m Elemente
noch ein Gebiet von 8™ unbedeckt lassen. Zu diesem Zweck nehmen wir
mit 8" die stereographische PIO]ektlon s von Q aus auf den zu @ dia-
metralen Ta.ngentlalraum T vor. s fi und s fo bilden den abgeschlossenen
Teil p' = p— {AZ(az — M) + AV; (bv—-%,,)} derart auf das Innengebiet
=1 y=
der Kugel s(®" ") =& und auf diese selbst ab, daB sfy (W) =sfs (B, ) ]
18t, wabrend die Punkte von s f{(%&) sfi (B, ), sowie alle Punkte ¢ f1 (P),
sfs(P), deren P auf keinem ¥, oder 9B, liegen, dem Innern von & an-
gehoren. Daher ist das Maximum e der Entfernungen sf, (P)sfa (P) fiir
alle P von u’ kleiner als der Durchmesser d von ®. ¢ bezeichne den

I, , —
Minimalabstand der Menge 3 sf; (ai) + § sfy(b,) von R, h sei eine
l-—':l =1

Zahl, die die Ungleichungen e < h < d, h > d — ¢ erfiillt. Ist nun ¢ eine
Translation in T um die Strecke &, so hat die Abbildung fa =s~1isf, von
u auf 8™ die obengenannten Elgenschaften fi und fa haben in p' keinen
Ubereinstlmmungspunkt denn aus £, (P)= fa (P)=1s"11s fs (P) folg(:
sty (P) = tsf, (P) also muB der Abstand der Punkte sf; (P) und sf; (P)
gleich % > e sein, was fiir einen Punkt P aus ' unmoglich ist. Da ferner
wegen k < d die Innengebiete von ® und (&) ein gemeinsa,mes Ge-
biet y’ enthalten und dieses frei von Punkten der Mengen .sf1 (@) und
tsﬁ, (b,) sowie wegen k> d — ¢ frei von Punkten der Mengen sf, (b,) und
tsfs (@) ist, ist das Geblet y~8'1(y) in 8" frei von Punkten der
Mengen £, (@), fo (b) fJL (b,), fa (ag) SchlieBlich hat f, auch die Eigen-
schaft, sich stetig aus f, erzeugen zu lassen, da dem die Translation ¢
herbeifithrenden Bewegungsvorgang in 7f vermdge s~1 ein in ganz 8" ste-
tiger Deformationsproze entspricht.

Jetzt schlieBen wir die @, und b, in ein einziges Element F ein,
dessen Bilder f, (E) und f, (E) zusammen auch noch ein Stiick von §"
unbedeckt lassen: wir ziehen 7 4 m — 1 einfache Streckenziige o3, ..., 61m—
i u derart, daBl, wenn wir b, = a4y, B, =Wy, [» =1, ..., m] setzen,
o; seinen Anfangspunkt mit A, seinen Endpunkt mit 9 ,, im iibrigen
aber keinen Punkt mit einem g, oder einem von ihm selbst verschledeneﬁ
o; gemeinsam hat; zur Deﬁmtmn der ,Strecke“ ist dabei etwa die f; be-
stlmmende simpliziale Zerlegung von p zugrunde zulegen. Sind u,, ..., %+m—
hinreichend kleine abgeschlossene Umgebungen der o,, .. +» Ottm—1, 50 bllden
die Vereinigungsmengen der @, und #; ein Element Z. Dle von f; und fi ge-
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lieferten Bilder der o, sind stiickweise analytische Kurven in 8%, da
1, fa, 871 tsf, stiickweise analytische Abbildungen sind, und lassen
mithin, da » >1 ist, ein Teilgebiet y, von y=s-1(y’) frei??); dasselbe
gilt daher, wenn wir nur die u; hinreichend klein wihlen, fiir £ und ein
Teilgebiet y, von y,.

[Die Konstruktion des Elements E durch Bildung der u,,... sté8t
auf keinerlei Schwierigkeit, weil die 9; durch die aifinen Abbildungen
f{ und f; in die Kugel " * iibergehen, also analytische, konvexe Hyper-
flichen sind.}

Ist nun R ein Punkt von y,, p die stereographische Projektion der
Kugel S8” von R aus auf den zu R diametralen ebenen Tangential-
raum 7Tz, so sind pf{ und pff in ganz E stetige Abbildungen, die auf
dem Rand von E keinen Ubereinstimmungspunkt haben. Wir ordnen
jedem Punkt P von E denjenigen Vektor p (P) von T zu, dessen Anfangs-
punkt pfy(P), dessen Endpunkt pf;'(P) ist. Dieses Vektorfeld kénnen
wir nach Hilfssatz I mittels einer Funktion 9 (P, t) (0 <t < 1) stetig so ab-
dndern, daB o (P, 0)=v(P) fir alle P, (P, t)=1p(P) fiir alle P des
Randes von E ist, und daB von den Vektoren p (P, 1) nur einer, v (P,, 1),
verschwindet. Bezeichnen wir nun den Endpunkt des im Punkt pfy (P)
angetragenen Vektors p(P,t) mit pfy (P, ), und setzen wir fy (P, 1)
= fy(P) fiir alle nicht zu £ gehorigen P, so wird, wihrend ¢ von 0 bis 1
liuft, fy'(P)=fs (P, 0) stetig in die Abbildung 1"/ (P)=f"(P,1) iiber-
gefithrt, die mit f{ nur den einzigen Ubereinstimmungspunkt P, hat. —

Damit ist Satz I bewiesen. Die Frage liegt nahe, wann sich auch
der letzte Ubereinstimmungspunkt beseitigen 148t. Eine hierfiir notwendige
Bedingung ist bekannt: lassen sich f, und f, stetig so abindern, daB sie
keinen einzigen Ubereinstimmungspunkt mehr haben, so 1aBt sich f, weiter
durch Bewegung der Punkte f,(P) auf den von f, (P) nach f,(P) laufenden
GroBkreisen in die zu f, diametrale Abbildung iiberfiihren, und die beiden
Abbildungsgrade unterscheiden sich daher um den Faktor (— 1)*** 1), Im
folgenden Paragraphen wird gezeigt werden, da8 diese Tatsache umkehrbar
die genannte notwendige Bedingung also auch hinreichend ist.

§ 3.
Stetige Ubertiihrung zweier Abbildungen gleichen Grades imeinander.

Die am Ende des vorigen Paragraphen erwihnte Umkehrung eines
bekannten Satzes lautet folgendermaBen:

10) Dijes ist die einzige Stelle im’ Beweis von Satz I, an der die Voraussetzung
#>1 benutzt wird.
1) Satz von Poincaré-Bohl4; s. Hadamard, a. a. 0. 8. 4671,
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Satz Ila. Sind f,, f, zwet Abbildungen der n-dimensionalen, ge-
schlossenen, unberandeten, zweiseitigen Mannigfaliighest p auf die n-dimen-
sionale Kugel 8*, sind g¢,,g, die Abbildungsgrade von f, und f,, und
ist g,=(—1)""'g,, so lassen sich f, und f, stetig in 2wei Abbildungen
i fs diberfiihren, die keinen Ubereinstimmungspunkt besitzen.

Dieser Satz ist dquivalent mit dem folgenden:

Satz Ilb. Sind F,, F, zwei Abbildungen gleichen Grades wvon p
auf 8", so lassen sie sich stettg ineinander berfiihren.

Um die Aquivalenz der beiden Sitze zu erkennen, nehme man zu-
nichst Satz Ila als richtig an und betrachte zwei Abbildungen F,, F,,
die die Voraussetzungen von IIb erfiillen. Bezeichnet F, die zu F, dia-
metrale Abbildung von p auf 8% so erfiillen f, = F,, f, = F, die Voraus-
setzungen von Ila, lassen sich also in zwel iibereinstimmungsfreie und
nach dem am Schluf des vorigen Paragraphen erwihnten bekannten Ver-
fahren sogar in zwei zueinander diametrale Abbildungen f*, £ =f3
stetig fiberfiihren. Bei diesem ProzeB werden F, =f, und F, = f, beide
in f¥ ibergefiihrt, so daB also die Behauptung IIb erfillt ist. Wird
andererseits IIb als bewiesen angenommen, und erfiillen f,, f, die Voraus-
setzungen von Ila, so kann man F, =f{,, F, = f, ineinander, d. h. f,
und £, in zwei zueinander diametrale, also gewif iibereinstimmungsfreie
Abbildungen iiberfithren.

Den Beweis des Satzes ITa, b filhren wir durch vollstdndige In-
duktion: er sei fiir die Dimensionenzahl n — 1 bewiesen, und f,, f, selen
zwei Abbildungen der n-dimensionalen Mannigfaltigkeit x4 mit den in Ila
vorausgesetzten Eigenschaften. GemiB Satz I fithren wir sie stetig in
zwei Abbildungen f¥, f¥ mit einem einzigen Ubereinstimmungspunkt P, iiber.
Ist J,, der ,Index der Ubereinstimmung“?) von f¥,f in P,, so folgt
aus der Formel?) J,, = (—1)"g, +g,, da g,=(—1)""g, ist, J2=0.
Das bedeutet: vollzieht man von einem nicht mit- Q = £ (P) = f5 (Po)
identischen Punkt R von 8™ aus die stereographische Projektion p auf
den zu R diametralen Tangentialtaum 7 und ordnet jedem Punkt P
des P, enthaltenden Elements B, das so klein sei, daB R weder von fi* (E),
noch von f* (E) bedeckt wird, denjenigen Vektor v (P) von Tp zu, dessen
Anfangspunkt pf¥(P), dessen Endpunkt pf¥(P) ist, so hat die durch
die p (P) vermittelte Abbildung des Randes € von E auf die Richtungs-
kugel 8** von Tz den Grad 0. Diese Abbildung 1iBt sich, da Satz ITb
tiir die Dimensionenzahl % —1 als richtig betrachtet wird, stetig iber-
fithren, in eine Abbildung von & auf einen einzigen Punkt der Richtungs-
kugel. Dann 158+ sich nach Hilfssatz IT das Feld der p (P) unter Festhaltung
der Randvektoren stetig in ein nirgends verschwindendes Feld abéndern.
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Dieser Anderung lassen wir, ebenso wie im Beweis des Satzes I, eine
stetige Anderung von fy* entsprechen, die f;* in allen Punkten von y auf €
und auBerhalb F ungeindert 148t. Ihr Ergebnis ist eine Abbildung £**
die mit ¥ in keinem Punkt iibereinstimmt. Satz II gilt also auch fir
die Dimensionenzahl n.

Wir haben ihn nur noch fiir » =1 zu beweisen. In diesem Fall
sind z und 8! durch Kreise reprasentiert; « seien die Winkelkoordinaten
von u, B die von 8*, f eine Abbildung des Grades g von u auf S, und
es sel f(0)=0; dann ist

floe+2n-m)=Ff(e)+22myg,
und mittels der Funktion
fle,t)=(1—1)-f(¢)+1t-ge,

die fiir jedes ¢ u eindeutig und stetig auf S* abbildet, wird f, wihrend
t von O bis 1 wichst, stetig in die ,Normalform*

f¥(e)=1f(e,1)=g«

transformiert. — Damit ist Satz Ila, b vollstindig bewiesen.

§ 4.

Die Klassen der Abbildungen einer 7 -dimensionalen, geschlossenen,
zweiseitigen Mannigfaltigkeit auf die 7 -dimensionale Kugel.

Nachdem so gezeigt ist, daB es bei gegebener Mannigfaltigkeit 4 und
gegebener Gradzahl g héchstens eine Klasse von Abbildungeu des Grades g
von p auf 8" gibt, ist zu untersuchen, ob diese Klasse auch wirklich stets
existiert. Wir diirfen dabei, wie aus dem letzten Absatz des vorigen
Paragraphen hervorgeht, den Fall n =1 beiseite lassen

Sei zundchst x = 8" und durch die Gleichung 2 ;=1 im (n+1)-

dimensionalen euklidischen Raum definiert. Fuhren wir in dem ebenen
n-dimensionalen Raum z__, =0 ,Zylinderkoordinaten® r, ¢, z,,...,z,
durch die Beziehungen z, = rcos @, 2, = rsing ein, so wird dieser Raum,
wenn die ganze Zahl g > 0 ist, durch?’ =r, p =g ., 2y =12, [v=3,...,7]
derart auf sich abgebildet, daB jedes hinreichend kleine Gebiet, in dem
7> (0 ist, von genau g punktfremden Gebieten positiv, von keinem Gebiet
negativ iiberdeckt wird. Vermdge stereographischer Projektion vom Punkt
Zoyy =1, 2,=0 [v=1,...,n] aus entspricht dieser Abbildung eine
Abbildung des Grades g von 8" auf sich. Da ferner durch 2, =u,
[v=1,...,n], Zhs1= — @4, eine Abbildung des Grades —1 von S*
auf sich definiert und die Existenz von Abbildungen des Grades 0 trivial
B8, gibt es Abbildungen von 8™ auf sich mit jeder beliebigen Gradzahl

Mathematische Annalen. 96, 15
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Um nun dasselbe fiir die Abbildungen einer beliebigen Mannigfaltig-
keit u auf 8" nachzuweisen, geniigt, da bei Zusammensetzung zweier
Abbildungen sich die Gradzablen multiphizieren, die Herstellung einer
Abbildung des Grades 4-1 von p auf 8”. Wir konstruieren eine solche
folgendermaBen: P,,..., P, selen die Eckpunkte einer simplizialen Zer-
legung von u, P,, ..., Pi irgendwelche % Punkte des (n - 1)-dimensionalen
Raumes, von denen niemals n -} 2 einem x-dimensionalen ebenen Raum
angehoren; jedes Simplex mit Ecken P, , Py,, ..., Py, ,, der Zerlegung von u
bilden wir simplizial') auf das entsprechende Simplex Py, Pr.,..., P, .,
ab; auf diese Weise wird x einer eindeubigen und stetigen Abbildung
P’ = s(P) auf eine aus endlich vielen Simplexen des gewdhnlichen Raumes
bestehende Punktmenge u’ unterzogen, und diese Abbildung ist im Innern
der Simplexe eindeutig umkehrbar, Nun betrachten wir eine gerichtete
Gerade des Raumes, die u’, aber keine der (n — 1)-dimensionalen Schnitte
zweier Simplexe von u’ trifft, und auf ihr einen Punkt B, der hinter
dem ersten Schnittpunkt A, aber vor jedem weiteren Schuittpunkte mit 1’
liegt, Wir projizieren u’ von B aus auf eine Kugel 8" um B; bezeich-
nen wir diese Projektion mit p, so wird p durch die Abbildung ps(P)
auf 8™ bezogen. Dabei wird eine Umgebung des Schnittpunktes des Strahls
BA mit 8" einfach iiberdeckt, mithin hat die Abbildung ps den Grad
+ 1. — Damit ist bewiesen:

Satz II1. Ist u eine n-dimensionale, geschlossene, zweisertzge Mannig-
jaltigkest und g eine beliebige ganze Zahl, so gibt es eine und nur eime
Klasse wvon Abbildungen des Grades g von u auf die n-dimensionale
Kugel 8" (n>1).

§ 5.
Randwertaufgaben fiir Vektorverteilungen.

1. Ist im Tnnern und auf dem Rande des n-dimensionalen Elementes
E™ im n-dimensionalen euklidischen Raum ein nirgends verschwindendes
Vektorfeld B gegeben, so hat die durch die Randvektoren von B ver-
mittelte Abbildung des Randes €”™* von £” auf die Richtungskugel not-
wendig den Grad 0°). Aus Satz IT ergibt sich die Umkehrung dieser Tat-
sache, d. h. die Losbarkeit folgender ,Randwertaufgabe®:

Auf dem Rande €** des n-dimensionalen Elementes E" im n-dimen-
sionalen euklidischen Raum ist eine nirgends verschwindende stetige
Vektorverteilung B gegeben, die eine Abbildong des Grades 0 von G
auf die Richtungskugel vermittelt; man soll ein in ganz E™ stetiges und
nirgends verschwindendes Vektorfeld 8 mit den Randwerten R konstruieren.
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Diese Aufgabe ist in der Tat stets losbar: wir diirfen ohne Be-
schrankung der Allgemeinheit annehmen, daB E® eine Vollkugel vom
Radius 1 ist, da ein Element ja deren eineindeutiges stetiges Bild ist. Nach
Satz II kann man B stetig in ein Feld paralleler, also avch in ein Feld
gleicher Vektoren abéndern, ohne dafl wihrend dieses Vorganges jemals
ein Vektor verschwindet. Es gibt mithin eine fiir alle Punkte P von G**
und 1>¢2> 0 erklirte stetige Funktion p(P, £) mit

0(P,1)=5(P), 8(P,0)=01,,

wobei © (P) die Vektoren von %, v, einen festen Vektor bezeichnet. Jetzt
wird die Aufgabe durch v (P,) =9 (P, t) gelost, wenn P, der auf dem zu P
gehorenden Radiusvektor im Abstand ¢ vom Mittelpunkt gelegene Punkt ist.

Bevor wir- eine Verallgemeinerung der eben behandelten Aufgabe
l6sen, betrachten wir noch einige &hnliche, einfachere Aufgaben, zu deren
Losung keiner der im Vorstehenden bewiesenen Sitze benutzt wird.

2. Es sei k<n. Auf dem Rande G* ' des im n-dimensionalen
euklidischen Raum liegenden k- dimensionalen Elementes E* ist eine stetige,
nirgends verschwindende, im iibrigen ganz beliebige Vektorverteilung %
gegeben. Man soll eine in ganz E* stetige, nirgends verschwindende Vektor-
verteilung B mit den Randwerten ¥ konstruieren.

Die bei Behandlung der ersten Aufgabe benutzte Methode lehrt, daB
es zur Losung der jetzt gestellten Aufgabe geniigt, die durch B vermittelte
Abbildung 7 von G* ' auf die Richtungskugel 8™ ! stetig in eine Ab-
bildung auf einen einzigen Punkt iiberzufithren. Dies ist aber stets még-
lich; denn erstens kann man f stetig in eine f approximierende simpliziale
Abbildung f’ iiberfithren, indem man die Punkte f(P) gleichférmig auf
den GroBkreisbogen nach f'(P) laufen 14Bt, falls nur der sphirische Ab-
stand f(P)f' (P) < = ist, und zweitens kann man, da die Abbildung 7’
stiickweise analytisch ist und die Menge f’'(&"™") daher wegen k < n ein
Gebiet von 8™ ' frei 1aBt, die Punkte f'(P) auf den GroSkreisbégen, die
von einem von f'(E*"') nicht bedeckten Punkt A ausgehen, gleichférmig
in den Gegenpunkt 4 von A iiberfiihren.

3. W" sei ein n-dimensionaler Quader, d.h. eine durch |z,|<e¢,,
¢,>0 (v»=1,...,n) im n-dimensionalen euklidischen Raum definierte
Punktmenge. R, sei ein ,,vollstindiger“ Teil des Randes ® von W”,
d. h. ein solcher Teil von R, daB, wenn ein innerer Punkt eines k-dimen-
sionalen Randquaders W* von W™ zu R, gehort, W* ganz zu R, gebért
0Lk<Ln— 1). R, sei aber nicht der ganze Rand von W”, es gebe also
ein W"™’, dessen innere Punkte nicht zu R, gehoren. (R, braucht nicht

zusammenhingend zu sein.) Auf $, ist eine stetige, nirgends verschwindende
15*
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Vektorverteilung ¥ gegeben. Man soll in W" eine stetige, nirgends ver-
schwindende Vektorverteilung B definieren, die in R, mit B iibereinstimmt,
v " sel ein nicht zu N, gehoriger (n — 1)-dimensionaler Quader
von R. Durch Anbringung willkiirlicher Vektoren in etwa noch unbesetzten
Ecken W° und durch sukzessive Losung von Aufgaben des Typus 2 fiir
die W, W? ... 1aBt sich in allen Punkten von R, die nicht innere Punkte
von W7 'sind, eine stetige, nirgends verschwindende Vektorverteilung 8’
definieren, die in %, mit B iibereinstimmt. Sei nun W' etwa die durch
z, = ¢, definierte Seite von W". Dann wihlen wir einen Punkt 4 mit
den Koordinaten z, =0 (v =1,...,n—1), z,=a >¢c,; jeder Punkt P’
von W" wird von A aus in einen und nur einen Punkt P des mit Rand-
vektoren b bereits versehenen Teils des Randes von W”" projiziert. Durch
die Bestimmung 9 (P)= 0 (P) wird unsere Aufgabe gelést.
(Die analoge Aufgabe fiir ein Simplex statt fiir einen Quader ist
analog losbar.)
4. Nunmehr kdnnen wir eimme Verallgemeinerung der Aufgabe 1 losen:
Auf dem Rande "' des n-dimensionalen Elements E™ im n-di
mensionalen euklidischen Raum sei ein stetiges, nirgends verschwindendes
Vektorfeld 8 gegeben, das eine Abbildung des Grades a von " " auf die
Richtungskugel vermittelt; ferner seien im Innern von E" % Punkte
P,P,...,P (Iia = 0) gegeben und derart mit ganzen Zahlen a., a,, ..., ,
versehen, daB 3 a.=a ist. Man soll ein in ganz E” stetiges Vektor-

=1

feld ¥ mit den Randwerten 8 konstruieren, das in den Punkten P, P,
..., P, von den Ordnungen a,, @,, ..., @,, sonst aber nirgends, ver-
schwindet. Dabei ist die Ordnung einer Nullstelle eines Vektorfeldes gleich
dem Index der Singularitit des zugehdrigen Richtungsfeldes, d. h. gleich
dem Grade der durch das Feld vermittelten Abbildung einer die Nullstelle
umgebenden Kugel auf die Richtungskugel. (n >1.)

Wir denken uns E™ durch den ,,Wirfel“ 0 <2, <1 (»=1,2,...,%)
reprasentiert und zerlegen diesen durch (n — 1)-dimensionale ebene, seinen
Seiten parallele Rdume derart in rechteckige Quader, daB kein P, auf
dem Rand eines Quaders liegt, daB kein Quader W,, der einen der P.
enthilt, noch einen zweiten dieser Punkte P, enthilt, dafl kein derar-
tiger W, an den Rand von E" st68t, und daB kein Quader der Zerlegung
mit mehr als einem W, einen Punkt gemeinsam hat.

Auf dem Rande jedes W, bringen wir nun, was, dan — 1> 1 ist,
nach § 4 moglich ist, eine stetige, nirgends verschwindende Vektorverteilung
B, an, die ihn mit dem Grade a, auf die Richtungskugel abbildet; ist P
ein Punkt des Innern von W,, P’ der Schnittpunkt des Strahles PP
mit dem Rande von W, so ordnen wir dem Punkt P denjenigen Vektor v (P)
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zu, der parallel zu ©(P’) ist und dessen Linge sich zu der von B(P")
verhilt wie die Strecke P, P zu der Strecke P, P’. Nachdem so die W,
in vorschriftsmiBiger Weise mit Vektoren versehen sind, haben wir in
dem Rest von E" ein nullstellenfreies Vektorfeld mit den richtigen Rand-
werten zu konstruleren.

Zu diesem Zweck bringen wir die Teilguader von E™ in eine be-
stimmte Reihenfolge. Die Zerlegung von E” werde dadurch bewirkt, da8
man jede der Strecken 0 <a, <1 (v=1,..., n) in m, Strecken s;, s, ..., Sm,
zerlegt; dann sind die Quader eineindeutig bestimmt durch » Indizes
U, ¢, - &, die besagen, daB der betreffende Quader zu den Strecken
Su, s Sas -+» Sa, gehtrt. Wir ordnen nun die Quader lexikographisch, d. h.:
es sel (e, &y, ..y 00,) < (Bys Pos.--sB,), Wenn es ein j>1 gibt, so
daB « < B;, aber o= f; fiir ¢ <j ist. Bei dieser Ordnung gibt es zu
jedem Quader (¢, ¢,,...,«,) auller zu dem letzten (m,, m,, ..., m,)
mindestens einen, (of, ¢}, ..., &,), der die Bedingungen erfiillt:

a) (1, @3, ..oy Cp) > (0, gy ooy )5 b) (&f, ¢, ..., tg) hat mit
(g, 0, ...,0,) eine (n —1)-dimensionale Seite gemeinsam; ¢) (ey, ¢z, ..., o)
ist keiner der W,. — In der Tat existiert ein solcher (ef, &f,..., e, );

ist namlich fiir kein » «, = m,, so erfiillen die Quader (¢, 41, ¢,,...,a,)
und (e,, &, +1,...,¢,) beide die Bedingungen a)und b), und mindestens
einer von ihnen auBlerdem c), da die Teilung so fein gewdhlt war, da8
kein Quader an zwei verschiedene W, st6Bt; ist andererseits fiir ein »
¢, =m,, so gibt es wegen (¢, «,, ..., &,) =+ (m,, m,, ..., m,) einen
Index g, fiir den a,<<m, ist, und der Quader (aj,as,...,0,)
= (01, ouey Cuogs Cu+1, Cuss, ..., &) erfiillt auBer a) und b) auch e),
da kein W, an den Rand st68t und dieses (¢f, as, ..., o) den Index m,
enthilt, also ein Randquader ist.

Sind nun die r ersten der so geordneten Quader derart stetig mit
auller in den P, nicht verschwindenden Vektoren versehen, dafl diese auf
dem Rande von E” und in den W, mit den dort bereits angebrachten
Vektoren iibereinstimmen, und ist der nichste, noch nicht mit Vektoren
versehene Quader noch nicht der lefzte in unserer Ordnung, so kénnen
wir auch in ihm in vorschriftsmaBiger Weise Vektoren definieren, die sich
stetig an die bereits vorhandenen anschlieBen; denn infolge der Eigen-
schaften a), b), ¢) besitzt er eine noch nicht mit Vektoren belegte
(n — 1)- Jimensionale Seite. Die Bestimmung der Vektoren in ihm fiihrt
also auf Aufgabe 3, welche wir 16sen kénnen. So sind schlieBlich in allen
Quadern, auBer in dem letzten, W*, sowie auf dem Rande R* von W*
die Vektoren definiert. Wie gro8 ist nun der Grad der durch die auf %t*
angebrachten Vektoren vermittelten Abbildung von R* auf die Richtungs-
kugel? Um ihn zu bestimmen, addieren wir die Grade der Abbildungen
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auf die Richtungskugel der Rinder aller Teilquader: Jeder W, liefert den
Beitrag a,, W* den Beitrag =, jeder andere Quader den Beitrag 0, da

in ihm die Vektoren nirgends verschwinden; die Summe ist also
k

z + 3 a, = x -+ a; andererseits ist diese Summe gleich dem Grade der

x=1

Abbildung des Randes der Summe aller Quader, also des Randes von E”;
dieser Grad ist @, d. h. es ist =0. Mithin 1Bt sick die Vektor-
verteilung wegen der Losbarkeit der Aufgabe 1 auch in W™ nullstellenfrei
fortsetzen, und damit ist Aufgabe 4 gelost.

Zusatz. Bei der Definition der Felder 8B, in den W, konnen wir in
weitgehendem MaBe willkiirlich verfahren, wir haben nur den in P, vor-
geschriebenen Index zu beriicksichtigen. So konnen wir z. B. ohne weiteres
erreichen, daB in W, die Vektorkomponenten analytische Funktionen der
Koordinaten sind. Diese Bemerkung kann mitunter niitzlich sein, da es
oft angenehm ist, Vektorfelder betrachten zu konnen, die sich in der Um-
gebung ihrer Singularititen mdoglichst unkompliziert verhalten ).

5. Wir verallgemeinern Aufgabe 4 weiter:

M" sei eine m-dimensionale (n > 2), von r (n — 1)-dimensionalen
geschlossenen Mannigfaltigkeiten M" “t ..., M® ' berandete Teilmannig-
faltigkeit des n-dimensionalen euklidischen Raumes, P,, ..., P, selen
Punkte im Innern von M", a,, ..., a, ganze Zahlen. Auf den M} sind
stetige, nirgends verschwindende Vektorverteilungen %8, definiert; b,, ..., b,
seien die Grade der durch sie vermittelten Abbildungen auf die Richtungs-
kugel, wobei die Indikatrizen der M als ,,Randindikatrizen“ von M"

bestimmt sind, und es sei Z a, = 2 b,. Man soll in M" eine stetige

%=1 o=1
Vektorverteilung % mit den Randwerten %, konstruieren, die in den P,
und nur dort, verschwindet, und zwar von den Ordnungen a,.

Man nehme eine simpliziale Zerlegung von M" in Simplexe 77" vor,
definiere in den nicht auf den M’ liegenden Eckpunkten dieser Zer-
legungen willkiirliche Vektoren und versehe durch sukzessives Losen von
Aufgaben des Typus 2 alle (n — 1)-dimensionalen Seiten der Simplexe
stetig mit nicht verschwindenden Vektoren, die auf dem M} mit denen
der B, iibereinstimmen. Dann wihle man im Innern jedes Slmplexes iy
einen Punkt (¢, und definiere in 7 ein in C; und nur dort verschwin-
dendes Vektorfeld nach dem in Aufgabe 4 bei der Behandlung der Quader W.
angewandten Verfahren. Nun konstruiere man ein ganz im Innern von )/
liegendes, die endlich vielen Punkte C; und P, im Innern enthaltendes

%) Siehe z. B. § 4 der nachstehenden Arbeit: Vektorfelder in n-dimensionalen
Mannigfaltigkeiten.
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Element E" (etwa als Umgebungsmenge eines alle P, und C; verbindenden
Streckenzuges; vgl. § 2). ¢ sei der Grad der durch die bisher angebrachten
Vektoren vermittelten Abbildung des Randes &* ' von E™ auf die Rich-
tungskugel, falls man die Indikatrix von """ als Randindikatrix von B”
bestimmt; er sei also — ¢, falls man diese Indikatrix als Randindikatrix
der Mannigfaltigkeit M,* bestimmt, welche aus M™ durch Fortlassen des
Innern von E" entsteht; dann ist, da das Vektorfeld in M;* keine Null-

T 7 k
stelle hat, Y b, —¢=0, ¢= 3 b,= 3 a,. Daher kann man Aufgabe 4
=1

o=1 x=1
fiir E" so 16sen, daB man die bisher im Innern von E" angebrachten
Vektoren durch solche mit den vorgeschriebenen Nullstellen und den bereits

vorhandenen Randvektoren ersetzt, womit Aufgabe 5 gelost ist.

§ 6.
Vereinfachter Beweis des Satzes aus § 3 fiir gewisse Spezialfille.

Mit Hilfe der bei Behandlung der Randwertaufgaben im vorigen Para-
graphen angewandten Methoden kann man den in den §§1 und 2 vor-
bereiteten, In § 3 zu Ende gefiihrten Beweis des Satzes, dal zwei Ab-
bildungen der n-dimensionalen geschlossenen Manmgfaltigkeit 4 auf die
Kugel 8" sich stetig ineinander iiberfiihren lassen, wenn ihre Grade iiberein-
stimmen, durch Zuriickfithrung auf einen leichter zu beweisenden Spezial-
fall elementarer gestalten, falls man die Gesamtheit der betrachteten
Mannigfaltigkeiten u einschrinkt. Die Einschrinkung, der ux unterworfen
werden mufl, besteht darin, daB sich x durch eine Jordansche, iiberall
stetig differenzierbare Hyperfliche im (% —+1)-dimensionalen euklidischen
Raum reprisentieren 14B8t, — eine Einschrinkung, durch die, wie ich
frither gezeigt habe®3), gewisse Mannigfaltigkeiten von der Betrachtung
ausgeschlossen werden.

Die Vereinfachung des Beweises besteht, wie man sehen wird, darin,
daB8 1. die in § 2 vorgenommene Konzentration der Ubereinstimmungs-
punkte zweier Abbildungen, und 2. die Verwendung der Formel
Jo=(—1)"g,+ ¢, in § 8 fortfallt. Da fast alle Schritte des vereinfachten
Beweises im Vorstehenden schon vorgekommen sind, sei eine kurze Dar-
‘'stellung unter Berufung auf frither ausfiihrlich behandelte Schliisse gestattet:

u lasse sich in der oben genannten Weise durch die Hyperfliche u,
reprisentieren. Es soll zundchst gezeigt werden, daB der Beweis gefiihrt
ist, falls man Aufgabe 1 (§5) Iosen kann. u, sei eine Parallelfisiche
von u,, die durch Abtragen einer hinreichend kleinen Strecke a auf den
inneren Normalen von u, entsteht, M™*' die von u, und p, begrenzte

13) §§ 4, 5 der unter 5 zitierten Arbeit.
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Mannigfaltigkeit. Sind f,, f, zwei Abbildungen des Grades g von u auf
8", so bringe man auf u,, 4, die stetigen, nirgends verschwindenden, die
Abbildungen f,, f, von u,, u, auf die Richtungskugel vermittelnden Vektor-
felder B,, B, an. Die Grade dieser Abbildungen sind, wenn man g, und
4, als Berandungen von M **1 orientiert, g und —g. Wenn Aufgabe 1
lésbar ist, 188t sich daher, wie die Behandlung von Aufgabe 5 (iibrigens
.ohne Behandlung von 4) zeigt, in M"*' ein stetiges, nirgends verschwin-
dendes Vektorfeld ¥ mit den Randfeldern %,, B, definieren. Bezeichnet
nun P, den im Abstand ¢ von dem Punkt P von u, auf der inneren
Normalen dieses Punktes liegenden Punkt, und p(P,) den zugehorigen
Vektor von 8B, so wird dureh v (P, t)=19(P,), wihrend ¢ von 0 bis a
18uft, 5'8’1 in B,, also f, in f, stetig iibergefithrt.

Damit ist der Beweis von Satz II fiir die jetzt betrachteten u
zuriickgefithrt auf die Losbarkeit von Aufgabe 1, also auf denjenigen
seiner Spezialfille, in dem die abgebildete Mannigfaltigkeit selbst die
Kugel, der den beiden Abbildungen gemeinsame Grad 0 ist. Beweisen
wir Satz II nun fiir Abbildungen des Grades O beliebiger Mannigfaltig-
keiten, so haben wir ihn fiir eine Gesamtheit von Sonderfillen bewiesen,
in denen der am Anfang dieses Paragraphen genannte, auf Beschrinkung
auf gewisse u beruhende, enthalten ist.

f sei also eine Abbildung des Grades 0 der Mannigfaltigkeit u auf
die Kugel §". Wir zeigen, daBl man f stetig in eine Abbildung auf einen
einzigen Punkt A4 iiberfilhren kann, indem wir diese Behauptung fiir die
Dimensionenzahl 7 —1 als bewiesen annehmen: Wir fiihren f stetig in
eine simpliziale Approximation f” iiber; bei ihr seien C,, ..., C,, die Punkte
von u, deren Bild der Diametralpunkt 4 von A4 ist. Wir umgeben nun die
C,, ..., C, mit einem Element K, dessen Bild f'(E) einen Punkt R von 8"
nicht bedeckt, vollziehen die stereographische Projektion p von R aus auf 7
(vgl. §§2, 3) und ordnen jedem Punkt P von E den Vektor mit dem Anfangs-
punkt p(4), mit dem Endpunkt pf’(P) zu. Aus der Definition des Abbil-
dungsgrades — ohne Benutzung der frither an der analogen Stelle benutzten
Formel J,, =(—1)"g, + g, — folgt, daB die durch diese Vektoren vermittelte
Abbildung des Randes von E auf die Richtungskugel von T'; den Grad 0
hat; auf Grund von Hilfssatz IT kann man daher (vgl. § 3), da der zu be-
weisende Satz fiir n —1 gelten soll, f’ stetig in eine Abbildung f” ab-
dndern, bei der 4 nicht Bildpunkt ist, und 7” 148t sich nun (s. § 2, letater
Absatz) stetig in die Abbildung auf den zu A diametralen Punkt 4
iberfithren. '

(Eingegangen am 11. 8. 1925.)



