
Die Zetafunktion, die Klassenzahl und die 
Kronecker'sche Grenzformel eines 
beliebigen Kreisk6rpers. 
Von MAX GUT, Ziirich 

In dieser Arbeit wird die Zetafunktion eines beliebigen Kreisk6rpers 
aufgestellt und ohne jede Benutzung bestimmter Integrale und nach- 
folgender Partialbruchzerlegung die linke Seite der klassischen Formel 

lim (s ~ i) ~k (s) - -  h .  y. 

ausgewertet, endlich verm6ge der Theorie der Fourier-Reihen die 
Kroneeker'sche Grenzformel aufgestellt. 

W~ihrend meines Wissens die Kroneeker'sehe Grenzformel fiir einen 
beliebigen Kreisk~rper (also nieht nur der L-Reihen) noeh nicht berechnet 
wurde, hat Herr N. G. W. H. Beeger in mehreren Arbeiten 1) sich mit 
der Zetafunktion und mit der Klassenzahl besch~iftigt. Bei aller Wtir- 
digung seiner wertvollen Arbeiten scheint mir der hier gegebene Beweis 
sowohl im analytischen, wie im zahlentheoretischen Teile einfacher und 
durchsichtiger. Den Vergleich dem Leser iiberlassend, soil nur auf die 
Hauptunterschiede aufmerksam gemacht werden. Im analytischen Teile 
ist bier die Einftihrung und Auswertung der bestimmten Integrale und 
die damit verkniipfte Partialbruchzerlegung vermieden. Im zahlentheo- 
retischen Teile werden die Beweise mit Hilfe der zu den K6rpern der 
1 h ten Einheitswurzeln (l Primzahl) geh6renden bestimmenden ganzen 
Zahlen und erzeugenden Substitutionen auf einfachste Weise explizite 
durchgefiihrt. 

Von den quadratischen K6rpern abgesehen hat Herr Fueter schon in 
einem Spezialfalle die Berechnung der Klassenzahl ohne Benutzung des 
F-Integrales und nachfolgender Partialbruchzerlegung durchgefdhrt ~), und 

1) Ueber die Teilk6rper des Kreisk6rpers K \e-~] ; K. Akademie van Wetensehappen 
te &msterdam, Proceedings of the Section of Sciences~ vol. XXI~ pag. 454--465, 758--773~ 
774--779 (I919); Bestimmung der Klassenzahl der Ideale aller Unterk6rper des Kreisk6rpers 
tier m-ten Einheitswurzeln, wo die Zahl m dutch mehr als eine Primzahl teilbar ist, 1. c. 
vol. XXII 7 pag. 331--35% 395--414~ (t92o)~ und eine Korrektur hiezu, 1. c. vol. XXIII~ 
pag. x399--x4oz , (z922). 

e) Die Klassenzahl zyklischer K6rper vom Primz~hlgrad, deren Diskriminante nut eine 
Primzahl enth~flt. Crelle~ Bd. z47, pag. i74 ~ (z9z7). 
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die Lektiire jener Arbeit gab mit den Anstol3 zur vorliegenden Unter- 
suchung. Aus einer Stelle in Dirichlet's Werken geht hervor, dat3 das 
hiezu analytisch notwendige schon Dirichlet 3) bekannt war. Wahrschein- 
lich wut3te dies auch E. E. Kummer, dem wir ja die fundamentalen und 
klassischen Arbeiten tiber die Klassenzahlbestimmung der vollen Kreis- 
k6rper der m ten Einheitswurzel verdanken4). Jedenfalls scheint er bei 
allgemeinem m auch so vorgegangen zu sein, dat3 er die Zetafunktion 
des K6rpers der m ten Einheitswurzel als Produkt s~imtlicher L-Reihen 
darstellte, und jeden einzelnen Faktor (vielleicht dann aber verm6ge des 

1 

_ _  _ ~  x , ~  - 1 d x  umformte. FoIntegrales oder des Integrals n 
0 

Auf eine historisch-bibliographische ZusammensteUung der Arbeiten 
fiber die Zetafunktionen und die Berechnung der Klassenzahlen kann 
hier verzichtet werdenS), da diese schon ausgefiihrt wurde in dem Hil- 
bert'schen Zahlberichte e), und in bezug auf die seither publizierten Ar- 
beiten in den beiden: ,Bulletins of the National Research Councib: 
Algebraic Numbers by L. E. Dickson, H . H .  Mitchell, H. S. Vandiver, 
13. E. Wahlin; Number 28, February I923. Algebraic Numbers II by  
H. S. Vandiver, 13. E. Wahlin; Number 62, February 1928. 

Die Arbeit gliedert sich in vier Teile. Ein erstes KapiteI handelt fiber 
die L-Reihen. Im zweiten sind aus didaktischen Erw~igungen alle Ueber- 
legungen abschliet3end durchgefiihrt ffir die KSrper, die hier Ausgangs- 
Kreisk6rper genannt werden, und zu denen neben weiteren K6rpern ins- 
besondere s~imtliche vollen Kreisk6rper geh6ren. Im dritten Kapitel 
endlich zeigt sich, daf3 die gleiehen Methoden zu den gesuchten Resul- 
taten fiihren auch fiir die allgemeinsten Kreisk6rper. 

In einem vierten Kapitel wird endlich noch ein weiterer kurzer Be- 
weis fiir die Berechnung der Klassenzahl des allgemeinsten KreiskSrpers 
angegeben, der auf der Benutzung der Funktionalgleichungen der Rie- 

a) Werk% pag. 473, wo er auf Bernoulli verweist. 
4) Vgl. insbesondere ftir allgemeines m:  Ueber die Klassenanzahl der aus zusammenge- 

setzten Einheitswurzeln gebildeten idealen komplexen Zahlen. Monatsberichte der K6nigl.  
PreuB. Akad. d. Wiss. zu Berlin aus dem Jahre 1863 (gedruekt 1864) 1 pag. 21. 

t) Immerhin wollen wir noeh besonders hinweisen auf eine Arbeit yon L. Fuehs : Ueber 
die aus Einheitswurzeln gebildeten komplexen Zahlen yon periodischem Verhalten, insbe- 
sondere die Bestimmung der Klassenanzahl derselben. CrelIe, Bd. 65~ pag. 74, (I866)~ und 
auf die Arbeiten -con H.  Weber~ vgL sein Lehrbuch der Algebra~ z. Bd., 2. Anflage, Braun- 
sehweig x899. 

6) Bericht tiber die Theorie der algebraischen Zahlktirper. Jahresberieht der Deutsehen 
Mathematiker-Vereinigung Bd. 4: (x897). Im folgenden zitiert durch &ngabe des Autor- 
namens. 
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mann'sehen ~-Funktion, der L-Reihen und der Heeke 'sehen Funktional- 
gleichung beruht. Hiebei er~ibrigt sich die Bereehnung der K6rper-  
diskriminanten und des Produktes der GrS~3en G (I, 2")" 

I. Kapitel. Die L -  Reihen. 

w 1. Die eigentlichen Charaktere mod. m. 

Es sei m eine ganze rationale positive Zahl. Die zu m teilerfremden 
Restklassen des rationalen ZahlkSrpers bilden dann eine Abelsche Gruppe 
yore Grade q9 (m). Ihr ist ein System yon qg(m) r rood. m, 
zugeordnet,  deren Grundeigenschaffen folgende sindT): 

X (a) - -  X (/7), falls a ~ b (mod. m) 
x ( ~ ) .  x (b)  = x (~b) (i) 
X (a) ~ o, falls (a, m) = (I) 
X(a)~---o,  falls (a, m ) = ( d ) ,  d >  ] ist. 

Denjenigen Charakter,  der  for alle zu m teilerfremden a gleich I i s t ,  
nennt man den Hauptcharakter .  Alle tibrigen Charaktere nennen wit 
Nebencharaktere .  Ein Nebencharakter  ist reell, wenn sein Quadrat  ftir 
alle zu m teilerfremden ganzen rationalen Zahlen a gleich I i s t .  Andern- 
falls ist der Nebencharakter  nicht reell. 

Die Charaktere,  seien sie nun reell oder nicht, sind entweder eigent- 
lich oder  uneigentlich. Ein Charakter ist uneigentlick, wenn es minde- 
stens einen yon m verschiedenen Teiler  t - ~  o yon m gibt, so dab  fiir 
alle zu m teilerfremden a, b aus a ~ b  rood. t stets X(a)  = X(b) folgt. 
In jedem andern Falle ist der Charakter eigentlich. 

Der  uneigentliehe Charakter  kann dann als Charakter nach dem Mo- 
dul t aufgefat3t werden, indem man dabei das Gesetz 

X ( a ) = X ( b ) ,  falls a ~ - b  (mod. t); (a, m ) - - ( 1 ) ,  

auch gelten l/il3t ftir solche b, die zwar mit m, aber nicht mit i einen 
von I verschiedenen gemeinsamen Teiler haben. 

Gibt es zu einem festen uneigentlichen Charakter  rood. m mehrere  
solche echten Teiler  t, so sei t der kleinste von ihnen. Dann ist der 

7) Wir verweisen hier auf das II. und III. Kapitel der cVorlesungen tiber die Theorie 
der algebraischen Zahlen* yon E. Hecke~ Leipzig 1923. Im folgenden zitiert durch Angabe 
des Autornamens. 
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vorgeffebene uneigentliche Charakter mod. m ein eigentlicher Charakter 
mod. t. Wir bezeichnen diese mod. t dann eiffentliciten Charaktere mit 
Minuskeln : Z" 

Nimmt man bei einem festen Charakter 2" immer den reziproken Wert ,  
so kommt man wieder zu einem Charakter ~, den man den ~konjugierten, 
oder  creziproken,  Charakter  nennt. Der  Hauptcharakter  und die reellen 
Nebencharaktere  sind zu sich selbst konjugiert, die nicht reellen Neben- 
charaktere haben je den konjugiert komplexen Wert .  

Es ist leicht, ftir jeden Modul m anzugeben, ftir welchen Teiler  t 
jeder  der q0 (m) Charaktere eigentlich wird. 

Ist rn = I ; 9 ( m )  - -  I, so existiert nur ein (eigentlicher Haupt-) Charakter,  
der gleich -a t- I ist ftir alle positiven ganzen rationalen Zahlen a;  also 
z ( a) - -  -a t-- I. 

I s t m = l ~ ;  9(m)=(l--I)l~-t; 1 eine ungerade Primzahl, h ~ I, so 

ein ftir allemal fest gew~ihlte Primitivwurzel mod. l h . sei g eine 
Wir setzen : 

21r i  

Z ~C) - -  e 

Dadurch ist ein erzeugender  Charakter fiir alle Restklassen mod. l k 
gemiif3 den Formeln (I) festgelegt. Die Potenzen 

x " ( ~ )  a " - [ 2 ' (  )] , o < n < ~ 0 ( m ) - -  I 

geben alle q~ (m) yon einander verschiedenen Charaktere mod. m. 

Man beachte, was wir mit Rticksicht auf die Formulierunff im 
Hilbert 'schen Zahlbericht ausdrticklich hervorheben wollen, daf3 
X ~  w e n n a ~ o ( m o d . / ) i s t .  Dagegen ist fiir den X 0 zu- 
geordneten ei~entliciten Charakter (der zu t z I geh6rt  !):  2' (a) - -  I 
ftir jedes ganze rationale positive a. 

Fails wir unter 99 (q) den Wef t  o verstehen wollen, falls q ein 
rationaler echter Bruch ist, so sieht man durch Potenzieren des 
erzeuffenden Charakters, resp., wenn man lieber will, dutch Schlut3 
von It auf I t -~- I  unmittelbar folgende Tatsache ein: 

Es gibt q9 (1 i) - - q ~  ( l  i-~) Charaktere, ffir die (n, I k) ~ I h - i  ist, und 

die flit t ~ l ;  eigentlich werden. Hiebei darf  i irgend einen der Wer te  
o , (  i < tt annehmen. Von diesen 9 (m) Charakteren sind nur zwei reell, 
n~tmlich der Hauptcharakter ,  der dem Werte  n - - o  entspricht, und 
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wetcher  eigentlich ist fiir ~ I, ferner der  Nebencharak te r ,  der  dem 

W e r t e  n ----- 9 (m) entspricht,  und welcher  eigentlich ist ftir t - -  1. 
2 

Ist m ---- 2 ; 90 ( m )  - -  I, so existiert nu t  ein uneigent l icher  Haup teha rak t e r  : 

x ( 2 ~ )  = o ,  x ( 2 ~ + i )  = + i .  

Dieser  Charak te r  wird eigentl ich ftir t -~- I, n~mlich : ) (a) - -  + I fiir 
alle ganzen rat ionalen Zahlen a. 2 ist der  einzige Pr imzahlpotenzmodul ,  
fiir welchen kein eigentlicher Charak te r  existiert.  

Ist m m_ 4 ;  9 ( r n )  ~ 2, so existiert  ein (reeller) e igent l icher  Neben-  
charakter  : Z ( 4 a -  I) ~ - -  I. Das  Quadra t  dieses Charakters  ist eigent-  
lich ftir t - -  I .  

]st m - -  2 * ; h ~> 3, 9 (lrn) - -  2 h- l ,  so definiert  bekannt l ich 

x ( - - 5  o) = x ( + 5  o) = e  

2 1 r l  

2 h - - 2  
m ,  a 

einen eigentl ichen N e b e n c h a r a k t e r  mod.  m. Die Potenzen  dieses 

Charakters  : 

x ~  (~) = ix" (b)]"; o < ~ < 2 ~ - ~ -  

sind 2 *-* vone inander  verschiedene  Charaktere  mod.  m. Ist (n, 2 i*) 

2 h-;, so ist der  Charak te r  X *  eigentl ich ftir den Tei ler  2; yon  m. 

Das  P r o d u k t  aus de m  (reellen) e igent l ichen Nebencha rak t e r  mod.  4, 

niimlich 2 ' ( 4 a ~ I )  ~ ~ I, welcher  Charak te r  fiir m - -  2 a uneigentl ich 
wird, und als Charak te r  mod.  2 * mit X .  bezeichnet  werden m6ge ,  und 

aus X "  liefert v e r m 6 g e :  

x ( b )  = x ,  (b). x "  (b); ~ < n < 2 *-~ 

weitere 2 ~-* vone inander  und von  den schon  erw~hnten verschiedene  
Charak te re  rood. m. Ist  wieder  (n, 2 h) z 2 h-; ,  so ist der  Charak te r  X,X"  
eigentl ich fiir den Tel ler  2 i von  m. 

Zusammenfassend  kann  man  sagen :  
Ftir  t z I wird der  reelle Haup tcha rak t e r  eigentl ich [I - -  9 (I) - -  q~ (2-1)]; 

fiir t ---~ 2 ist kein Charak te r  cigent l ich [o - -  9 (2) a 9 (I)] ; 
fiir t mR 4 ist ein reeller Ne be nc ha ra k t e r  eigentl ich [I - -  9 ( 4 ) - -  9 (2)]; 
fiir t - -  8 werden  9 (8) - -  9 (4) ~ 2 reelle Ne be ncha rak t e r e  eigentlich ; 

und, falls /t ~ 3:  
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ftir t ~ I6  werden  99 ( I6)  - -  q9 (8) je zu zweien konjugier t  k o m p l e x e  
N e b e n c h a r a k t e r e  eigentl ich ; 
und, falls ]z ~ 4 :  
fiir t ~ 3 2 werden  99 (32) ~ 9 9  (16) je zu zweien kon jug ie r t  k o m p l e x e  
N e b e n c h a r a k t e r e  eigentl ich ; 
I1. S. f. 

D a  die Anzahl  der  Cha rak t e r e  mod .  m gleich 99 (m) ist, so h a b e n  wit  
alle, welchen W e r t  h auch h a b e n  m6ge .  

Is t  schlief31ich ~n yon der  F o r m :  

m = 2 ~~ . l~ 1 . g ~  . . . . .  I~R, wo die l vone inander  ve r sch i edene  u n g e r a d e  
Pr imzahlen  sind, so erh~ilt man  alle 99 (m) Charak te re  mod.  m durch  
Mult ipl ikat ion der  zu j e d e m  l h, resp.  2ho g e h 6 r e n d e n  Cha rak te re ,  
en t sp rechend  der  F o r m e l  

h R 
99 (m)  = 99 . 99 ( / 1 ' ) .  99 ~ . . . . .  99 ) . 

Ist  Zo (a) h iebei  e igent l ich  fiir den Tei le r  t o v o n  2ao, 

z~(a)  eigentl ich fiir den Te l le r  t ,  yon  l~ r ; r - -  I, 2, . . .  R,  so ist 

Z (a) ---- 2"o (a)- 21 (a) -  Z~ (a) . . . .  XR (a) 
e igent l ich fiir den Te i l e r  t o . t 1 . t 2 . . . . .  tR von m. Dies e rg ib t  sich 
unmi t te lbar  aus (I). Zu d iesem Te i l e r  geh6 ren  im Ganzen  mi th in  

eigentliche Charak te re .  
Bilden wir auf  diese Weise  s~imtliche eigentl iche C h a r a k t e r e  

s~imtlicher Te i l e r  von  m (die Tel le r  x und m natiirl ich inbegriffen),  
so erhal ten  wit  99 (m) vone inande r  verschiedene ,  d . h .  also alle Cha-  
r ak te re  mod.  m. 

w 2. Die zu einem eigentlichen Charakter geh6rende L-Reihe 

U n s e r e  Abs i ch t  ist es, die L - R e i h e  

L ( s ,x )  : f l ( I - - X ( p ) p - ~ ) - ' ,  ~R(s) ]> I,  

wo p alle P r imzah len  2, 3, 5, 7, . . . .  durchliiuft,  nach  Po tenzen  von  
(s--  1) zu entwickeln.  Hiebe i  soil Z ein eigentlicher C h a r a k t e r  rood. t sein. 
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Da ftir t = i 

I 
L ( s , z )  = - - -  

X - - I  
{ - g  AV- E I . ( S - - I  ) + . E 2  ( s - - I ) ~ ' +  . . . .  (2) 

wo E die Euler'sche (Mascheroni'sche) Konstante ist, so kann sich unsere 
Untersuehung auf die L-Reihen beschr~tnken, fiir welehe Z ein eigentlicher 
Nebenckarakter, mithin aueh t ~ 2 ist. 

Um unter diesen Annakmen die Berechnung durehzufiihren, multipli- 
zieren wit L (s, Z) mit G (I, ~), einer Gr6Be, deren Definition wir so- 
gleich angeben werden. Das hat einen Sinn, weil man zeigen kann, dal3 
das Quadrat des absoluten Betrages dieser Gr6Be gleieh t, mithin yon 
Null verschieden ist. Hier bedeutet ftir ganzes rationales r 

t t 

(r, z l  =S-_1 z (kl. e 

Lemma: Wenn r einen yon I verschiedenen Teiler m i t t  gemeinsam 
hat, so ist G(r ,  Z) = o. 
Beweis: Wenn r ~ o  (mod. t) ist, so reduziert sich G(r, Z)  auf 

t 
2' Z ( k ) - - - o .  Man kann mithin annehmen, dai3 in (r, t ) = ( d )  die 

k = l  
positive Zahl d ein yon I und t verschiedener Teiler yon t sei: 

r - - r  l d ,  t - - t  l d ;  (r l ,  t l ) - - ( I ) ,  t I >  I, d >  I. 

Ftir jede zu t teilerfremde Zahl q, welche = I (mod. tl) ist, gilt dann 

t k t tt 
G ( r , z ) = X  z ( k )  e ,1 = X  z(qk)  e = z ( q l ' G ( r , z ) "  

k = l  k = l  

Zum indirekten Beweis kann man daher annehmen, daf3 ftir jedes so 
definierte q der Charakter Z (q) - -  @ I ist. Das ftihrt auf einen Wider- 
spruch zu der Voraussetzung, dat3 Z ein eigentlicher Charakter ist. 
In der Ta t  sei 

a ~-~ b (rood. tl) ; (a,  t) - -  I ,  (b, t )  = I .  

E s  gibt ein zu t t e i l e r f r e m d e s  c, so dai3 c a ~ I ( m o d .  t) ist, und mithin 
Z (c). Z (a) - -  I. Nach dem Modul t 1 gelten die Kongnmenzen 

Ca .~__ C3 ------ I (mod. tl). 
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Folglich ist cb eine der Zahlen q und Z ( C ) z ( b ) - - - - - ~  I und endlich 

Z (a) --- Z (b). Q . E . D .  - -  
Die Formel 

a (r,z) - - z ( r ) .  G(I ,Z ) (3) 

ist mithin richtig, ob r zu t teilerfremd ist oder nicht. 
Die zu G (r, Z)  konjugiert komplexe Gr6f3e ist 

$ ~ i r  k t 

z 2-(*)~ ~ = a ( - , ' , z ) .  
k = !  

Wir bilden nun auf zwei Arten die Summe fiber die absoluten Betr~ige 

t 

G ( r , z ) . G ( - - r , z ) .  
r = l  

Einerseits ist diese Summe verm6ge dreimaliger 
Formel (3) gleich 

t 

z z ( ~ ) .  G(~, Z ) ' z ( r )  �9 G ( - - ~ , ~ ) =  ~o(0. GO, Z 

Anderseits ist sie gleich 

Anwendung der 

�9 G (--~, ~,). 

9 ~ i r  $ g i r  ~ t 

z__ (k ) .~  . s  .~ = 
r 1 k l = 1  

9 ~ i r  
t ~ t l ~ e - - I J  7 k $ 

= s z z z ( k z ) . z ( z ) .  
r : l  k = l  l : l  

(t, t) = z 

2 ~ i l  (k--l)  
t t t 

---- 2' 2" Z(k) 2 ' e  t 
/ = I  k : l  r = l  

( l , t ) = l  

t 

= 2 Z ( ~ ) . t = 9 ( t ) . t .  
l = 1  

(l, t ) =  1 

Folglich erhalten wir die wichtige Formel, die zu beweisen war: 

G ( I , Z )  . G ( - - i ,  ~ )  --'. t .  (4) 

Ftir 2~ (s) ~ i convergiert  Produkt  und Summe absolut in 

L (s, z )  = a ( , - -  z (p)p- , ) - '  = ,~ Z (*) 
p n = l  ~/s 
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Wir  multiplizieren das erste und dritte Glied dieser Gleichung mit 
G (I, Z), welche Gr6f3e wir verschieden umformen, je nachdem Z (-- I )  
= - -  I ist oder Z ( - - I )  = - ~ - I .  Wir  nehmen diese Reihenfolge, um 
weiter unten mit den Kummer 'schen Bezeichnungen: ,erster~ und 
�9 zweiter~ Klassenzahlfaktor ~ibereinzustimmen. Einer der beiden F~ille 
mut3 eintreten, da Z ( - - ] ) " Z  ( - - I )  = Z ( I )  ---~- I i s t .  

Sei zunachst also Z (- - I )  = - -  I, mithin Z (--k) = --27 (k) und 27 (--k) 

= - -  z (k). 
2r~i  k ~ 2r~i  k 2 ~ i  k __ 

f - -  1 t __ - -  t 
k=l = ~ k Z  1 . t = i ' k X i z ( k ) s i n T  k, 

und, falls n teilerfremd ist zu t :  

�9 / 2 s ~ k . n  ) 
G ( I , Z ) - - i . z ( n )  .~ 3~(k) s,n ~--- E . 

k = l  

Mit dem Ausdrucke auf der rechten Seite dieser Gleichung multiplizieren 

wit den Term Z (n) der L-Reihe : 
n s  

_ t GO,Z).L(s,z)=i~ z 
n = l  k = l  n s 

Hier w~ire die Summe zuniichst nur iiber die zu t teilerfremden n zu 
bilden. Aber  die Formel bleibt auch ohne diese Einschr~tnkung richtig; 

I 
denn hat n m i t t  einen echten Teiler, so ist hier - -  mit 

n-r 

i . X , ~ ( k ) . s i n  - - . n  = - ~  X__ z ( k  ) .  
k = l  k 

2 ~ i k  2 ~ i k  I -7 - -  . n - - - - T -  . n 
e - - 8  - -  

2 ~ i k  z' - - ' n  

- z , ~ ( k ) .  ~ ' = G ( , , ,  ; 7 )  = o 
@ = I  

(ffem~it3 unserem Lemma) multipliziert. 
Ftir 2~ (s) > I folgt wegen der absoluten Konvergenz 

L (s ,z)  = G (i, ~)kXl;7(k) : Z l =  = ns 
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und ftir v -~ o, I, 2, 3 . . . .  [L (~ (s, Z )  ~ L (s, Z)]  : 

d~ i k ~ ( k ) ~  (--:og,,)"s~n ('~--'.,,) 
ds-- v L (s, Z)  ~ L(~) (s, 2") - -  G (7,~) ~=, .= ,  ~. ;(5) 

Z (--:) =-- :- 

Sei zweitens Z ( - - I )  ---- -~- I, mithin Z ( - -k)  - -  Z (k) und Z, ( - -k)  ---- Z (k). 
Dann ist : 

2r~i 1 2r~i 2~i 1 G O , ~ ) = s  ,~(k)~ ' ' - v - k  : k = :  ~(k) ~ + ~  = 
k ~ l  k ~ l  

t 2~rk 
- - X  ,~(k) cos 7 , und, falls n te i lerfremd ist zu t :  

k - q  

- / G o , z )  = ~ ( n ) ~  ;7(k)cos - - . ~ .  
k - - 1  

Mit dem Ausd rucke  auf  der  rech ten  Seite dieser Gleichunff mult ipl izieren 

wir den T e r m  z ( n J  der  L-Re ihe  : 
n s 

c<,, f ) .  L (~,z) = ~ -~ f ( ~ )  cos (:~.,,) 
n ~ I  k ~ l  p/s 

Hie r  wiire die Summ e  zun~ichst nur  ~iber die zu t te i ler f remden n zu 
ers t recken.  A b e r  die Fo rme l  bleibt wieder  auch ohne  diese Einschr~in- 

I 
kung r icht ig ;  denn hat  n mit  t einen echten  Teiler,  so ist hier  n- i- mit  

2 ~ i h  2 ~ i k  

-~ ;7(k) cos - - . .  = ~ z x (k). + ~ ' = 

2 ~ i k  
t - - . I f  

= x i" ( k ) . ~  ' = c ( . , ~ )  = o 

(gem~if3 urtserem Lemma)  multipliziert. 

F i i r  2~ (s) > I folgt wegen  der  absoluten  Konve rgenz  : 

, _ cos (2 k n)  
z z (k) _; -~" L ( s ' z )  - -  G ( I , x )  k=t  ",,=1 m" 
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und  fiir v = o, I ,  2, 3, .- : [ L(~ (s, 2") ~ L (s, Z)] : 

z ) - L  i , . .) 
ds---~ L (~, = ( s , x ) _  GO,~) ;2"lf,(k)= .=~s ,~ ,(61 

2 " ( - - i ) = + I .  

S u m m i e r t  m a n  jede  de r  be iden  F o r m e l n :  

cos (2 n - -  I) f x  - -  cos (2 n-~- I) ~ x  = 2 sin n x .  sin 2 rlnx 

sin (2 n - - I ) n x  - -  sin (2 n - J - I ) f x  - -  - - 2  sin f w .  cos  2 f n x  

t iber n --~ I, 2, 3 . . . .  N ,  so erhfilt m a n :  

N 
c o s n x - -  cos ( 2 N ~ - l )  f x ~  2 s i n f z .  2' sin 2 ~ n x  

N 
sin ~ x  - -  sin (2 N--I-  I) atx - -  - - 2  sin f ix .  2' cos  2 ~nw.  

(7) 

Sei o ~ e _< x ~ I ~ t ,  wo e bel iebig ,  abe r  geni igend  klein sein m6ge ,  
so  e rg ib t  sich mithin sofort,  dat3 die be iden  S u m m e n  d e m  abso lu ten  
B e t r a g e  nach  h6chs tens  gle ich d e m  rez iproken  W e r t e  von  sin ~ t  sind. 

Ander se i t s  b i lde t  ( - - l o g  n)v  ftir n = I,  2, 3, - . -  eine, a b g e s e h e n  von  
n 

wenigen  Anfangsg l i ede rn  m o n o t o n  g e g e n  Nul l  s t r ebende  Fo lge .  A u f  
G r u n d  eines oft  angewand ten  Schlusses  aus der  Re ihen lehre  converg ie ren  
d a h e r  

( - - l o g  n) ~ sin 2 n n x  

n = l  n 

und ~ (-- log n) v cos 2 n n x  

. = 1  n (8)  

gleichm~f3ig im In terva l l  , < x < I - - e .  

D a  

L ( s , g )  = L ( I ,  2 " ) + ( s - - I l L '  ( I , 2 ' ) +  ( s - - I )9  L "  ( I , 2 " ) +  . . . .  
2 

( s - -  I)v L~) -+ ~t 0 , z ) + . . -  
(9) 

ist, so hande l t  es sich je tz t  da rum,  die R e i h e n  (8) in bekann te  Funk -  
tionen, ode r  (falls dies nicht  m6gl ich)  in neue  b e q u e m e r  b e r e c h e n b a r e  
und wenn  mSgl ich  di f ferent ierbare  Funk t ionen  tiberzufiihren. 
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w 3. Das erste Glied der Entwickelung der L - R e i h e  nach Potenzen 
von ($--1) 

Zur  B e s t i m m u n g  der  Klassenzahl  haben  wit  die rech ten  Sei ten der  
F o r m e l n  (8) nut  flit v - - o  umzuformen .  U n d  dies ist ohne  jede  In tegra -  
t ion o d e r  V e r w e n d u n g  der  Theo r i e  der  F o u r i e r - R e i h e n  in j e d e m  der  
be iden  F~ille m6glich8).  

Sei o ~ e < x < I ~ e.  W i t  be t r ach t en  die beiden F u n k t i o n e n :  

~v s i n 2 ~ c n x  ( x - - { ) q  cos (2_/V-J- , ) ~ x  I 

n= l  n 2 W-~-  I sin SrX 

~v cos 2 n n x  sin (2 N - ~ -  I) ~ x  I 
C~ (x) - -  v - ~  log 2 sin ~ x - -  

n= l  n 2 N - ~ -  I s i n ~ x  

und differentieren sie unter  Ber i icks icht igung von  (7) nach x :  

., c o s ( 2 N + I ) ~ x  c o s ~ x  
5~v(x) -= - - ~  2 N +  I " sin~ ~ x  

sin (2 N--~- I) YgX COS ~X 
2 N - ~  I s in  2 ~r x 

W i r  wenden  auf  SN (x) und C~v (x) den Mit te lwer tsa tz  de r  Differential-  
r e ehnung  an, welcher  aussagt ,  daf3 fiir j ede  Funk t ion  F (x), die in e inem 
endlichen Interval l  (a, b) s te t ig  ist, und im Innern  eine einzige Der iv i e r t e  
hat, 

F (b) - -  ~" (a) = (b - - a )  . i f '  (_~), 

wo _~ eine Zahl  im Innern  des In terval les  (a, b) bedeu te t .  Es  sei b - - x  
1 und a habe  den  W e r t  u  Es  fo lg t :  

cos (2 N +  I) s n2 .x (x--;)  + (2:V+, .sin x .=1  . = ( x - -  S ;  ; 

iv cos  2 ~ n x  s in(2 N - ~  ,).~rx ~, ( - -1 )"  
X + log 2 sin ~r x - -  ~ log 2 

,=1  n (2 iV-+- , ) s i n ~ x  , = ,  n 

~-2N+I(--I)N = ( x - - I ) "  C'N (S" ) ,  

8) Fiir die erste der beiden Funktionen vergleiehe man: Ceskr% E., Elementares Lehrbueh 
der algebraisehen Analysis und der Infinitesimalreehnung, Leipzig I9o4~ pg. 3o4/3o5 ; 
Pringsheim, Math. Ann. Bd. 26, pg. x93 und die dort pg. I95 erw~ihnten Literaturangaben. 
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wo .~' und ~" jedenfalls im Innern des Intervalles (e, I--e) liegen. Lassen 
wir in beiden Formeln N tiber alle Grenzen wachsen, so folgt gleich- 
m~f3ig in x :  

sin 2 ~ n x  (IO) = x ) ;  
n ~ l  n 

Bemerkung : 
Ausdruck 

~o COS 2 :gPl.:: 
2 

n = l  n 

Wir wollen hier ein ffir 

log 2 sin n x .  (I I) 

allemal vereinbaren, daf3 der 

z(k). f(k) 
gleich Null sein soil, auch wenn die Funktion /'(x) fiir ::--k nicht 
definiert ist oder unendlich gro13 wird, falls nur Z(k )=  o ist. 

Dann folgt aus (5) und (Io), bezw. (6) und (I I), immer, weil Z ein 
(eigentlicher) Nebencharakter ist: 

t k 
i g  V - - ; ( ] ~ )  . 7 _ ;  X ( - - I )  z - - I  ; ( I 2 )  L ( i , Z )  _ G(~,~)k=, 

t 

L ( I , Z ) - -  G(i ,~)k~l--z(k) . log= s i n : ~ ;  Z ( - - x ) = - ~ - I .  (x3) 

Ist t ungerade, so soil die Summation in der zweiten dieser Summen 
natfirlich so ausgeffihrt werden, dal3 man fiber aUe ganzen rationalen 

t 
positiven Zahlen, die kleiner sind als - - ,  summiert. 

2 
Corollar: Die Ausdrticke der Formeln (I2) und (I3): 

t 

- - Z ( k )  7 ,  bezw. v - - Z ( k )  l~ s i n ~  

wo Z,  wie immer, ein eigentlicher Nebencharakter mod. t ist, ~ndern 
sich nicht, wenn man t durch ein positiv ganzzahliges Vielfaches yon t 
ersetzt. 

In der  Tat ist: 

z - z  = v t  :=o z= + k )  ( : j + k )  = 
k = l  

I'-'t I = z U . ~ - - Z ( k ) + ~ - - Z ( k )  k 
Vt/=o { ~=1 k=l " ' 
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also, da die erste inhere Summe verschwindet und die zweite innere 
Summe nicht yon j abh~.ngt: 

k 
= ~ - - z ( k ) .  ~- ,  Q .E .D.  

Vt 

2 - -  Z (k) log 
k ~ l  

sin Vt --ek2t= ~ z ( k )  l~ s i n ~  = 

2 ~ i k  

---TkX 1 - =  Z(k) I~ 2 s i n ~  :~kX1= - - z ( k )  l~ I - - e  - -  

=~i ( t j  + k) ,  
t v - t ~  t ~-7 ] 

: ~ ~o 1 ,~ ,_  ~ ~,j + ~ .  ,o~ I , - v  , l :  
2 ~ i j  2~ ik  

= u 1 6 3  - - z ( k )  X log I - - e  v .e  = 
f = 0  

2 ~ i k  

: ~ k 2 1 ~ z ( k )  l o g :  I - - e  : ~ - k = 1 - - Z  = 

(~-) 
b 

- -  2 - -  Z ( k )  log sin ~ , v  . 
k = l  t 

Q . E . D .  

w 4. Das zweite Glied der Entwickelung der L - R e i h e n  nach 

Potenzen yon ($--1) 

Zur Bestimmung der Kronecker'schen Grenzformel haben wir noch 
die rechten Seiten der Formeln (8) fiir v - -  I umzuformen. Dazu bedienen 
wit uns der Theorie der Fourier- Reihen. Fiir die erste der beiden 
Formeln (8) kann man auf eine bekannte Formel yon Kummer (vgl. 
CreUe, Bd. 35, Pg. 1--4) zuriickgreifen, die wit in etwas ge~inderter 
Form anschreiben. Sei o ( e < x < I - - e ,  so ist: 

~, - -  log n sin 2 n n x =  ~__ log 
n = l  ~ 2 

z2 Commentarll Mathematlci Helvedci 

F (i--~) 
-~- ~t ({ - -x ) . (E-~- log2ar ) .  (I4) 

r (x) 
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Fiir den Fall der zweiten der Formeln (8) wollen wir wieder ftir 
o ( t ( x < I - - e  die Reihea):  

| 9 + 1  r + l  1 | . . j i_  { 9 + 1  r + l  
~ 9 ( ~ ) - c g + / l o g x  - - l o g ~ t  log (, - -  x) - -  log § + 

. j_  { 9+1 9+~ s ~ " ~+I s | 

log(,  + ~) - l o g y [ + l  9+~ log (2 - -  x) - -  logz~ --}- 
r + l  r + l  5 | - - I  9 + 1  r + l  5 

q- l o g ( 2 - q - x ) - - l o g u  ) - -  l og~ i  q-  (I5) 

_~_ { 9+1 9+1 7 t - -  .+1  7 I 
log(3 --~- x) l~ u { 9+a - -  l o g  (4  - -  x )  - -  l o g ~  I AV 

-+- . . .  ad infinitum, 

ins Auge fassen. Hier ist r ~ x ganz rational, C. eine Zahlkonstante, 
fiber die wir noch verfiigen werden. 

1 Sei o ~ x , (  ~ .  Dann zeigt die Folge  der Relationen: 
9 

| 9 + 1  r + l  

- - ~ l o r  , 
( ~ _ _  Z.) , l o g  ( n  + ~ )  1 

'*-F-~ ; o < . ~ < y ;  

9 1 
_ _ | 9 + 1  9+1 )} 
- r  t i o g ( . + i _ x ) _  log (~ + _  ~ = ( ~ + I ) ( ~ _ x ) .  l~ ,.+_~ +~, ;o<~'<'_. 

9 

__ 19+1 9+, log(n+1-F~")  . . . .  , _ ,  l~ +I+z)--l~ (n-k~)l= (r+I)(-}--x)" -~T;-+-~ ;o< . r  <-z; 

~ . . �9 . . . . . .  . . ~ , ~ . , . , . . . .  ) 

daf3 

- -  l o g x  l o g T t  { 9+a ( I 6 )  - -  - -  l o g  ( I - - x ) - -  l o g u  t 

eine Reihe ist, deren Glieder, abgesehen von wenigen, endlich vielen 
Anfangsgliedern, abwechselnd positiv und negativ sind, und dem abso- 
luten Betrage nach eine abnehmende Folge bilden, die nach Null kon- 

vergiert.  Folglich ist die Reihe ( I 6 ) i n  o~--_<x < i  = 2 zwar bedingt, aber 

gleichm~iGig konvergent. Well die Vertauschung je eines Paares direkt 
aufeinander folgender Glieder der Reihe an der Konvergenz nichts 

~indert und auch nichts am Grenzwert der Reihe, welcher nur in etwas 

a) Zur Konstruktion dieser Reihen bin ich gelangt dutch das Studium der Arbeit yon 
Hermann Kinkelin~ Allgemeine Theorie der harmonischen Reihen mit Anwendung auf die 
Zahlentheorie. Basel I862;  Programm der Gewerbeschule in Basel fiir das Jahr  I862~ auch 
Sonderdruck. 
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andere r  A r t  erre icht  wird, ist (16) sogar  in o < : r <  I gleichm:if3ig kon-  
ve rgen t .  Ffir  o ~ ~=< x <  I n e i s t  

(,--x) = (x), 

und fe rner  ist O.  (-~) - -  C . .  

Die Funkt ion  

r + l  r + l  
log ( n ~ - x ) l o g  (n+r ~+' r + l .  1 "  - -  log (n --+- I - -  x) - -  log (n + ~ ) ! ,  

w o n  > N und N schon gen i igend  groiS gew~.hlt sei, ist im 
1 o < x < : m o n o t o n  wachsend.  Denn  ihre Der iv i e r t e :  

1 n + x  ?Sq:i 

In terva l l  

1 ist im Innern  des In terval les  posit iv.  Dasse lbe  gil t  mithin in o < x =< u 
v o n d e r  Re ihe  

log  (n @ x) - -  log  (n @ 7 )  1 -1- t log (n - l - I  - -  x) - -  log  

1 und  (16) ist daher  in o ---_< x < ~ als S u m m e  von  endlich vielen Funk t ionen  
yon  beschf i ink te r  Var ia t ion  selbst  yon beschr~inkter Varia t ion.  Often- 
sichtl ich gil t  dasselbe fiir die Re ihe  (:6) in o < x < : .  Endl ieh  b e a e h t e  

man ,  daiS 

1 1 

log  x . dx  ~ ( - - I )  log w d x  
0 0 

exist iert .  N a c h  bekann ten  S~itzen (vgl. H.  L e b e s g u e ,  Lemons sur les 
s6ries t r igonom6tr iques ,  Paris I9O6, pg.  73/74; Picard,  trait~ d ' ana lyse ,  
3- 6dition, Paris  1927, t. I, pg.  329) stellt  daher  die Four ier -Entwickelunff  
v o n  0~ (x) die Funk t ion  O, (x) dar  in o ~ e _--< x < l - - e ,  wo ~, wie immer ,  
bel iebig,  abe r  genf igend  klein. Man erhS.lt ffir r z :, 2, 3, �9 �9 �9 bezw.  
success ive  die gesuch ten  F o u r i e r - R e i h e n  de r  zweiten der  F o r m e l n  (8) 

bezw. fiir v z I ,  2, 3, - - -  

Fl i t  die K r o n e c k e r ' s c h e  Grenz fo rme l  b rauchen  wit  nur die Fou r i e r -  
Reihe,  fiir welche  v - - - :  ist, und  die man  aus ~1 (x) erhMt. In der  T a t  
e rg ib t  sich w e g e n  der  S te t igke i t  von  ~01 (w) im a n g e g e b e n e n  In te rva l l :  
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wobei 

# , ( x ) = A 0 + 2  ~ .A.  cos 2nsex; o < , _ - - < x = < I - - e ,  
n = l  

1 

A. = y # l  (x) 
0 

cOS 2 n ~ x .  d x  . 

Sei n >_ I, so ist 

1 

l" ":1 A.  ~ lim l o g x - - l o g  + l o g ( I - - x ) - - I o g  -t- 
K = o o  0 

+ Z l o g  (lc + x) - -  l o g  (]C + -~ + l o g ( I + l C - - x )  - -  log(]C-~-u  k = l  

COS 2 n ~ x  . d x ,  

also wegen der gleichmiit3igen Konvergenz  yon (16) in o < x <  I :  

1 1 

A~ --- 2 log a:. cos 2 ns~a: dx  -{- z lim X log (k -~- x) cos z ns~a: da:, 
0 K = ~  k = l ~ ]  

oder, falls k +  x - - t  gesetzt wird im Integral:  

k+l k+l 

A.  ~ 2 lim 2' log t .  cos 2 ncet  art ~ ~ lim 2" log t .  d sin 2 met. 

k+l 

A. = ~ lim X log t sin 2 n~t I - -  2 sin 2 eset art . 

7/~K~oo k 0 k t k 

An --- ~ - -  sin 2 nsr t  d r .  
n ~  

o 

Wir  setzen im letzten Integral 2 h a r t - - - x ;  dann erhalten wir: 

2 ~ l o g x  2 ~ s i n x  
A, ,  = - -  - -  s i n  x d w  q -  l o f t  2 n ~  d r .  

n a t  d x ~ d x 
0 0 

Nun gilt ftir 0 , (  s ~ 2 die Formel  [vgl. z. B. das in der Anmerkung (8) 
erwiihnte Lehrbuch  yon Ces~iro, pg. 781]: 
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o o  

__ ~' sin x 
f (s) - - 3  x" 

0 

dx  = 
2 F ( s )  sin s___~= 

2 

__ ffs in .r 
Folglich ist f (I) , j  ..v 

0 

u ~ l o g  x 
f ' ( , ) =  j .,- 

0 

Mithin ist 

d x  ~ _~r und 
2 

s i n x d x = - -  ~ F' (1)=  ~ E .  lo) 
2 2 

A, E @ l o g z n  ~_ log n 
n n 

und ftir o < ~ e < x ~ I - - e :  

1 

~I (x) ---- ~ [ ~, (x) dx+ 2 (E+ log 2~). ~ cos 2 n~x  + 2 ~ log n cos 2 nnx. (, 7) 
0 t ]  n ~ l  g/ n ~ l  n 

1 

Constantef 00, (x) ex ergibt sich aus der Bedingung ~1 (~) - -  C~ Die 
o 

als willkiarlich. Sie ist auch fiJr uns im folgenden ohne Bedeutung, da 
sie bei der Summation iJber die Nebencharakter-Argumente  herausf~illt. 
Setzt man : 

C 1 "-  ~ log 2 . log 8 ~2, (I8) 

so wird sie gleich Null: 
1 

(#1 (X)  i x  ---~ O. 

0 

1 Dies ergibt sich, wenn man in (17) das Argument  x ' - - - /  setzt und die 
Entwickelung nach Potenzen yon (s--I )  beider Seiten der Identitiit: 

' ' L _ _ +  ... ( i-e-($-l)l~ ~(s) --- i --21+3- ~ -4~-~  5 s 

heranzieht. Man vergleiche die Entwickelung von ~ (s) nach Potenzen 
yon (s - - I )  am Anfang v o n w  2, Formel (2). 

10) Die  Der iv ie r ten  f "  ( I ) ,  f m  (x), . . .  t re ten bei  der  Four i e r -En twicke lung  yon ~)2 (X)~ 
~0~ (x ) ,  . . .  a~f. 
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Diese Normierung fiir C 1 empfiehlt sich, weil dann die Funktion 
#1 (x) der Funktionalgleichung geniigt 11) 

0 1  .V -q- = 01 (Mx) - -  2 log M. log (2 sin M~rx) ; 
t = 0  

M beliebig ganz rational und positiv ; o ~ ,  < Mac < I - -  e. 
Unter Beriicksichtigung yon (II) ,  (15) und (18) ergibt sich jetzt als 

Pendant zur Formel (I,4) ffir o ~ e ~ x < I--6 : 

,~ --logn.cos2nsrx ' 0 1 ( x ) - - ( E -  ~- log2~r) log (2 sin grx). (19) 
~n=l  n 

Mithin wird, unter Beriicksichtigung einer pg. 172 getroffenen Verein- 
barung, falls Z ( - - I ) = - - I  ist [vgl. Formeln (5) und (14)]: 

~ _ r ( ~ )  ~ ~ - I 
/ - , t-- 2" - -Z  (k)log (E-t- log L ' ( I ' Z ) = G ( ; ,  x)(2~=, / ' ( i - ~ ) + 7  2a)2=7Z(k ) ' k  ; 

und, falls Z ( - - I ) - - ~ - I  ist [vffl. Formeln (6) und 09)1: 

l ' I 
I u - -  u ~rk L'(I,Z)=G(I,~O k=~l - - -Z(k)Ol  +2(E+loff2~r)Z--'X(k).logsink=l - t -  " 

Im folgenden werden wir nur die Quotienten brauchen: 

Z (--I)  = - - I :  2 - - Z ( k )  log 
• k ,  r ( 1 - ~ )  

L' ( I ' Z )  - -  E - ~ - I ~  + 2 - k 
L(i,Z) .~ - -Z(k)7 

h------1 

(20) 

Z(--1) - + I :  
I L' ( I ,Z)  = E +  log 2~r -~- 2 

L( I ,Z)  

t 

k = l  
t 

~ - ~  (k) log sin ~2  
k----t t 

. ~ ( 2 I )  

tt) Fiir M = 2  findet sich diese evidente Funktionalgleichung, natiirlich ohne den Aus- 
druck (z5) schon bei E. Landau;  Crelle, Bd. t25,  pg. I8 I .  Selbstverst~indlich geht man zu 
ihrer  Ableitung yon der Formel  0 9 )  aus. Die analoge Funktionalgleichung far log r (x)  
findet sich in der eingangs dieses w erwghnten Note yon E . E .  Kummer. 
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Tafeln fiir log F ( X )  ftir alle Werte yon X yon IOOOstel zu IOOOstel 
fiir X - - I  bis X =  2 finden sich in Legendre ,  trait6 des fonctions 
elliptiques et des intdgrales Eul6riennes, t. II, Paris 1826, pg. 489 sqq. 
Fiir x = X - -  I i s t  ferner log F (x) - -  log F (X) ~ log x. 

Als al temierende Reihe ist #1 (x) bis auf eine gewisse Genauigkeit 
leicht berechenbar.  Ferner  ist ~1 (x) in o ~ e ~ x ~ I - - e  gliedweise 
differentierbar. 

II. Kapitel. Die Zetafunktion, die Kronecker'sche Grenz- 
formel und die Klassenzahl der Ausgangs-Kreisk6rper 

w 5. Die Zetafunktion der Ausgangs-Kreisk6rper 

Es seien l l ,  l~ . . . .  18 im Ganzen R > I v o n  einander verschiedene 

ungerade Primzahlen. Wir  betrachten den K6rper  K \e --~-] der m-'-ten 
Einheitswurzel, wo ~n = ll  a' . l~a* . . . 1 ~ 8 .  Sein Grad ist 

(m--) = ~ (11I'~). ~ (l~ h') . . . . .  , (& hs ) .  

Er  entsteht  dutch Kombination der R K/Srper der l~r-ten Einheitswur- 
zeln. r bedeute immer eine der Zahlen I, 2, . . .  R. (Hilbert, w 97). Es sei 

g l : ~ / 1 . / 1  ht-1, C2=a2 . /2  hi- l ,  . . . .  g R = a R .  IR h R - l ,  

ferner a ,  ein Teiler  yon ( l r -  I) und a ,  b r =  l r - - I .  Wir betrachten 
den K6rper  k, der durch Zusammensetzung der R Unterk6rper  vom 
Grade c~ der K6rper  der l# r ten Einheitswurzel entsteht. Sein Grad 
ist, da die Diskriminanten dieser Unterk6rper  teilerfremd sind zueinander 
(Hilbert, Theo rem 87): 

- ~ (~ 
G = C 1 .  C 2 . . . . .  CR = b t . b 2 . . . . .  bR 

I 2~i/ 
Sind alle b~ : I, so ist k identisch mit K \e--m-].  In jedem Falle er- 
h~ilt man auf diese Weise den allgemeinsten, nach diesem Prinzip zu- 
sammengesetzten Kreisk6rper yon ungerader Diskriminante. Wir nennen 
einen solchen K6rper  <<Ausgangs ,-Kreisk6rper.  Denn w/ire der Grad 
eines Unterk6rpers der /at*ten Einheitswurze[ yon der F o rm  

I79 



c , . ' - -a , . .  , wo I < I t , . ~ h ~ < ~ h , . - - I ,  

B 

so k6nnte man vom K6rpe r  der m ten Einheitswurzel ausgehen, wo 
g - = *~ = m ist. m .  

2~ti 

Es sei Z,  : e l n ' ,  ferner g ,  eine ein ftir allemal lest gew~ihlte Primi- 

tivwurzel mod. l ~ ' ,  die iiberdies so gew~ihlt sei, d a b  

g ,~ - - - I  mod.  --/~, 

Es  bedeute  s,  die Substitution 

s , Z . = ~ "  

Endlich bedeute  

s ,  Zk - -  Zk ,  falls r ~ -  k ist. 

w 

Jede ganze Zahl  A des K6rpers  der  m ten Einheitswurzel kann so 
dargestell t  werden (Hilbert, w 94): 

a =  p ( z l ,  z=,  . . .  & ), 

wo f '  (xa, x2, . . .  xR) hier und im folgenden generell  ein Polynom mit 
ganzzahlig rationalen Zahlkoeffizienten der unabh~.ngigen Ver~nderlichen 
xa,  x 2 . . . .  xx bedeutet .  

Die zu A algebraisch konjugierten Zahlen sind dann die Zahlen:  

-R A = P (sl"' z l ,  s~" z~ -R zR), S 1  nx " S2  n~ . . . . .  S R ~ " " " $ R  

wo o < . . < ~ -  - '  ( l~ - -  ~ ) -  ~. 
Alle Zahlen des K6rpers  der m ten Einheitswurzel, die invariant sind 

unter  den Substitutionen: 

SlC a, S12 q ~ . . .  Sl(11-1)11 kl-1 / 
S2C2~ S22C~ , . . .  S 2 ( 1 2 - - J ) l ~  h t - 1  I 

f f  

�9 . . . �9 , �9 . �9 . �9 ] 

I c 8  2c  . s ~zR - 1) z R hR - 1 
S R  ~ S R  g " " R 

bilden dann den Unte rk6rpe r  k. 

(22) 
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Ist a eine ganze Zahl von k, so ist dann immer noch 

a = P ( z l ,  z~  . . . .  z R ) ,  (23) 

und die zu a in bezug auf k algebraisch conjugierten Zahlen sind dann 
die Zahlen 

Slni s2ni . . . s ~ R ~ ;  o < = n ~ < = c ,  - -  I ,  r - -  I ,  2 . . . .  R .  

die Zerlegung der zu m teilerfremden Prim- Wir  untersuchen jetzt 
zahlen p im K6rper k. Es ist ftir ein beliebiges ganzes rationales und 
positives F nach dem Modul ~, wegen des Fermat 'schen Satzes: 

F pF  pF pF 
,~P = - -P (Z l  , z 2  , . . . z ~  ) 

jg( SxFind110 21 ' "s Find~ p Z 2  ' . . . S RFindR p Z R  ) 

_ sl ~ d ,  p s~ F~a,p . . .  sR F~oaR p p (Zl,  Z~ . . . .  ZR) 

_~SlFindlP s2 Find2p . . .  SRFindRpot (mod. p). 

Hiebei hat P nattirlich die gleiche Bedeutung wie in (23). 
Ist : die kleinste positive ganze rationale Zahl, ftir welche alle R 

simultanen Kongruenzen 

f .  i n d , p ~ o  (mod. c~), r - ~  1,2, . . . R 

erfiillt sind, so ist, weil a zu k gehSrt: 

a / v ' ~  a (rood. 2), 

und folglich ftir jedes Primideal p, welches p teilt 

(24) 

ceP/~  a (mod. p). (25) 

Ist f '  der Grad von 2 :  

(p )  =:/' 

so ist ftir jede ganze Zahl a v o n  k naeh dem Fermat 'schen Satze: 

(26) a P f '  ~ a (mod. p). 
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Es ist mithin f '  ~ f ,  weil die Kongruenz (25) yon jeder der pf '  Rest- 
klassen von p erfiillt is,. 

Wi t  behaupten f '  : f .  Denn sei zum indirekten Beweise f '  ~ ~ so 
w ~ e  gemiil3 (24) a fo r t i o r i  mod. p und nach (26) [tir jede ganze Zahl 
~z v o n  k :  

expf'~_Sl f '  ind, p S~ f '  ind2p . . .  Se f '  i n d s p  a ~  a (mod. p). (27) 

Die Substitution 

S1 f '  indip S2 f t  indap . . .  SR fr i ndRp  

geh6rt aber gewit3 zur Galois'schen Gruppe des K6rpers k und ist von 
der Identit~it verschieden. Denn es widerspr~iche der Definition yon ~, 
falls ftir r = I, 2, 3, - . .  R 

f '  ind~p ~ o (mod. c, ) 

gelten wiirde ftir ein f '  ~ f .  Da (27) fiir jede ganze Zahl a = al von k 
gilt, so w~ire das Element:  

f F  . .  �9 ((0el "$1 indl p s2f' ind2 p $R f '  i n d g p  eel) ' 

(a 2 .Slf '  indl p sg~ f '  ind~p . . .  SR f '  indRp a 2 ) ,  . . . . )  

durch p teilbar. Dann w~re auch die K6rperdifferente yon k, also auch 
/ 

die von K [e-~--], und folglieh auch die K6rperdiskriminante yon K I,e~-I 
durch p teilbar. Das ist abet  ein Widerspruch (Hilbert, Theoreme 85 
und I2i). 

Es gilt mithin der Satz: Ist f die kleinste positive ganze rationale 
Zahl, flit welche alle R simultanen Kongruenzen 

f . i n d ,  p ~ o  (mod. c , ) ;  r - -  I ,  2 . . . .  R ;  (28) 

G 
befriedigt sind, ferner e = --~, so zerf'~tllt eine zu m teilerfremde Primzahl 

_~ in e voneinander verschiedene Primideale / t e n  Grades 12). 

12) Einen anderen Beweis zu diesem Satze im Fal le  des vollen Kreisk6rpers siehe in 
Hilbert, Beweis zu Theorem Iz 5. 
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Denn dap  zur K6rperdiskriminante teilerfremd ist, so kann kein p in 
h6herer als erster Potenz in p aufgehen. 

Daraus tolgt 

/ / ( :  - -  ~ (P) - * )  - '  ---- 1 / ( :  - -  Z (P) 2 - ' )  - ' ,  
p t p  x 

(29) 

wo auf der linken Seite p aHe voneinander verschiedenen Primteiler p 
in k yon p durchl~uft, und Z auf der rechten Seite alle eigentliehen 
Charaktere, welehe den G Charakteren 

Y l  n'b' .Y~  n~b~ . . .  -~'xnxbR; O ~ n r ~ C r - -  : ; (3 ~ ) 

zugeordnet sind. Hier bedeutet (r--- I, 2, . . .  R): 

einen bestimmtea erzeugenden Charakter mod. l~ a~. 

Da p zu m teilerfremd ist, haben die den Charakteren (3o) zugeord- 
neten eigentlichen Charaktere fiir das Argument p den gleichen Weft  
wie die uneigentlichen Charaktere. Jeder Charakter 

Xln, b,( .~) .&n~0,(p) . . .  XRnR0~(2); O < n ~ < c ~ - - : ;  (30 

ist eine f te Einheitswurzel, denn 

f . 2 n i {  nl indl P 
Ci { ' - - -  

e 

na ind~ p nx indR p 1 
c2 + . . . .  q ~ ) = : ,  

wegen der Kongruenzen (28). Es gibt auch keine kleinere positive Zahl 
f "  ~ [ ,  sodat3 alle Charaktere (31) f "  te Einheitswurzeln sin& Denn 
dann w~ire far alle Wertesysteme der n~ : 

f..2ni{nt i n d ~ p  n2 i n d t p  nRindRp} 
~---7 - q -  ~, 1- . . . .  + ~ = : .  

Ftir jedes r = I ,  2, . . .  R wfirde fiir: n ~ = I ;  n t = n ~ - -  . . .  = ~ l r - - 1  

n r + l  ~ �9 �9 �9 - " -  ~ R  " - -  O ~, 

f "  indr2 ~ o (mod. cr) 
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folgen. Das ist abet ein Widerspruch gegen die Definition von f.  Da 
abet  die Charaktere (3 o) eine Gruppe (vom Grade G) bilden, so kommt 
jede f t e  Einheitswurzel gleich oft vor (Hecke, Satz 32, pg. 35). Mithin 
ist die rechte Seite yon (29) gleich 

0 
(I--p-S/)  / =( I - -p -S f ) - e  

Den gleichen Wert  hat aber auf Grund des Satzes pg. I82 auch die linke 
Seite yon (29). 

Wit  untersuchen jetzt die Zerlegung des in m aufgehenden Primteilers 
1R ~---l. Im UnterkOrper k* yon k, welcher aus allen R -  I Unterk6r- 
pern der Grade q ,  c~ . . . .  cR-x zusammengesetzt ist, ist die Zerlegung 
yon l auf Grund unserer bisherigen Ausfiihrungen bekannt:  Ist /'* die 
kleinste positive ganze rationale Zahl, ftir welche simultan alle ( R - - : )  
Kongruenzen 

f*  ind, l ~ o  (mod. cr), wo r =  I, 2, . . .  R - - I ,  

G 
erftillt sind, ferner e* - -  c x f ~  , so zerf~illt I in e* voneinander verschie- 

dene Primideale f*  ten Grades: 

l ----- I t  �9 1~' . . . . .  I,~, . 

Im Unterk6rper ~" vom Grade cx des K6rpers der 1 h ten Einheitswurzel 
ist l die cx te Potenz eines Primideales i :  

/ _ _ ] c R  

I 2nil 
Denn es gibt im K6rper K = / ~  ~e - - y ]  nur ein Primideal, und zwar 
ersten Grades ~, welches in l aufgeht, und also in der ( l - - I ) l  h-1 ten 
Potenz 

(Hilbert, Theorem :20). Folglich gibt es in k auch nur ein Primideal 
1, das in I aufgeht, und zwar in der cx ten Potenz. Denn wenn diese 
Potenz vom K6rpergrad yon k verschieden w~re, so mi~f3te ftir einen 
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gewissen Relativk6rper ein Primideal ~ des Oberk6rpers (der seinerseits 
Unterkbrper  yon K ist), in h/3herer Potenz in einem Primideal ~ des 
Unterk6rpers aufgehen, als der Relativgrad betr~gt. 

Aus der Darstellung 

IT. . . . . .  = = y 

folgt, d ab  die Ideale l;* nicht teilerfremd sind zu I. Man muf3 sich nut 
daran erinnern, dat3 ein Ideal die Vielfachen einer bestimmten ganzen Z a M  

repr~isentiert, welehe Zahl atlerdings in einem Oberk6rper  liegt, falls ein 
Ideal nicht Hauptideal ist. Es sei 

li = (If, [);  (f~ir i = I, 2 . . . .  e*), 

der gr6t3te gemeinschaftliche Teller yon I f  und I, aufgefat3t als Ideal 
in k. Das Ideal 1,- ist yore Einheitsideale in k verschieden. Jedes dieser 
Ideale geht in l in genau cn ter Potenz auf, mithin ist 

i ~ 1 1 , . 1 2  . . . ,  lr 

Es kann auf der rechten Seite dieser Gleichung kein weiterer vom Ein- 
heitsideal verschiedener Idealfaktor auftreten, und die It-, wo i - - I ,  2, 
. . .  e*, sind Primidea le .  

B e w d s :  Es sei in Primideal-Darstellung in k: 

At At A E = = 
l 1 �9 12 . . . .  le* = l ( l  ) �9 l(2 , �9 �9 �9 �9 I (E  I , W O E  ~ e * ,  A i  ~ >  i ,  f i i r  i - -  I ,  2 ,  . . . g .  

Es sei ebenso in Primidealdarstellung in k: 

l A t AZ AE t CR 1 - -  I(~) . I(~) . . . .  [(El . l ~  . l B~ BE. ,BE+~ (~) . . . .  [(•) �9 (g+1) 

wo H~> E und By.> o, falls j z I, 2, . . .  E ;  

Bi>=i, fa11s j = E +  i, E §  . . .  U. 

. . . .  1B , 

Der Grad des Ideals li* in k*, wo i :  I, 2, . . .  e*, ist gleich f* ,  und 
der Grad jedes in k liegenden Idealteilers ein Vielfaches Vi yon f* .  
Normenbildung in k ergibt mithin 

l G _ _  l f*ex(V~A~ + V~A~ + . . . .  + VgAg) + f*(V~B, + V~B~ + . . . .  + VgBg)+  

+ Vg+t B~+~ + . . .  + VzcB;r 
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Nun ist G =  [* .  e*.cR. Folglich mtissen, da alle Summanden des Ex- 
ponenten der rechten Seite nicht negativ sind, alle V gleich I sein und 
H--/s ferner A 1 - - A ~  . . .  - - A ~ , ~ I ,  endlich 25'1zB~--~ . . .  
= B~, = o. Q . E . D .  

Es ist auch 

/ / ( I  - - n  ( l )--s)  - 1  m / / ( I  - - X ( / ' )  l - - s )  - 1  
111 x 

(32) 

wo I auf der linken Seite alle voneinander verschiedenen Primideale | 
yon k durchl~iuft, die I teilen und Z auf der rechten Seite alle eigent- 
lichen Charaktere, die den Charakteren (30) zugeordnet sind. Denn Z (/) 
ist immer gleich Null, auger  wenn nR = o ist. Die Charaktere 

Ylnl  bl x n~ b~ . . . .  x n n - 1  bx-1 (33) 
R - - 1  

bilden aber eine Untergruppe der Charaktere (30). Ftir das Argument  
l - ~  l x  f~illt der Wef t  der Charaktere (33) je mit dem Wef t  des zuge- 
ordneten eigentlichen Charakters zusammen, und daher ist wie oben 
(vgl. das Ende v o n w  I): 

/ /(~ - - Z ( / )  / - O  - ,  = ( ~ - - / - J * , )  
x 

F 

~ R : * _ ( ~  " - : ' 9  ~" 
- -  _ _  - -  , 

Den gleichen Wert  hat aber auch die linke Seite von (32). 

Damit ist bewiesen 

Ck (s) = / / L  (s, Z) ,  (34) 
x 

wo Z fiber die zur Galois'schen Gruppe von k isomorphe Gruppe aller 
eigentlicher Charaktere zu erstrecken ist. Oder 

Ck (s) = ~(s) n L (s, Z),  (35) 
x 

wo Z fiber alle eigentlichen Nebencharaktere zu erstrecken ist, die den 
Nebencharakteren 
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y a n l b ,  y n~b, . . . .  x n R b  x ; o ~ n ~ c ~ - - l , r ~ - -  I,  2, . . .  R ,  
x auBer b a - -  b~ - -  - -  bx =- o ; 

zugeordnet  sind. 

Die Formeln (34) und (35) bleiben mutatis mutandis auch gtiltig, falls 
die Diskriminante eines Kreisk6rpers gerade ist. Wir  erhalten die noeh 
fehlenden Ausgangs-Kreisk6rper,  falls wir dem betrachteten K6rper  k 
oder auch nur dem rationalen Zahlk6rper den cyklischen reellen Unter- 
k6rper  II),o_~ vom 2*0 -2 ten Grade adjungieren (also ho ~ 3), oder dann 
den vollen K6rper  der 2h0 ten Einheitswurzel, wo ho ~ 2 (Vgl. hierzu 
Hilbert, ~ 99 und ~ IO0). In jedem Falle hat man dann Unterk6rper  
des K6rpers  der m ten Einheitswurzel, w o m - - 2 h 0 ,  m i s t .  

Eine den K6rper  bestimmende ganze Zahl yon IIh0-~ ist 

2~i  
Z ,  = Zo + Zo - 1 ,  wo Z o =  e 2ho . 

Die zu Z ,  in bezug auf f[ho_2 algebraisch conjugierten Zahlen sind die 
Zahlen 

s* ~* Z*' wo o ~ n , ~  2ho - ~ -  I, und wo s , Z  o - -  ZoS. 

Ferner  sei s ,  Z i  = Z i ,  falls i ~  o ist. 

2 0 - ' . G  Jede ganze Zahl  a des K/Srpers _K (k, Z,), dessen Grad gleich h o 
ist, ist dann v o n d e r  Form 

, = P ( z . ,  z l ,  z~ ,  . . .  z ~ ) .  

Die zu a in bezug auf K (k, Z,) algebraisch conjugierten Zahlen sind 
dann die Zahlen:  

l o < ~ , < c , - - I ;  r = I ,  2, . .R.  
S, n* Sl nl S2 n~ . . .  SR nR Or, WO O ~ n , ~ 2 t z 0  - ~ -  I. 

Das Tableau der Substitutionen (22) ~indert sich nicht. 

Fiir ungerades a sei dann ind, a die rood. 2h0 -~ eindeutig bestimmte 
Zahl, ffir welche 

ist. 

a ~ + 5 i~d,. (rood. 21~o) (36) 
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Sei jetzt p eine zu m teilerfremde rationale Primzahl und F,  die kleinste 
positive ganze rationale Zahl, ftir welche alle R - t - 1  simultanen Kon- 
gruenzen 

F ,  i n d , p = o  (mod. c~), r :  1,2, . . .  R und 
F ,  ind, p = o (mod. 2h0-2) 

2h~ Gist,  befriedigt sind. Dann ergibt sich wie oben, dat3 falls E , -  F ,  

jede zu m teilerfremde Primzahl _p in E ,  voneinander verschiedene Prim- 
ideale F ,  ten Grades zerfallt in / (  (k, Z,). 

Ebenso wie oben ergibt sich die Formel: 

/ / ( 1  - -  n ( 0 ) - , )  -1  = / / ( i  - -  Z (P) F 0  -1 , 
PIP • 

(37) 

wo auf der linken Seite 13 alle voneinander verschiedenen Primteiler t3 
in K (k, Z,) yon p durchlAuft, und rechts Z alle eigentlichen Charaktere, 
welche der Gruppe der 2h0 -2 . G Charakteren 

x . . .  x : ,  O, 
t o < n , <  2 , 0 - 2 - -  1 

zugeordnet sind. Hier ist 

x , ( +  5) : Z ,  ( +  5) = e  2~0-2 

ein Charakter rood. 2'0. Die Gleichung (37) gilt endlich auch for aUe 
rationalen Primteiler yon m, wie man auf gleiche Weise einsieht wie 
oben. Es ist ftir den analogen Beweisgang noch anzumerken, dat3 im 
vollen K6rper der 2*o ten Einheitswurzel (/t o ~ 2) die Primidealdarstellung 

2 l~ { 2h~ 

gilt. Mithin muf3 im reellen Unterk6rper vom Grade 2'0 -2 (/to ~ 3) in 
Primidealdarstellung 

2 : [ 2h~ 

sein. (Vgl. den analogen Schluf3, pg. 184). 
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Eine den K 6 r p e r  bes t immende ganze Zahl des vollen K6rpers  der 
2 ~ i  

2ho ten Einheitswurzel ist Z 0 ~ e 2k~ Sei s o Z 0 ~ Zo - '  eine Substitu- 
tion der Periode 2, also s o Z , - -  Z ,  und s oZr  ~ Z~ ftir r - ~  I, 2, . .. R. 

Jede ganze Zahl a des K6rpers  K (k, Zo), dessen Grad gleich 2 ho-1. 
ist, ist dann yon der Fo rm 

, =  P ( Z o ,  z l ,  . . .  

Die zu a in bezug auf / f  (k, Zo) algebraisch konjugierten Zahlen sind 
dann die Zahlen:  

SOt/o .s  $1nt X2n z . . . SRnR ~, -~VO o < n , <  2 h 0 - ~ - -  I 
o ~ n , . ~ c . - -  I ;  r ~  I ,  2 . . .  R .  

Das Tableau der  Substitutionen (22) ist auch hier dasselbe. 

Fiir  ungerades a sei dann ind o a die rood. 2 eindeutig best immte Zahl : 

a ~ ( - -  I )  ind~ a (mod. 4). (38) 

Wir  wollen zur Deutlichkeit  noch bemerken, daf3 (3 6) und (3 8) zusammen 

die Kongruenz  : 

a ~_ ( - -  I )  lad~ a .  5 i ad ,  a (mod. zh*) 

ergeben,  falls /t o ~ 3. Es sei F die kleinste positive ganze rationale Zahl, 
fiir welche alle R - ~  2 simultanen Kongruenzen 

F ind ,p  _~ 0 (mod. at), r = I, 2, . . R 
/7 i n d . p ~ o  (rood. 2~0 -2) 

/7 indo p ~ 0 (mod. 2) 

befriedigt werden. Dann ergibt  sich wie im Falle einer ungeraden K6r-  

2h0 -1  . G ist, jede zu m teilerfremde perdiskriminante, daB, fails E - - ~  

Primzahl _p in E voneinander verschiedene Primideale F ten Grades zer- 

fallt in K (k, Zo)- 

Die Formel  

n ( , - .  
p i p  X 

z3 Commentarli Mathematici Helvetici 

(39) 
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wo auf der linken Seite ~3 alle voneinander verschiedenen Primteiler ]3 
in K (k, Zo) von p durchl~uff, und rechts Z alle eigentlichen Charaktere, 
welche der Gruppe der 2h0 -1 . G Charaktere 

} o__<n0<, 
~70no x ,  n* .d~] nlbl X~ ~262 . . . .  X~ n~bR O ~ V ~ : ~ 2  hO-9~- I 

o < n , < c , - - I ; r - - 1 , 2 ,  . . . R  

zugeordnet sind, bleibt richtig. Hier ist ftir jede ungerade Zahl a 
a - - I  

X 0 (a) - -  (-- I) 2 ein Charakter (mod. 4). 
Die Formel (39) gilt aber auch ftir die rationalen Primteiler, die in m 

aufgehen, wie man auf genau gleiche Weise einsieht, wie oben. 
Die Funktion ~x(s) hat mithin in allen F~llen die Gestalt 

~K(s) = ~(s). II  L (s, z )  , (4o) 
X 

wo das Produkt tiber alle eigentlichen gebencharaktere zu erstrecken ist. 

w 6. Die Umformung des Ausdruckes for die Zetafunktion. 

Aus den Gleichungen (4o), (2), (9), (I2), (I3) , (20) und (21) folgt, daf3 
die Funktion ~K (S) in allen Fiillen der Kreis-Ausgangsk6rper die Ge- 
stalt hat :  

t X 
t 

i ~  x k " B  ~ - 2 -  
~K(S)~{_I)R. G ~ ) ~ I Z ( ~ )  ~-~ x(_l)=+l I G(I, j~)k=l Z ( k ) ' l ~  sin t x } 

x ' + a L + ( a - i ) l o g 2 ~  ,-'T 2' { 
X(- 1}=-1 

1 
+ T  2 

X( - 1)=+ 

r k_ 
-Z(k)log / - ~ , ]  

t x  k I 
z - z (k) ~x ] 
k=l 

t x 

t x - 
T ,~k 
~ ;  z (k)lor sin 

(4I) 

+ 

Jr- h6here Potenzen in ( s - - I ) .  
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H i e r  bedeutet  G den Grad des K6rpers  K :  
Falls m ~--- m ungerade, d. h. K = k ist, so ist G ---~ G = c I �9 c= . . . . .  cR ; 
falls m =  2h0 m, h 0 >  3, und nut  der reelle Unterk6rper  vom Grade 
2h0 - 2  zu k hinzutritt, d. h. K = - K ( k , Z , )  ist, so ist G =  2~o - 2 G =  

2 h o - ~ .  c 1 . q  . . . .  cx;  falls m = 2 h 0 m ,  h o > 2  u n d d e r v o l l e K 6 r p e r d e r  
21'0 ten Einheitswurzel zu k hinzutritt, d. h. K = K (k, Zo) ist, so ist G 
2a0-1 G - -  2h0 - 1. Q .  c~ . . . .  cx .  Die Summen und Produkte sind zu ers trecken 
bezw. fiber diejenigen der G - - I  eigentlichen Nebeneharaktere ,  welche 
den welter oben in j edem Falle erw~ihnten Nebencharakteren  zugeordnet  
sind, ffir welche Z ( - - I ) : - -  I, bezw. Z ( - - I ) - - ~ -  I ist. Hiebei  ist 
flit H der Wer t  I, ffir ~v der Wer t  0 zu setzen, falls kein Charakter  von 
X(-1)=-1 X(-1)=-1 

der Ar t  Z ( - -  I) = - -  I existiert, tx ist derjenige Teiler  von m, ffir wel- 
chen der betr.  Charakter  Z eigentlich wird. Es ist dazu noch folgendes 
zu bemerken  : 

Der  K6rpe r  _K ist als Galois 'scher K 6 r p e r  entweder  total reell oder  total 
imagin~ir. Der  erste Fall tritt nur ein, wenn alle b~, wo r--= I, 2, . . .  R 

l br  c~ 

gerade  sind, und h6chstens l-/h0-~ zu k tritt. Die Substitution sr 

ist die einzige Substitution des K6rpers  der l~Z',ten Einheitswurzel, die 
genau die Periode 2 hat, denn die Gruppe  ist ja zyklisch vom Grade 
h r .  Cr --" ( /r  - -  I)  /rhr  - 1 .  Andersei ts  ist Z,  - I  algebraisch konjugiert  zu 
Z~ im K6rpe r  der l~r  ten Einheitswurzel, und folglich verwandelt,  da 
der Uebe rgang  zur konjugiert komplexen  Zahl eine Operation der  Pe- 

l br  Cr . . 
riode 2 ist, s ,  j eoe  Zahl des K6rpers  der l ~  ten Einheitswurzel 

in ihre eonjugiert  complexe  Zahl.  
Ist b~fferade,  so k o m m t  unter den Substitutionen, welche die Zahlen 

des Unterk6rpers  vom Grade  cr des K6rpers  der l~h~ ten Einheitswurzel 
invariant lassen [vgl. das Tableau (22)], auch die Substitution 

T Cr 
Sr  

vor und tolglich sind die Zahlen des Unterk6rpers  vom Grade c,. alle 
reell. 

(e~) nach dem Modul c, kon- Ist b~ ungerade,  so ist c,. gerade  und br u 

gruent einem der Wer te  I, 2, 3 . . .  ( c , . - - I ) .  Die Substitution 

b ~ - ( ~ )  
$r  
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ftihrt also eine den K6rper  vom Grade c. bestimmende ganze Zahl a 
in eine zu ihr algebraisch conjugierte 

b~. (~) _ 

S r C l - -  ~t 

fiber. Die Zahl 
O~--(Z 

geh6rt  dann auch dem K6rper  vom Grade cr an, denn der K6rper  vom 
Grade c~ ist Galois'sch. a - -  a ist aber rein imaginiir und yon Null ver- 
schieden wegen der Irreduzibilit~it der Gleichung mit rationalen Zahl- 
koeffizienten vom Grade c . ,  der  a und seine algebraisch konjugierten 
Zahlen gentigen. 

Bedeutet  r 1 die Anzahl der reellen, 2 r~ die Anzahl der imaginiiren 
unter  den r 1 -~-2 r 2 zueinander algebraisch konjugierten K6rpern  eines 
algebraischen Zahlk6rpers vom ( r l ~ - 2 r ~ ) t e n  Grade, so ist r l = o ,  

r~---~,--0 falls K imagin~ir ist, dagegen r 1 = G, r 2 - - o ,  falls 1~ reell ist. 

l m  Fal le  eines reellen K g ib t  es keine Charaktere ,  f ~ r  welche 27 ( - -  I) = - -  I 
ist .  Denn ftir den erzeugenden Charakter  ist 

br Cr \ X ~ ( - -  I) = X~ g - - e  = - - , ,  

also X r  br ( - -  I) - -  A 7 I, bezw. 

52h~ z ) 2~i ho__ 2 
X , ( - -  I) = X ,  ---- e 2h~ " 2 = + I .  

Falls K imagin~ir ist, sind je ~ Charaktere yon der Ar t  Z ( - -  I) = - -  I 

und Z ( - -  I)-----~ I, denn das Produkt  zweier Charaktere yon verschie- 
o ,) 

dener Ar t  ergibt einen Charakter  yon der Ar t  27 ( - -  I) ---~ - -  I ; (~- - -  

Nebencharaktere  sind also yon der Ar t  2 7 ( - - I ) - - - ~ - I .  

Wir  gehen iiber zur Vereinfachung der rechten Seite yon (41). Unter  
Beriicksichtigung des Corollares, pg. I72 erhalten wir fi~r die beiden 
Produkte der rechten Seite der Formel  (4I): 

( ~ \ r~ r, + r~-- x I I  i I I  I 
m ]  "2 x ( - 1 ) = - , G ( T , Z ) •  G 0 , Z )  x 

m 

X(-~)=-llz.=_l • tt~2_l "Z (k). log s i n ~ -  . 

(42) 
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P i i r  die f l r a k t i s c h e  B e r e c h n u n g  ist allerdings die ursprfingliche Summations- 

Vorschrift bis zu t x ,  bezw. t~ vorteilhafter. 
2 

Wit berechnen die beiden ersten Produkte des Ausdruckes (42). Wir 
nehmen zuerst die Z ,  die fiir einen Teller der ungeraden Primzahlpotenz 
/ r * r = l  ~ , unter Weglassung des Index r, eigentlich sind. 

Die zugeh6rigen Charaktere sind: 

2r r i  

X nb, wo o < n < c - -  I und X(g ) - - - - -Z ( f f )=e r  

Dutch SchluG yon t z - - I  auf k sieht man unmittelbar: 

Es gibt einen Charakter, flit den (n, l ~) = l ~ ist. Er wird fiir tx - -  I 

eigentlich 13). 

gibt ~ I  Charaktere, ftir die (n , l  h ) - - l  h-1 ist. Sie werden Es 

fiir tx = 1 eigentlich. 

Es gibt r162 Charaktere, flir die (n, I *) -= l h-'~ ist. Sie werden 
b 

ftir tx -= l ~ eigentlich. 

Es gibt ~(18)--~(l~)  Charaktere, ftir die (n, Y ' ) = Y ' - ~  Sie werden 
b 

fiir tx - -  l ~ eigentlich. 

Es gibt ~ (lh - 2) __ 9 (y,- 3) b Charaktere, ftir die (n, l h) = l. Sie werden 

fiir tx = l h -  1 eigentlich. 

Es gibt q ~ ( l * ) - - q ~ ( i h - 1 )  Charaktere, ftir die (n, / h) -= I. Sie sind 
b 

schon eigentlich: Ix - -  1 *. 
Zu jedem nicht reellen Charakter existiert auch der konjugiert kom- 

plexe Charakter, da ja die Charaktere, die zu beriicksichtigen sind, zu- 
sammen mit dem Hauptcharakter eine Gruppe bilden. Bei beliebigem 
tx ist fiir zwei conjugiert complexe Charaktere, vgl. den Anfang vonw 2, 
Formeln (3) und (4), falls Z ( - -  I ) - - ~ Z ( - -  I ) - - -  I ist: 

i g" - - I  1 [ - - 1 1 2  
) Z ( - - I ) . t x  - -  = t x , 

la) Der Hauptcharakter ist in (41) und (42) nicht zu beriicksichtigen. 
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und ,  falls Z ( - -  I) - -  ~ ( - -  I) = + I i s t :  

I I I I __ [ _ 1  I 
G ( I , p ~ ) ' G ( I , ~ )  • ( - -  I ) . t x  tx  gx. g 

1 Nur der Nebencharakter, ffir welchen n .  b - - ~  q0 (#) ist, ist reell, alle 
andern sind je zu zweien konjugiert komplex. (Die Gruppe dieser Cha- 
raktere ist ja zyklisch l) Fiir den erzeugenden Charakter ist 

I k 
X u  ) ( - -  I ) = ( - -  I) 2 

Je nachdem (p (#) , oder also auch 1--___j_I ungerade oder gerade ist, 
2 2 

ist ffir den reellen Charakter Z ( - -  I) = - -  I oder Z ( - -  I) = @ I. Im 
ersten Falle ist - -  l ~  I (mod. 4) und 

i __ I __ T ; 

G ( I , Z ) - - [ V T [ -  

im zweiten Falle ist l ~  I (mod. 4) und 

I ;  , c( ,z)=lv-71= t Y,  

nach den bekannten Formeln tiber die GaufYschen Summen14). Die 
beiden ersten Produkte yon (42), erstreckt fiber alle eigentlichen Neben- 
charaktere, ffir welche tx ein Teiler v o n #  ist, ergeben mithin 

~ I  tt - -  I l l  '~-1 - -  ~ / t - - 1 - -  ( b - -  I) 

II--;I a 
l h _ ' - '  + ( a -  I) I 

1~) Einen direkten Beweis fttr die Vorzeiehenbestimmung dieser Gauss'sehen 8ummen 
liefert z. B. die Funktionalgleiehung der Zetafunktion des betr. quadratisehen K6rpers in Ver- 
bindung mit der Funktionalgleiehung der gew6hnliehen tkiemann'sehen Zetafunktion~ fttr 
S = o ,  bezw. 8 =  I. Vgl. z. B.: Gut~ M.~ Ueber die Klassenzahl der quadratisehen K6rper~ 
Vierteljahrssehrift der Naturforsehenden Gesellschaft in Ziirich, 72. Jahrgang (I927)~ pg. I97. 
Man beachte tibrigens wohl~ dass man auf diese Vorzeiehenbestimmung verzichten und sich 
mit den absoluten Betr~igen~ also mit Formel (4)~ begniigen kann, fails man nur die 
Klaasenzahlbest#nmttng (vgl. w 7) des K6rpers beabsichtigt. 
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I'1 Die Potenz, in der l i f t  mithin tiberhaupt in diesen beiden Pro- 

dukten auftritt, ist 

lr --~ ~r [r hr - - I  (Z r - -  I)  }" G, (43) 

Denn jeder  Charakter rood. l~ hr tritt mit jedem der G: q0 (l, h*) Charak- 
~l br 

tere mod. /~h7 " multipliziert auf. Die Charaktere sind auch in der ge- 

samten Gruppe der G Charaktere je zu zweien konjugiert komplex, 
auf3er es handle sich um die reellen Charaktere.  Abgesehen vom Haupt-  
charakter geh6ren die reellen Charaktere zu den Teilern 1,, l~, . . .  1R, 
4 oder 8, (siehe pg. I64), oder  Produkten dieser Gr6f3en (jede h6chstens 
in erster Potenz !), wobei nattirlieh nut  4 oder 8 auffritt in einem solchen 
Produkte.  Ftir alle diese reellen Charaktere ist ebenso naeh den be- 
kannten Formeln tiber die Gauf3'sehen Summen:  

G ( ~ , Z ) - -  t x - T  , falls Z(--I)~--:--I; (Z reell), resp. 

I 't I ~--- t x - V  , falls Z ( - - 1 ) - - @ ~ I ;  (z ree l l ) "  G(~,Z) 

Endlich ist noch die Primzahl 2 ins Auge zu fassen. Die nicht schon 
erw~ihnten Nebencharaktere sind je zu zweien konjugiert komplex (vgl. 

Pff. I65). 

Trit t  der  volle Kbrper  der 2h0 ten Einheitswurzel in K auf, so liefern 
die beiden Prod ukte von (42), nur tiber die Teller tx yon 2 ho erstreckt 

12-  
Mithin ergeben beide Produkte  als Faktor,  der alle Potenzen yon 2 
enth~tlt: 
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Tri t t  nur der reelle Unterk6rper  vom Grade 2h0 -2,  wo h 0 >  3, in s 
auf, so liefern die beiden Produkte  von (42), nut  tiber die Teiler tx von 
2h. erstreckt, den Faktor :  

ho. 2 h o - - 2  2 h o -  2 __ I 2ho - 2 _[_ (2 

Mithin ergeben beide Produkte von (42), als Faktor,  der alle Potenzen 
von 2 umfaf3t: 

2ho + (2 - -  
(45) 

Wi t  haben damit in jedem Falle die beiden Produkte  von (42) be- 
s t immt;  wir wollen aber diese Gr6f3e noch durch die Diskriminante von 
_K ausdrticken. 

Wi t  bestimmen zunlichst die Diskriminante aT des Unterk6rpers  k-der  
l~r - - - l  k ten Einheitswurzel, wo l ungerade ist, der den Grad c ~ a # - 1  

- -  q) (#) hat. 
b 

Ist b - - I ,  mithin a - - ~ - l - - I ,  und c - - - ( l ~  I )Y ' - J ,  so tritt der volle 
K6rper  _~ der # ten Einheitswurzel in 2k" auf, dessen Diskriminante 
(Hilbert, $ 96) gleich 

h l h _ _ h l h - - I  _ _ l h - - x  
+ D =  l (46) 

ist. Es sei mithin b > I. Die Elemente,  welche Teller  der Relativ- 
differenten yon s zu k (vgl. Hilbert,  SS 14 und 15) sind, sind alle gleich 

2~ri 

dem Ideal { ~ ( I - - Z )  von /~. Hier  ist Z ~ Z r - - e l / ' ~  . Denn sie 
sind gleich 

( Bc ) 
l ~ B ~  I - - Z * "  - i  , ]3---~ I, 2, . . .  3 - -  I, 

und die Kongruenz  

B a l  
g - - I = o  ( m o d . / ) ,  B - - I ,  2 , 3 ,  . . .  b - -  I ,  
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ist nicht m6glich. Denn g ist a for t ior i  Primitivwurzel mod. l ,  und es 
miif3te / ? a l h - l ~ _ _ o  (mod. (l--I)) ,  d. h. B a ~ o  (mod. (/---I)) sein. Das 

ist aber nicht m6glich 15). Die Relativdifferente yon B7 zu k ist mithin 
gleich r die Relativdiskriminante yon l~" in bezug auf k mithin 
~-b(a-~ = [ b - a ) ,  wo I die gleiche Bedeutung hat wie auf pg. I84. Nach 
dem Fundamentalsatz fiber die K6rperdiskriminanten (Hilbert, Satz 39) 
ist die gesuchte Diskriminante d, da 1 ein Primideal I. Grades in k ist. 

/ t  Y '  - - / z  Y ' -  * - -  l a - *  - -  (b - -  I ) 

+ d =  I ~ l  

I ]h--1 + (/~ - -  1) t @ (Zh) 

= l / l  L h - 1  ( l ' - -  1) } /? 
(47) 

Da fiir b z I die Formel (47) in die Formel (46 ) tibergeht, gilt die 
Formel (47) allgemein. Im Ganzen tritt diese Diskriminante (Hilbert, 

88) in der G: cP~ lh~)'" ten Potenz in tier K6rperdiskriminante D Theorem 

yon K auf. Der Faktor  yon D, der aUe und nur die Potenzen yon l~ 
enth~ilt, ist mithin: 

4 §  i) 
/l,. h , . -  * 

z - 7 Y i g - i f  
o (48) 

Tritt  der volle K6rper K der 2h0 ten Einheitswurzel in K auf, so 
lautet der Faktor  yon D, der alle und nur die Potenzen von 2 enth~ilt, 
analog : 

{h o - -  I I G (49) 

Tritt  schliet31ich nur der reelle Unterk6rper /c vom Grade 2a0-2 in K 
auf, so beachte man, daf3 die Relativdifferente dieses K6rpers k zu K 
gleich dem Element 

15) Man hire sich vor dem Trugschlusse, dass alle Elemente yon /~ gleieh ~ seien. Es 
gibt aueh Elemente~ welche h6here Potenzen yon ~ sin& Dieser Punkt wird nicht genauer 
untersueht bei Beege B ist aber we~entlich. (Vgl. Beeger~ 1. % pg. 46o/461), 

I97 



v = (Zo-Zo-1) ,  Z o = e  

21ri 
2 h0 

, wie oben, 

ist. Die Relativdiskriminante ist mithin das Ideal in k: 

(Zo--Zo-')2~--- (Zo ~ -  I) (20 - 2 -  i ) .  

Die Norm dieses Ideales in ~ in bezug auf den rationalen Zahlk6rper 
2~ri 

ist, falls ~ e 2k~ bedeutet :  

ho-- I ]2 
(~ - -  I) (~8__ I) (~'~-- I) . . . .  (~2 --1__ I) 

;l m 1- 2 

Mithin ist, falls ~ d i e  Diskriminante yon ~ bedeutet, unter Berticksich- 

t igung des Wertes  + ~---~ 2(/*0- I) 2 k ~  der Diskriminanten yon /~: 

+ ~ - -  2(ho - 02  no-~ h o -  

4 

2ko-2 2~o+ ( 2 - -  I) t -  2 " ~ (2ho) . 2  

Der Faktor  der Diskriminanten D yon K, welcher alle und nut die Po- 
tenzen yon 2 enth~tlt in diesem Falle, ist mithin: 

i 2'~o -~' + (2 - i) l  /~o 2h0- 2 . G (50) 
2 

H~It man jetzt die Ausdriicke (43) mit (48), bezw. (44) mit (49), bezw. 
(45) mit (50) zusammen, so ergibt sich jetzt ftir (42) der Ausdruck:  

~ z  
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Hie r  be deu t e t  r - - - - - r  1 q - r  2 - -  I ,  wie iiblich. F t ih ren  wir (5 I) s tart  (42) 
in (4 I) ein, so erha l ten  wit  die ScMussfarmel: 

n 

Cx(s) : ~-n "lg-Dlxi.,,~_,~,=,-Z(k)'kx(.'~,~+, ," Z (k) " l~  sin X 

z ;z(k)lo  = - O l  
T - - - - 7  i 

z -  z (k) .  T_ 
* = '  ~ '~ (52)  

V 
1 4- (G-  I) log 2 r~-~-u 2' 

x(d) =-- i  

t', 1 -g- k 
z -  z (k) ( 0  + y 2  ' / ,=~  

x " =  + 1' t x  q -  
2 

i, 27 . 2: (k) log sin ~ k 

-{- hOhere Potenzen  in ( s - - z ) .  

Die P r o d u k t e  und S u m m e n  g e h e n  tiber alle G - -  I e igent l ichen N e b e n -  
cha rak t e r e  der  G r u p p e  der  G Cha rak te re ,  die i somorph  ist mit  de r  
Galo i s ' schen  G r u p p e  des  K 6 r p e r s  AT, natfirlich je nu t  fiber die e igent -  
l ichen N e b e n c h a r a k t e r e  yon  der  ve r l ang ten  Ar t .  G ib t  es da run te r  keine 
C h a r a k t e r e  mi t  Z ( - - I ) = -  I, so ist ftir das be t ref fende  P r o d u k t  de r  
W e r t  I, ftir die be t re f fende  S u m m e  der  W e r t  o zu setzen. 

w 7. Die Klassenzahl der Ausgangs-KreiskSrper 

Die  Klassenzah l  h des K 6 r p e r s  K erhiilt man  aus der  b e k a n n t e n  
F o r m e l  : 

2r~ + r.a. r~r~. R* 2 ~ . r~ r~ . R 
lim ~'K(s). ( s - -  I) : -  h .  • wo • - -  - -  (53) 

�9 = ,  *v I v ~ - I  ~ '  I V-fit 2P ' 

und wo I 0 - -  o, fails r ~ - -  o 
O - -  I ,  falls r~ > o .  
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G i s t  der Grad des K6rpers t ( ,  w die Anzahl der in ihm auftretenden 
Einheitswurzeln, D die KSrperdiskriminante, R der Regulator. Ffir den 
Regulator sind zwei Definitionen in der Literatur gebr~uchlich, die sich, 
falls r 2 ~ o ist, um den Faktor  2~2 -1 unterscheiden: R * =  2r.~ -1 .R,  
und sonst sich decken. Die Verschiedenheit der Definitionen rtihrt da- 
yon her, daf3 die Autoren, die R* verwenden, in R* die Logari thmen 
der Normen der komplexen Grundeinheiten der konjugiert algebraischen 
Zahlk6rper nehmen, die Autoren, die R verwenden, die Logari thmen 
der absoluten Betr~ige der komplexen Grundeinheiten der konjugiert 
algebraischen Zahlk6rper 16). 

Wir nehmen zuerst den Fall des total reellen K6rpers K :  hi, bz, 
. . .  b8 sind gerade, ferner ist h6chstens der reelle Unterk6rper vom 
Grade 2h0 -2  in K. Die linke Seite von (53) ergibt dann, da r 1 - -  G, 

r 2 : o ,  w : 2 [vgl. den Anfang v o n w  6]; verm6ge (52 ) 

~z 

[ VD-I / /  ~ a "  Z (k). log sin ~ 
X = m 

und die rechte Seite von (53) 

2 a . R 
h .  

2 ] v v l  ' 

folglich ist 

m 

] z =  x 

R 

wo das Produkt tiber alle G - - I  eigentlichen Nebencharaktere zu er- 
strecken ist. 

16) Die Verwendung yon R'* siehe z. B. bei Hecke, die Verwendung yon R in E. Landau~ 
Einfiihrung in die elementare und analytisehe Theorie der algebraischen Zahlen und der 
Ideale; Leipzig und Berlin z918. Der Hilbert 'sche Zahlbericht ist inkonsequent: Im VII. 
Kapitel ist der Logarithmus der Norm der komplexen Grundeinheiten genommen (R*)~ im 
XXVI. Kapitel fiir allgemeines m der Logarithmus des absoluten Betrages der Grundein- 
heiten (R). Hierauf hat Beeger x919 1. c. pg. 414 and sp/iter, 1923, Mitchell aufmerksam 
gernacht im ersten der in der Einleitung erw/ihnten Bulletins of the National Research Council 
(cfr. dort~ pg. I7). 
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Ffir den Fal l  des total  imagin~iren K 6 r p e r s  [wenigstens e i n  b,.  ungerade ,  

G 
oder,  falls alle b~ g e r a d e :  / ( (Z0 )  liegt in K ]  ist r 1 = o, r~ = Die 

2 

Anzah l  w der  Einhei tswurzeln  ist:  
Fails  m unge rade  ist:  

w - ~  2 l I [ , . h ,  . , wo das P roduk t  fiber alle r zu e r s t r ecken  ist, 
ffir we lche  b~ ~--- I ist;  

Fal ls  m ge rade  ist, mithin ~_o  (rood. 4): 

w = 2 1 ' 0 / / [ h ~ ,  wo das P roduk t  fiber alle r zu e r s t recken  ist, 
ffir welche b ~ -  I i s t .  

Is t  kein b ~  I,  so bedeu te t  in be iden  FMlen das P roduk t  H die 
Zahl  I. 

Die linke Seite yon  (53) e rg ib t  jetzt,  gem~tt3 (52): 

G G ~ 

�9 / /  . k  H ik i- (k) log sin 

die r ech te  Seite yon  (53) ist: 

G 
2 G - - l ~  2 . R  

~ ,  - -  

Folg l i ch  ist : 

~ ---- I~r . 

l . l  ~, - ' ,= - -~  I S ,  z (k) k z -  z (k)log s~. ~kt �9 x ( -  1 ) ~  + 1 k ~ l ~  

G 

(2 m)Y R 

wo das ers te  P roduk t  fiber alle G eigent l ichen N e b e n c h a r a k t e r e  zu er- 
2 

s t r ecken  ist, ffir welche  Z (  m I) ~--- - -  I ist, w~ihrend das zweite P roduk t  

G 
t iber  a l l e - -  I e igent l ichen N e b e n c h a r a k t e r e  zu e r s t recken  ist, ffir 

2 

welche  Z ( - -  I) - -  -~- I i s t .  

Im  H i lbe r t ' s chen  Zah lber ich t  ist die letzte Fo rme l ,  falls m ~ o (rood. 4) 
ist, und es sich um den vollen K r e i s k 6 r p e r  der  m ten Einhei t swurze l  
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handelt, falsch angegeben. Vergleiche die in der Einleitung erw~ihnte 
Arbei t  yon E. E. Kummer.  zv ist dann n~tmlich nur gleich m. Vergleiche 
auf3erdem Anmerkung 16) betr. den Regulator. 

Falls die Gruppe der Charaktere,  fiir welche Z ( - -  I) - -  -+- I i s t ,  zyklisch 
ist, kann man das Produkt  

]/ ~ 1- Z (k). log sin 
~((- 1 ) =  + 1 k 

in Determinantenform schreiben, wie dies schon yon Kummer  [vgl. Crelle, 
Bd. 40, pg. 93;  Journal de math6matiques t. 16, pg. 377 (I85o)] ausge- 
fiihrt wurde in den von ihm betrachteten Kreisk6rpern. Wir  wollen darauf 
nicht eintreten. Vergleiche auch Beeger 1. c., pg. 768/77 o. 

III. Kapitel. Die Zetafunktion, die Kronecker'sche Grenz- 
formel und die Klassenzahl des allgemeinsten 
Kreisk6rpers 

w 8. Die Zetafunktion des allgemeinsten KreiskOrpers 

Es handelt sich jetzt darum, noch s~imtliche Unterktirper U eines 
gegebenen Ausgangs-Kre i sk6rpers  K ins Auge  zu fassen, die nicht 
schon Unterk6rper  eines ,niedrigeren~ Ausgangsk6rpers  sind, d. h. eines 
Ausgangsk6rpers,  welcher  wirklicher Unterk6rper  von K wiire. 

Sei  zundchs t  w ieder  m ~ m ungerade.  Die Zahlen von K sind invariant 

unter s~ I , s~ ~ . . . .  s cR. Diese Substitutionen und ihre Potenzen sind in 
diesem Kapitel  im wesentlichen yon gleicher Bedeutung wie die Einheits- 
Substitution. Die Galois'sche Gruppe ~ yon K ist gegeben durch 

s n l  n~ n R  O <  < . . .  R .  
s 2  . . .  s R ; n r ~ c r ~ I ; r - -  I ,  2 ,  

Wenn man nun verlangt, dab  die Zahlen des Unterk6rpers  U 
invariant seien unter 

s* mithin auch unter s =x s 8~ .. s ~Mx+2%) , ,  , ,  , ,  . , ; M, N g a n z  rational 

so mug  der  Modul (x, c~) mit (c~) identisch sein, denn sonst wiire U 
Unterk6rper  eines niedrigeren Ausgangsk6rpers.  Daher  kann man nut  
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fordern, dab  die Zahlen von U invariant seien unter Substitutionen 
vom Typus  

SX1 1 X2 X R 
�9 S 2 . . .  S R 

wo fiir mindestens zwei verschiedene Indices r der Exponen t  x~ ~-: o 
(mod. c~) ist. Sind die c~ je zu zweien zueinander teilerfremd, so wiiren 
die Zahlen yon U auch invariant unter 

Ct C~.. .  C R C1 C~ ... C R 

Cr Cr 
(SXl , X~ X R sz . . .  s R ) ~iquivalent Sr 

also mtii3te, wie oben, x ,  ~: o (m od ,  c,) sein ftir r - - I ,  2, . . .  _R. Wir  
mtil3en daher  annehmen, daf3 die c~ gemeinschaftl iche Tel ler  haben.  Nur  
dann gibt  es Unterk6rper  ~L 

H a t  U den Rela t ivgrad  y, so gibt 
stitutionen : 

s x"  s x~ sX~ . . .  s xR1 = I =  Identit~it 

es eine Gruppe  ~ von 7 Sub- 

o<x , .~<c , . - - I  ' ( 5 4 )  
g =  I ~  2 ~  . . . .  

G 
unter denen alle Zahlen yon U invariant sind. Es  gibt  ferner g = - -  

7 
Substitutionen, so d a b  die symbolische Gleichung gilt:  

^yRa sylg sY~g .yRs. : ~ "  sYn Sr ~ sYm-[-~ - - ~ ' ~ a  ~ Cy~ s r  ~" ~g .Af_~ 
�9 . .  . .  �9 . . ~  O R 

s y .  sy** . y x ,  = I - -  Identit~it. (55) 
�9 �9 �9 .2. R 

Fl I 17 2 n R Wir wollen jetzt  der Substitution s~ s~ . . .  s R der Galois 'schen 

Gruppe  q5 yon K den Charakter  (vgl. Anfang yon S 5): 

.,.n~b,, ~ ~ . . . g ~ R )  ..n~b~, B ~ . .nRO x, B 
_~2i 1 ~g'l, g2~ ..v% I g l , g ~  . . . g ~ g ) . . . ~ i  R ~gl 1 ~,,~ o ~,~ 

: x : ,  b, ( g ( , ) . x p  

+ l = :  ~ c, - ~ U + " "  + ~ 

(56) 
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zuordnen. Dadurch sind die beiden zueinander holoedrisch isomorphen 
Gruppen der G Substitutionen und der G Charaktere ein-eindeutig, d.h. 
von inneren Isomorphien frei, aufeinander bezogen. 

Setzt man jetzt s~mtliche Charaktere gleich I, welche den y Sub- 
stitutionen der Gruppe :3 entsprechen, so wird dadurch eine Gruppe 

G 
yon genau ff = - - A r g u m e n t e n  

7 

g l b ' J  f f  2 b2j . . .  ffbRnJ ; 0 < 3r j  < Cr - I ; j =  I,  2 . . . .  g ,  r -~  1, 2, . . .  R ;  

festgelegt (Hecke, pg. 36/38), die also al le  ), Gleichungen 

2:"gi~Xll~ " -']'-X21 ~2j + ~31 _.1 XRI ~Rjl 
Cl 1J 62 ~ ~33j -Jr- . . . .  6R 

c ~ z I 

2~'ri~X123 �9 -x22 X32 3 '-Jr -[-xR~ bnj t 
~ q l j  c~b2J + c 3 3j . . . .  cx 

2 ~i l x13 31j .-I- x23 D2j .-~- x33 -3L- XR3 bRj l 
~1 c2 ca b3j + . . . .  c-~ 

~ ~i 1 ~,~ ~ by + ~2~ ~ by + ~ b~j + ~ .... + x-~ b.. I ~ .  

j =  I, 2, . . . g  (57) 

befriedigen. 
Die tibrigens zu 05/5 isomorphe Untergruppe yon Charakteren ist 

mithin folgende 

bt bl J " . . .  ~ b n  bRy 
x l  (a) x2  b~~ (a) (~); j = I, 2, . . . .  g;  (58) 

wo die Charaktere dieselbe Bedeutung haben wie eben und im w 5- 
Es ist ftir spliter wichtig, noch zu bemerken, dal3 man diese Gruppe 

yon Charakteren als die zur Gruppe der ~ zugeordneten Charaktere 
r e z i p r a k e  Gruppe nennt. Denn es geht aus einer aufmerksamen Betrach- 
tung der Kette der Gleichungen (56) unmittelbar hervor, dat3 die 
reziproke Charakteren-Gruppe der reziproken Charakteren-Gruppe die 
ursprtingliche Charakteren-Gruppe selbst ist. Oder anders ausgedrtickt: 
Nur die y Systeme yon Zahlen 
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(XI1 ,  X21, X31~ . . .  XRI)  

(X12, X22, X32 . . . .  XR2) 
(X13, X23, X33, . ~  XRa) 
. . . .  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  . . . . .  

(x tr  , x~r , x3r . . . .  xxr )  

befriedigen alle ~ Gleichunffen: j - - - 1 , 2 ,  . . . g :  

2YI~ilC~ b l j + x 2 ~ 2 2 / ~ 2 ] + ~ 3 ] +  . . . .  +~R bR] t 
e - - -  I .  

Die Tatsache, dat3 U nicht Unterk6rper eines niedrigeren Ausgangs- 
Kreisk6rpers ist, driickt sich so aus, daf3 alle Moduln 

(c~; b~t, b.z, b.~ . . . . .  b.g) ~ I, r = 1, 2 . . . .  R (59) 

sind. Denn w~ire dies nicht der Fall und etwa:  

(c.; b~,, b~,  b~ . . . .  b..) = (b'.), b'r > i ,  

so ist klar, daf3 bei festgehaltenem x v ,  x2t . . . .  x r - ~ , t ,  x,.+l,~, . . . x n t  

cr 2cr (b '~ - -  I) c. unter den Ex- mit x,~ auch x~, -~- ~ ,  x, , -[-  b ' , '  "'" x,~-~ b'~ 

ponenten-Sys temen der Substitutionen yon ~ auftreten wiirde, und 
Cr 
o" 

folglich ware die Substitution s~ in 5 .  Das ist abet  gegen die Voraus- 
setzung falls b~' > I .  

Es  sei jetzt _p eine zu m teilerfremde Primzahl, p darf hier also auch 

gleich 2 sein. Die Primitivwurzeln mod. l~ r u n d  daher auch die Indices 
seien die gleichen wie in w 5. 

Wi t  betrachten jetzt die ~, simultanen Kongruenzen [vgl. (54)]: 

5 .  indl P ~- X l t  (mod. Q) 
ft. ind~ p ~ x2t (mod. c~) 
f~. ind 3 p ~ x~ ,  (mod.  c~) t = I, 2, . . .  r.  (6o) 
. . . . . . . . . . . . . . .  , ,  . . . .  , . . . . . . . . .  , 

ft- indxp ~ x m  (mod. cR) 

Falls eine solche simultane Kongruenz (bei festem t) fiberhaupt eine 
L6sung ft zul/if3t, nehme man das kleinste positive ft, welches alle R 
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simultanen Kongruenzen befriedigt. Wenn fiir ein festes t keine L6sung 
ft existiert, so ist f~ gar nicht definiert. Die Zahlen ft, welche so exi- 
stieren, bilden einen Modul, weil die zugehSrigen Substitutionen von ~, 
wie man ohne weiteres einsieht, eine Untergruppe von ~ bilden. Im 
ungtinstigsten Falle ist nur ein Wert  ft erkl~irt, der der Einheits- 
Substitution von ~ entspricht und gleich unserem friiheren f (vgl. ~ 5) 
ist. Es sei dann f der gr6i3te gemeinschaftliche Teiler aller f~, dann ist 
jedes ft ein Vielfaches yon f, also auch unser frtiheres ~. Endlich gibt 
es sicher mindestens einen Index iT, fiir welchen 

f .  i nd lp  ~ XlT (mod. Q) 
f .  ind 2 p ~ X~T (mod. c~) 
f .  ind 8 p ~ X~T (mod. c3) 

f .  indR p ~ XRT(mOd. CR) 

(6I) 

ist; dies wieder, well die Substitutionen von ~ ,  denen ein ft entspricht, 
eine Untergruppe von ~ bilden. Man sieht tibrigens, daf3 es zu jedem 
ft nur eine Substitution geben kann, sodat3 die Kongruenzen (60)gelten, 
denn die linke Seite jeder Kongruenz legt doch die rechte Seite nach 
dem Modul cr eindeutig lest. Mithin bilden die Substitutionen, denen 

ein f~ entspricht, eine zyklische Gruppe vom Grade 
f "  

Jede ganze Zahl a v o n  U l~if3t sich so darstellen: 

= P ( z i ,  . . . .  

Es sei jetzt 1; eine beliebige positive ganze rationale Zahl. 
wie in w 5, vgl. die Kongruenz (24): 

Dann ist 

a p f  ~ sl ... SR a (mod. p) F ind 1 p S2F ind~ p F indR p (62) 

Insbesondere ist flit das in (61) erkliirte f, weil a nach Voraussetzung 
invariant ist unter .~: 

f f ind, ind 2 p f indRp . . .  XRT (mod. p) ~ P  ~ -  Sl P s2 f . . .  SR a ~ s1X~Ts2 X2T SR ~ ~ 

Also ist a fortiori f/Jr jedes Primideal p von U, welches p teilt 

a pf  ~ a (mod. t~). 
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Ist f '  der  Grad von p in U: 

f,  
n (p) = 2  

so ist ftir jede Restklasse mod. p 

fP 
a p ~ cr (rood. p), (63) 

und es gibt auch kein kleineres f"  ~ f '  mit dieser Eigenschaft. Folglich 
ist f ' < f .  Wir  behaupten:  f ' = f .  Denn w~.re f ' ~ f ,  so wiire ftir 
j. 'de ganze Zahl a yon U gem,.f3 (62) und (63): 

fP ft indtp fr ind~p fr indRp 
~ P  ~-- s 1 s 2 . . .  s x  a ~ c ~  (mod. p). 

Die Substitution 

f ~ indl p S2 f p ind2 p f r indRp 
S 1 . . .  S R 

gehSrt  aber gewif3 zur Galois'schen Gruppe yon U und ist yon der 
Identitat verschieden. Denn es widerspr~iche der Definition yon f, falls 
ftir f '  ~ f ein festes t existieren wiirde, soda(3 die R simultanen Kon- 
gruenzen (60) erftillt waren flit ft ~ f ' .  Analog wie in w 5 folgt jetzt, 
daf3 das Element yon U: 

( f t  indl p fr ind2 p fr  indep tql) 
( ~ ' 1  - -  S1 S2 " " " S R  

f P indl p f t ind~p f t indRp ) 
( ~ 2 - - S l  S2 "'" s R  a2) . . . . . . .  

durch p teilbar w~.re. Das ist abet  ein Widerspruch und f '  ----- f. Mithin 
haben alle Primideale p von U, welche p teilen, den dutch die Kon- 

gruenzen (6I) erkl/irten Grad f u n d  es gibt e z fg~ voneinander v e r -  

schiedene. Denn p ist ja zur K6rperdiskriminante teilerfremd. 

Es gilt immer noch die Gleichung 

H (~- .  (~)-9-' = H ( : - - z  ( 2 ) F 9  - :  , 
~ / p  x 

(64) 

wo links p tiber alle voneinander verschiedenen Primteiler p in U von 
p zu erstrecken ist, und rechts Z tiber alle den Charakteren in (58 ) 
zugeordneten eigentlichen Charaktere. Da p zu m teilerfremd ist, kann 
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man summieren fiber die uneigentlichen Charaktere. Jeder Charakter ist 
eine f te Einheitswurzel, denn es ist ftir j - -  I, 2, ... g nach (6I) und (57): 

2 ~ i .  f t bl/indlcx p ~b~/ ind 2c2 p _j_ . . . .  _~ bR/indxPtcR t 

2,1~ilbl.fXl______~T q b2fx2T if_ ... + bRj-XRT t 
c t c e ce ] 

~ - e  - - "  I ,  

Es gibt auch mindestens einen Charakter, der eine 
niedrigere Einheitswurzel, eine f"  t e m i t  f " (  f, ist. 
der Fall, so ware ftir jedes j =  I, 2 . . . .  g :  

f te und keine 
Denn ware dies 

2 ~ i . f " t b w ' i n d l p  -~ b~jind2p 
! C 1 62 

. . . .  + b"jin--dRP t 
CR ] 

6 '  " - - -  I ~  

Nach einer auf pg. 204 gemachten Bemerkunff wtirde aber daraus folffen, 
daf3 fiir einen wohlbestimmten Index t der  Reihe t ~ I, 2 . . . .  y die R 
simultanen Kongruenzen bestehen warden:  

f" . indlP -~ Xlt (mod. cl) 
f"  . ind ,2  ---- x v (mod. c2) 
f"  . indsp ~ x3t (mod. c~) 
. . . . . . . . . .  ~  . . . . . . . . . .  

f"  �9 indRp ~ xs~t (mod. cR) 

Das ist aber ein Widerspruch gegen die Definition yon f. 

Bei festgehaltenem Argument  kommt aber in einer Charakteren- 
gruppe, wie also 

jede f te Einheitswurzel gleich oft vor  (Hecke, Satz 32, pg. 35), mithin 

= e mal. Damit ist aber die Gleichung (64) bewiesen, denn die linke 
f 

Seite ergibt ebenso 

-~ 
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Es sei jetzt l = l R  ein Primteiler von m. 
Die 7 Substitutionen: 

$1gll s2X21 S3X3~ . . . .  sSR--I,  1 
R--1 

Sl ~1~ Sg x~s $3X'39 . . . .  sagR--1, 
R--1 

. . . . . . . . . . . . .  . . . . . . . . . . . . . . . . .  , 

SlXl~/ s2~2}~ S3X3~/. . S ~ R l l , ~  

die aus den Substitutionen der Gruppe ~ durch Unterdrtickung des 
letzten Faktors entstehen, sind dann alle von einander verschieden und 
bilden eine Gruppe ~ ' .  In der Tat  k6nnen nicht zwei von ihnen einander 

gleich sein, weil sonst die Substitution sffR mit einem gewissen xR, fiir 

welches o ~ xR ~ cR w~ire, in der Gruppe ~ vorkommen wtirde. 
Wi t  betrachten die R - - I  simultanen Kongruenzen: 

ft �9 indl 1 --  Xlt (mod. ca) 
ft �9 ind2 1 ~-- x~t (mod. c~) 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .  , , . , ,  . . . . . . . . . . . . . . .  

ft .  indR-11 = xR-,, t (rood. c8-1) 

Z'~ 1 , 2 ,  . , ,  )p. 

Wie oben (pg. 206) schlief3t man, dat3 es ein kleinstes positives f u n d  
einen Index T derart gibt, daf3 die R - - I  simultanen Kongruenzen 

f .  ind 1 l _~ x l r  (mod. Cl) 
f .  ind 2 1 ~ X2T (mod. c=) 

. . . . . .  . . . ,  . . . . . . . . .  , , ,  . . . . .  , . . ,  . . . . . . . . .  0 .  

f .  indR_~ I =_ xR t,T (rood. CR-1) 

erfiillt sind, und jedes ft, welches tiberhaupt existiert, ebenso unser 
frtiheres /'*, ein Vielfaches dieses t ist. 

Wi t  behaupten, dal3 f der Grad jedes Primideales 1 yon Uist ,  welches 
l - - I n  teilt, Wi t  bezeichnen die Ideale in U mit Minuskeln (ohne Stern 
und uniiberstrichen), die Ideale in K mit Majuskeln. 

I. Im Unterk6rper l~-yon K vom Grade cn ist (vgl. pg. I84): 

l - - T e a  
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Die Zerlegungsgruppe ist die volle Galois'sche Gruppe, denn 

sR 
2 

s e  I = I  
~ 1 7 6  . . . . . . . . . .  

_A_uch die Tr~gheitsgruppe ist die volle Galois'sche Gruppe, denn 

sR a - -  a ~ o (mod. ~), 

avo ~ das Primideal im K6rper der l~e ten  Einheitswurzel ist, welches 

i-teilt, und a-eine beliebige ganze Zahl yon k- Mithin gilt diese Kon- 

.gruenz auch (mod. 7). 
2. Im Unterk6rper k* vom Grade c I c~ . . .  c x - i  ist 

I = 11" . 12" ... l ' e , ,  (65) 

wo e* f *  = c 1 c~ ... cR-1 und f*  die kleinste positive Zahl ist, ftir welche 
alle R - - I  simultanen Kongruenzen: 

f*  . ind, l ~ 0 (rood. c~), r----- I ,  2 . . . .  (R- - I ) ,  

erfiillt sind. Es sei r~* eine Primitivwurzel mod. l*, wo I* irgend eines 
der  Ideale ll* , 1~*, ... l 'e ,  ist. Ferner liege ~* in jedem dieser Ideale 
auf3er nattirlich in l*. Die Zahl re* gentigt dann einer irreduzibeln Kon- 
gruenz f *  ten Grades mit ganzen rationalen Zahlkoeffizienten: 

F (x) ~ o (mod. 1"). 

Diese Kongruenz hat, wie man auf Grund des Fermat 'schen Satzes ein- 
sieht, die Wurzeln: 

f* ~,  l ,  ~ , l  ~, ... ~;,1 ~ ~,.  

Diese Wurzeln kann man, da sie ja nur mod. [* festgelegt sind, auch 

so ausdrticken : 

( s i n d l )  n ~ * ,  n - -  I ,  2 . . . .  f *  
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ind I indl l s2ind2 1 indee--1 l Wo zur AbkiJrzung s ftir: s t ... s R-1 steht. Die 
zyklische Gruppe f *  ten Grades dieser Substitutionen bildet die 
Zerlegungsgruppe yon 1". Denn die Annahme, daf3 eine dieser Sub= 
stitutionen nicht zur Zerlegungsgruppe geh6re, fiihrt zu einem Wider- 
spruch. Es wiirde dann n~imlich ftir mindestens ein n :1= f *  gelten: 

--nind I [,), (s ind l )n  ~* ~ O (rood. s also r~* = o (rood. l*), 

oder z~*l ~ ~ o  (rood. 1"). 
Das ist aber nicht m6glich. 

Aus der Darstellung (65) geht ferner hervor, dab die Tnigheitsgruppe 
aus der Einheitsoperation allein besteht: 

sl c' s2 c' .... s;e--~ ' a* - -  a* =-- 0 (mod. 1"). 

3. Im K6rper K ist in Primideal-DarsteIlung 

l = l ~ l s  tee, e * [ ' * @ = G ,  (66) 

wo ~2~.-=(1i*,I), siehe pg. I8 5. 
Es sei Ai irgend eine ganze Zahl yon gl in K. Alle Zahlen ~.,-* von 

k*, welche durch Ai teilbar sind, liegen dann im Ideal l*, und alle 

Zahlen ~ yon k, welche durch Ai teilbar sind, liegen im Ideal 1. Die 
Zahl sn Ai ist dann irgend eine Zahl vom Ideal sn ~i in K. Alle Zahlen 
yon k*, welche durch s8 Ai teilbar sind, liegen dann im Ideal sx l* = 
l*, und alle Zahlen yon k, welche durch see Ai teilbar sind, liegen im 
Ideal see T = i. Mithin ist see ~ = ~i. 

s i n d l A i  ist dann ferner irgend eine Zahl vom Ideal sindlcLi in I(. Alle 

Zahlen yon k*, welche dutch s i n d l A  i teilbar sind, liegen dann im Ideal 

sind l I* = I,.*, und alle Zahlen yon k, welche dutch s ina l A~. teilbar sind, 

liegen im Ideal sina l [" = ~. Mithin ist s ind I ~i ~ ~i.  

Zur Zerlegungsgruppe o3 yon s in K gehSren demnach die Cler 
Substitutionen 

n ( i n d t l s i n d ~ l  indee--ll~n n t O < n  ~ - - < f * - - I  
SRR ~ gl . . . .  SR--I ] SRee ~ t 0 ~ ?1 R ~<~ CR ~ I 

und aus der Darstellung (66) folgt, dab dies auch alle Substitutionen 
der Zerlegungsgruppe ~ yon El in K sind. 
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Die Ideale ~; haben den Grad [ *  und folglich besteht ihre Tr~ig- 
heitsgruppe ~ aus cR Substitutionen. Man sieht unmittelbar, daft es die 
Substitutionen 

S~ R ~ W O  O ~ P/R ~ C a - -  I 

sind. 
Damit kennen wit die Zerlegungsgruppe ~ und die Tr~igheitsgruppe 
jedes Primideales El in K. 
4- Wi t  betrachten jetzt die Zerf~illung yon l in Primideale I,. in U: 

/ - -  { la I~ ... Ie} c �9 (67) 

n 
Die Substitutionen sa R , wo nR ~ x, 2 . . . .  c a - a ,  cR ist, geh6ren gewit3 
zur Triigheitsgruppe t irgend eines Ideales I,- in U. Denn es ist ftir jedes 
Ideal s  in K und jede ganze Zahl A yon K 

sx A ~ A -~ o (mod. s 

also a for t io r i  ftir jede ganze Zahl a von U und jedes Ideal li von U 

sR a - -  a ~- 0 (mod. I,-). 

Die Substitutionen s a ,  s* a ,  . . .  sCn sind aber, abgesehen von der Identit~.t 

(sR eR), alle verschieden yon den y Substitutionen der Gruppe ~. Daher 
besteht die Tr~igheitsgruppe jedes Ideals Ii von U mindestens aus den 
Substitutionen : 

3 .  s ~ + 3 .  + 3 . 3  + ... + 3 .  s],-a, 

und folglieh ist der Grad der Triigheitsgruppe jedes Ideals I; mindestens 
gleich cR: 

c ~ c2~. 

Aber  die Ungleichung kann nicht bestehen, denn es geht aus den (in 
jedem Galois'schen K6rper geltenden) Darstellungen (66) und (67) hervor, 
daft c < cn  ist. Mithin ist 

C -'-- CB.  

Die Tr~igheitsgruppe t umfasst mithin die Substitutionen, die wir auch 
so schreiben k6nnen: 
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t = 3 '  s ~  ' s ~ + 3 '  s ~ +  + 3 '  ~cR_, . . . . . .  , . ~ . 

Die Substitutionen, die sowohl ~ ' ,  als auch der zyklischen Gruppe 

( s i n a i )  n ,  0 ~< t /  ~<  7 , - ,  _ _  I 

angeh6ren, bilden eine zyklische Untergruppe dieser zyklischen Gruppe. 

f*  ]hr Grad ist--{- . Bildet man die Gruppe ~ aller Substitutionen, die so 

entstehen, daf3 man eine beliebige Substitution aus o~ mit einer beliebi- 
gen Substitution aus ~ '  multipliziert, so entstehen genau 

f *  
,r c~7: T : fcn7  

voneinander verschiedene Substitutionen von ~ .  Alle geh6ren zur Zer- 
legungsgruppe ~l von li in U und mithin ist der Grad von [i in U min- 
destens gleich f. Der Grad von I,. kann abet nicht gr6f3er sein als f. 
Denn sonst mtif3te es in 5 eine Substitution s geben, die nicht in~ liegt, 
und flit welche 

S [i : Ii 
wiire. 

Die Faktorgruppe ~ / ~  hat den Grad e* und es ist 

l : t so) s s(~) r .... S(e.) r I cR �9 . ; so) ----- Identit~t, s<o s # s~k) r 2"5  k, 

falls die Substitutionen je einer der e* voneinander verschiedenen Neben- 
gruppen von ~ unter ~ entnommen werden. Es gibt dann genau 

[ *  7 f  
7: T - -  f *  unter diesen Nebengruppen von ~ unter ffS, die eine auch 

in 3 '  liegende Substitution enthalten, so dat3 bei geeigneter Wahl der 
Bezeichnunff 

so) s . s<2) r . . .  s [ r f  ,l f ,  s,> = I 

in U ]iegt; und da kein Primideal von _/C in h6herer als erster Potenz 
in einem Primideal yon U aufgeht (c = cR), so ist bei geeigneter Wahl  
yon 
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[i : S(1) ~.  S(~) ~ .... S( y f ,[ ~. 

Die Substitution s mtil3te nun der Reihe s[? f s[r f . . .  S(e. ) 
+ 2)' 

angeh6ren, da sie nicht zu 5 ffeh6rt. Es w~re dann 

s b : ss(, ~ .  ss(~ ~ ... ss( rf. ~ : L = so~ ~.  s(~ f ... s i v f ]  ~. 

\ ~ - )  \ f *  ] 

Folglich mtif3te ss(1) : s : s(k); k : I, 2 . . . .  ~,f  sein, d . h .  s mtif3te zu 

geh6ren. Das ist ein Widerspruch.  Damit ist bewiesen, daf3 der Grad 
yon l in U g l e i c h  f i s t .  

Analog wie oben beweist man jetzt die Gleichung 

n (i--~ (0-,)-: = n ('--z (~)/-')-', 
~tt Z 

wo links 1 tiber alle voneinander verschiedenen Primteiler Ii yon U zu 
erstrecken ist, welche / teilen, und rechts Z tiber alle, den Charakteren 
in (58) zugeordneten eigentlichen Charaktere. 

Zun~ichst ist n~mlich der Charakter  auf der rechten Seite nur yon 
Null verschieden, wenn b2tj~-o(mod. CR)ist (Vgl. w I). Dann aber ist der 

xbRbRj( l )  zugeordnete eigentliche Charakter gleich I und der zu- 
geordnete  eigentliche Charakter  hat den Wef t  (vgl. immer den ~ I): 

bR 1 bn_x,j z (l) : x ~  ~ ~'~ (/) x ~  ~ o~j (/) . . . .  - ~ - ;  (l) ,  

m 

weil l zu den andern Primteilern vom m teilerfremd ist. Der  weitere 
Beweis ist der gleiche wie oben. [Vgl. Bemerkung zu Formel  (72)]. 

Mithin gilt auch in U-die Formel  

~'~r (S) : n L (s, Z ) ,  
Z 

wo Z tiber alle den Charakteren (58) zugeordneten eigentlichen Charak- 
tere  zu erstrecken ist. 

Dieses Resultat  ist auch gtiltig, mutatis mutandis, wenn es sich um 
Unterk6rper  U handelt, die nicht Unterk6rper  eines niedrigeren Aus- 
gangsk6rpers sind, und der Ausgangsk6rper  dabei den reellen K6rper  
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vom Grade 2h0 -* ,  wo h 0 > 3, oder den vollen K6rper  der 2h0 ten Ein- 
heitswurzel (/t o >  2) noch enthalt. 

Im ersten Falle m6ge U wieder den Relativgrad ~, haben, dann sind 
die Substitutionen der Gruppe ~ v o n d e r  Form (vgl. das Ende von S 5) : 

s X . t  . . . . .  s x~ t  t I, 2 . . . .  ~, ~ o < x , ,  < 2 h o - z  _ _  I 
* SlX~t s~X~t ; = ; t 0 < x r t  < o r -  I ,  r ~--- 1 , 2 ,  . . . R .  

Das System der Gleichungen (57) wird ersetzt durch das folffende: 

2 ~ i l x , ,  b 2_~1~ X~l b + ~ - ~ b . j  I 
�9 1 .  cl blj + q ~ + .... cR 

s = I 

2 ~ -  x22 t, . ~ XR2 3~j l  ,~il x,~ b,j+z,~b T ~ , 2 j +  ..._ ~ 
C1 1J 

•  , XR~bR 2oi . . . .  I 
e = I 
. . . . . .  �9 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  , , ,  

7:it x , y  j _ x 2 v  b . . . .  _~_xav t ' 2 ,2%_,3,]-JuXcA~lT31] V c2 21 -  {- __7~-R ~nj l  

e = I 

(68) 

G 
j =  1,2 . . . .  f f - - - - -  

Y 

Es ist dann, vffl. (59): 

(b,1 , b ,2 ,  b,3 . . . . .  b ,~ ,  2% - ~ )  = I ,  

( b r l '  br2, br3 . . . . .  brg, Or) ---- I ;  r = I,  2 . . . .  R .  

Die zu ~i /~ isomorphe Untergruppe  von Charakteren ist die folgende : 

�9 G X ,  b*y (a) X 1  b~ b,j (a) X 2  b2 b, ,  (a) . . . .  X b R  bR] (a) ; j --- I ,  2 . . . .  # --~ - - .  
Y 

W, (a) ist der am Ende yon w 5 erklArte Charakter.  
Im zweiten Fall m6ge b r auch wieder den Relat ivgrad y haben, dann 

ist die Gruppe ~ yon der Fo rm (vffl. Ende yon ~ 5): 

, S XRt SoXOt$ ,X , t s lX t t s2X~t . . .  ; t I~2~ . . .  ~ .  
O<Xot < I 
O ~ x , t ~ < 2 h o - - 2  ~ I 

o < x ~ t < c ~ - - I  , r - -  1 , 2 , . .  R. 
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Das System der Gleichungen (57) wird ersetzt durch das folgende: 

t X21 X'R1 b~j I 2 q~i ~-XOl boj +2-20_2 x*I  b,j  -Ju x1--! b l j +  ~2 b 2 j +  1 + cT 

2~ i1~  b~ ~x*2 b*JAU -~X12blj+X22-~2 b2j~- -~Xl~2bRJtcR 

T 2 h ~  ~ $ J !  61 l J  -~2 2 J |  " " - - - ~  
e ~ - - I  
�9 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  * . . . . .  ,,,* . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

I -J-'-XA'~II'-"~X2'( +XRY I 

C ---I 

(69) 

j - -  i, 2, 
G . . . g ' ~  - - .  
Y 

Es ist dann, vgl. (59): 

(bo~, bo~ b o B , .  bog, 2) = I 
(b ,1 ,  b ,2 ,  b,3 . . . . .  b,g, 2ho -2) = I 
(br l ,  br2, br3, . . . .  brg, cr) --  I ; r ~  I, 2, ... R. 

Die zu ~B]~ isomorphe Untergruppe yon Charakteren ist die folgende: 

Xo Ooj (a) X. b*/ (a) Xa O~ b,j (a) X~ O~ b~j (a) .... XR oR OsJ (a); j = I, 2 . . . .  g. 

X o (a) ist der am Ende yon w 5 erkl~rte Charakter. 

w g. Die Umformung des Ausdruckes ffir die Zetafunktion von /J 

Die Funktion ~u (s) hat in alien F~llen die Gestalt: 

~ (4 = ~ ( 4 / 1  L (s Z) 
X 

oder, vergleiche Formel (4I): 
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t 
x t 

~'u (s) = n G--Gz, z)  ,L ]  2 (k) �9 a x :d-t)=-1 - x(a)=+l G(I,Z)k2=-Z (k).log sin 

r i x kZ=,'z(k) l~ r ) 
I 1 ~,, . . . . . . .  

-~-ff E-~-(ff"  I ) l~  2 st q-~x(-"=-I :~t.z(k)~_ ~ 
X 

+ L  
2 ;((-1)=+i 

t X 

tx---  
T k 
~-  z (k)log s~n ~-- 

+ 

(70) 

-+- h6here Potenzen in ( s ~  I). 

Die Summen und Produkte sind zu erstrecken bezw. fiber diejenigen 
der E ~  I eigentlidzen Nebencharaktere ,  welche den weiter oben in 
jedem Falle erw~thnten Nebencharakteren zugeordnet  sind, ftir welche 
Z ( ~ I ) = ~ I ,  bezw. Z ( - - I ) = - ~ - I  ist. Hiebei ist fiir /7 der Wer t  I, 

x(- 1): - 1 
ftir 2 der Wer t  Null zu setzen, falls kein Charakter yon der Ar t  Z ( -  I) 
x(- t) = -- t 
- - - - -  i existiert, tx ist wie oben der Teiler  yon m, ftir welchen der 
betr. Charakter  eigentlich wird. 

Der  KSrper  U ist wieder als Galois'scher K6rper  entweder total reell 
oder total imaginlir. Der  erste Fall tritt offensichtlich dann und nur 
dann ein, wenn die Zahlen yon U unter der Substitution 

bt ct b2 C~ bR CR 

2 2 2 
S1 $2 . . . .  SR 

bezw. im Falle, in welchem 6 r , ,direkter" Unterk6rper  eines Ausgangs- 
k6rpers ist, welchem auch der voUe K6rpe r  der 2ho ten Einheitswurzel 
angeh6rt  (/t o > 2), unter der Substitution 

invariant sind. 

b l c t  b2 c2 bR CR 

2 2 2 
S O S 1 S 2 . . . .  S R 
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Man kann dies auch so ausdriicken, daf3 man sagt, dal3 alle Charak- 
tere yon  der Ar t  Z ( - -  I) = @ I sein mtissen. Denn f/it einen erzeu- 
genden Charakter mod. l a , wo l eine ungerade Primzahl ist, gilt, wie 
schon in ~ 6 benutzt.. 

Z ( - - I ) = - -  I, 

mithin 

xlba b , j (__  I ) .  ~Y2b~b~J( - I )  . . . .  .XR bRbRj ( - -  I )  

: ( - -  i) o, o , i +  o~ o ~ +  . . .  + bx oRj 

Der  Charakter  geh6rt  folglich zu den Charakteren mit Z ( - -  I) = - -  I, 

falls b 1 b ly@ b~b~y + . . . .  @ bxb m ungerade ist, 

und zu den Charakteren mit Z ( - -  I) ~ @ I, 

falls b 1 bly @ b 2 b~y@ . . . .  @ bR bxy gerade ist. 

Im zweiten Fall ist J ( o ( - - I ) : - - I  und X . ( - - I ) _ = -  l- I, daher:  

.aoOOj ( _ ~ ) x . o . ; ( _  ~).alo, o,; ( _  ~)&b, o~; (--i)  . . . .  x , b ~  b~; ( _  ~) = 
XoboJ( - 1) ~J~lb'OlJ( - I))ff2b~O'J( - I )  . . , XRORbRj ( - 1)  

= ( _  i)boj+O, o , j + o , o , j +  .. +oRoxj 

Der  Charakter geh6rt  daher zu den Charakteren mit Z ( - -  I ) ~ - -  I, 

falls boy + b x ha j -  ~- b~ b=j-~- ... bxbRy ungerade ist, 

und zu den Charakteren mit Z ( - -  I) -~ @ I, 

falls boy + b a b l j -  ~- bg b2j-  F- ... -~- bxbxj  gerade ist. 

In der  Tat  ist dann und nur dann, wenn alle Z ( ~  I)-~---~- I sind, 
[iir alle Werte j - -  I, 2 . . . .  g 

e 
b 1 bij @- b~ b2j- q- ... - t -  bRbxj 

= ( - i )  = + i ,  
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vergleiche die Formeln (57), bezw. 

aoi b,~ a 1 c 1 blj  a~ c 2 ++] & cx t~xj 1 
2 ,~ i  i . T + - O .  - -  q ~ + . . .  + 

2ho - -  2 2 g 1 2 ('2 2 ER i ] 

bo~. + b~ bLi- }- b~ bw.- k ... + &bnj  = C - - I )  = - { -  i, 

vergleiche die Formeln (68), bezw. (69), so daf3 die erw~ihnten Substi- 
tutionen zu 3 geh6ren.  In jedem andern Falle sind die Gleichungen 
(57), bezw. (68), bezw. (69) nich t  fiir alle Werte  j = I, 2, ,.. g erftillbar 
und die erw~ihnte Substitution geh6rt  nicht  zu ~. Uebrigens gibt es 
dann nattirlich gleich viel Charaktere yon der Art  Z ( - -  I ) - -  I, wie 
yon der Ar t  Z ( - -  I) - -  -+- I. 

Wenn Uto ta l  reell ist, so ist r i  ~ g , r= --~ o, r --- r l  ~ -  r 2 - -  I ~ ~ - -  I. 

,r _ g  
Wenn U total imagin~r ist, so ist r 1 ~ o ,  % ~ 2 - '  r - - - - - - 2  I. Unter  

Beriicksichtigung des Corollars, pg. I72 erhalten wir flit die beiden 
Produkte der rechten Seite der Formel (7 o) wieder, vgl. die Formel  (42): 

( ~ ~ r, ri -b r= - t I I  i I I  t 
~ ) . 2  .~.>,=_,a(~,Z)~c ,>=+ , c:(~, Z ) x 

~t 

" 
X ( ' 1 ) = - -  1 ~ k = l  X( " 1 ) = + 1  k = l  

sin = kl 

(7~) 

Wir berechnen die beiden ersten Produkte dieses Ausdruckes. Sei zu- 
n~ichst m ~ m wieder ungerade .  Dann ist fiir die Primitivwurzel g ,  

I 2 ttl 
mod. I~+~, r = I, 2 . . . .  R, die, wie am Anfang yon w 5, ~_I  ~ m o d . ~ }  

gew~ihlt werden soll: 

x l b l  b,j (g~) X b.~ b2j (g~) . . . . .  y~  ba bRj (gr)  = A'~ b~ b~j (g,)  (72) 

eine c~ te Einheitswurzel. Weil der Modul 

(brj, br2, bra . . . .  b~g, c,) = I 

ist, so gibt es auch Werte  brj, fiir welche der Charakter  (72) g e n a u  eine 
cr te Einheitswurzel und keine kleinere ist. Da die og Charaktere eine 
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Gruppe bilden 17), kommt jede cr te Einheitswurzel gleich oft, und mithin 
jeder  Wer t  o, 1, 2 . . . .  c~--  I unter den g Werten  b , . j ( j  --- I ,  2 . . . .  g') gleich 
oft vor  (Hecke, Satz 32, pg. 35)- Mithin kommt jeder Wer t  o, I, 2 . . . .  cr m I 

genau ~ oft vorlS). Die Potenz, in der [ I , - ~ - [  mithin /iberhaupt in 
Er 

diesen beiden Produkten auftritt, ist folglich (vgl. pg. 195): 

l h r - - l  ~-  (b r -  I)  

Mithin ist der Wer t  der beiden ersten Produkte des Ausdruckes (71): 

l : , . - 1 +  (b , - -  I)) 

11 i I I  I h Z - 1  ~/~r = - I g" 
x(-X)=-I G ( i , Z ) X ( - 1 ) = + t  G ( I , Z )  r=l 

Wi r  wollen diese Gr6t3e wieder durch die Diskriminante d des K6rpers  
U ausdr/icken. Sei D die Diskriminante des zugeh6rigen Ausgangs- 
Kreisk6rpers K :  

R 
+ D =  / / ]  

r~---I 

lhr l:.-1 + (br- 1) t 
- -  l ~ , _ 1 ( l ,  _ _  i ) ~ G .  

Nun k6nnen in der Relativdiskriminanten yon  K zu U nur Teiler  yon 
m aufgehen wie in der Diskriminanten yon K selbst. In der Relativ- 
differenten yon K zu U k6nnen nur solche Primideale yon K aufgehen, 
welche in h6herer  als erster Potenz in einem Primideal yon U aufgehen a0). 
Solche Primideale gibt es aber, wie wir gesehen haben (siehe pg. 2 1 2 )  

ke ine ,  und folglich ist die Relativdifferente und daher auch die Relativ- 
diskriminante gleich I. 

Also ist 

17) Wie man sich leicht iibertegt: macht es nichts aus: wenn wir ftir den Moment den 
Hauptcharakter auch mitnehmen. 

is) Die Zahlen cl c~ . . .  Cr--1 Cr+l . . .  CR sind also ganz, was man mit den einlei- 

tenden Betrachtungen dieses Kapitels (pg. 2o3) vergleichen mSge. 
19) Diesor Satz ist ja gerade im Falle eines relativ-Galois'schen K6rpers sehr leicht zu 

beweisen~ vgl. z. B. Hecke, Satz xt5,  pg. I47. 
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V R 
I d l =  IDI  = 1 / I Z l  

- -  /'r hr-I ( J r - - I )  t O0" 

und 

// i // I I 

~(-')=~ GO, Zi x(-)=+i GO, Z ) -  VVaT" 

Die gleiche Ueberlegung gilt nattirlich auch in jedem der beiden 
F/ille, wo m durch 4 teilbar ist. Es ist dann statt g r  nur ein Argument  

ins Auge zu fassen, welches z I (rood. l~r), r - -  I, 2 . . . .  R, abet  ---- 5, 
bezw. ~ - - 5  (mod. 2%) ist. 

Folglich bleibt die Schlussformel (52) erhalten: 

"1 ~-Ix~-') ~ - '  tk 2='' Z (k) . klx, .1,H+ ' 121- Z (k) . log sin - ~ t X  

F i,x r(O i 

I x-z(k) log _ 7 - - 3 ,  f 

L x(-,)=-,| ~ . . . .  k- L 
I } 

+ ' x  
x(-l)=+ ~ 1 

T 

t x + 
T 7rk 
2: - Z (k) log sin 

(73) 

2 r- hShere Potenzen in ( s -  1). 

Die Produkte und Summen gehen fiber alle g ' - -  I eigentlichen Neben- 
charaktere der Gruppe der g Charaktere, die isomorph ist mit der Ga- 
lois'schen Gruppe des K6rpers U, nattirlich je nut tiber die eigentlichen 
Nebencharaktere yon der verlangten Art. Gibt es darunter keine Cha- 
raktere mit Z ( - -  I) ~ - -  I, so ist, wie immer, ffir das betreffende Pro- 
dukt der Wer t  I, ftir die betreffende Summe der Wer t  Null zu setzen. 
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w 10. Die Klassenzahl des allgemeinsten Kreisk6rpers 

Die Anzahl zv der Einheitswurzeln ist im Falle eines reellen K6rpers  
U gleich 2. 

Im Falle eines imaginiiren K6rpers  U sei m zun~ichst ungerade. Dann 
kann eine primitive l Y  te Einheitswurzel ( h / <  h,) h6chstens in K und folg- 
lich h6ehstens in Uauftreten, '  wenn b, -~ i i s t ,  d. h. wenn c ~  ( l , - -  1)l  h~-I v r �9 

Dies vorausgesetzt, sei [vgl. die Substitutionen von ~ im Tableau (54)]: 

( x , ,  x~ ,  ... xr~., ( l ~ - ~ )  l,~ - ' )  = ( a / l y - ' ) ,  

wo ( a / ,  l ~ ) z  I i s t ,  r ~  i, 2 . . . .  _R. Eine primitive l~ r' te Einheitswur- 
zel und auch keine l~/ '  te Einheitswurzel, wo h / '  ~ h /  ist, wird, wie 
man durch Betrachtung der Wirkung der Substitutionen s x'~ auf Zr ,  
bezw. (Z,)/*, bezw. (Z , . )  l,~, . . .  etc. sofort einsieht, dann und nur dann 
in U auftreten, wenn a / ~ l r  m I ist. Mithin ist 

w z / / '  l~-', 
r 

wo der Index r nur diejenigen Wer te  durchl~iuft, ftir welche br----- I und 
a /  - -  l , -  I i s t  so). 

Die gleiche Formel  gilt, wenn der Ausgangs-Kreisk6rper nur den 
reellen Unterk6rper  vom Grade 2h0 -~ ,  wo h o > 3, enthiitt. 

Ist endlich im Ausgangsk6rper  der voile K6rper  der 2h0 ten Einheits- 
wurzel enthalten, wo h o >= 2 ist, so gilt immer noch dieselbe Formel,  fails 

(X01 ~ X02, X03~ . . .  X0y~ 2 ) ~  I 

ist. Es bleibt nur  noch der Fail, wo 

ist. Ist dann 

so ist 

(X01~ X02~ X03~ . . .  X0y~ 2)  ~ 2 

(x,  1, x,~, x,3 . . . .  x , z ,  2h, ~ ) - - ( 2 h o ' - O ,  

w - -  2~o' . I I '  l ~ / .  
r 

20) Vgl. die anatogen Ausftihrungen bei Beeger~ 1. c. 4o8, 
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Genau wie in w 7 ergeben sich dann die Formeln ffir die Klassenzahl 
h. Im Falle eines reellen K6rpers U ist: 

H I ~ "  Z @ ) l o g  sin z~kl 
h - -  x ~ - '  I-~-I 

im Falle eines imagin~.ren K6rpers U: 

m 

x(-1)=-1 "Z �9 ~ x(q)=+: m k=l _1- Z (k) log sin - -  

g__ 
(2 "0 ~ R 

wo in beiden Formeln die Produkte und Summen fiber a]le g ' - - I  
eigentlichen Nebencharaktere, je v o n d e r  verlangten Art, zu erstrecken 
sind. 

Auch hier kann man das Produkt fiber alle eigentlichen Nebencharaktere 
yon der Art  Z ( - -  I) = -[- I in eine Determinante verwandeln, falls die 
Gruppe dieser Cbaraktere zyklisch ist. Natfirlich wird man fiir die 

t m 
praktische Berechnung in allen F~illen, in denen tx 7 ~ m, bezw. ~ -  ~(:-7 

ist, das Coroltar am Ende yon ~ 3 in umgekehrten Sinne verwenden. 
Man sieht, daf3 die Klassenzahlformel, abgesehen von dem yon den 

Einheitswurzeln herrfihrenden Faktor zv, genau die gleiche Form hat 
wie fiir den vollen K6rper der m ten Einheitswurzel, einen <<ersten,> und 
einen czweiten,, Klassenzahlfaktor (nach Kummer'scher Bezeiehnungsweise) 
bei den imagin~ren K6rpern, und nur einen ~<zweiten, Klassenzahlfaktor 
(wenn man so will; ohne Einheitswurzelfaktor !) bei den reellen K6rpern. 
(Vgl. die Beeger'schen Arbeiten). 

IV. Kapitel. Eine weitere Methode zur Berechnung 
der Klassenzahl eines beliebigen KreiskSrpers 

w 11. Die Klassenzahl eines beliebigen KreiskSrpers 
Eine andere Art, die Klassenzahl zu berechnen, ergibt sich ganz im 

Gegensatz zu dem oben gegebenen, mit den einfachsten Mitteln ope-  
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rierenden Beweisgang durch st~irkere Herbeiziehung analytischer, ihrer- 
seits sehr tiefliegenden Beziehungen, n~mlich der Hecke'schen Funktional- 
gleichung und der Funktionalgleichungen der L-Reihen21). Dagegen 
braucht man dann die Diskriminante des K6rpers, und das Produkt der 
G (I, Z) nicer zu berechnen. Man geht aus yon den beiden Formeln 

r (s) - -  ; ( s )  / / L  (s, Z) ,  (74) 
x 

das Produkt erstreckt tiber aUe eigentlichen Nebencharaktere, und, vgl. 
auch (53) 

lim ~k (s) : / ~  2r,'Jr-r~ . rcr=. R *  

~ 1  ~'(S) ~ 7.U I V T I  (75) 

Hiebei ist k ein beliebiger Kreisk6rper vom Grade n ~---r 1 -~-2 r 2 . 
Die Hecke'sche Funktionalgleichung lautet ~2) 

\ I I ? ~ ! l--~(~)i ~'k (, - -  s); (76) 

die Funktionalgleichung der gew6hnlichen Zetafunktion2a): 

2 S - - I  

r = ~  2 V ( ~ ) r  (77) 

die Funktionalgleiehung der L-Reihen mit eigentlichem Charakter, for 
welchen Z ( - -  I ) = - -  I 34): 

I t z) ; (78 ) 

die Funktionalgleichung der L-Reihen mit eigentlichem Charakter, ftir 
welchen Z ( - -  I) - -  @ I:  

21) Man vergleiche die in der Anmerkung 14) erwiihnte Note. 
~) E. Heck% Ueber die Zetafunktion beliebiger algebraischer Zahlk6rper~ G6ttinger Nach- 

richten~ Jahrgang x917~ pg. 77--89. 
38) B. Riemann~ Werk% pg. I46. 
�9 1) Vgl. die in der Anmerkung 9) erw~ihnte Arbeit you H. Kinkelin, oder E. Landau~ 

Handbuch der Lehre yon der Verteilung der Primzahlen~ Leipzig und Berlin 19o9, I. Bd., 
Pg. 497. 
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I V~ I ~ ( { ) L ( 1 - - s , z  ). (79) 

Ftihrt man (76) und (77) in (75) ein, so wird 

h - -  w lim N ( i _ _ s ) r ~ F  rl I ~, ( I - - s ) t  

oder unter Berticksichtigung von (74) 

2 r '  R *  s = o  I1 L (s, Z) �9 (80) 
X 

Ist k total reell, r l ~ n  , r ~ - o ,  w - 7 - 2 ;  alle Z ( - - I ) - - +  I, so wird 
dutch Einftihrung von (79), vgl. auch (53) 

also nach Formel  (13) und unter Anwendung des auf jene Formel fol- 
genden Corollars : 

J/i  z -  z log sin - -  
]l ~-- x ~ 1  It l  I 

R Q . E . D .  

?/ 
Ist k total imagin~ir, r 1 ~ o, r~ - -  ~ -  , 

fiihrung von (78) und (79), vgl. auch (53) 

so folgt aus (80) unter Ein- 

w / /  
X(" 1 ) =  - 1 

22R 
l G(I'z: n2')L(I, Z) i xC-X)=+l//1 G(I'2 ~')L (1, Z) I . 
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also nach den Formeln (i2) und (I3) und unter Anwendung des auf 
jene Formel folgenden Corollars: 

h - - w  X(" 1 ) ~ -  1 k ~ l  

2 

x(- 1)= + 1 t k-l"- Z (k) log sin --m ~, 
n 

(2 m) ~ R 

Q.E.D. 

(Eingegangen den 20. M~rz I929) 

226 


