Die Zetafunktion, die Klassenzahl und die
Kronecker'sche Grenzformel eines
beliebigen Kreiskdrpers.

Von Max GuT, Ziirich

In dieser Arbeit wird die Zetafunktion eines beliebigen Kreiskorpers
aufgestellt und ohne jede Benutzung bestimmter Integrale und nach-
folgender Partialbruchzerlegung die linke Seite der klassischen Formel

im (s—1) &) =4%.2

s=1

ausgewertet, endlich vermége der Theorie der Fourier-Reihen die
Kronecker'sche Grenzformel aufgestellt.

Wihrend meines Wissens die Kronecker’sche Grenzformel fiir einen
beliebigen Kreiskorper (also nicht nur der Z-Reihen) noch nicht berechnet
wurde, hat Herr N. G. W. H. Beeger in mehreren Arbeiten!) sich mit
der Zetafunktion und mit der Klassenzahl beschiftigt. Bei aller Wiir-
digung seiner wertvollen Arbeiten scheint mir der hier gegebene Beweis
sowohl im analytischen, wie im zahlentheoretischen Teile einfacher und
durchsichtiger. Den Vergleich dem Leser iiberlassend, soll nur auf die
Hauptunterschiede aufmerksam gemacht werden. Im analytischen Teile
ist hier die Einfilhrung und Auswertung der bestimmten Integrale und
die damit verkniipfte Partialbruchzerlegung vermieden. Im zahlentheo-
retischen Teile werden die Beweise mit Hilfe der zu den Kérpern der
/# ten Einheitswurzeln (/ Primzahl) gehorenden bestimmenden ganzen
Zahlen und erzeugenden Substitutionen auf einfachste Weise explizite
durchgefiihrt.

Von den quadratischen Korpern abgesehen hat Herr Fueter schon in
einem Spezialfalle die Berechnung der Klassenzahl ohne Benutzung des
I'Integrales und nachfolgender Partialbruchzerlegung durchgefiihrt 2), und
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1) Ueber die Teilkorper des Kreiskorpers K (e 1* ); K. Akademie van Wetenschappen
te Amsterdam, Proceedings of the Section of Sciences, vol. XXI, pag. 454—465, 758—773,
774—779 (1919); Bestimmung der Klassenzahl der Ideale aller Unterkdrper des Kreiskérpers
der m-ten Einheitswurzeln, wo die Zabl m durch mehr als eine Primzahl teilbar ist, L c.
vol. XXII, pag. 331—359, 395—414, (1920), und eine Korrektur hiezu, 1. c. vol. XXIII,
peg. 1399—14o1, (1922).

2) Die Klassenzahl zyklischer Korper vom Primzahlgrad, deren Diskriminante nur eine
Primzahl enthilt. Crelle, Bd. 147, pag. 174, (1917).
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die Lektiire jener Arbeit gab mit den Anstof3 zur vorliegenden Unter-
suchung. Aus einer Stelle in Dirichlet’'s Werken geht hervor, daf3 das
hiezu analytisch notwendige schon Dirichlet 3} bekannt war. Wahrschein-
lich wufdte dies auch E. E. Kummer, dem wir ja die fundamentalen und
klassischen Arbeiten iiber die Klassenzahlbestimmung der vollen Kreis-
korper der m ten Einheitswurzel verdanken). Jedenfalls scheint er bei
allgemeinem 7 auch so vorgegangen zu sein, daf er die Zetafunktion
des Korpers der m ten Einheitswurzel als Produkt simtlicher Z-Reihen
darstellte, und jeden einzelnen Faktor (vielleicht dann aber vermoge des

1
I
I-Integrales oder des Integrals = f x”“dx)umformte.
[

Auf eine historisch-bibliographische Zusammenstellung der Arbeiten
iiber die Zetafunktionen und die Berechnung der Klassenzahlen kann
hier verzichtet werden®), da diese schon ausgefiihrt wurde in dem Hil-
bert’schen Zahlberichte®), und in bezug auf die seither publizierten Ar-
beiten in den beiden: «Bulletins of the National Research Councils :
Algebraic Numbers by L. E. Dickson, H. H. Mitchell, H. S. Vandiver,
G. E. Wahlin; Number 28, February 1923. Algebraic Numbers II by
H. S. Vandiver, G. E. Wahlin; Number 62, February 1928,

Die Arbeit gliedert sich in vier Teile, Ein erstes Kapitel handelt iiber
die L-Reihen. Im zweiten sind aus didaktischen Erwiagungen alle Ueber-
legungen abschlief3end durchgefiihrt fiir die Korper, die hier Ausgangs-
Kreiskérper genannt werden, und zu denen neben weiteren Korpern ins-
besondere siamtliche vollen Kreiskorper gehoren. Im dritten Kapitel
endlich zeigt sich, daf3 die gleichen Methoden zu den gesuchten Resul-
taten fithren auch fiir die allgemeinsten Kreiskorper.

In einem vierten Kapitel wird endlich noch ein weiterer kurzer Be-
weis fiir die Berechnung der Klassenzahl des allgemeinsten Kreiskorpers
angegeben, der auf der Benutzung der Funktionalgleichungen der Rie-

3) Werke, pag. 473, wo er auf Bernoulli verweist.

4) Vgl. insbesondere fiir allgemeines m: Ueber die Klassenanzahl der aus zusammenge-
setzten Einheitswurzeln gebildeten idealen komplexen Zahlen. Monatsberichte der Konigl.
Preufl. Akad, d. Wiss. zu Berlin aus dem Jahre 1863 (gedruckt 1864), pag. 21.

%) Immerhin wollen wir noch besonders hinweisen auf eine Arbeit von L. Fuchs: Ueber
die aus Einheitswurzeln gebildeten komplexen Zahlen von periodischem Verhalten, insbe-
sondere die Bestimmung der Klassenanzahl derselben. Crelle, Bd. 65, pag. 74, (1866), und
auf die Arbeiten von H. Weber, vgl. sein Lehrbuch der Algebra, 2. Bd., 2. Auflage, Braun-
schweig 1899.

6} Bericht iiber die Theorie der algebrajschen Zahlkorper. Jahresbericht der Deutschen
Mathematiker-Vereinigung Bd. 4, (1897). Im folgenden zitiert durch Angabe des Autor-
namens.
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mann’schén ~Funktion, der L-Reihen und der Hecke’schen Funktional-
gleichung beruht. Hiebei eriibrigt sich die Berechnung der Korper-
diskriminanten und des Produktes der Grélen G (1, p).

|. Kapitel. Die L - Reihen.

§ 1. Die eigentlichen Charaktere mod. m,

Es sei m eine ganze rationale positive Zahl. Die zu m teilerfremden
Restklassen des rationalen Zahlkorpers bilden dann eine Abelsche Gruppe
vom Grade ¢ (). Ihr ist ein System von ¢ (m) «<Restcharakteren mod. m»
zugeordnet, deren Grundeigenschaften folgende sind7):

X{a) = X (8), falls a=24 (mod. m)

Xi{a). X (&) = X (ab) (1)
X{a)yz£o0, falls (o, m)={(1)

X@)=o, falls (e m)=(d), d>1 ist.

Denjenigen Charakter, der fiir alle zu » teilerfremden o gleich 1 ist,
nennt man den Hauptcharakter. Alle iibrigen Charaktere nennen wir
Nebencharaktere. Ein Nebencharakter ist reell, wenn sein Quadrat fiir
alle zu  teilerfremden ganzen rationalen Zahlen @ gleich 1 ist. Andern-
falls ist der Nebencharakter nicht reell.

Die Charaktere, seien sie nun reell oder nicht, sind entweder eigent-
lich oder uneigentlich, Ein Charakter ist umeigentlick, wenn es minde-
stens einen von s verschiedenen Teiler # > 0 von m gibt, so daf3 fiir
alle zu # teilerfremden @, & aus a =25 mod. 7 stets X () = X () folgt.
In jedem andern Falle ist der Charakter esgentlich.
~ Der uneigentliche Charakter kann dann als Charakter nach dem Mo-
dul 7 aufgefa3t werden, indem man dabei das Gesetz

X (a) = X (8), falls a=16 (mod. 2); (a, m) = (1),

auch gelten laBt fiir solche &, die zwar mit ., aber nzckf mit ¢ einen
von 1 verschiedenen gemeinsamen Teiler haben.

Gibt es zu einem festen uneigentlichen Charakter mod. m mehrere
solche echten Teiler #, so sei z der kleinste von ihnen, Dann ist der

7) Wir verweisen hier auf das II. und III. Kapitel der eVorlesungen iiber die Theorie
der algebraischen Zahlen» von E. Hecke, Leipzig 1923. Im folgenden zitiert durch Angabe
des Autornamens,
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vorgegebene uneigentliche Charakter mod. # ein eigentlicher Charakter
mod. £ Wir bezeichnen diese mod. ¢ dann ezgentizchern Charaktere mit
Minuskeln: g.

Nimmt man bei einem festen Charakter y immer den reziproken Wert,
so kommt man wieder zu einem Charakter ¥, den man den <konjugierten»
oder creziproken» Charakter nennt. Der Hauptcharakter und die reellen
Nebencharaktere sind zu sich selbst konjugiert, die nicht reellen Neben-
charaktere haben je den konjugiert komplexen Wert.

Es ist leicht, fiir jeden Modul » anzugeben, fiir welchen Teiler ¢
jeder der @ (m) Charaktere eigentlich wird.

Ist m = |; ¢ M) = |, so existiert nur ein (eigentlicher Haupt-) Charakter,
der gleich 4 1 ist fiir alle positiven ganzen rationalen Zahlen «; also
x(@) =1

Istm=1%; ¢ (m)=(1—1)1"""; I eine ungerade Primzahl, h > I, so
sei g eine ein fir allemal fest gewdhlte Primitivwurzel mod. /*.
Wir setzen:

amwd
@ ()

yg=¢

Dadurch ist ein erzeugender Charakter fiir alle Restklassen mod. /*
gemif3 den Formeln (1) festgelegt. Die Potenzen

X@) =[x @] o<n L plm) —1

geben alle @ (7)) von einander verschiedenen Charaktere mod. #.

Man beachte, was wir mit Riicksicht auf die Formulierung im
Hilbert’schen Zahlbericht ausdriicklich hervorheben wollen, daf3
X0 (a) = o ist, wenn @ =0 (mod. /) ist. Dagegen ist fir den X0 zu-
geordneten ezgentlichen Charakter (der zu z = 1 gehort !): y (@) =1
fiir jedes ganze rationale positive a.

Falls wir unter ¢ (g) den Wert o verstehen wollen, falls ¢ ein
rationaler echter Bruch ist, so sieht man durch Potenzieren des
erzeugenden Charakters, resp., wenn man lieber will, durch Schluf3
von % auf %z -+ 1 unmittelbar folgende Tatsache ein:

Es gibt ¢ (/') — ¢ (/*7") Charaktere, fiir die (r, / B = 7"~ ist, und
die fiir # =/’ eigentlich werden. Hiebei darf 7 irgend einen der Werte

0 <7</ annehmen, Von diesen ¢ (#) Charakteren sind nur zwei reell,
niamlich der Hauptcharakter, der dem Werte #» — 0 entspricht, und
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welcher eigentlich ist fiir £— 1, ferner der Nebencharakter, der dem
Werte » _—_(p—im) entspricht, und welcher eigentlich ist fir z = /.

Ist m=2; ¢ (m)—=|, so existiert nur ein uneigentlicher Hauptcharakter:
X(2a)=o0, X{(2a+t1)=-1.

Dieser Charakter wird eigentlich fiir z== 1, nimlich: y(¢) = + 1 fiir
alle ganzen rationalen Zahlen «. 2 ist der einzige Primzahlpotenzmodul,
fiir welchen kein cigentlicher Charakter existiert.

Istm—=—4; ¢o(m)—=2, so existiert ein (reeller) eigentlicher Neben-
charakter : y (42 — 1) = — 1. Das Quadrat dieses Charakters ist eigent-
lich fiir £=1.

Istm=2%*; h> 3, ¢ (m) — 2", so definiert bekanntlich
27+

2=s)=glbsy =2

einen eigentlichen Nebencharakter mod. . Die Potenzen dieses
Charakters:

X" (8 =]y (®)'; 0<n<L 2" 1

sind 2"~ voneinander verschiedene Charaktere mod. 7. Ist (n, 2*) =

2"77 so ist der Charakter X" eigentlich fiir den Teiler 2° von .

Das Produkt aus dem (reellen) eigentlichen Nebencharakter mod. 4,
namlich y(42—1) =—1, welcher Charakter fiir m = 2" uneigentlich
wird, und als Charakter mod. 2* mit X, bezeichnet werden moge, und
aus X" liefert vermoge:

X)) =X, (6)-X*(); 1<n<L2""
weitere 2"~ voneinander und von den schon erwihnten verschiedene
Charaktere mod. 7. Ist wieder (», 2%) = 2*77, so ist der Charakter X, X"
eigentlich fiir den Teiler 2’ von .

Zusammenfassend kann man sagen:
Fiir z = 1 wird der reelle Hauptcharakter eigentlich [1 = ¢ (1) — ¢ (27Y)];
fiir = 2 ist kein Charakter eigentlich o= 2)— ¢ (1)];
fiir # = 4 ist ein reeller Nebencharakter eigentlich [1 = ¢ (4) — ¢ (2)];
fiir # = 8 werden ¢ (8) — ¢ (4) = 2 reelle Nebencharaktere eigentlich;
und, falls 2 > 3:
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fiir # = 16 werden ¢ (16) — ¢ (8) je zu zweien konjugiert komplexe
Nebencharaktere eigentlich;

und, falls 2 > 4:

fiir #= 32 werden ¢ (32) — @ (16) je zu zweien konjugiert komplexe
Nebencharaktere eigentlich;

u. s. f.

Da die Anzahl der Charaktere mod. » gleich ¢ (#) ist, so haben wir
alle, welchen Wert %2 auch haben moge.

Ist schlie3lich 2 von der Form:
m=2", llh Y B .I;R, wo die / voneinander verschiedene ungerade
Primzahlen sind, so erhilt man alle ¢ (w) Charaktere mod. » durch

Multiplikation der zu jedem /% resp. 2% gehorenden Charaktere,
entsprechend der Formel

pm)=gE") . pU"). o&"). ... .9U™).

Ist y, (@) hiebei eigentlich fiir den Teiler £, von 2%,
- (a) eigentlich fiir den Teiler 7 von I r =1, 2,...R, so ist

x (@ = 0@ n@. w@... @
eigentlich fiir den Teiler #,.# .4 .... .7z von m. Dies ergibt sich
unmittelbar aus (1). Zu diesem Teiler gehoren im Ganzen mithin

r—o ()] [rer—o ()] fow—e ()] - [een—olz)]

ezgentliche Charaktere.

Bilden wir auf diese Weise siamtliche -eigentliche Charaktere
samtlicher Teiler von s (die Teiler 1 und s natiirlich inbegriffen),
so erhalten wir @ (#) voneinander verschiedene, d. h. also a//e Cha-
raktere mod. .

§ 2. Die zu einem eigentlichen Charakter gehdrende L - Reihe
Unsere Absicht ist es, die L-Reihe
L(s, )= g(l-—x(ﬁ)ﬁ"‘)“‘, R(s) > 1,

wo p alle Primzahlen 2, 3, 5,7, .... durchldauft, nach Potenzen von
(s—1) zu entwickeln. Hiebei soll y ein ezgentlecher Charakter mod. £ sein.
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Da fir t=1

Lisy)=_§)=

S E B 1) B~ (2)
wo [E die Euler’sche (Mascheroni’sche) Konstante ist, so kann sich unsere
Untersuchung auf die Z-Reihen beschrinken, fiir welche y ein ezgentlicher
Nebencharakter, mithin auch z > 2 ist.

Um wunter diesen Annahmen die Berechnung durchzufithren, multipli-
zieren wir L (s, ) mit G (1, %), einer Grofle, deren Definition wir so-
gleich angeben werden, Das hat einen Sinn, weil man zeigen kann, daf3
das Quadrat des absoluten Betrages dieser Grof3e gleich ¢, mithin von
Null verschieden ist, Hier bedeutet fiir ganzes rationales »

amMir
; “k

G(r,x):Zt,' % (k). e

Lemma: Wenn » einen von 1 verschiedenen Teiler mit ¢/ gemeinsam
hat, so ist G (r, ) = o.
Bewess: Wenn » =0 (mod. /) ist, so reduziert sich G (7, y) auf

2? % () = 0. Man kann mithin annehmen, da3 in (r, 1) = (@) die

:):slitive Zahl 4 ein von 1 und # verschiedener Teiler von # sei:
r=nrd, t==td; (r,t)=0), t{>1,d>1.

Fir jede zu ¢ teilerfremde Zahl ¢, welche = 1 (mod. #) ist, gilt dann

2R ir
13 - ¢ —-q/z
Clry)=2 x(We ™ =2 yhe " =20 .6y

Zum indirekten Beweis kann man daher annchmen, daf fiir jedes so
definierte ¢ der Charakter  (¢) = -}- 1 ist. Das fiihrt auf einen Wider-
spruch zu der Voraussetzung, daf3  ein eigentlicher Charakter ist.

In der Tat sei

a == b (mod. l‘l); (2, 8) = 1, (4, t): I.

Es gibt ein zu ¢ teilerfremdes ¢, so daf3 ca =1 (mod. ¢ ist, und mithin
% (¢) .7 (@) = 1. Nach dem Modul #; gelten die Kongruenzen

ca =cb=1 (mod. £,).
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Folglich ist ¢4 eine der Zahlen ¢ und y(c) (/) =41 und endlich
x(@=x). Q. E D.—
Die Formel

Gry) =27 Gy (3)

ist mithin richtig, ob » zu ¢ teilerfremd ist oder nicht,
Die zu G (7, ) konjugiert komplexe Grofde ist

2w

r — -
2 y(k)e f =G (—r7y).
k=1
Wir bilden nun auf zwei Arten die Summe iiber die absoluten Betrige

5 Glry) Gl—rx).

r=1

Einerseits ist diese Summe vermége dreimaliger Anwendung der
Formel (3) gleich

riif(’) LGy )Gl y) =) . GLy). G(—1,%).

Anderseits ist sie gleich

eMir Anir
¢ t t k¢t _ ——
)2 yk).e P AU R =
r—=1 k=1 =1
. ] (k1)
=23 ¥ X oyk).y().c =
re=1 k=1 I=1
£, =1
o il (k—1)
t ¢t ¢ ; r t
=23 X yRZe = X

Folglich erhalten wir die wichtige Formel, die zu beweisen war:

G(Ly). Gl=1,%) =t (@)

Fiir R (s) > 1 convergiert Produkt und Summe absolut in

LGy)=Hi—y(p =32 B

n=1 n



Wir multiplizieren das erste und dritte Glied dieser Gleichung mit
G (1, ;_f), welche Grof3e wir verschieden umformen, je nachdem y (—1)
=-—1 ist oder y (—1)=--1. Wir nehmen diese Reihenfolge, um
weiter unten mit den Kummer'schen Bezeichnungen: «<erster» und
«zweiters Klassenzahlfaktor iibereinzustimmen. Einer der beiden Fille

muf3 eintreten, da y (—1).% (—1) = » (1) =41 ist.

Sei _zunachst also y (—1) = —1, mithin o (—&) = — (&) und y ( k)
=-—x (k).
_ _ %ﬂk _ znik iy 3
Gy =2 Z®e’ =23 zWie’ —¢ ©|=i.E 2(#)sinT &,
E=1 r=1 E=1

und, falls 7 teilerfremd ist zu #:

G, 7) =7.7(n) 3 7 (k) sin (3”—1"”) .

A=1

Mit dem Ausdrucke auf der rechten Seite dieser Gleichung multiplizieren

wir den Term ;—(—gl der L-Reihe:

o E) sin (222 .5
Gy - Lis,z)=¢2 zx()sn(’ )

a=1 k=1 n*

Hier wire die Summe zunichst nur {iber die zu ¢ teilerfremden = zu
bilden. Aber die Formel bleibt auch ohne diese Einschrinkung richtig;

. . . . . I .
denn hat » mit # einen echten Teiler, so ist hier e mit

? 3 2mik ._.Z_n_’_k
.3 ylk). =135 £ g =
p) 2 (&) sm( ) 2k£1x(k) e ¢
p 2mik
=23 ykb).e * :G(n,;?)zo

(gemaf3 unserem Lemma) multipliziert.
Fir R (s) > 1 folgt wegen der absoluten Konvergenz

- oo SiN iﬂ-ﬂ)
y(#).2 —E—=

n=1 nt

L (s, Z)

I by

G (1, %) #=1
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und fir y =0, 1, 2, 3, ... [L” s, x) =L (s, x)]:

Y 7 t > (—log #)"sin (2—“:5”)

Lz =LY (s, y) = s . ' ! ;

o FEN=ET00 =505, 20 2 v s)
=1 =—

Sei zweitens y (—1) = 1, mithin y (—4) = y (k) und y (—&) = 3 (4.
Dann ist:

27 2Ty
V7

- £ £ ——k
GO, =23 yke ' =32 yk)le ' e =
k=1 k=1
t
=23 y (k) cos , und, falls # teilerfremd ist zu ¢

G(I,E):)?(n)ké 7 (8 cos( ;”’" n)

Mit dem Ausdrucke auf der rechten Seite dieser Gleichung multiplizieren

wir den Term Z ( der L-Reihe:

G(Iy;).[,(s’ )._..2 2 (k) COS(__ )

n==1 k=1 n*

Hier wire die Summe zunidchst nur iiber die zu ¢ teilerfremden » zu
erstrecken. Aber die Formel bleibt wieder auch ohne diese Einschrin-

kung richtig; denn hat » mit # einen echten Teiler, so ist hier 5 mit

‘ k : 21tt'k.n ~_21‘tik.n
2 7H os(ii}n)_;z;((k) I
k=1 A=1
::Zx(k) e ! :G(ﬂ,l):o
k=1

(gemi(3 unserem Lemma) multipliziert.
Fiir R (s) > 1 folgt wegen der absoluten Konvergenz:

I (s, Z) — g cOos (~2~‘,:—é . 7l)

U,x) i EX]
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und fir »=0, 1, 2, 3, ... [LY(s, ) = L (s, 1)

anE
av " 1 ro_ o (—log z) cos( n) .
= ¥ .
v L ON=LT0 0 =gy 2B 2 por 5 (6)
y(—1)=-+1.
Summiert man jede der beiden Formeln:
cos (2n—I1)axr — cos (2n--1)ax = 2sinax.sin 2 anx
sin (2 #—1) wxr — sin (2 74-1) wx = —2 sin 7x . cos 2 anx
iiber » = 1,2, 3,... /N, so erhilt man:
N
cos gxr — cos 2N-+1) axr = 2singr. X sin 2anx
" (7)
sin gx — sin 2N} 1) ar = —2sinaxr. X cos 2anx.
' n==1

Sei 0 < ¢ < x < 1—¢, Wo ¢ beliebig, aber geniigend klein sein moge,

so ergibt sich mithin sofort, daf3 die beiden Summen dem absoluten

Betrage nach hochstens gleich dem reziproken Werte von sin s¢ sind.

—log »)"
7

Anderseits bildet ( fir . = 1, 2,3, ... eine, abgesehen von

wenigen Anfangsgliedern monoton gegen Null strebende Folge. Auf

Grund eines oft angewandten Schlusses aus der Reihenlehre convergieren
daher

5 (—log #)¥ sin 2 anx mnd (—log 7)Y cos 2 anx )
n=1 n n=1 n

gleichmiig im Intervall ¢ < » < 1—e.
Da

Ls,p)=L(1, y)4 (s— x)+ L"(I X))+

W )
+9—,,—;>—m<x,z>+ .

ist, so handelt es sich jetzt darum, die Reihen (8) in bekannte Funk-
tionen, oder (falls dies nicht moglich) in neue bequemer berechenbare
und wenn moglich differentierbare Funktionen iiberzufiihren.
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§ 3. Das erste Glied der Entwickelung der L-Reihe nach Potenzen
von (s—1)

Zur Bestimmung der Klassenzahl haben wir die rechten Seiten der
Formeln (8) nur fiir » = 0 umzuformen. Und dies ist ohne jede Integra-
tion oder Verwendung der Theorie der Fourier - Reihen in jedem der
beiden Fille moglich8).

- Sei 0 < e<xr< 1—¢. Wir betrachten die beiden Funktionen:

_ ¥ sin2anx 1 cos 2N+ 1) ax I
SN(x) —n£1 n +ﬂ(x_?)+ 2N+I .Sinﬂx
. .
Colw) =% Coszﬂ”x—l—logzsinnx~sm ENAaxr 1

n=1 n

2N~ 1 sin g x

und differentieren sie unter Beriicksichtigung von (7) nach x:

cos(2N+4-1)mx cos ax

Sy(#)=—a 2N4-1 Csin® g

sin(2/N-4-1)axr cos ax

Cyb) == 2N-F1 Csinfax

Wir wenden auf Sy (x) und Cy (#) den Mittelwertsatz der Differential-
rechnung an, welcher aussagt, daf3 fiir jede Funktion F (x), die in einem

endlichen Intervall (@, ) stetig ist, und im Innern eine einzige Derivierte
hat, '
F (o) — Fla) = (0—a) . F' (&),

wo § eine Zahl im Innern des Intervalles (2, 6) bedeutet. Es sei s = x»
und ¢ habe den Wert ~;— . Es folgt:

3,’ sin2anx cos (2 N+ 1)ax

o Pl Dt ey ey = 03 S @

Ycos2anx . sin@N4+1)gx ¥ (—1)
ST tlegzsinar— 2

n=1

—log 2

i = =) e e
2N-F1 g) M NAS D

8) Fiir die erste der beiden Funktionen vergleiche man: Cesaro, E., Elementares Lehrbuch

der algebraischen Analysis und der Infinitesimalrechnung, Leipzig 1904, pg. 304/305 ;
Pringsheim, Math. Ann., Bd. 26, pg. 193 und die dort pg. 195 erwihnten Literaturangaben.
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wo &' und §" jedenfalls im Innern des Intervalles (e, 1—¢) liegen. Lassen
wir in beiden Formeln NV iiber alle Grenzen wachsen, so folgt gleich-
miflig in x:

> sinzanx s

2 = aly— x); (o)
=1 n n(g )’ ( )
°COoS 2 anx .

2 ﬂ-—:—logzsmnx. (11)
n=—1 7

Bemerkung: Wir wollen hier ein fiir allemal vereinbaren, daf3 der
Ausdruck

x (k) . 7 (k)
gleich Null sein soll, auch wenn die Funktion f(x) fir x — k nicht
definiert ist oder unendlich grof3 wird, falls nur y (k) =o ist.
Dann folgt aus (5) und (10), bezw. (6) und (11), immer, weil y ein
(eigentlicher) Nebencharakter ist:
in ! — k
L(I’Z)——mkil—}((k)-*;; x (1) =—1; (12)

t

L, )= -G—(fmkél—;?(k).log sinﬂ—tk; y(—1) =—41. (13)

Ist # ungerade, so soll die Summation in der zweiten dieser Summen
natiirlich so ausgefilhrt werden, daf3 man iiber alle ganzen rationalen
i . . . z .
positiven Zahlen, die kleiner sind als 5 summiert.

Corollar : Die Ausdriicke der Formeln (12) und (13):

¢
3 T
2 om0 e 3 —ylog sn”,
wo y, wie immer, ein eigentlicher Nebencharakter mod. # ist, &ndern

sich nicht, wenn man ¢ durch ein positiv ganzzahliges Vielfaches von ¢
ersetzt,

In der Tat ist:

kgl——z(k)-;%—=%E:Lé;-z(fj—}—k) i+n|=

V_

V6.2 =S — .,
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also, da die erste innere Summe verschwindet und die zweite innere
Summe nicht von ; abhingt:

=% —zm.% QED.

k=1

2 .omk % . oawk|
xRy log sinTm =5 I —y (k) log sm—ﬁl_
1 Vi ak Z?k
=?k:_2_‘1—;((k)log 2 sin Vt| —2‘ ——-Z(k)log 1—e 7F |=
- 2mi (t] + B)
:2;=ot Z—;((z‘]—[—k log|1—e¢ Ve ;:
, 2nij 2nik
zgzg Z(k)Z‘ log|1—e 7 e 7 |I=
k==l
. 2mik s k
=5 2 —y(k)log|li—e ° ':g 2 — y(k)log ZSinft_lz
k: k=1
t
(z)
= 2 — y (k) log sinﬂ—lC .
k=1 4
Q.E.D.

§ 4. Das zweite Glied der Entwickelung der L - Reihen nach
Potenzen von (s—1)

Zur Bestimmung der Kronecker’schen Grenzformel haben wir noch
die rechten Seiten der Formeln (8) fiir » = 1 umzuformen. Dazu bedienen
wir uns der Theorie der Fourier - Reihen. Fiir die erste der beiden
Formeln (8) kann man auf eine bekannte Formel von Kummer (vgl.
Crelle, Bd. 35, pg. 1—4) zuriickgreifen, die wir in etwas geidnderter
Form anschreiben. Seio < ¢ < » < 1—¢, so ist:

—lognsin2nax nl I' (1—x)

1 : =7 log = + (7 — %) - (E+4log2a). (14)

Il b

”
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Firr den Fall der zweiten der Formeln (8) wollen wir wieder fiir
0 < ¢Lx L 1—¢ die Reihe?d):
r+1 r+1 r+1 r+1
¢,(x)EC,+{logx —log%}+{log(1—x—log;}
»+1 r+1 r+1
+{iog (1 4 2) — log o)+ Tog (2 — #) — fog 2} +
r+1 r+1 r41
+{log(2—}—x)——log;}+‘log (3—x)— logZ;+ (15)
r+1 r41 ¢ 7+1
+iog 342 — logsl 1 ig 41— 2 — o3} +
-+ ... ad infinitum,

ins Auge fassen. Hier ist » > 1 ganz rational, C, eine Zahlkonstante,
iiber die wir noch verfiigen werden.

Sei o< x —;— Dann zeigt die Folge der Relationen:
__{ r+1 7+1 " 1 4 )
log (n4-2)—log (++-3)l=(+1) (5—7)- =, g 10<é<7;
log (1+ }+&)
‘Hlog(n-}-l—-x —log (24 )}:(r-i—l)(%—x).m—

1 1 g(”+1+ ") i
=) e o<

0<E <

tlrgé " +147) —log (»+ )}_ (r+1

daf3
741 r+1 7+1 r+1
a),(x)—c,-—{lggx_log§§—{1og 1) — fog 4} (16)

eine Reihe ist, deren Glieder, abgesehen von wenigen, endlich vielen
Anfangsgliedern, abwechselnd positiv und negativ sind, und dem abso-
luten Betrage nach eine abnehmende Folge bilden, die nach Null kon-

vergiert. Folglich ist die Reihe (16) in oéxé% zwar bedingt, aber
gleichmif3ig konvergent. Weil die Vertauschung je eines Paares direkt

aufeinander folgender Glieder der Reihe an der Konvergenz nichts
.indert und auch nichts am Grenzwert der Reihe, welcher nur in etwas

9) Zur Konstruktion dieser Reihen bin ich gelangt durch das Studium der Arbeit von
Hermann Kinkelin, Allgemeine Theorie der harmonischen Reihen mit Anwendung auf die
Zahlentheorie, Basel 1862; Programm der Gewerbeschule in Basel fiir das Jahr 1862, auch
Sonderdruck.
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anderer Art erreicht wird, ist (16) sogar in 0 < <1 gleichmif3ig kon-
vergent, Firo<{e<r=<1—¢ ist

2, (I—-.ﬂf) = @, (x);
und ferner ist @, (%) =C,.
Die Funktion
{1og (r—-x) — Tog (n+2)+1{1og (21— 2) — fog (2 +2),

wo 7 N und N schon geniigend grof3 gewihlt sei, ist im Intervall

=
1 . . .
0 < x < 4 monoton wachsend. Denn ihre Derivierte:

(r+1)

Ic;g (n+x) lorg (n—t+1—x) 2
ntzx n4-1—x

ist im Innern des Intervalles positiv. Dasselbe gilt mithin in Oéx__{—;—
von der Reihe

o0

7+1 741

an[{ Ir(;rgl' (n+2)— fgé (”"‘}‘%)} -+ {log (n4+1—x)—log (”*}‘%)}]

und (16) ist daher ino =2 = % als Summe von endlich vielen Funktionen
von beschrinkter Variation selbst von beschrinkter Variation. Offen-
sichtlich gilt dasselbe fiir die Reihe (16) in 0 < » < 1. Endlich beachte
man, daf3

1 1

f r+1 r+1 7+1
0

log x| .dx == (—1) log x dx
0

existiert. Nach bekannten Sitzen (vgl. H. Lebesgue, Lecons sur les
séries trigonométriques, Paris 1906, pg. 73/74; Picard, traité d’analyse,
3. édition, Paris 1927, t. I, pg. 329) stellt daher die Fourier-Entwickelung
von @, (x) die Funktion @, (x) dar in 0 < ¢ £ x < 1—¢, WO ¢, wie immer,
beliebig, aber geniigend klein. Man erhilt fir » =1, 2,3, ... bezw.
successive die gesuchten Fourier-Reihen der zweiten der Formeln (8)
bezw, fir v —1, 2,3, ...

Fiir die Kronecker’sche Grenzformel brauchen wir nur die Fourier-
Reihe, fiir welche y=—1 ist, und die man aus @, (v) erhilt. In der Tat
ergibt sich wegen der Stetigkeit von @, (x) im angegebenen Intervall:
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O x)=A4A,+2 2 4, cos 2nar; 0L eSr=1—sg,
n=1

wobei

1
A, :f@l (x)cos2namx . dx.
0

Sei # > 1, so ist

= lim f[ log x——log a}+{1<2>g (1—x) — 1‘2)8'%}—‘_

K=o §

ﬁi[{ log (k +2) — log (B 1)} +{1og (1 4k — 2 — 13g(k+%)}]]
cos 2nnx .dx,

also wegen der gleichmi3igen Konvergenz von (16) in o <x <1:

K==00 k=1

1
2 Ve 2
4, = zf logx.cos2nax dr -} 2 lim 2 | log (k4 %) cos 2uax dx,
0 0

oder, falls k- » = ¢ gesetzt wird im Integral:

E+1 k+1
. X 2 1 . K 2 .
A,—2lim 2% | logt.cosz2natdi—— lim X | log¢.dsin 2nsnt.
K= o0 k=0 NI K= 0o k==0
k k
k1
£+1 logs .
A,,:——— lim 2' logtsmznm‘[ — 2| ——sin2natdt;.
NI K=o k=0 ¢
p
2 log
A4, = — — sin 2 nat dt .
na .

Wir setzen im letzten Integral 2zaf = »; dann erhalten wir:

2 °°logx . 2 (*sin x
Ap=— — pe SInxdr+Elog2nnf7—dx.
0

ns
0

Nun gilt fiir 0 < s < 2 die Formel [vgl. z. B. das in der Anmerkung (8)
erwihnte Lehrbuch von Cesaro, pg. 781}:
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smx T
”—f = e
2 I'(s) sin —

Folglich ist £ (1) = dr = % und

0

' B oologx . . T , o= 0
f(I)———‘f p Smxa’x_——-?]“(l)__;_E_ )
e
Mithin ist

An:E—{—logzyz_l_logn

”n n

und fir o efr<1—¢:

@w%:f¢_@a+2w+bgm)gﬁiﬂﬂf+ Flogncoszazr )

n=1 ”n

Die Constantef @, (x) dx ergibt sich aus der Bedingung @, (%) =C(;

als willkiirlich.0 Sie ist auch fir uns im folgenden ohne Bedeutung, da
sie bei der Summation iiber die Nebencharakter - Argumente herausfilit.
Setzt man:

C, = —log2.log8a2, (18)

1
f(Pl (x)dx = o.
0

Dies ergibt sich, wenn man in (17) das Argument x ::% setzt und die

Entwickelung nach Potenzen von (s—1) beider Seiten der Identitit:

so wird sie gleich Null:

— (s—1)log2

R VTR SO S S
(1—e )l =1 o — et

heranzieht. Man vergleiche die Entwickelung von ¢ (s) nach Potenzen
von (s—1) am Anfang von § 2, Formel (2).

10y Die Derivierten f'' (1), f”” (1), ... treten bei der Fourier-Entwickelung von @, (x),

Qg(x), ... auf,
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Diese Normierung fiir ¢, empfiehlt sich, weil dann die Funktion
@, () der Funktionalgleichung geniigt1!)
M—1 ¢ '
3 0, (r + ﬁ) — @, (Mx) — 2log M. log (2 sin Maz);
M beliebig ganz rational und positiv; o < e S Mr < 1—08.
Unter Beriicksichtigung von (11), (15) und (18) ergibt sich jetzt als
Pendant zur Formel (14) fir o {e=xr < 1—s: o

33 —logn.cosznnx:_%d,l(x)_(E+10g2n),1og(25innx). (19)

1 7

E

Mithin wird, unter Beriicksichtigung einer pg. 172 getroffenen Verein-
barung, falls % (—1) = — 1 ist [ vgl. Formeln (5) und (14)]:

)

y)me b AT 5 = %) = v .
Len=ghpi s, xWlog  Tay g ETlogm CRR

und, falls % (—1) =+-1 ist [ vgl. Formeln (6) und (19)]:

3 1
L=t 5 Zme (E)+2(E+lo 2m) 5= 7). lo sinﬂ—kz
% O G(LY = X ¢ & ﬂk:l x)-108 t
Im folgenden werden wir nur die Quotienten brauchen:
k
L' (1,%) ; B= 1“7)
L(I"T:E+1°g2ﬂ‘r~ - (20)
X Z—x®7
k=1
(—1) ¥
—1) = 1: 2 —
* r (1,9; A, (é)
—L*(—I—,x'—)‘—E—i—lOan—l—? < (21)

I

I . ok
2 — v (k) log sin —
2 %()og 1nt

iy Fiir M=—2 findet sich diese evidente Funktionalgleichung, natiirlich ochne den Aus-
druck (15) schon bei E, Landau; Crelle, Bd. 125, pg. 181. Selbstverstindlich geht man zu
ihrer Ableitung von der Formel (19) aus. Die analoge Funktionalgleichung fiir log I' (x)
findet sich in der eingangs dieses § erwihnten Note von E.E. Kummer.
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Tafeln fir log I'(X) fir alle Werte von X von 1000stel zu 1000 stel
fir X=1 bis X=2 finden sich in Legendre, trait¢ des fonctions
elliptiques et des intégrales Eulériennes, t. II, Paris 1826, pg. 489 sqq.
Fir x == X —1 ist ferner log I' () = log I' (X) — log x. .

Als alternterende Reihe ist @, () bis auf eine gewisse Genauigkeit
leicht berechenbar. Ferner ist @, (x) in 0 < ¢ £ x £ 1—¢ gliedweise
differentierbar.

Il. Kapitel. Die Zetafunktion, die Kronecker’sche Grenz-
formel und die Klassenzahl der Ausgangs-Kreiskérper

§ 5. Die Zetafunktion der Ausgangs-Kreiskdrper

Es seien /,, 4,, .../ im Ganzen R > 1 von einander verschiedene
1r ‘2 =
27§

ungerade Primzahlen. Wir betrachten den Kérper A (e m ) der m-ten
Einheitswurzel, wo m = /™ ." .. /g'®. Sein Grad ist

pM=g (") . p&"). ... .@l’r).
Er entsteht durch Kombination der R Korper der /%~ten Einheitswur-
zeln. » bedeute immer eine der Zahlen 1, 2, ... R. (Hilbert, § 97). Es sei
clzal.ll"‘—l, czzaz.lzh‘“l, cev. tr=—ag. IR

ferner 2, ein Teiler von (/, — 1) und @, 6, —/,— 1. Wir betrachten
den Korper £, der durch Zusammensetzung der R Unterkoérper vom
Grade ¢, der Kérper der /%~ ten Einheitswurzel entsteht. Sein Grad G
ist, da die Diskriminanten dieser Unterkorper teilerfremd sind zueinander
(Hilbert, Theorem 87):

= @ (m)

G=¢[.C4 «-vv .CR= g ... e

211
Sind alle 4, = 1, so ist % identisch mit K (e m ) In jedem Falle er-
hilt man auf diese Weise den allgemeinsten, nach diesem Prinzip zu-
sammengesetzten Kreiskdrper von ungerader Diskriminante. Wir nennen
einen solchen Korper «Ausgangss-Kreiskorper. Denn wire der Grad
eines Unterkorpers der /7 ten Einheitswurzel von der Form
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h -h-
Pt wo 1<, — < by —1,

G=a,.l,

so konnte man vom Korper der m ten Einheitswurzel ausgehen, wo
. [:‘*’ = m ist.

27L

hy

Es sei Z, —¢ L , ferner g, eine ein fiir allemal fest gewihlte Primi-
tivwurzel mod. lf’, die iiberdies so gewdhlt sei, da3

&r=1 (mod. il}i )
Es bedeute s, die Substitution
Sy Ly = Z,g' .
Endlich bedeute
S, Ly = 2, falls r=£ k& ist.

Jede ganze Zahl 4 des Korpers der m ten Einheitswurzel kann so
dargestellt werden (Hilbert, § 94):

A= P (Z, Zy, ... Zz),

wo P (¥, #5, ... xg) hier und im folgenden generell ein Polynom mit
ganzzahlig rationalen Zahlkoeffizienten der unabhingigen Verinderlichen
Zy, %y, ... xg bedeutet.

Die zu A algebraisch konjugierten Zahlen sind dann die Zahlen:
S{LSt W SRA=P (M 2, s 2y, o SR 2L,

wo 0<Ln, <7, —1)— 1.
Alle Zahlen des Kérpers der = ten Einheitswurzel, die invariant sind
unter den Substitutionen:

By—1
s, $2a, ...osa— D4 l

hy—1

S92, So2a, ... Sth— N4

2%y Sg*4, P (22)
hp—1

SCR g2pR sUr—viRE |

R?»° kR "R

bilden dann den Unterkorper k.
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Ist o eine ganze Zahl von k, so ist dann immer noch
a=PFP (2, 2y, ... Zg), (23)

und die zu ¢ in bezug auf k algebraisch conjugierten Zahlen sind dann
die Zahlen

s sm ... SR a; oLn,<¢, —1, r=1,2,... R.
Wir untersuchen jetzt die Zerlegung der zu  teilerfremden Prim-

zahlen p im Korper k. Es ist fiir ein beliebiges ganzes rationales und

positives F nach dem Modul p, wegen des Fermat’schen Satzes:

F F ra F
P =2, P, L)

EP(SlFindlpZI’ S FindlpZ2 . SRFindRp ZR) (24)

ll

s TP g, Ftp sy TRRD AL ey o Za)

:slpi"d‘psgpi“d”’ .. sgT™MRP o (mod. p).

Hiebei hat P natiirlich die gleiche Bedeutung wie in (23).
Ist f die kleinste positive ganze rationale Zahl, fir welche alle R
simultanen Kongruenzen

f.ind, p=o0 (mod.¢,), r—1,2, ... R

erfiillt sind, so ist, weil o zu k gehort:

P =a (mod. p),
und folglich fiir jedes Primideal p, welches p teilt

apfz a (mod. p). {25)

Ist /' der Grad von p:
n () =p/

so ist fiir jede ganze Zahl ¢ von k nach dem Fermat’schen Satze:

o P’ = o (mod. p). (26)
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Es ist mithin /' </, weil die Kongruenz (25) von jeder der pf’ Rest-
klassen von p erfiillt ist.

Wir behaupten /' = /. Denn sei zum indirekten Beweise /' < £, so
wire gemidf (24) a fortiori mod. p und nach (26) tiir jede ganze Zahl
a von k:

aP/ =g [ indip g flindep o flindRp g = o (mod.p). (27)
Die Substitution
slf’ ind, p s2f’ indyp st’ indg p
gehort aber gewif3 zur Galois’schen Gruppe des Korpers & und ist von
der Identitit verschieden. Denn es widerspriche der Definition von f,
falls it »r—=1,2,3, ... R
/' ind, p=o0 (mod.¢,)

gelten wiirde fiir ein /' < /. Da (27) fiir jede ganze Zahl a — ¢; von k
gilt, so wire das Element:

((a1 _slf’ indypg frindyp g f'indRp gy

[ I3 [
(ag-sf 4P, flindep o fTimdRp Gy )

durch p teilbar. Dann wire auch die Korperdifferente von k, also auch

2mi 21:1')

die von X (e m ), und folglich auch die Korperdiskriminante von X (e m
durch p teilbar. Das ist aber ein Widerspruch (Hilbert, Theoreme 83
und 121).

Es gilt mithin der Satz: Ist / die kleinste positive ganze rationale
Zahl, fiir welche alle R simultanen Kongruenzen

f.ind, p=0 (mod. ¢,); r=1,2, ... R; (28)

befriedigt sind, ferner ¢ — -G— , so zerfillt eine zu  teilerfremde Primzahl

2 in ¢ voneinander verschiedene Primideale ften Grades 12).

12) Einen anderen Beweis zu diesem Satze im Falle des vollen Kreiskorpers siche in
Hilbert, Beweis zu Theorem 125.
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Denn da p zur Korperdiskriminante teilerfremd ist, so kann kein p in
hoherer als erster Potenz in p aufgehen.
Daraus foigt

(1 —np) =)= —x(pp—)~" (29)
plp X

wo auf der linken Seite p alle vonecinander verschiedenen Primteiler p
in k von p durchlduft, und  auf der rechten Seite alle eigentlichen
Charaktere, welche den G Charakteren

XI”'bI.Xg’z?b%...XR"RbR; o7 <¢ —1; (30)
zugeordnet sind. Hier bedeutet (» =1, 2, ... K):

27

X, (gr) =X (g =¢ ¢ (lfhr)

einen bestimmten erzeugenden Charakter mod. /%,

Da p zu m teilerfremd ist, haben die den Charakteren (30) zugeord-
neten eigentlichen Charaktere fiir das Argument p den gleichen Wert
wie die uneigentlichen Charaktere. Jeder Charakter

XM b (7). X5 (p) ... X'=b%(p); o<n, <, —1;  (31)

ist eine fte Einheitswurzel, denn

.{ nyind, p nyind; p ngindg p
ef.znl{ ke TS
wegen der Kongruenzen (28). Es gibt auch keine kleinere positive Zahl
f" <L f, sodafl alle Charaktere (31) /" te Einheitswurzeln sind. Denn
dann wire fiir alle Wertesysteme der #, :

CR

" .(n ind p ng ind, p nRindRp}
J .zm{ s e EERR st

Fir jedes »=1,2, ... R wirde fiir: n, = 1; n,=ny= ... =n,_4
=%p31== ... ==Nng=20 !

f" ind, p =0 (mod. ¢,)
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folgen. Das ist aber ein Widerspruch gegen die Definition von /. Da
aber die Charaktere (30) eine Gruppe (vom Grade ) bilden, so kommt
jede fte Einheitswurzel gleich oft vor (Hecke, Satz 32, pg. 35). Mithin
ist die rechte Seite von (29) gleich

Den gleichen Wert hat aber auf Grund des Satzes pg. 182 auch die linke
Seite von (29).

Wir untersuchen jetzt die Zerlegung des in » aufgehenden Primteilers
lg =, Im Unterkorper k* von k, welcher aus allen R — 1 Unterkor-
pern der Grade ¢, ¢, ... cg—1 zusammengesetzt ist, ist die Zerlegung
von / auf Grund unserer bisherigen Ausfilhrungen bekannt: Ist /* die
kleinste positive ganze rationale Zahl, fiir welche simultan alle (R — 1)
Kongruenzen

f*ind,/=o0 (mod. ¢,), wo r=1,2, ... R—1,

erfiillt sind, ferner ¢* = so zerfillt / in ¢* voneinander verschie-

G
R’
dene Primideale f/* ten Grades:

=1 .15 ... .

Im Unterkorper k& vom Grade ¢ des Korpers der /* ten Einheitswurzel
ist / die ¢x te Potenz eines Primideales [:

=T .
Denn es gibt iT Korper K=K (e L ) nur ezz Primideal, und zwar
ersten Grades €, welches in / aufgeht, und also in der (/— 1) /41 ten
Potenz
h—
] — —i (l—1)!
(Hilbert, Theorem 120). Folglich gibt es in % auch nur ein Primideal

I, das in / aufgeht, und zwar in der ¢z ten Potenz. Denn wenn diese
Potenz vom Korpergrad von k verschieden wire, so miifdte fiir einen
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gewissen Relativkorper ein Primideal £ des Oberkorpers (der seinerseits
Unterkorper von X ist), in hoherer Potenz in einem Primideal 1 des
Unterkorpers aufgehen, als der Relativgrad betrigt.

Aus der Darstellung

folgt, daf3 die Ideale [* nicht teilerfremd sind zu [ Man muf3 sich nur
daran etinnern, daf3 ein Ideal die Vielfachen einer bestimmten ganzen Za/k!/
reprisentiert, welche Zahl allerdings in einem Oberkorper liegt, falls ein
Ideal nicht Hauptideal ist. Es sei

L=@40; (fur 7=1, 2, ... &%),

der grofite gemeinschaftliche Teiler von [* und 1, aufgefaB3t als Ideal
in k. Das Ideal [; ist vom Einheitsideale in k verschieden. Jedes dieser
Ideale geht in / in genau cg ter Potenz auf, mithin ist

I=1L L ..., LR,

Es kann auf der rechten Seite dieser Gleichung kein weiterer vom Ein-

heitsideal verschiedener Idealfaktor auftreten, und die [;, wo 7 =1, 2,
. ¢*, sind Primideale.

Beweds: Es sei in Primideal-Darstellung in %:

Lol oo La=I 12 . L E WO ED X 4,21, firi=1,2, ... E

Es sei ebenso in Primidealdarstellung in k:

Yt 14 Agl¢R (B, (B Br {Br+1 By
/= I(l) ) 1(2) e '[(E) 'I(ll) : I(ﬁ o .I(E)' [(E+U crr [(H) ’

wo H> E und B; >0, falls y=1, 2, ... £j
B;>1,falls j=E+1, E42 ... H

Der Grad des Ideals I* in k¥, wo 7==1, 2, ... ¢, ist gleich f/*, und
der Grad jedes in %k liegenden Idealteilers ein Vielfaches V; von f*.
Normenbildung in k ergibt mithin

ZG—:[f*CR(‘/]A1+VgA2+ s v VEAR + fFViB + Ve B+ ... + VEBE) +
+ Ve4r1Bes1+ ... + VuBa.
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Nun ist G—= f*.¢*.cz. Folglich miissen, da alle Summanden des Ex-
ponenten der rechten Seite nicht negativ sind, alle 7 gleich 1 sein und
H=E=¢, ferner 4, =4, = ... = A»=1, endlich B, =B, = .
=B+=o0 Q. E D.

Es ist auch

At —n)=)~t =M1 — @771, (32)
11 x

wo [ auf der linken Seite alle voneinander verschiedenen Primideale [
von k durchliuft, die / teilen und y auf der rechten Seite alle eigent-
lichen Charaktere, die den Charakteren (30) zugeordnet sind. Denn y (/)
ist immer gleich Null, auf3er wenn 7z =0 ist. Die Charaktere

n b ny b N4 bp
XM X% XRfll R—1 (33)

bilden aber eine Untergruppe der Charaktere (30). Fiir das Argument
! = [z fillt der Wert der Charaktere (33) je mit dem Wert des zuge-
ordneten eigentlichen Charakters zusammen, und daher ist wie oben
(vgl. das Ende von § 1):

G
N1 — (@) i=)=t = (1—[=s%) R = (1— /") =
X

Den gleichen Wert hat aber auch die linke Seite von (32).

Damit ist beyviesen
g'k (5): HL(S’Z)) (34)
X

wo y iiber die zur Galois’schen Gruppe von k isomorphe Gruppe aller
eigentlicher Charaktere zu erstrecken ist. Oder

é'k :é- L y ’
(s) ) Y (,S 2) (35)

wo 7 iiber alle eigentlichen Nebencharaktere zu erstrecken ist, die den
Nebencharakteren

186



o<Ln,<¢ —I1,r—1,2, ... R
A B A X auBor by = by . ... = bg=0;
(=by=....=bg=0;

zugeordnet sind.

Die Formeln (34) und (35) bleiben mutatis mutandis auch giiltig, falls
die Diskriminante eines Kreiskorpers gerade ist. Wir erhalten die noch
fehlenden Ausgangs-Kreiskorper, falls wir dem betrachteten Korper k
oder auch nur dem rationalen Zahlkérper den cyklischen reellen Unter-
korper /7;,—2 vom 2%—% ten Grade adjungieren (also /%, > 3), oder dann
den vollen Korper der 2% ten Einheitswurzel, wo %, > 2 (Vgl. hierzu
Hilbert, § g9 und § 100). In jedem Falle hat man dann Unterkorper
des Korpers der m ten Einheitswurzel, wo m = 2% . m ist.

Eine den Korper bestimmende ganze Zahl von Iy —2 ist

2wl

Zy=Ly-+ Zy=', wo Zy=re 2k .

Die zu Z, in bezug auf /7, _, algebraisch conjugierten Zahlen sind die
Zahlen

S Ly, wo 0L n, < 2%~% — 1, und wo s, Z, = ZS.

Ferner sei s, Z; = Z;, falls 7z£ 0 ist.

Jede ganze Zahl a des Korpers K (k, Z,), dessen Grad gleich 2%—2. G
ist, ist dann von der Form

a= P2y, Zi, Zy, ... ZR).

Die zu « in bezug auf X (k, Z,) algebraisch conjugierten Zahlen sind
dann die Zahlen:

oLn<¢c,—1;7r=1,2, .. R

Ry o My o 11 ng
Y S I 3 o, WO
oo ’ o< n, < 2h2 — 1.

Das Tableau der Substitutionen (22) andert sich nicht.

Fiir ungerades @ sei dann ind, ¢ die mod. 24—? eindeutig bestimmte
Zahl, fiir welche

a

il

+ 5 indsa (mod. 2%) (36)

ist.



Sei jetzt p eine zu m teilerfremde rationale Primzahl und F, die kleinste
positive ganze rationale Zahl, fiir welche alle R 4 1 simultanen Kon-
gruenzen

Fyind,p=o0 (mod.¢,), r=1,2, ... R und
F, indy p =0 (mod. 2%—%)

22 G,

7!
jede zu m teilerfremde Primzahl p in Z, voneinander verschiedene Prim-
ideale F, ten Grades zerfillt in K (k, Z,).

Ebenso wie oben ergibt sich die Formel:

It —nP)y= =1 —x(p2™", (37)
pip X

befriedigt sind. Dann ergibt sich wie oben, da falls £, = st,

wo auf der linken Seite P alle voneinander verschiedenen Primteiler P
in K (k, Z,) von p durchliuft, und rechts y alle eigentlichen Charaktere,
welche der Gruppe der 2%—%.( Charakteren

XA by xn&bR oLn<¢—1, r=1,2, ... R
* 1 TR oL 7, <2k t—1
zugeordnet sind. Hier ist

2w

X (F 5) = yu (£ 5) =e2h™®

ein Charakter mod. 2%. Die Gleichung (37) gilt endlich auch fir alle
rationalen Primteiler von s, wie man auf gleiche Weise einsieht wie
oben. Es ist fiir den analogen Beweisgang noch anzumerken, daf3 im
vollen Korper der 2% ten Einheitswurzel (%, > 2) die Primidealdarstellung

fg—1
2:520

gilt. Mithin muf3 im reellen Unterkorper vom Grade 2%—% (7,> 3) in
Primidealdarstellung

ho—2
2 =127

sein. (Vgl. den analogen Schluf3, pg. 184).
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Eine den Kérper bestimmende ganze Zahl des vollen Korpers der
2ni
2% ten Einheitswurzel ist 7, = ¢ 2% Sei sy Z, = Z,~! eine Substitu-
tion der Periode 2, also s, Z, = Z, und s, 2, = Z, fiir r =1, 2,... R,
Jede ganze Zahl o des Korpers X (k, Z,), dessen Grad gleich 2 Wl G
ist, ist dann von der Form

a=P(Zy, Zy Zy, -+ Zg).

Die zu « in bezug auf K (k, Z;) algebraisch konjugierten Zahlen sind
dann die Zahlen:

sognogl
Sollo SyMu S{M Soltz ... sgnRa, wo { 0 <z, < 2h0—2% — 1
logn,ger—x; r—1,2 ... R

Das Tableau der Substitutionen (22) ist auch hier dasselbe,

Fiir ungerades @ sei dann ind, « die mod. 2 eindeutig bestimmte Zahl:

ind; a

a=(—1) (mod. 4). (38)

Wir wollen zur Deutlichkeit noch bemerken, daf3 (36) und (38) zusammen
die Kongruenz:

indg a indy a

a=(—1) 5 (mod. 2%)

ergeben, falls /> 3. Es sei / die kleinste positive ganze rationale Zahl,
fiir welche alle R 4 2 simultanen Kongruenzen

Find,p=o0 (mod.¢), »==1,2, . . R
F ind, p =0 (mod. 243
F ind; p =0 (mod. 2)

befriedigt werden. Dann ergibt sich wie im Falle einer ungeraden Kor-
271,
F
Primzahl p in £ voneinander verschiedene Primideale F ten Grades zer-
fallt in K (k, Z)-
Die Formel

perdiskriminante, daf3, falls £ — ist, jede zu m teilerfremde

I(1—n@E)=)-1=d(t—x()2~")"", (39)
Plp X
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wo auf der linken Seite D alle voneinander verschiedenen Primteiler P
in K (k, Z,) von p durchlduft, und rechts y alle eigentlichen Charaktere,
welche der Gruppe der 24—1. (G Charaktere

, 0L 7 <1
X X, X b x,mebe X RER ) 0 <my < 2h—2—
oLn<¢c—1;7r=1,2,... R

zugeordnet sind, bleibt richtig. Hier ist fiir jede ungerade Zahl «
a—1
Xy(a)=(—1) ? ein Charakter (mod. 4).
Die Formel (39) gilt aber auch fiir die rationalen Primteiler, die in
aufgehen, wie man auf genau gleiche Weise einsieht, wie oben.

Die Funktion {x(s) hat mithin in allen Fillen die Gestalt
Srl(s) = &ls)- ML (s, ), (40)
X

wo das Produkt iiber alle ezgentiechen Nebencharaktere zu erstrecken ist,

§ 6. Die Umformung des Ausdruckes fiir die Zetafunktion.

Aus den Gleichungen (40), (2), (9), (12), (13), (20) und (21) folgt, daf3
die Funktion {x (s) in allen Fillen der Kreis-Ausgangskorper die Ge-
stalt hat:

¢ ‘x
‘ 3 k 2 : . ak
- ]] _f_f_t___.z_ k i [1 \ . 3o k 0 2
S (s) i G(I,Z)k:lZ( )tx e T % (k) . log sin —={x

—1 —r
X ‘I_+GE+(G~I)10g2n-T--;- P ( tx) -+
-1 K 1)=-1 ty b
Y -xlk)r
k=1 X
I (41)
2 k ,
1 13——' X ®) 2, (q)
+i 2 7 +

x(-D=+1 X
3. o (k) log sin -
- O e

2 x { g sin 7

-} hohere Potenzen in (s — 1),
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Hier bedeutet ' den Grad des Korpers X:
Falls m = m ungerade, d. h. K = Fkist, soist G==G=—c,.¢p .... . cg;
falls m = 2% m, %y= 3, und nur der reelle Unterkérper vom Grade
2%0=2 zu k hinzutritt, d. h. K = K (k, Z,) ist, so ist G = 2 =2 G =

2M=% . ¢ . ¢y ... .cp; falls m = 2Mm, /y= 2 und der volle Korper der
2% ten Einheitswurzel zu k hinzutritt, d. h. X = K (k, Z,) ist, soist G =
20—1G=2%"1,¢,.¢....cg. Die Summen und Produkte sind zu erstrecken

bezw. iiber diejenigen der G — 1 eigentlichen Nebencharaktere, welche
den weiter oben in jedem Falle erwdhnten Nebencharakteren zugeordnet
sind, fiir welche 5 (— 1) = — 1, bezw. y (—1) = 1 ist. Hiebei ist

fur /I der Wert 1, fir 2 der Wert 0 zu setzen, falls kezrn Charakter von
YED=-1 xD=-1

der Art  (— 1)=— 1 existiert. #, ist derjenige Teiler von #, fiir wel-
chen der betr. Charakter y eigentlich wird. Es ist dazu noch folgendes
zu bemerken:

Der Korper K ist als Galois’scher Korper entweder total reell oder total
imagindr, Der erste Fall tritt nur ein, wenn alle 6,, wo r==1,2,... R

b Cy
gerade sind, und hochstens 77, _» zu k tritt. Die Substitution 5,0 4

ist die einzige Substitution des Korpers der /% ten Einheitswurzel, die
genau die Periode 2 hat, denn die Gruppe ist ja zyklisch vom Grade
by.c, = (l, — 1) LA»—1. Anderseits ist Z,—*! algebraisch konjugiert zu
Z, im Korper der /% ten Einheitswurzel, und folglich verwandelt, da

der Uebergang zur konjugiert komplexen Zahl eine Operation der Pe-
1

riode 2 ist, s, Elidie jede Zahl des Korpers der /- ten Einheitswurzel
in ihre conjugiert complexe Zahl.

Ist 6, gerade, so kommt unter den Substitutionen, welche die Zahlen
des Unterkérpers vom Grade ¢, des Korpers der /% ten Einheitswurzel
invariant lassen [vgl. das Tableau (22)], auch die Substitution

e

vor und folglich sind die Zahlen des Unterkérpers vom Grade ¢, alle
reell.

Ist 4, ungerade, so ist ¢, gerade und 5, (921) nach dem Modul ¢, kon-
gruent einem der Werte 1, 2,3 ... (¢, — 1). Die Substitution

)

>
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filhrt also eine den Korper vom Grade ¢, bestimmende ganze Zahl a
in eine zu ihr algebraisch conjugierte

b, (&

5 (2) a=a
iiber. Die Zahl
a—a

gehort dann auch dem Korper vom Grade ¢, an, denn der Korper vom
Grade ¢, ist Galois’sch. a@ — « ist aber rein imaginir und von Null ver-
schieden wegen der Irreduzibilitit der Gleichung mit rationalen Zahl-
koeffizienten vom Grade ¢,, der o und seine algebraisch konjugierten
Zahlen geniigen.

Bedeutet »; die Anzahl der reellen, 27, die Anzahl der imaginaren
unter den », 4 27, zueinander algebraisch konjugierten Korpern eines
algebraischen Zahlkérpers vom (r,-}-2#,) ten Grade, so ist », =0,
rzzg, falls A imaginir ist, dagegen », = G, 7, = 0, falls X reell ist.
Im Falle eines reellen K gibt es keine Charaktere, fiir welche y(— 1) =—1
#st. Denn fiir den erzeugenden Charakter ist

1 [ {1
(7o) _ preered
X, (—1)=4X, \g, =c =—1,

also X,% (— 1) = -1, bezw.

2ami 2 hO —_2
hy—2 P
J@(—-x)z)@(—sz ):ezh" : =41
Falls K imaginidr ist, sind je —g Charaktere von der Art y (—1)=—1

und y (— 1) = -1, denn das Produkt zweier Charaktere von verschie-

dener Art ergibt einen Charakter von der Art y (—1)—= —1; (g — 1)
Nebencharaktere sind also von der Art y(— 1)=--1I.

Wir gehen iiber zur Vereinfachung der rechten Seite von (41). Unter
Beriicksichtigung des Corollares, pg. 172 erhalten wir fiir die beiden
Produkte der rechten Seite der Formel (41):

e EC
- x==1G(1,7)xcv=+1 G(1,%) (42)

n 1% o {%. . ak
X(">="1;k£1 %(k).kzx('l)=+l(k£1 x (k) - log sin 2.
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Fiir die praktische Berechnung ist allerdings die urspriingliche Summations-
Vorschrift bis zu #, bezw. % vorteilhafter,

Wir berechnen die beiden ersten Produkte des Ausdruckes (42). Wir
nehmen zuerst die y, die fiir einen Teiler der ungeraden Primzahlpotenz
LA—{*, unter Weglassung des Index 7, eigentlich sind.

Die zugehorigen Charaktere sind:

2l

)iﬂzb, wo 0=<n<¢— 1 und X(g):%(g):g¢(lh) .

Durch Schlu@ von 22— 1 auf 7 sieht man unmittelbar:

Es gibt eznen Charakter, fir den (», /4) = /% ist. Er wird fiir 4, =1
eigentlich 18).

Es gibt f—é{)——l Charaktere, fiir die (n, /A) = /* -1 ist. Sie werden
tir #, =/ eigentlich.

Es gibt J’;(lf)_;ﬂ Charaktere, fur die (n, /#) — /#—?2 ist. Sie werden
fiir # = {? eigentlich.

Es gibt f—(ﬁ)—;—ﬂ-@ Charaktere, fiir die (», /*) = 7/*—3% Sie werden

fiir #, = /3 eigentlich.

.....................................................................

—1) . [l 2
Es gibt A 7 G Charaktere, fiir die (», /#) = /. Sie werden

fiir #, = /A~ eigentlich.

B —— o (=1 .
Es gibt ¢ () é(l? ) Charaktere, fiir die (n, /) — 1. Sie sind

schon eigentlich: 7z, = /%.

Zu jedem nicht reellen Charakter existiert auch der konjugiert kom-
plexe Charakter, da ja die Charaktere, die zu beriicksichtigen sind, zu-
sammen mit dem Hauptcharakter eine Gruppe bilden. Bei beliebigem
# ist flir zwei conjugiert complexe Charaktere, vgl. den Anfang von § 2,

Formeln (3) und (4), falls y (— 1) = 7 (— 1) = — 1 ist:
z i — 1 I lz‘_% 2
GLY G,y =05k & x| s

13y Der Hauptcharakter ist in (41) und (42) nicht zu beriicksichtigen.
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und, falls y (— 1) =y (— 1) =1 ist:

COLY Gy 2=0D.& &

1 I 1 I I 1
2

Nur der Nebencharakter, fiir welchen » .4 :% @ (£#) ist, ist reell, alle
andern sind je zu zweien konjugiert komplex. (Die Gruppe dieser Cha-
raktere ist ja zyklisch!) Fiir den erzeugenden Charakter ist

1 ¢ (1)

@ (&%) l—1 .
Je nachdem T oder also auch 5 ungerade oder gerade ist,
ist fiir den reellen Charakter y (— 1) = — 1 oder y(—1)=-+1. Im
ersten Falle ist — /=1 (mod. 4) und
ot
Gy vil ix I

im zweiten Falle ist /=1 (mod. 4) und

1

:lt__‘i
X

I 1

G(Ly vl

b

nach den bekannten Formeln iiber die Gauf3’schen Summen ). Die
beiden ersten Produkte von (42), erstreckt iiber alle eigentlichen Neben-
charaktere, fiir welche #, ein Teiler von /* ist, ergeben mithin

o — Bl — [l (h—1)
S

e

14) Einen direkten Beweis fiir die Vorzeichenbestimmung dieser Gauss’'schen Summen
liefert z. B. die Funktionalgleichung der Zetafunktion des betr. quadratischen Korpers in Ver-
bindung mit der Funktionalgleichung der gewihnlichen Riemann’schen Zetafunktion, fiir
§==0, bezw, §=1, Vgl. z. B.: Gut, M., Ueber die Klassenzahl der quadratischen Kérper,
Vierteljahrsschrift der Naturforschenden Gesellschaft in Ziirich, 72. Jahrgang (1927), pg. 197.
Man beachte iibrigens wohl, dass man auf diese Vorzeichenbestimmung verzichten und sich
mit den absoluten Betriigen, also mit Formel (4), begniigen kann, falls man nur die
Klassenzahlbestimmung (vgl. § 7) des Korpers beabsichtigt.
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1
A

P

Die Potenz, in der mithin idberhaupt in diesen beiden Pro-

dukten auftritt, ist

3,2 i Pl
R A (43)

1

Ly

hy
Denn jeder Charakter mod. /% tritt mit jedem der G: g%——l Charak-
w

Zrhr
samten Gruppe der G Charaktere je zu zweien konjugiert komplex,
auf3er es handle sich um die reellen Charaktere. Abgesehen vom Haupt-
charakter gehoren die reellen Charaktere zu den Teilern /, /,, ... /g,
4 oder 8, (siche pg. 164), oder Produkten dieser Grof3en (jede hochstens
in erster Potenz!), wobei natiirlich nur 4 oder 8 auftritt in einem solchen
Produkte. Fiir alle diese reellen Charaktere ist ebenso nach den be-
kannten Formeln iiber die Gaufd’schen Summen:

tere mod. multipliziert auf. Die Charaktere sind auch in der ge-

;

G(1,%) =

1
iy 2

, falls y (— 1) = —1; ( reell), resp.

1
Ix 2

, falls ¥ (—1) =-11; (x reell).

Endlich ist noch die Primzahl 2 ins Auge zu fassen. Die nicht schon
erwihnten Nebencharaktere sind je zu zweien konjugiert komplex (vgl.
pg. 163).

Tritt der volle Korper der 2% ten Einheitswurzel in X auf, so liefern
die beiden Produkte von (42), nur iiber die Teiler 7, von 2M erstreckt

By . 2o Pt (g — 1] . @ (2M)

1 1
-2 2

P

Mithin ergeben beide Produkte als Faktor, der a//e Potenzen von 2
enthilt:

i/lo——l}.G (44)

1
2—2
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Tritt nur der reelle Unterkérper vom Grade 2%—2, wo %,= 3, in K
auf, so liefern die beiden Produkte von (42), nur uber die Teiler zx von
2% erstreckt, den Faktor:

g 2l —2 _2h—2__4 3/1 2l p 1)) g (2P)
1 _ 1% hy-—2 Y 2
2 2 =|2 2 2

Mithin ergebeh beide Produkte von {42), als Faktor, der alle Potenzen
von 2 umfaf3t:

;ko—zm*“r(z_l):g' (45)

1
-3 2hg—2

E

Wir haben damit in jedem Falle die beiden Produkte von (42) be-
stimmt; wir wollen aber diese Gréf3e noch durch die Diskriminante von
K ausdriicken,

Wir bestimmen zunichst die Diskriminante & des Unterkéorpers % der
/'r = [* ten Einheitswurzel, wo / ungerade ist, der den Grad ¢=a/*—!
# hat.

Ist 6—1, mithin ¢ ==/—1, und ¢ = ({{— 1) #—', so tritt der volle
Korper K der /:ten Einheitswurzel in X auf, dessen Diskriminante D
(Hilbert, § 96) gleich

/llh——klh'—l—-—-lh‘l
/ (46)

+tD=
ist. Es sei mit_llin 6> 1. Die Elemente, welche Teiler der Relativ-
differenten von K zu & (vgl. Hilbert, §§ 14 und 15) sind, sind alle gleich
2w
dem Ideal £ = (1 — Z) von K. Hier ist Z—=7, = ¢!’ . Denn sie
sind gleich

Be
@B:(I—Zg "1),B:I,2,...b—1,
und die Kongruenz

hA—1
Bal
ga —1=o0(mod. /), B=1,2,3 ...b~1,
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ist nicht moglich. Denn g ist a fortiori Primitivwurzel mod. /, und es
mii3te Balt~1=o0 (mod. (/—1)), d. h. Ba=o0 (mod. (/—1)) sein. Das
ist aber nicht moglich®). Die Relativdifferente von X zu k ist mithin
gleich €6—1; die Relativdiskriminante von X in bezug auf Z mithin
g6~ —=[¢—1 wo [ die gleiche Bedeutung hat wie auf pg. 184. Nach
dem Fundamentalsatz iiber die Korperdiskriminanten (Hilbert, Satz 39)
ist die gesuchte Diskriminante &, da [ ein Primideal 1. Grades in k ist:

Bt — =t — 1 (b — 1)

+d= ’ [l;' =/ b
(PG — 1)) g () 47)
:1( =1l —1) \ b

Da fiir 6 =1 die Formel (47) in die Formel (46) ibergeht, gilt die
Formel (47) allgemein, Im Ganzen tritt diese Diskriminante (Hilbert,

7
Theorem 88) in der & :M ten Potenz in der Korperdiskriminante D
2 p

von K auf, Der Faktor von D, der alle und nur die Potenzen von /,
enthilt, ist mithin:

hy—1
PR Ut R 1Y
/, L, —1)

(48)

Tritt der volle Kérper X der 2% ten Einheitswurzel in X auf, so
lautet der Faktor von D, der alle und nur die Potenzen von 2 enthalt,
analog :

=116 (49)

Tritt schlieBlich nur der reelle Unterkdrper % vom Grade 2% ~*inK
auf, so beachte man, daf3 die Relativdifferente dieses Korpers k zu K
gleich dem Element

15) Man hiite sich vor dem Trugschlusse, dass alle Elemente von K gleich £ seien. Es

gibt auch Elemente, welche hohere Potenzen von § sind. Dieser Punkt wird nicht genauer
untersucht bei Beeger, ist aber wesentlich. (Vgl. Beeger, 1. c.,, pg. 460/461),
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2w

= R
D=(Z,— Z,~Y), Zy=e¢2 ", wie oben,

ist. Die Relativdiskriminante ist mithin das Ideal in k:
(Zo—Zy P =(Z4*—1) (£~ —1).

Die Norm dieses Ideales in k in bezug auf den rationalen Zahlkorper
27l

ho—
ist, falls {==¢%" ' bedeutet :

hy—1 2
[c=v@—-n@-—n....¢c" =y

hy—1 2
2 hy—2

r

. X -—1 . 2

={limZ——— ) —=lim{x 1) — 4.

o1 ho—2 ‘ i —+ 4
1‘2 ~— 1)

Mithin ist, falls 4 die Diskriminante von % bedeutet, unter Beriicksich-

== Ry —1 =
tigung des Wertes + D = 2(l— 12 der Diskriminanten von K:

2
- =2

— 2k =2 (2 —1) @ (2%)
2 g _ . .
ii:‘/ (ho—l)Zh0 ! % 27— 2 2
4

Der Faktor der Diskriminanten D von K, welcher alle und nur die Po-
tenzen von 2 enthilt in dzesess Falle, ist mithin:

\ 2% =2 - (2—1)
/ZO—— z;lo_-—Z G (50)

2

Hilt man jetzt die Ausdriicke (43) mit (48), bezw. (44) mit (49), bezw.
(45) mit (50) zusammen, so ergibt sich jetzt fiir (42) der Ausdruck:

o

198

¥ -x(k).k$ m

k=1 x{D=+1

| b

- (k) . log sin%ﬂ .(51)

).r22f. L.
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Hier bedeutet » = 7, 4 », — 1, wie iiblich. Fiihren wir (51) statt (42)
in (41) ein, so erhalten wir die Scklussformel:

é'K(S):(—ﬂ—) "2 ‘2 G

[VDlytn=—1 = xED=+1
k
\ I(z)
k PR A

- (k) log %
X _——{—GEJr (G-1)logzr--+5 3 [*7F F(I't—x)c
x(l)——ll 7

TMwls

.k
o (%) . log sin ng

o~

f-x(m.,{

k=1

" (52)
t -

-+ hohere Potenzen in (s — 1).

Die Produkte und Summen gehen iiber alle ¢ — 1 eigentlichen Neben-
charaktere der Gruppe der ( Charaktere, die isomorph ist mit der
Galois’schen Gruppe des Korpers X, natirlich je nur iiber die eigent-
lichen Nebencharaktere von der verlangten Art. Gibt es darunter keine
Charaktere mit y(— 1) = — 1, so ist fiir das betreffende Produkt der
Wert 1, fiir die betreffende Summe der Wert 0 zu setzen.

§ 7. Die Kiassenzahl der Ausgangs-Kreiskorper
Die Klassenzahl 2 des Korpers K erhilt man aus der bekannten

Formel:

. 2fitn g R 20 g R
l1rsn:§‘1g(s).(s-——1)_._lz.x, WO ¥ = w[yDT  —w[yD|2

(53)

o=0, falls ;=0

und WO 1 falls 7, > o.
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G ist der Grad des Korpers K, w die Anzahl der in ihm auftretenden
Einheitswurzeln, D die Korperdiskriminante, & der Regulator. Fiir den
Regulator sind zwei Definitionen in der Literatur gebriuchlich, die sich,
falls », >0 ist, um den Faktor 27—! unterscheiden: R* = 2%—! R,
und sonst sich decken. Die Verschiedenheit der Definitionen riihrt da-
von her, daf3 die Autoren, die R* verwenden, in R* die Logarithmen
der Normen der komplexen Grundeinheiten der konjugiert algebraischen
Zahlkorper nehmen, die Autoren, die R verwenden, die Logarithmen
der absoluten Betrige der komplexen Grundeinheijten der konjugiert
algebraischen Zahlkorper 1),

Wir nehmen zuerst den Fall des total reellen Korpers K: &, &,
... bp sind gerade, ferner ist hochstens der reelle Unterkdrper vom
Grade 2% —% in K. Die linke Seite von (53) ergibt dann, da », = G,
7o =0, w = 2 [vgl. den Anfang von § 6]; vermoge (52)

»t
261 2

T - ,,1 i E_]{E
ivD l -i-] kil X(k) og s m

und die rechte Seite von (53)

26. R
“2|lyD |’

folglich ist

2
Iix . x (k) log sinfic
f o X 2= m
o R

wo das Produkt iiber alle G— 1 eigentlichen Nebencharaktere zu er-
strecken ist.

16) Die Verwendung von R* siehe z. B. bei Hecke, die Verwendung von R in E. Landay,
Einfihrung in die elementare und analytische Theorie der algebraischen Zahlen und der
Ideale; Leipzig und Berlin 1918, Der Hilbert’sche Zahlbericht ist inkonsequent: Im VIL
Kapitel ist der Logarithmus der Norm der komplexen Grundeinheiten genommen (R¥), im
XXVI. Kapitel fiir allgemeines m der Logarithmus des absoluten Betrages der Grundein-
heiten (K). Hierauf hat Beeger 1919 1. c. pg. 414 und spiter, 1923, Mitchell aufmerksam
gemacht im ersten der in der Einleitung erwdhnten Bulletins of the National Research Council

(cfr, dort, pg. 17).
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Fiir den Fall des total imaginidren Korpers [wenigstens ezz 4, ungerade,

oder, falls alle &, gerade: X (Z,) liegt in K] ist », =0, 7, :—;{. Die

Anzahl = der Einheitswurzeln ist:
Falls » ungerade ist:

w =21 /%, wo das Produkt iiber alle » zu erstrecken ist,
fiir welche 4, = 1 ist;
Falls » gerade ist, mithin =o0 (mod. 4):

w = 2% [l /%, wo das Produkt iiber alle » zu erstrecken ist,
fiir welche &, —= 1 ist.

Ist kein 4,=— 1, so bedeutet in beiden Fillen das Produkt /I die
Zahl 1.

Die linke Seite von (53) ergibt jetzt, gemif3 (52):

G G

= ——1

my 2.2 2 V3w k ‘
(“) - 1 Vami (®). - !
m WD | yen=—1 xtD=+1

die rechte Seite von (53) ist:

G
26—1x2 R
w|yD |

Folglich ist:

wo das erste Produkt iiber alle —geigentlichen Nebencharaktere zu er-
strecken ist, fir welche y(— 1) = — 1 ist, wihrend das zweite Produkt
iiber alle g———— 1 eigentlichen Nebencharaktere zu erstrecken ist, fiir
welche y(— 1) = -1 ist.

Im Hilbert’schen Zahlbericht ist die letzte Formel, falls » =0 (mod. 4)

ist, und es sich um den vollen Kreiskérper der m ten Einheitswurzel
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handelt, falsch angegeben. Vergleiche die in der Einleitung erwihnte
Arbeit von E. E. Kummer. = ist dann niamlich nur gleich m. Vergleiche
auferdem Anmerkung 16) betr. den Regulator.

Falls die Gruppe der Charaktere, fiir welche y (— 1) = - 1 ist, zyklisch
_ist, kann man das Produkt

T
b/ } inTF
e 41 ki'l % (k) . log sin pos
in Determinantenform schreiben, wie dies schon von Kummer [vgl. Crelle,
Bd. 40, pg. 93; Journal de mathématiques t. 16, pg. 377 (1850)] ausge-

fiihrt wurde in den von thm betrachteten Kreiskorpern, Wir wollen darauf
nicht eintreten. Vergleiche auch Beeger L c., pg. 768/770.

lil. Kapitel. Die Zetafunktion, die Kronecker’sche Grenz-
formel und die Klassenzahl des allgemeinsten
Kreiskorpers

§ 8. Die Zetafunktion des allgemeinsten Kreiskérpers

Es handelt sich jetzt darum, noch simtliche Unterkorper U eines
gegebenen Ausgangs-Kreiskorpers X ins Auge zu fassen, die nicht
schon Unterkorper eines «niedrigeren» Ausgangskorpers sind, d. h, eines
Ausgangskorpers, welcher wirklicher Unterkdrper von K wire.

Sez suniichst wieder m = m ungerade. Die Zahlen von K sind invariant

unter s:‘ , ng, squ. Diese Substitutionen und ihre Potenzen sind in
diesem Kapitel im wesentlichen von gleicher Bedeutung wie die Einheits-
Substitution. Die Galois’sche Gruppe & von X ist gegeben durch

143 n nR
$1t st Sg 0= n, <¢c,—1;r=1,2,... R.

Wenn man nun verlangt, daf3 die Zahlen des Unterkorpers U
invariant seien unter

. 2 8. M: .
s7, mithin auch unter s5 8T, sr‘ *+Ney), M, N ganz rational

so muf3 der Modul (z, ¢,) mit (c,) identisch sein, denn sonst wire U/
Unterkorper eines niedrigeren Ausgangskorpers. Daher kann man nur

202



fordern, daf3 die Zahlen von (/ invariant seien unter Substitutionen
vom Typus

X X x
st R

wo fiir mindestens zwei verschiedene Indices » der Exponent z, == o

(mod. ¢,) ist. Sind die ¢, jJe zu zweien zueinander teilerfremd, so wiren
die Zahlen von U auch invariant unter

€ €3 Cp € e Cg
- 2 Xy oo— =
X, Xg xR) tr &

S2 ... 8 dquivalent s,

(5 r

also miif3te, wie oben, x, = 0 (mod.¢,) sein fir »r = 1,2, ... . Wir
miifden daher annehmen, daf3 die ¢, gemeinschaftliche Teiler haben. Nur
dann gibt es Unterkorper U

Hat ¢/ den Relativgrad y, so gibt es eine Gruppe 3 von ¥ Sub-
stitutionen

X, X X X .y
st st ose L. SR’“ == 7 — Identitat

Xy Xz X X
517 52 syt SRR

X X X X
s 3227 5337 c S RY

unter denen alle Zahlen von U invariant sind. Es gibt ferner g:_G—

by
Substitutionen, so daf die symbolische Gleichung gilt:
G=73.s5" .s‘zyf’1 ngl+3.sl‘V”s;’”... sgm—l—:}.siy’gs;y” s;‘;Rg,
s;y” szyz‘ sgm == / — Identitit. (35)
Wir wollen jetzt der Substitution sf‘ s;lz s SZR der Galois’schen
Gruppe & von K den Charakter (vgl. Anfang von § 5):
an, Nigy <+~ NR (gf1g282 ...gﬁR) =
b b
=X gh gl g BR). X (g P gl g0R) X R R g g g7
b b ngb (56)
=0 (0. X, (61) - X R R (870 =
An B ny By ng Br g
:pzy”§ o + € -t R )

203



zuordnen. Dadurch sind die beiden zueinander holoedrisch isomorphen
Gruppen der G Substitutionen und der & Charaktere ein-eindeutig, d.h.
von inneren Isomorphien frei, aufeinander bezogen.

Setzt man jetzt samtliche Charaktere gleich 1, welche den y Sub-
stitutionen der Gruppe 7§ entsprechen, so wird dadurch eine Gruppe

von genau g — —f— Argumenten

b‘ bg' bR' .
g1 g gr 0206, Z¢,—1;j=1,2,...8, r=1,2,... R,

festgelegt (Hecke, pg. 36/38), die also alle y Gleichungen

NT11 g, g Ty o, T, Zre, |

2 a2 Zblj+~;‘;b2j+ 53 &3]+....+L_R bRJs

e =1
SEaY Zog 2 .4 Y32, TRe ,

2ﬂlz?lfb1j +72*&2]+ P [73}+....+ i bR/

e =1
NP1z Py Tes g TR 4 J=12...8 (57)

2%23 (,‘1 &1_/+ (:2 2j+ 53 b3_}+"”+ P Ry

e =1
NTyy Xy gy TRy )

2ar {2 h by + 2 by Ry

mgfl blj+62 2j+€3 57 + +€R R7|
€ =1
befriedigen.

Die iibrigens zu @&/ isomorphe Untergruppe von Charakteren ist
mithin folgende

by ; . brbr; .
be gl(d)...ARRRj(a)§]:I’2""'g; (58)

X0 () x,
wo die Charaktere dieselbe Bedeutung haben wie eben und im §35.

Es ist fiir spiter wichtig, noch zu bemerken, da3 man diese Gruppe
von Charakteren als die zur Gruppe der 3 zugeordneten Charaktere
reziproke Gruppe nennt. Denn es geht aus einer aufmerksamen Betrach-
tung der Kette der Gleichungen (56) unmittelbar hervor, daf3 die
reziproke Charakteren-Gruppe der reziproken Charakteren- Gruppe die
urspriingliche Charakteren- Gruppe selbst ist. Oder anders ausgedriickt:
Nur die y Systeme von Zahlen
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(Ty1) Tayy Tygy --. Tr1)
(%12) Tagy T35, + .. Tre)
(@43, Tog, X33, +.. Trs)

.............................

(@17, Tayy T3y, - .. Try)

befriedigen alle g Gleichungen: j—1,2,... ¢:

Az x z z
2\ by By Dy gy
¢y Cq Cg Cr !
e = 1.
Die Tatsache, daf3 U nicht Unterkorper eines niedrigeren Ausgangs-
Kreiskorpers ist, driickt sich so aus, daf3 alle Moduln

(Cr; bﬂ’ brgy bm; -0-'brg):I’ r=1)2)---R (59)
sind. Denn wiare dies nicht der Fall und etwa:
(Cr; brl: brz) ér:—s; brg) = (élr)’ b'r> I,

so ist klar, daf3 bei festgehaltenem =z, Xps, ... Xp—1,ry Zpi1, sy --- Tre
. c 2¢ b, —1)¢

mit z,, auch z,, + bTr’ x,,+7)71’ ...xn+( z 7 ) unter den Ex-

4 4 r

ponenten - Systemen der Substitutionen von 3 auftreten wiirde, und

Cr
ot

folglich wire die Substitution s,b’ in 3. Das ist aber gegen die Voraus-
setzung falls 4, >1.

Es sei jetzt p eine zu m teilerfremde Primzahl, p darf hier also auch
gleich 2 sein. Die Primitivwurzeln mod. //~ und daher auch die Indices
seien die gleichen wie in § 3.

Wir betrachten jetzt die y simultanen Kongruenzen [vgl. (54)]:

f,.ind, p = 2, (mod. ¢))
f,.ind, p = @y, (mod. ¢y)
f,indg p = a3, (mod. ¢3) 12 =1, 2, ... y. (60)

ft . indRﬁ = TR (mOd. L'R)

Falls eine solche simultane Kongruenz (bei festem #) iiberhaupt eine
Losung f; zulif3t, nehme man das kleinste positive f,, welches alle R
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simultanen Kongruenzen befriedigt. Wenn fiir ein festes # kezne Losung
f; existiert, so ist f; gar nicht definiert. Die Zahlen f;, welche so exi-
stieren, bilden einen Modul, weil die zugehorigen Substitutionen von 73,
wie man ohne weiteres einsieht, eine Untergruppe von J§ bilden. Im
ungiinstigsten Falle ist nur ezz Wert f, erklirt, der der Einheits-
Substitution von 7} entspricht und gleich unserem fritheren f (vgl. § 5)
ist. Es sei dann f der grof3te gemeinschaftliche Teiler aller f,, dann ist
jedes f; ein Vielfaches von f, also auch unser fritheres /. Endlich gibt
es sicher mindestens einen Index 7, fiir welchen

f.ind; p = 2,7 (mod. ¢))
f.indy p = xy7 (mod. ¢,)
f.indg p = 237 (mod. ¢3) (61)

f. indRp = CURT(mOd. Cli’)

ist; dies wieder, weil die Substitutionen von 73, denen ein f, entspricht,
eine Untergruppe von J§ bilden. Man sieht iibrigens, dafd es zu jedem
f; nur ezze Substitution geben kann, sodaf3 die Kongruenzen (60) gelten,
denn die linke Seite jeder Kongruenz legt doch die rechte Seite nach
dem Modul ¢, eindeutig fest. Mithin bilden die Substitutionen, denen

ein f; entspricht, eine zyklische Gruppe vom Grade jt;

Jede ganze Zahl « von U 1df3t sich so darstellen:
a =P (Z,, 2, ... Zg).

Es sei jetzt F eine beliebige positive ganze rationale Zahl. Dann ist
wie in § 5, vgl. die Kongruenz (24):

F

a? Elemd‘ps2Fmd2p ...sRFdepa (mod. p) (62)

Insbesondere ist fiir das in (61) erklirte f, weil a nach Voraussetzung
invariant ist unter J3:

f . . .
f ind f ind f ind X.
o? =5 'psz 2p...SR Rpaz_"‘—-.s'1 17

X X
o seR

5 7 a=a (mod. p)

Also ist a fortiori fiir jedes Primideal p von U, welches p teilt

f

a? =a (mod. p).
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Ist f’ der Grad von p in U:

f’
np =2
so ist fiir jede Restklasse mod. p
fl
a? =a(mod. p), (63)

und es gibt auch kein kleineres " <7 f’ mit dieser Eigenschaft, Folglich
ist f* <f. Wir behaupten: f’ =1f. Denn wire " <f, so wire fiir
j2de ganze Zahl « von U gemifd (62} und (63):

f!

f'ind, p _{'ind f'ind
o? =5, P, NP sp MRP g =g (mod. p).

Die Substitution

f'ind,p f'indp £ indgp
5 sy o SR

gehort aber gewi3 zur Galois’schen Gruppe von 7 und ist von der
Identitit verschieden. Denn es widerspriche der Definition von f, falls
fiir ' < f ein festes ¢ existieren wiirde, sodaf3 die R simultanen Kon-
gruenzen (60) erfillt wiren fir f, = {’. Analog wie in §35 folgt jetzt,
daf3 das Element von U:

f’ ind f’ ind, p f!indgp o
((“1_51 sy TP sk Py,

f!ind " ind f! indgp
(g — 54 1P szf o S 0lg) s vevens

durch p teilbar wire. Das ist aber ein Widerspruch und f’ = f. Mithin
haben alle Primideale p von (/, welche p teilen, den durch die Kon-

gruenzen (61) erklirten Grad f und es gibt e = £_ voneinander ver-

f
schiedene. Denn p ist ja zur Koérperdiskriminante teilerfremd.

Es gilt immer noch die Gleichung

HOa—n@) ™) =00a—x () )", (64)
p/p x

wo links p iiber alle voneinander verschiedenen Primteiler p in U von
2 zu erstrecken ist, und rechts y iber alle den Charakteren in (58)
zugeordneten eigentlichen Charaktere. Da p zu m teilerfremd ist, kann
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man summieren iiber die uneigentlichen Charaktere. Jeder Charakter ist
eine fte Einheitswurzel, denn es ist fiir j=1,2, ... g nach (61) und (57):

d, p  by;indy p bR'indRpa
2ri. lellnl 5s 11y o 7
+ + ‘l'“ck 5
é =
Ny ®yr | by %ar br; arr
2nzz e T
= £ = I,

Es gibt auch mindestens einen Charakter, der eine f te und keine
niedrigere Einheitswurzel, eine f" te mit f" < f, ist. Denn wire dies
der Fall, so wire fiir jedes j =1, 2, ... g:

. d,p by ; indy p bR-ind ?
i ad Jm 1 2/ 2 7 R
Tz 51 -+ + .. _-—__CR
e = I.

Nach einer auf pg. 204 gemachten Bemerkung wiirde aber daraus folgen,
daf3 fiir einen wohlbestimmten Index # der Reihe £—1,2, ...y die R
simultanen Kongruenzen bestehen wiirden:

f" . ind, p = ;; (mod. ¢)
£" . ind, p = w,; (mod. ¢;)
f" . indg p = x4 (mod. c3)

f" . indg p = xg, (mod. cg)

Das ist aber ein Widerspruch gegen die Definition von f.

Bei festgehaltenem Argument kommt aber in einer Charakteren-
gruppe, wie also

lelblj (2) X2b2b2j (2) - XRbRij (/=12 .2,

jede f te Einheitswurzel gleich oft vor (Hecke, Satz 32, pg. 35), mithin

_é’f_ = e mal, Damit ist aber die Gleichung (64) bewiesen, denn die linke

Seite ergibt ebenso

-—-.vf)—-e

(1—2
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Es sei jetzt /==l ein Primteiler von .
Die y Substitutionen:

Slwll s2m21 _‘-3@'31 e sIfR——l, 1

Xyg ¢ Xgg ¢ Tyg Tr—1,2
$,712 55722 5g ....sRR ,

...............................

Zyy g Loy ¢ T Tp_
S 59T sy L s TRV

die aus den Substitutionen der Gruppe 3 durch Unterdriickung des
letzten Faktors entstehen, sind dann alle von einander verschieden und
bilden eine Gruppe 3. In der Tat kdnnen nicht zwei von ihnen einander
gleich sein, weil sonst die Substitution s¥® mit einem gewissen az, fiir
welches 0 < xz < cx wire, in der Gruppe 3 vorkommen wiirde.

Wir betrachten die R—1 simultanen Kongruenzen:

f; . ind, / = &, (mod. ¢;)
f; . indy £ = xy, (mod. ¢,)

f,.indg_ / = xg_y,; (mod. cg_y)

Wie oben (pg. 206) schlief3t man, daf3 es ein kleinstes positives { und
einen Index 7 derart gibt, da3 die R—1 simultanen Kongruenzen

f.ind, / = x,7 (mod. ¢,
f.ind, ! = xy7 (mod. ¢y)

f. indR_l [ = IR -1,T (mod CR—!)

erfilllt sind, und jedes f,, welches iiberhaupt existiert, ebenso unser
frilheres f/*, ein Vielfaches dieses f ist.

Wir behaupten, da3 f der Grad jedes Primideales [ von U ist, welches
{ = [g teilt, Wir bezeichnen die Ideale in {/ mit Minuskeln (ohne Stern
und uniiberstrichen), die Ideale in X mit Majuskeln.

1. Im Unterkérper & von K vom Grade ¢z ist (vgl. pg. 184):

l=1°¢r
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Die Zerlegungsgruppe ist die volle Galois’sche Gruppe, denn

Sr I_:—[
se =1
5§R_I-:Y

Auch die Trigheitsgruppe ist die volle Galois’sche Gruppe, denn
sg @ — a = 0 (mod. £),

wo £ das Primideal im Korper der / gR ten Einheitswurzel ist, welches
[ teilt, und o eine belichige ganze Zahl von k. Mithin gilt diese Kon-

gruenz auch (mod. [).
2. Im Unterkdrper k* vom Grade ¢ ¢, ... cp—y ist

L= L P, (65)

Wo e* f*¥ ==¢ ¢y ... cp—y und /* die kleinste positive Zahl ist, fiir welche
alle R—1 simultanen Kongruenzen:

f*.ind, /=0 (mod.¢,), r=1, 2, ... (R—1),

erfiillt sind. Es sei a* eine Primitivwurzel mod. [*, wo [* irgend eines
der Ideale [}* ¥, ... [*,«ist. Ferner liege =n* in jedem dieser Ideale
auf3er natiirlich in [*. Die Zahl =n* geniigt dann einer irreduzibeln Kon-
gruenz f*ten Grades mit ganzen rationalen Zahlkoeffizienten:

F (x) = o (mod. I*).

Diese Kongruenz hat, wie man auf Grund des Fermat’schen Satzes ein-
sieht, die Wurzeln:

&

%
L 1t
* * ¥ = 7*.

mwt, wr L.

Diese Wurzeln kann man, da sie ja nur mod. [* festgelegt sind, auch
so ausdriicken:

ind
(s™ e n=1,2,..r*
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nd/ ind, / s ind, [ ind g—11

wo zur Abkirzung s’ fiir: s, 2 o SR steht, Die
zyklische Gruppe f* ten Grades dieser Substitutionen bildet die
Zerlegungsgruppe von [*. Denn die Annahme, daf3 eine dieser Sub-
stitutionen nicht zur Zerlegungsgruppe gehore, fiihrt zu einem Wider-
spruch. Es wiirde dann namlich fiir mindestens ein » o= /* gelten:

=*=o0 (mod.s " ind/ [¥), also (s L L (mod. ¥,

oder m*{” =o (mod. [*).
Das ist aber nicht moglich.
Aus der Darstellung (635) geht ferner hervor, dafl die Tragheitsgruppe
aus der Einheitsoperation allein besteht:

a ¢ c
51 8 e SET of — o = 0 (mod. 1.
3. Im Korper K ist in Primideal - Darstellung

c

z:?szl €, ... S |B, H o= G, (66)

wo €; = (I 1), siche pg. 18s.

Es sei 4; irgend eine ganze Zahl von §; in K, Alle Zahlen A7 von
k*, welche durch 4, teilbar sind, liegen dann im Ideal I*, und alle
Zahlen 7, von %, welche durch A, teilbar sind, liegen im Ideal . Die
Zahl sp A; ist dann irgend eine Zahl vom Ideal sz &; in K. Alle Zahlen
von k* welche durch sz 4; teilbar sind, liegen dann im Ideal sg ¥ =
[#* und alle Zahlen von %, welche durch s 4; teilbar sind, liegen im
Ideal sz [ =1 Mithin ist sz £, = ;.

sindl 4. ist dann ferner irgend eine Zahl vom Ideal s/ ¢, in K. Alle
Zahlen von k* welche durch s/ 4, teilbar sind, liegen dann im Ideal
sindlpx —1x und alle Zahlen von k, welche durch siedl 1. teilbar sind,
liegen im Ideal s T — [ Mithin ist s/ ¢, —¢,,

Zur Zerlegungsgruppe & von §£; in K gehoren demnach die ¢z f*
Substitutionen

o=n Zf*¥—1

ind N\ n nR_H( ind;{ indy/ indg—1/\n n,
(S l) SEE =\ $ S ) $ O—éﬂgéck——l

9 e SR-1 R

und aus der Darstellung (66) folgt, daf3 dies auch alle Substitutionen
der Zetlegungsgruppe & von £, in X sind.
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Die Ideale £; haben den Grad f* und folglich besteht ihre Trig-
heitsgruppe @ aus ¢z Substitutionen. Man sieht unmittelbar, daf3 es die
Substitutionen

523, WOO SngZcp— 1
sind.
Damit kennen wir die Zerlegungsgruppe & und die Triagheitsgruppe
@ jedes Primideales £; in X,
4. Wir betrachten jetzt die Zerfillung von / in Primideale [; in U:

I={LL ... L]° . 67)

Die Substitutionen sZR s, WO #2p—1,2, ... cg_1, cg ist, gehboren gewil3
zur Trigheitsgruppe t irgend eines Ideales [; in /. Denn es ist fiir jedes
Ideal £; in K und jede ganze Zahl 4 von K

sg A— A =0 (mod, £;),
also a fortiori fiir jede ganze Zahl ¢ von U/ und jedes Ideal I; von U/
sg @ — a=0 (mod. [).

Die Substitutionen sg, 5%, ... slﬁR sind aber, abgesehen von der Identitit

(sx °&) , alle verschieden von den y Substitutionen der Gruppe 3. Daher
besteht die Triagheitsgruppe jedes Ideals I; von U mindestens aus den
Substitutionen

3oskF 35k b 3osk o4 3oF

und folglich ist der Grad der Tragheitsgruppe jedes Ideals I; mindestens
gleich ¢z
¢ = R

Aber die Ungleichung kann nicht bestehen, denn es geht aus den (in
jedem Galois’schen Korper geltenden) Darstellungen (66) und (67) hervor,
daf3 ¢ < cp ist. Mithin ist

¢ = C(CRr.

Die Tragheitsgruppe t umfasst mithin die Substitutionen, die wir auch
so schreiben konnen: i
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t=3 .o+ i+ 3. s+ I
Die Substitutionen, die sowohl 7', als auch der zyklischen Gruppe
(sindl)n, O—_<—7Z§f*—- 1

angehoren, bilden eine zyklische Untergruppe dieser zyklischen Gruppe.

* -
Thr Grad ist —fT . Bildet man die Gruppe 3 aller Substitutionen, die so

entstehen, daf3 man eine beliebige Substitution aus & mit einer beliebi-
gen Substitution aus [}’ multipliziert, so entstehen genau

*
f*cRy:fT:fcRy

voneinander verschiedene Substitutionen von @. Alle gehdren zur Zer-
legungsgruppe 3 von [; in I/ und mithin ist der Grad von [; in U min-
destens gleich f. Der Grad von [; kann aber nicht grofer sein als f,
Denn sonst miif3te es in 3 eine Substitution s geben, die nicht in 3 liegt,
und fiir welche
S I,': I,'
wire.
Die Faktorgruppe /& hat den Grad ¢* und es ist

I={sy€ .50 ¢ ..... S(e¥) 13 %CR; sqy = Identitat, s, £ = s &, 22 F,

falls die Substitutionen je einer der ¢* voneinander verschiedenen Neben-
gruppen von & unter & entnommen werden. Es gibt dann genau

*
y: L{':% unter diesen Nebengruppen von J unter &, die eine auch
in 33" liegende Substitution enthalten, so dafd bei geeigneter Wahl der
Bezeichnung

Sy g. S@) g... S(yf g, Sy = 7/

I
in U liegt; und da kein Primideal von A in hoherer als erster Potenz
in einem Primideal von U aufgeht (¢ = cg), so ist bei geeigneter Wahl

von §£
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L=sy€.50% ... s(]_f) g,

Die Substitution s miifdte nun der Reihe s, ¢ Syt e S(gw
Y ’ Y ’ €
Ge+1) G2
angehoren, da sie nicht zu 3 gehort, Es wire dann
vf
(7)

Folgllch miif3te SS() = S =S ; k— 1,2,

SI,-:SS(l)Q.SS(g)Q...SS E:Ii:S(UQ.S(z)Q... E.

s
vf
(7)
f* sein, d. h. s miflte zu 3
gehoren, Das ist ein Widerspruch. Damit ist bewiesen, daf3 der Grad

von [ in U gleich f ist.

Analog wie oben beweist man jetzt die Gleichung

I (1t—n )= )t =M (1—x @) ~)",
1 %
wo links | iiber alle voneinander verschiedenen Primteiler [; von U/ zu
erstrecken ist, welche / teilen, und rechts y iiber alle, den Charakteren
in (58) zugeordneten eigentlichen Charaktere.

Zunichst ist namlich der Charakter auf der rechten Seite nur von
Null verschieden, wenn bg;= 0 (mod. cg) ist (Vgl. § 1). Dann aber ist der

Ag® br bry (/) zugeordnete eigentliche Charakter gleich 1 und der zu-
geordnete eigentliche Charakter hat den Wert (vgl. immer den §1):

by by 7

b b,y (/) X,

2 )= Xi (l) ... Xlr-1?

R-1

R=L7 (1),
weil / zu den andern Primteilern vom s teilerfremd ist. Der weitere

Beweis ist der gleiche wie oben. [Vgl. Bemerkung zu Formel (72)].
Mithin gilt auch in 7 die Formel

=l L (s,v),
$ (9 7 (5, %)

wo y iiber alle den Charakteren (58) zugeordneten eigentlichen Charak-
tere zu erstrecken ist.

Dieses Resultat ist auch giiltig, mutatis mutandis, wenn es sich um
Unterkorper ¢ handelt, die nicht Unterkorper eines niedrigeren Aus-
gangskorpers sind, und der Ausgangskorper dabei den reellen Korper
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vom Grade 2%~%, wo /%,= 3, oder den vollen Korper der 2% ten Ein-
heitswurzel (%,= 2) noch enthilt.

Im ersten Falle moge (7 wieder den Relativgrad y haben, dann sind
die Substitutionen der Gruppe 3§ von der Form (vgl. das Ende von § 5):

o=z, <20 —1

KXot ¢ Xit Xof XRt o f .
Se ST ST s R = L, 2, 0y lo<a,<c,—1,r=1,2,... R

Das System der Gleichungen (57) wird ersetzt durch das folgende:

z Zg x 68
2mi) s by 11b11+ 11’2/+ +—1i151?]§ (68)
4 el §
A X X .T X
2mz Z;L*ig *]+ - blj+ = sz+ +—R”2 bR]
€ =1
G
: 3 Zy3 Log Trs , | J=hL2,..8=—
2wz b*/‘l" blj+ &2/""‘ +'—be$ Y
4 —= 1
. x X, X
2nz ! by IY[U 4—72;521_{_ + RY&RJ
4 =1

Es ist dann, vgl. (59):

(Os1r Oxgs Dagy oov-bygy 2707%) =1,
(brys brgy brgy voiilpe, ¢,) =1; r=1,2,... R.

Die zu /] isomorphe Untergruppe von Charakteren ist die folgende:

(a) X2b2b2j (a) ....XRbRbe (@); j=1,2,...8 = %

X (a) X0

*

Xy (@) ist der am Ende von § 5 erklirte Charakter.
Im zweiten Fall mége ¢ auch wieder den Relativgrad y haben, dann
ist die Gruppe 3 von der Form (vgl. Ende von § 5):

0<$0g<1
KXot  Xut X ¢  Xat X _—
So Vs M sy st =1,2, ...y, {0Sxy S22k — 1

02w, Zc¢—1,r=1,2,.. R.
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Das System der Gleichungen (57) wird ersetzt durch das folgende:

201 Ty1 L1y To14 . TRy (69)
Zmz?boj—i“g;otéb*j—*' —c;blf+*£;b2;+~-- +, b
4 janad |

Az x x z Zr

02 *2 123 .1 22p . 22y

A e Y L —chu—i“ Z, bost o by
4 =1 ]: 1,2,

- Log Txg Z13 Zog Ry G
2"’;—2“1701'—}'57,0?31’*/_}_“z:blf+72‘b2j+"""‘_c;blfj .g:;.
4 —=1

Aot TxxY Ty Loy TRy
2mé =" bof—i"z—z,;:eb*f—l‘c"l bxf‘}'—cz—bzf-}— by
I4 =1

Es ist dann, vgl. (59):

(bO] ’ b02 boa y eeen bOg, 2)
(b*l ) b*2 s b*3 y soes b*g, 2]’0_2)
(brl; bﬂ, b73, e brg; (,',)

I

1
1
1; r—1,2,... R.

Die zu 3/ isomorphe Untergruppe von Charakteren ist die folgende:

X, (@) X (@) X0 (@) X (0) o XS (@) =1,

X, (@) ist der am Ende von § 5 erklirte Charakter,

§ 9. Die Umformung des Ausdruckes fiir die Zetafunktion von U

Die Funktion {y (s) hat in allen Fillen die Gestalt:

oder, vergleiche Formel (41):
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X
t X
X k 2

=) 22k _i i
bl xi=t1{ G (I, )= x (k) fy ) gin=+1

X r ()

"l te Etg-nlogaa g 2

x)=-1

l Yoywo ()
z

x{(—D=+1

+

o~

2 TR
2-v k1l in 7
2 z() og sin x

-}- hohere Potenzen in (s — 1),

Die Summen und Produkte sind zu erstrecken bezw. iiber diejenigen

der g — 1 ezgentlichen Nebencharaktere, welche den weiter oben in

jedem Falle erwihnten Nebencharakteren zugeordnet sind, fiir welche

%(— 1)=—1, bezw. y(— 1) = -} 1 ist. Hiebei ist fiir /T der Wert 1,
x-1)=—1

fir 3 der Wert Null zu setzen, falls kein Charakter von der Art y(—1)

x-1)=-—1
= — 1 existiert. ¢ ist wie oben der Teiler von s, fiir welchen der
betr. Charakter eigentlich wird.

Der Korper U ist wieder als Galois’scher Korper entweder total reell
oder total imagindr. Der erste Fall tritt offensichtlich dann und nur
dann ein, wenn die Zahlen von U/ unter der Substitution

bie, byo br cr
2 2 2 !
5y So e SR

bezw. im Falle, in welchem @7 ,direkter“ Unterkorper eines Ausgangs-
korpers ist, welchem auch der volle Korper der 2% ten Einheitswurzel
angehort (£, = 2), unter der Substitution

b by ¢ br cr

2 2 2
N Sy ce.. Sp

invariant sind.
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Man kann dies auch so ausdriicken, da3 man sagt, daf3 alle Charak-
tere von der Art y(— 1)=--1 sein miissen. Denn fiir einen erzeu-
genden Charakter mod. /%, wo / eine ungerade Primzahl ist, gilt, wie
schon in § 6 benutzt:

Z(_ I) =—1
mithin
xhi . ey L xRy
= (— 1) b b;+bby;+ ... +brbR;
Der Charakter gehort folglich zu den Charakteren mit y (— 1) = — 1,

falls &, &u“f; by by ;+ . ... 4 bgbg; ungerade ist,
und zu den Charakteren mit y (— 1) = -1,
falls &, 6, ;~+ by b9 ;-F . ... - bgbg, gerade ist.
Im zweiten Fall ist X, (— 1) = —1 und X, (— 1) = -} 1, daher:
X7 (o x Py x Py xSy xR PR ) =

b, ; b b, ; . .
A (= 1) X P ) L xR ()
— (___ I) boj+ b1 b i+ by b4 .. +bRbR/'_

Der Charakter gehort daher zu den Charakteren mit y (— 1) =—1,
falls by ;4 b6, 6, ;- by by ;- ... bgrbg; ungerade ist,

und zu den Charakteren mit 5 (— 1)=+-1,
falls bq,4 6,6, ;+ by b9 ;4 ... - brbg,; gerade ist.

In der Tat ist dann und nur dann, wenn alle % (~— 1)==-}-1 sind,
fiir alle Werte j =1, 2, ... g

2w ;Z’ 166 u+ 252 29 + bRCR br ;]

2 cx)

by b1+ babps+ ... - brbr;

=(~1) =1,

218



vergleiche die Formeln (57), bezw.

2wz 0] +o. b*] by ¢

1 1/+ 21+ _,r_bRCRbij

2 (3

)’7)0]'+ bl bli+ ‘772 Z)2J'+ + br bRJ‘

=(—1 =1

H

vergleiche die Formeln (68), bezw. (69), so dal3 die erwahnten Substi-
tutionen zu § gehoren. In jedem andern Falle sind die Gleichungen
(57), bezw. (68), bezw. (69) nzcks fiir alle Werte j =1, 2, ... g erfiillbar
und die erwadhnte Substitution gehort zzcsz zu 3. Uebrigens gibt es
dann natiirlich gleich viel Charaktere von der Art y(— 1)=—1, wie
von der Art y(—1)==-1

Wenn U total reell ist, soist », — ¢, 7y =0, r =, }r, — 1 —g¢ — 1

. . . . . g
Wenn U total imagindr ist, so ist »;, == 0, 7, = & » =% _ 1 Unter

2 2
Beriicksichtigung des Corollars, pg. 172 erhalten wir fiir die beiden
Produkte der rechten Seite der Formel (70) wieder, vgl. die Formel {42):

(=) Jrtrmtgp 2o 1
mj- ¥O1=—1G(1, y)xtn=1+1 G(1, ) 71
I z NI 2 (k) . log sin "1
y()=—1 §(1)-+1;e1 m

Wir berechnen die beiden ersten Produkte dieses Ausdruckes. Sei zu-
nichst » —=m wieder ungerade. Dann ist fiir die Primitivwurzel g,

mod. l,ﬂf,-r =1, 2, ... R, die, wie am Anfang von § 5, =1 (mod jiﬂ)
gewidhlt werden soll:
Kb (g) Xl br (g) .. XePRORT (g) = X007 (g)  (72)

eine ¢, te Einheitswurzel. Weil der Modul
(]7,,, bﬂ’ brs’ érg; 57): 1

ist, so gibt es auch Werte &,;, fiir welche der Charakter (72) genan eine
¢, te Einheitswurzel und keine kleinere ist. Da die g Charaktere eine
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Gruppe bilden %), kommt jede ¢, te Einheitswurzel gleich oft, und mithin
jeder Werto, 1, 2, ... ¢, — I unter den g Werten 4,,(7 = 1, 2, ... g) gleich
oft vor (Hecke, Satz 32, pg. 35). Mithin kommt jeder Wert o, 1, 2, ... ¢,—1I

genau f— oft vor8). Die Potenz, in der
r

1,—%' mithin {berhaupt in

diesen beiden Produkten auftritt, ist folglich (vgl. pg. 195):

Lir=14 (b, — 1) ;
/-

1 ; r ;‘r"l g

l,’?' =1 ({l, —1)

Mithin ist der Wert der beiden ersten Produkte des Ausdruckes (71):

L=t (8, — 1))
iy v L

1 d Vg I _F
x (-1)=-1 G(I,%)x(-1)=+l G(I’X) ot

1
/r‘?l

Wir wollen diese Grof3e wieder durch die Diskriminante & des Korpers
U ausdriicken. Sei D die Diskriminante des zugehorigen Ausgangs-
Kreiskorpers K:

L=t (b, — 1)
b — La=1(l,—1) G.

R

=1

Nun kénnen in der Relativdiskriminanten von X zu U nur Teiler von
m aufgehen wie in der Diskriminanten von X selbst. In der Relativ-
differenten von K zu { kdnnen nur solche Primideale von K aufgehen,
welche in hoherer als erster Potenz in einem Primideal von ¢/ aufgehen 19).
Solche Primideale gibt es aber, wie wir gesehen haben (siche pg. 212)
keine, und folglich ist die Relativdifferente und daher auch die Relativ-
diskriminante gleich 1.
Also ist

17) Wie man sich leicht iiberlegt, macht es nichts aus, wenn wir fiir den Moment den
Hauptcharakter auch mitnehmen,

. i€y oua Cr—1C 1...0¢C
18) Die Zahlen “—-2 z i R

sind also ganz, was man mit den einlei-

Y
tenden Betrachtungen dieses Kapitels (pg. 203) vergleichen moge.

19) Dieser Satz ist ja gerade im Falle eines relativ-Galois’schen Korpers sehr leicht zu
beweisen, vgl. z. B. Hecke, Satz 115, pg. 147.
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y i =)
— R ” —1 (] —
dl:‘VlDf:r]:IIUrl A (¢r 1)’

und

/4 Z I I 1

XV=1G(L, ) ¥ V=1 G (1, ) yial

Die gleiche Ueberlegung gilt natiirlich auch in jedem der beiden
Fille, wo m durch 4 teilbar ist. Es ist dann statt g, nur ein Argument
ins Auge zu fassen, welches = 1 (mod. l,,”r), y—=1,
bezw. =— 5 (mod. 2%) ist,

Folglich bleibt die Schlussformel (52) erhalten:

2, ... R, aber =3,

§(s)—-(3”—) "2 oon 3w kg 1 {300 log sin™Hx
v T \m .IV-‘T';\";'U=—1 k=1 ) x('l)—+1 =1 z - 108
k
£, F(;;)
o 'x(k)log‘lj('—k“
><~-|-gE+(g Jlogzn 45 2 [*! I't—x)
x(1)=—-l £ P
-y (k). %
k=1 # x (73)
t, ~
B (k) @ (k)
< X Plg
+32 P - +

- hohere Potenzen in (s — 1),

Die Produkte und Summen gehen iiber alle g — 1 eigentlichen Neben-
charaktere der Gruppe der g Charaktere, die isomorph ist mit der Ga-
lois’schen Gruppe des Korpers U, natiirlich je nur iiber die eigentlichen
Nebencharaktere von der verlangten Art. Gibt es darunter keine Cha-
raktere mit y(— 1) = — 1, so ist, wie immer, fiir das betreffende Pro-
dukt der Wert 1, fiir die betreffende Summe der Wert Null zu setzen.
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§ 10. Die Klassenzahl des allgemeinsten Kreiskérpers

Die Anzahl w der Einheitswurzeln ist im Falle eines reellen Korpers
U gleich 2,

Im Falle eines imagindren Korpers 7 sei » zunidchst ungerade. Dann
kann eine primitive /%' te Einheitswurzel (%’ = %,) hochstens in K und folg-
lich hichstens in 7 auftreten, wenn 4, — 1 ist, d. h, wenn ¢, — (l,— 1)1,
Dies vorausgesetzt, sei [vgl. die Substitutionen von Jj im Tableau (54)]:

(xrly Lroy oen x,,),, (Zr'—l) [fr-l) :(ﬂrrzf,.’—l) ,

wo (a,, [)=1 ist, =1, 2, ... R. Eine primitive /f" te Einheitswur-
zel und auch keine /%" te Einheitswurzel, wo 4," >k, ist, wird, wie
man durch Betrachtung der Wirkung der Substitutionen 57 auf Z,,
bezw. (Z,)%, bezw. (Z,)%, ... etc. sofort einsieht, dann und nur dann
in [J auftreten, wenn @, ==/, — 1 ist. Mithin ist

!
w—1IT ",
r

wo der Index » nur diejenigen Werte durchlduft, fiir welche 4, = 1 und
a, =/, —1 ist 20). ‘

Die gleiche Formel gilt, wenn der Ausgangs-Kreiskorper nur den
reellen Unterkorper vom Grade 2% -2, wo /, = 3, enthilt.

Ist endlich im Ausgangskérper der volle Korper der 2% ten Einheits-
wurzel enthalten, wo /, = 2 ist, so gilt immer noch dieselbe Formel, falls

(xOl, woz, xoa, cne CCO.{, 2):1
ist. Es bleibt nur noch der Fall, wo

(o1 s Togs ogs - Tgys 2) =2
ist. Ist dann
(Twqs Tags Tagy ... Taog s 2P0 2y = (2n'—?),
so ist
— N r kS
w==2h" II' I
e r
20) Vgl. die analogen Ausfilhrungen bei Beeger, 1 c, 408,
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Genau wie in § 7 ergeben sich dann die Formeln fiir die Klassenzahi
/. Im Falle eines reellen Korpers (/ ist:

T tdwiz

11
x

. 'rckl
AL logsmﬁs .

2

1

f==

R

im Falle eines imagindren Korpers U:

yi4 o 1 2 .k
w-n=-1) & ~x (k). k g xin=1+1) & - (k) log sin T2
k=1 . k=1 mwe

£
(2m)? R

h=w. »

wo in beiden Formeln die Produkte und Summen iiber alle g —1
eigentlichen Nebencharaktere, je von der verlangten Art, zu erstrecken
sind.

Auch hier kann man das Produkt iiber alle eigentlichen Nebencharaktere
von der Art y(— 1)= -1 in eine Determinante verwandeln, falls die
Gruppe dieser Charaktere zyklisch ist. Natiirlich wird man fir die

praktische Berechnung in allen Fillen, in denen 7z, % a2, bezw. %¢%

ist, das Corollar am Ende von § 3 in umgekehrten Sinne verwenden.

Man sieht, daf3 die Klassenzahlformel, abgesehen von dem von den
Einheitswurzeln herriihrenden Faktor zv, genan die gleiche Form hat
wie fiir den vollen Korper der . ten Einheitswurzel, einen «ersten» und
einen «zweiten» Klassenzahlfaktor (nach Kummer’scher Bezeichnungsweise)
bei den imaginiren Korpern, und nur einen «zweiten> Klassenzahlfaktor
(wenn man so will; ohne Einheitswurzelfaktor!) bei den reellen Korpern.
(Vgl. die Beeger’schen Arbeiten).

IV. Kapitel. Eine weitere Methode zur Berechnung
der Klassenzahl eines beliebigen Kreiskdrpers

§ 11. Die Klassenzahl eines beliebigen Kreisktrpers

Eine andere Art, die Klassenzahl zu berechnen, ergibt sich ganz im
Gegensatz zu dem oben gegebenen, mit den einfachsten Mitteln ope-
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rierenden Beweisgang durch stirkere Herbeiziehung analytischer, ihrer-
seits sehr tiefliegenden Beziehungen, nimlich der Hecke’schen Funktional-
gleichung und der Funktionalgleichungen der L-Reihen?2l). Dagegen
braucht man dann die Diskriminante des Korpers, und das Produkt der
G (1, y) nicht zu berechnen, Man geht aus von den beiden Formeln

S () =£(s) {(1 L0, 74

das Produkt erstreckt iiber alle eigentlichen Nebencharaktere, und, vgl.
auch (53)
i 56 _ '2’1+’2.n’2.R*
s=1 é‘ (“‘) w I vd l

(75)

Hiebei ist % ein belicbiger Kreiskorper vom Grade = r; 4 27,.
Die Hecke’sche Funktionalgleichung lautet 22)

2y r(s)
=\ r(3)

die Funktionalgleichung der gewdhnlichen Zetafunktion 23):

ry r

I—s) L(1—9); (76)

I'(s)

B ZS:IF(IL‘) .
(@=r * “Y5)¢a—y); (77)
r(s)

die Funktionalgleichung der L-Reihen mit ezgentlzchem Charakter, fiir
welchen y(— 1) =—12%):

S (m) =6 ) T =3) .
=) R o o

die Funktionalgleichung der Z-Reihen mit eigentlechem Charakter, fiir
welchen y (—1) =4 1:

21) Man vergleiche die in der Anmerkung 14) erwihnte Note,

22) E. Hecke, Ueber die Zetafunktion beliebiger algebraischer Zahlkorper, Géttinger Nach-
richten, Jahrgang 1917, pg. 77—389.

28) B, Riemann, Werke, pg. 146.

24) Vgl. die in der Anmerkung 9) erwihante Arbeit vou H. Kinkelin, oder E. Landau,
Handbuch der Lehre von der Verteilung der Primzahlen, Leipzig und Berlin 1909, 1. Bd,

Pg. 497.
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Gy T ),

Ls,)= (&‘x) Vo r(%)

(1—s ). (79)

Fiithrt man (76) und (77) in (735) ein, so wird

h— lim ‘p(l__s V2F(I_s TG 1—5)
2r, R* s=1 2 {1 —ys)
oder unter Beriicksichtigung von (74)
- i , s\h—1 —
p=—2 lim 31"(3) : r(7) HELG %)g. (80)

Ist k total reell, », =#, r,—o0, w=2; alle x{(— 1) =1, so wird
durch Einfilhrung von (79), vgl. auch (53)

h=— ¢

2~TR (1, 55_)'[‘(1’ 2)

also nach Formel (13) und unter Anwendung des auf jene Formel fol-
genden Corollars:

Ist k total imagindr, », == 0, 7, ::—’—21— , so folgt aus (80) unter Ein-

filhrung von (78) und (79), vgl. auch (53)

/B 164 % Y B/ S LG L9977
b= Z  atn=- in (’%)gx(-l):_m L(1, %) -
2 R
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also nach den Formeln (12) und (13) und unter Anwendung des auf
jene Formel folgenden Corollars:

I El-z(k).kg v ‘3-%(k)1ogsin%§§
n

h—w. x-)=-1{_ i X(<1)=+1lk:1

s

(2m)? R

Q. E. D.

(Eingegangen den 20. Mirz 1929)
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