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Abstract. For  each number Q between the lower and the upper rotation number 
of the Birkhoffattractor of a dissipative monotone twist map, there is a periodic 
or quasi-periodic orbit with rotation number ~o. 

On va prouver ici un th6or6me d'existence d'orbites quasi-p6riodiques pour  un 
diff6omorphisme de l 'anneau d6viant la verticale et dissipatif. On utilise pour  cela 
une mbthode g~om6trique simple conduisant d'autre part au th6orbme g6om6tri- 
que de Poincar6-Birkhoff dans le cas de l'it6r6e d'une application d6viant la 
verticale. 

I. Rappels sur les Attracteurs de Birkhoff 

Les r~sultats qui suivent se trouvent pour  la plupart, mais sous une terminologie 
diff6rente, dans les articles [BI]  et [Cha]. 

On note T 1 le tore de dimension 1, et on consid6re T 1 x R muni de la mesure de 
Lebesgue et de ses projections canoniques pl et P2. On d6finit de m~me sur son 
rev~tement N x N. les projections/~1 et iO 2, la translation r (T(O, r) = (g+  1, r)) et la 
projection canonique rc : ~ x N - ~ T  ~ x N. 

On notera x = (0, r) un point de T 1 x IR et Y = (g, r) un point de N x IR. 
On 6crira respectivement A, Fr(A), T 1 x R \A pour l'adh6rence, la fronti~re et 

le compl6mentaire d'une partie A de T 1 x N e t  A l'ensemble re- I(A). 
On dit qu'un compact connexe A de T 1 x IR s6pare ~11 "1 x N si, et seulement si 

T 1 x R \A  poss~de deux composantes connexes non born6es (6ventuellement 
d'autres composantes connexes born6es); on note alors respectivement U(A) et 
V(A) les composantes connexes contenant T 1 x ] - o% - M]  et T 1 x [M, + oo [ off 
M est grand. Si T 1 x N\A = U(A)u V(A), on dira que A est un compact annulaire. 

On consid6re un diff6omorphisme f de T ~ x N, de classe C 1, homotope fi 
l'identit~, tel que: 

i) I1 existe ~ ~ ]0,1 [ tel que, pour  tout x E ~ll "1 x IR, 0 <DetDf(x)< ~. 
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ii) L'application f d6vie ta verticale fi droite: il existe fi ~ ]0, r~/2[ tel que, pour 
tout x ~ T ~ x IN, on ait 

Df(x). (0, 1) ~ C,(fi), Of - ' (x).  (0, 1) ~ Cu(fl), 

off C~(fl) est le c6ne form6 des demi-droites OD v6rifiant - zc + fl < angle (Or, OD) 
< - f i ,  et off Cu(fl)= -C,(fi). 

Fig. 1. 
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On veut 6tudier les compacts connexes s6parant T 1 x IR invariants par f 
On montre d'abord l'existence de tels ensembles. D'apr6s i), si M > 0, l'aire de 

f ( T  1 x [0, M]) est plus petite que c~M. Par cons6quent, si M est suffisamment 
grand, on peut trouver un point x v6rifiant: p2(x)> M + 2  cotgfl, p2(f(x))<M 
- 2 cotgfi. Si jamais on a f ( T  1 x {M})r~T 1 x {M} =~0, il existe alors deux points 
et 37 dans P-, x N v6rifiant, pour un rel6vement f de f, les relations: pl(y')<pl(2) 
</}~(~) + 1,/~2(f(Y')) =/~2(Y')) = M, P2(2) > M + 2 cotgfi,/~2(f(2)) _-__ M -  2 cotgfl, et 
ceci est impossible par la condition ii). En effet, l'angle entre le vecteur (0, 1) et 

- T(y') serait alors compris entre 0 et fl et on aurait/~1 ° f(,2)>/~1 o f 0  ~) + 1. Par 
consequent, il existerait k > l  tel que l'angte entre (0,1) et Tkof~)--f('2) soit 
compris entre --fl et 0; on en d6duirait alors, par passage/t l'inverse, l'in~galit6 
/~(x') >/~10 7) + k et donc une contradiction. Ainsi, pour M assez grand, on a: 

f ( I F  1 X I - M ,  + M ] ) C T  ~ x ] - M ,  + M [ .  

Soit maintenant Ax un compact connexe quelconque s6parant T l x  N e t  
invariant par f .  I1 est de mesure nulle, doric d'int6rieur vide, et, de plus, annulaire. 
On consid6re alors A] = Fr U(A ~)c~Fr V(A 1), c'est un compact annulaire invariant 
par f,  et on montre que A'~ =frU(Ai)=FrV(A'I). 

De plus, si A2 est un autre compact annulaire invariant par f,  on a l'6galit6 
A~ = A[. En effet, l'ouvert U(A'I)r~ V(A'2) est born6 et invariant par f,  donc vide. On 
en d6duit U(A])r~V(A'2)=O et donc l'inclusion U(AI)CU(A'2) qui suffit pour 
conclure. I1 n'y a donc qu'un compact annulaire qui est fronti~re commune des 
deux composantes connexes de son compt6mentaire, invariant par f. On l'appelle 
l'attracteur de Birkhoff de f et on le note A', il est contenu darts tousles compacts 
annulaires invariants. C'est aussi l 'attracteur de Birkhoff des it6r6es fq de f 
off q e N * .  

On obtient de la d6viation de la verticale une propri&6 g~om&rique 
suppl~mentaire. Si A est un compact annulaire invariant par f, tout point de U(A) 
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est accessible par un chemin n6gatif issu verticalement de l'infini/t valeur dans 
U(A), de mame pour tout point de V(A) [BI, He]. 

/ x  

Fig. 2. 

Rappel. Le chemin 7 est dit n49atif si c'est un plongement C 1 de ] -  oo, 0] dans 
U(A) avec 7(0)=x et 7 ' (0=(0,  1) si t < z  (z<0).  De plus, le rel6vement/~ ~1 de 
l'angle que fait le vecteur (0,1) avec ta tangente en 7(0, et qui vaut 0 quand t =< z, est 
strictement n6gatif s i t  > z. 

On ~crit, pour 0e'lF 1, respectivement (O, uj(O)) et (O,v~(O)) les points de 
A n  {0} x R d'ordonn6e minimale et maximale. On note alors respectivement A , 
A +, U-(A), V+(A) les graphes de u~, de v]  et les ensembles 
{(0, r) e qF 1 x JR, r < u~(0)}, {(0, r) e qI? t x R,  r > v~(0)}. 

La propri6t6 pr6c6dente prouve alors les r6sultats suivants [BI]:  
i) f-I(U__-(A))C U-(A);  f-I(V+(A))C V+(A). 

ii) f-~(A+)CA+; f-~(A-=-)CA -.  
iii) L'application u a est semi-continue inf6rieurement, continue ~ droite et 

admet une limite ~ gauche en tout point. 
iv) L'application vJ est semi-continue sup6rieurement, continue ~t gauche et 

admet lane limite ~t droite en tout point. 

v(A) 

j j ~  

U(A) 
Fig. 3 

Choisissant un rel~vement f de f, on montre que f - 1  pr6serve sur A+ t'ordre 
donn6 par la premi6re projection et on en d6duit l'existence d'un r6el ~ tel que, 
pour tout ~ ~ A+, 

lim P l ( f - " ( x ) ) = - ~ ,  
n ~ + ~  /'/ 

puis d'un ensemble d 'Aubry-Mather dans A +, de hombre de rotation ffa +. 
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Note ([Che]). Un ensemble d'Aubry-Mather est un compact S de "IF ~ x N invariant 
par f et minimal, s'envoyant injectivement sur T 1 par la projection Pi, et tel que 
l'ordre ainsi d6fini sur ~ est conserv6 par f .  I1 existe alors un r6el 5 appel6 hombre 
de rotation, et tel que pour tout ~ e ~, 

lim P l ( f ' ( ~ ) ) = O .  
n---~ -I- oo n 

On d6finit de m~me 5A pour les points radialement accessibles par le bas et, 
utilisant le fait que f -  1 d6vie la verticale et pr6serve sur zl ÷ et A -  l'ordre donn6 par 
la premi6re projection, on obtient alors les doubles in6galit6s suivantes, pour tout 
~ e A  et pour tout k e N :  

- 1 - _-<p10 1 - k S A ,  

On en dSduit, si AICA2 sont deux compacts connexes invariants par f, 
s6parant "IF ~ x ]R, les in6galit6s: 

5~2~5~=<5~=<5~ (en particulier 5~<5A'----<5~'<0~) " 

Les nombres 5~ et 5~ sont appel6s nombres de rotation inf6rieur et sup6rieur de A. 
On 6crira plus simplement respectivement 5 - ,  5 +, u - ,  v + pour 5X', 5~,, uX,, v~,. 

I1 existe une autre interpr&ation de 5 -  et 5 + en termes de points accessibles et 
non plus seulement radialement accessibles. La th6orie de Carath6odory prouve 
l'existence d'un hom6omorphisme/7:  t .7(A')~N x ] - ~ ,  0[, commutant avec T,, 
tel que, si y:[0,  I[~LT(A') est un chemin continu avec l imy(t)e  zl', a l o r s / t  o 7 

t - - * l  

admet une limite quand t ~ l  vers un point de R x {0} ne d@endant que de lim 7(t) 

[car A'=FrU(A')=FrV(A')]. On obtient ainsi une bijection t7 entre l'ensemble, 
invariant par f, des points de/~'  accessibles par le bas et une partie dense Z de 
R x {0}. On consid6re alors la bijection ~ = # ofo g-1 de Z sur elle-m6me, elle se 
prolonge en un hom6omorphisme croissant de N x {0} commutant  avec T,, le 
hombre de rotation de cet hom6omorphisme est alors 6gal fi 5- .  

C'est d'ailleurs cette interpr6tation de 5 -  qui permet de montrer le caract6re 
topologiquement compliqu6 de A' d6s que 5 -  # 5 +. I1 ne s'6crit pas comme rSunion 
de deux compacts connexes propres: c'est un continu ind6composable [Cha]. 

Exemple de Birkhoff Originellement, Birkhoff donne l'exemple d'un attracteur 
ind6composable de la fagon suivante: soit f0 un diff6omorphisme de T i x N, de 
classe C ~, homotope fi l'identit6, pr6servant la mesure, d6viant la verticale/L droite 
et ayant une zone d'instabilit6 A [B2, He] d61imit6e par deux graphes C-  = gr~p- 
et C + = g r ~  + (tp- <tp+). On sait que les nombres de rotations 5o et 5g sur C-  et 
C + d'un rel6vement .To de fo sont distincts. On peut d6finir alors une familte de 
diff6omorphismes dissipatigs f~, e e l 0 ,  1[, en choisissant tp de classe C ~, avec 
~p-<~p <~p+, et en posant: 

f,(O, r) =f0(0, (1 - a)r + e~p(0)) ; 

l 'attracteur de Birkhoff de f~ est alors contenu dans A et ses nombres de rotations 
inf6rieurs et sup6rieurs convergent, pour le rel6vement naturel, quand ~ tend vers 
z6ro, respectivement vers 5o et 5~-. I1 est ind6composable d6s que e est assez petit. 
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II. Existence d'Ensembles d'Aubry-Mather 

On garde les notations de l'exemple de Birkhoff. On sait qu'il existe, pour chaque 
O e [Oo, O~-], un ensemble d'Aubry-Mather pour fo dans A de nombre de rotation 
O (cf. [Che] et r6f. cit.). On va montrer le r~sultat analogue suivant (dans le cas 
dissipati0, en prenant une application f d6finie au § I. 

Th6or~me. Pour tout nombre 5~ [5- ,  5+], il existe dans A' un ensemble d'Aubry- 
Mather pour f de hombre de rotation 5. 

On suppose que p e •, q e N*, et que pet q sont premiers entre eux. On rappelle 

qu'un point P-p6riodique de f est un point ~ e ]R x R v6rifiant j%0 ?) = TP(~. En 

particulier, tout ensemble d'Aubry-Mather de hombre de rotation P- est l'orbite 
q 

d'un point x = rc0~), o~ 2 est P--p6riodique. 
q 

On montre d'abord les r6sultats suivants: 

P Proposition 1. Pour tout p- ~ ]5- ,  5 + [, iI existe un point q pdriodique dans ~ x JR. 
q 

P <~+, alors Proposition 2. S i ~  ~ N x ~R est un point P--p4riodique, avec O- < q 

~e~'.  q 

Chacune de ces propositions utilise le lemme suivant (voir §I pour les no- 
tations). 

Lemme 1. Si ;o = (0o, ro) ~ U-  (A )  et si 2 o = (go, u-  (go)), alors, pour tout k ~ N ,  

Ddmonstration du Lemme 1. On rappelle que f - t ( t ~ - ( A ' ) ) C  tJ- (A~ et que la 
restriction de f l/l  A'-  est croissante. Si l'on pose, pour k e N, f -k(~o) = (gg, rk), 
2k=(Ok, U-(~k)); la d6viation fi droite et les r6sultats mentionn6s entrainent les 
in6galit6s suivantes: 

#~(f-l(;o))>#,(f-~(~o)) 

i 

/~1 ( 7 -  k~o) )  > # i  ( ?  - l(3~k - i ) )  > # 1 ( ?  - 2(3~k - 2)) > . . .  > # 1 ( ?  - k()~O)) • 

Fig. 4. v o "~-~ (fro) 
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Ddmonstration de la Proposition 1. La d6monstration repose sur l'6tude du 
compact K de 3" 1 x R d6fini par: 

K = {x e T 1 x Rligl(fq(:~)) = Pl(x') + p, off ~z(97) = x}, 

et plus sp6cialement sur le r6sultat suivant: 

Lemme 2. Si L C K est un compact connexe skparant H i x N ,  iI existe un point 

P-p6riodique darts L. 
q 

Dkmonstration du lemme 2. On consid~re un point g de N, un entier q > i e t  le 
chemin #q d6fini par #q(t) =J%(g, t) off t e IR. Utilisant la d6viation de la verticale 
vers la droite et le fait que f est un diff~omorphisme, on en d6duit les 6galit6s: 

lim /~2o #q(t) = lim igio #q(t) = + oo, 
t-'* + oo t -~  + oO 

lim p2 o #q(t) = lira i0~o/~q(t) = - c~. 

On pent alors montrer  par une r6cnrrence snr q le r~sultat suivant v~rifi6 pour 
les chemins n6gatifs [He]: 

le premier et le dernier point de rencontre du chemin #~ avec une verticale 
{g'} x R,  g' e R (ce qui aun  sens d'apr6s ce qui pr6c6de) sont les points de rencontre 
d'ordonn6e respectivement maximale et minimale. 

Fig. 5. 

Le r6sultat est 6vident quand q = I. On suppose le r6sultat vrai jusqu'au rang 
q - 1  et on 6crit 9?o = (g0, ro)=/~(to) le premier point de rencontre de #q avec la 
verticale {0~} x N. On note alors 971 = (~], r i)  le point #~_ i( to)=f-i(97o).  Le fait 
que 

oo, toE)nf- ({O"o} x [to, + ooD=O, 

et la propri6t~ appliqu6e au chemin #q_ 1 prouvent alors que #q_ i ( ] -  o% to[) se 
trouve /t gauche de {0]} x P, et que #q-1 ne rencontre pas la verticale 
(01} x]rl, +oo[. 

En consid6rant l'image de # ~ _ i ( ] - o e ,  to[)W({0]} x [rl ,  + oe[) par f,  on en 
d6duit que #q ne rencontre pas ]to, + oe[. 
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~ - i (  {~'~} × ] ro,+~[ ) 

Fig. 6. 

/ / g / <  

i' 

, /  

La d6monstration est identique pour le dernier point de rencontre. 
Si g ~ R ,  on note h-(0) et h+(O ") les ordonn6es respectivement minimale et 

maximale de l'ensemble {g} × Rc~/~, on obtient alors des fonctions de p6riode 1, 
h-  et h +, h -  < h +, v6rifiant: 

i) Pour tout We JR, ~l(f~(O. h-(O'))) =i61(]zq(lY, h+(O'))) = O'+p. 
Q ii) Pour tout (if, r) e ]R x R, 

]~h-(~NrNh+(O) 
ffl(P(0% r)) = g +  p =~ [ff2(j2eq(0* h + (@))) </~2(fq(0 ~, r)) < ff2(p(~, h-  (0"))). 

f 

(~, 

Fig. 7. 

{~+p}*l~ ! f (e,h (~)) 
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Soit L C K un compact connexe s6parant I "~ x ]R. D'apr~s la propri6t6 (Q), si 
g e N, les courbes { 0 ~} x ] - 0% h-  (~)[ et f -  q( { g +  p} x ]/~2(fq(g, h -  (0~))), + oe D 
ne rencontrent pas K. Le graphe de h-  est donc contenu dans L. De marne, celui 
de h ÷ . 

Si on suppose maintenant que, pour  tout xeL,  p2(fq(x))>pz(x), on aura 
l'inclusion U(L) Efq(U(L)). 

~ CO,h-(8)) 
/ 

f I 
J 

Fig. 8. 

/ 

~" fq(8 ,h+(e) ) 

(e,h+(8)) 

(~x h_(e) ) 

Or, A' se trouve dans tous les compacts connexes s~parant qF 1 x JR, invariants 
par fq. Par  cons6quent, A" c~ U(L)= ¢. 

De marne, si, pour tout xeL,  p2(fq(x))<=p2(x), on aura A'~V(L)=O. Or, si 

20 e A ' - ,  on a/~l(f-q(20)) > i61070) - p puisque ~-  < P-, e t /~ l ( f  - q(37o)) >/~ t(37o) - P 
q 

pour  tout 370=(go, ro)e  U-(A). Par  cons6quent, la courbe f-~({go} x 1 - 0 0 ,  
P2(£o)]) ne rencontre pas L, donc f-q(20) e .4"c~ U(L). De m~me, A 'n  V(L) # 0. Le 
lemme d6coule de la connexit6 de L. [] 

Fin de la d~monstration de la Proposition 1. Dans le cas q = 1, K est un graphe 
continu et le lemme s'applique directement ~i K; mais, si q > 1, K peut ne plus 6tre 
connexe et it faut trouver un compact connexe dans K s6parant 31 "1 x N. On 
consid6re pour  cela l 'ouvert 

01 = {X E ~]F 1 X ~.[ffl(J~q()~)) < ffl()~) -~-p Ol~l ~(X) = X} 

qui contient 'IF 1 x ] - 00, - M [  et ne rencontre pas T 1 x ]M,  + 09[ d6s que M est 
assez grand. On note alors 02 la composante connexe de 01 contenant 
q l ? l x ] - o o , - M [ ,  03 la composante connexe de qFlxN2\Oz contenant 
T 1 x ]M, + oc [ et L la fronti6re de 03. On a ainsi construit un compact connexe 
s6parant T 1 x ]R qui v6rifie L C FrO2 C FrO1 C K. [] 

fq(L 
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Remarque. La d~monstrafion de la Proposition 1 s'applique aussi dans le cas d'un 
diff6omorphisme d6fini sur un anneau limit6 par deux graphes invariants 
pr6servant l'aire et transformant chaque verticale en une courbe n6gative, pour 
montrer le th~or6me g+om6trique de Poincar6-Birkhoff. 

P D~monstration de la Proposition2. Soit 370 un point q p6riodique tel que 

g -  < -P- < ~+. Si 37o e [7(A'), alors, d'apr6s le Lemme 1, l'orbite de 37o est form6e de 
q 

points de ~7(A') non radialement accessibles. 
On considbre, pour tout point de discontinuit6 0" de u-  le segment 

{if} x[u-( i f) ,  tl~0_ u-(t)] .  I1 rencontre soit des points de U(A')(dont l'image inverse 

est d'ailleurs dans U-(A')),  soit des points de A' accessibles. On peut donc 
consid6rer l'image par H (d6finie au 0 I) de ce segment qui est un arc continu 
joignant deux points de N x {0}. 

Fig. 9. ~ -  ~ 
On obtient de cette fagon une famille ( ~ ) ,  ~x au plus d6nombrable d'ouverts 

connexes disjoints de N x ] -  0% 0[, d61imit6s par des arcs (/~)i~t joignant deux 

[ . wj 

points de N x {0}. 

el~/e2 
Fig. lO. Wio 

On no te /7= /~  o j~ /~ -  1 l 'hom6omorphisme de N x ] - o% 0[ conjugu6 fi f e t  

l 'ouvert IR x ] - o% 0 [ \ ~  I~ = / ~ ( U -  (A')). Comme 17-1 (17f) C t~:, pour tout i ~ I, 
i~I  

l'ouvert connexe F ( ~ )  est enti6rement contenu dans un des I/V~. Soit Yo =/t(Yo), off 

370 est P-p6riodique; il existe i0 tel que Y0 e ~o  (en fait f'o s W~o car/7-  1(~0) q! IT/), et 

q P comme ffq(~-o)= TV(Iz0), on a I inclusion i~ (~o)C ~ ( ~ j .  En notant gl et ~2 les 
extr6mit6s de/~o, on en d6duit/~1 o ~q (g0>? l  o rp(ga) e t / ~  o ~q(g2)_<_/~ o TP(~z) 

(l'application • a 6t6 d6fini au § I), ce qui entra~ne O- = -P. [] 
q 

D~monstration du th~or~me. I1 suffit de prouver l'existence d'ensembles d'Aubry- 

Mather dans A' pour tout hombre de rotation rationnel P-, off 0-  < p q q < 0 + (voir 

[K]). On va l e  montrer d'abord dans le cas off f est de classe C 3, et pour cela 
utiliser les deux propositions et un r6sultat r6cent de Hall [Ha]. Celui-ci montre 
qu'un diff6omorphisme de classe C z sur un anneau d61imit6 par deux graphes 
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invariants, d6viant la verticale, admet un ensemble d'Aubry-Mather de nombre 

de rotation P-P-e ~ d6s qu'il poss6de un point P-p6riodique. 
q 

On choisit un anneau A=qF 1 x ] - a ,  + a [  (a>0)  v6rifiant f (A)CA,  et on 
suppose construit un diff6omorphisme # de classe C 2, d6fini sur un anneau 
B=]I? 1 x [ - b ,  +b]  (b>a) ,  coincidant avec f sur A, laissant invariants les deux 
bords T ~ x  { -b}  et qF~x {b} et d6viant la verticale. Le compact A' est alors 
invariant par 9 et l'on a l e s  relations 9-1(U-(A'))CU-(A')  et O-~(V+(A')) 
C V+(A ") puisque f et 9 coincident sur Ae t  que A'CA. Or, 9 admet un ensemble 

d'Aubry-Mather de nombre de rotation -P. Par une d6monstration 6quivalente 
q 

celle du Lemme 1, on montre qu'il est form6 de points non radialement accessibles; 
c'est donc un ensemble d'Aubry-Mather pour f On utilise ensuite la Proposi- 
tion 2. 

I1 reste ~ construire 9. 
On d6finit deux champs de vecteurs o~o et co~ sur ql? 1 x ~ par les relations: ooo(x) 

=Df( f - l (x) ) . (O, l ) ,  col(x)=(1,cotg/~ ) o6 x e T l x ] R  (le r6el ]~ est d~fini au 
§i). 

On consid6re ensuite une application r6elle v de classe C 2, croissante et 
v6rifiant: v(x)=0 si x ~ 0  et v(x)= 1 si x >  1. 

On appelle alors ch le champ de vecteurs d6fini, pour tout x = (0, r) e T ~ × R,  
par: 

G0(x) -- (1 - v(Irl - a))O~o(X) + v(Irl - a)o91(x) ; 
a# 

les 6quations: #(0, a) =f(O, a) et ~r  (0, r) = cb(#(0, r)) d6finissent alors un diff6omor- 

phisme de classe C 2 de T 1 × R sur son image, co~ncidant avec f sur A. De plus, le 
dessin ci-dessous prouve que l'image #(ql? 1 × R) est 6gale ~ T 1 × R. Enfin, # d6vie la 
verticale h droite. 

// /, 

• I r l ×  {a }  

f(~ix {a}) 

• I t 1 .  { a + l }  

Fig. 11. 
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Les images par 0 des droites {0} x R sont, dans le rev~tement R x R,  des 
graphes de pente ~gale ~t cotgfi sauf sur un intervalle born& I1 est facile ensuite de 
construire un champ de vecteurs co de classe C 2 en conservant en tout point la 
direction du champ oh, et le champ d~ lui-m~me sur T 1 x [ -  a -  1, a + 11 pour que le 

diff60morphisme 0, d6fini par les 6quations g(O, a) =f(O, a) et ~ (0, r) = c0(9(0, r)), 
t ~  

laisse invariantes les courbes T 1 x { - b} et T t x {b} o6 best grand, et v6rifie ainsi 
toutes les conditions requises. 

On suppose maintenant que f est seulement de classe C 1 et on choisit un 
anneau A = T  ~ x ] - a ,  + a [  v6rifiant f (A)CA.  On construit ais6ment - par 
exemple par une m6thode utilisant des champs de vecteurs sur T I x R analogue ~t 
celle que l'on vient de voir - une suite (f,),~N de diff6omorphismes de classe C 3 de 
~ t  x R,  d6viant la verticale, dissipatifs, convergeant uniform6ment vers f sur A et 
v6rifiant f,(A) C A pour tout n • N. On note alors A~ l'attracteur de Birkhoff de f ,  
et, consid6rant une suite ( f , ) , ~  form6e de rel~vements des f ,  qui converge 
uniform6ment vers f sur A, on note 02 et 0+ les nombres de rotation 
respectivement inf6rieur et sup6rieur de A~ pour f,.  

Pour tout h e N ,  on a l'inctusion A',CA. Ainsi, la suite (A~),~ est une suite 
born6e pour la distance de Hausdorff. Toute valeur d'adh6rence de cette suite sera 
alors compacte, connexe, invariante par f et s6parera ql "~ x R,  elle contiendra donc 
A ~, 

De la double in6galit6 suivante, vraie pour tout k • N, pour tout n • N et pour 
tout 2 • ~ :  

- 1  + k ~ -  </~a oJ~ (x')-i6,(~)__< 1 +k0  + , 

on en d6duit la suivante, pour tout k • N e t  tout x ~ A': 

- 1 + k lim sup ~- < / ~  o fk(~) _ / ~  (~) < 1 + k tim inf~ + . 
n ' *  + ~) ~- '*  + O0 

En choisissant x dans un ensemble d'Aubry-Mather form6 de points radiale- 
ment accessibles, on obtient: 

lim sup C ~ ~- = Q+ =l im infO~ + . 
n " *  + oO t l ~  + 00 

Si on choisit maintenant p/q • ] U ,  ~+[, la relation pr6c6dente montre qu'il 
existe N • N e t  une suite (~,), >= u d'ensembles d'Aubry-Mather pour f,, de hombre 
de rotation p/q contenus dans A~ et donc darts A. On obtient alors un ensemble 
d'Aubry-Mather pour f e n  choisissant une valeur d'adh6rence de cette suite. [] 

Remarques. C'est une <<bonne propri6t~ d'intersection>> v6rifi6e par A' qui a permis 
de montrer la Proposition 1 (U(L) cf"(U(L)) ~ A'c~ U(L) = 0). On peut montrer 
que le th6or+me est faux dans le cas d'un compact connexe quelconque s6parant 
~ × R invariant par f. I1 peut manquer des nombres de rotation entre ~a et ~+. 
Supposons en effet que l'application fo (d6finie au § I) poss~de de plus un point 

Pp6riodique hyperbolique au-dessus de C + et que ~-  (voir § I) est irrationnel. 
q 
On peut montrer l'in6galit6 0~(~,a)<~ o6 ~+(~,a) est le hombre de rotation 

sup6rieur (pour f~) de l'ensemble A(e, A) = 0 £"(A). Si ~ est assez petit, f~ poss6de 
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un  point  ~-p~riodique et, pour  un anneau  B = ql? 1 × [ - -  M,  + M]  suffisarnent large, 

on au ra  f ( B ) C B ,  -+ > -P, et f inalement :  QA(tc,n) = q 

~A(~,B) ~-~A(~,A)<~+(~,A) <Q~ < P < ~+ = QA(~,B)" 

I1 est a lors  facile de  m o n t r e r  que j~ n ' a  pas  d ' enscmble  d ' A u b r y - M a t h e r  de 
h o m b r e  de r o t a t i o n  dans  ~+ ~+ ]eA(~,A),40 [. []  
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