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tiber den Begriff der Kurve. 

Wir bezeichnen mit dem Wort ,,Kurve" so zahlreiche interessante 
geometrische Gebilde, dal~ wit erwarten diirfen, aus einer zweckm~igen 
begrifflichen Pr~izisierung unserer Kurvenvorstellung eine ausgedehnte 
Theorie herleiten zu kSnnen. Die ~teren Kurvendefinitionen warden frei- 
lich, wie sich herausstellte, den Forderungen der Anschauung nar in ge- 
ringem Mal~e gerecht: Sowohl die Jordanschen Kurven (die eindeutigen 
stetigen Bilder der Strecke), als auch die irreduziblen Kontinua kSnnen 
bekanntlich ganze Fl~ichenstiicke enthalten, -- zu den einfachen Kurven- 
bSgen (den topotogisehen Bildern der Strecke) gehSrt anderseits schon 
eine so einfache Karve, wie die Kreislinie, nicht, -- und die Cantorsche 
Definition der ebenen Kurven als nirgends diehte Kontinua ist auf andere 
Euklidische R~iume prinzipiell uniibertragbar. Es ist angesichts der 
Schwierigkeiten, welche insbesondere das Ausgehen vom Abbildungsbegriff 
nait sich bringt, nicht verwunderlich, wenn Hausdorff 1) gemdezu leugnet, 

~) Grundziige der Mengenlehre (1914), S. 369. 
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dab sich unsere heterogenen Kurvenvorstellungen unter einen verniinftigen 
Sammelbegriit iiberhaupt bringen lassen. 

Fragen wit uns allerdings ganz unvoreingenommen nach dem an- 
schaulichen Wesen der Kurven, so ist die Abbildbarkeit dieser Gebilde 
auf gewisse andere keineswegs deren wichtigstes Kennzeichen. Um ein 
solches zu erhalten, vergleichen wir vielmehr eine Kurve mit einer Fl~che 
und einem KSrper. Die Kurve denken wit uns durch feine Dr~hte 
repr~entiert,  die Fl~che aus diinnem Blech hergesteIlt, den KSrper aus 
Holz. Da sehen wir" Um einen Punkt der F l~he  saint allen Punkten 
seiner Iqachbarschaft aus der Fl~ehe zu entfernen oder v o n d e r  iibrigen 
Fl~che zu trennen, miissen wir die Fl~che mit einer Schere l~ings kon- 
tinuierlicher Linien schneiden. Um aus dem KSrper einen Punkt nebst 
Nachbarschaft herauszuholen, miissen wir ganze Fl~ehen durchs~gen. Um 
dagegen einen Punkt der Kurve, sie mag noch so ver~.stelt und verwickelt 
sein, saint seiner Nachbarschaft aus der Kurve zu entfernen, genfigt es, 
wenn wir die Kurve mit einer Zange in dislrreten Punkten durchzwicken. 
Diese Tatsache, die yon der speziellen Gestalt der betrachteten Fl~che 
und Kurve unabh~ngig ist, gestattet eine strenge begriffliche Pr~isierung: 

Fin Kontinuum K heifit Kurve, wenn zu jedem Punkt yon K beliebig 
kleine Umgebungen existieren, deren Begrenzungen keine Kontinua enthalten. 
Ein Kontinuum K, welches in einen Raum eingebettet ist, heifit Kurve, 
wenn zu jedem Punkt yon K beliebig kleine Umgebungen existieren, deren 
Begrenzungen keine Kontinua mit K gemein haben. Dabei bezeichnen 
wi t  in iiblicher Weise als Kontinuum eine mehr als einen Punkt ent- 
haltende abgeschlossene Menge, die sich nicht spalten ldfit in zwei /remde 
abyeschlossene Teile, es sei denn, daft einer yon beiden leer ist. 

Da~ dutch diese Definition tats~hlich das anschauliche Wesen unserer 
Kurvenvorstellung erfal~t wird, verbiirgt eine allgemeine Theorie der 
Dimension yon Punl~mengen~ Mit ihr ist die angefiihrte Kurven- 
definition verbunden durch den Satz: In Euklidischen (und noch all- 

~) Vgl. meine Arbeiten fiber die Dimension yon Punktmengen in den Monats- 
heften f. Math. u. Phys. 1 (1923), S. 148; II(1924), S. 137 (ira folgenden zitiert als I 
und II);  ferner Proc. Ac. Amst. 27 (1924), sowie die daselbst zitierten Arbeiten yon 
L. E. J. Brouwer und P. Urysohn. - -  Eine Menge M heil]t dieser Theorie zufoJge 
h~ehste~s n-dimensional in jenen t~nl~tea, fiir welehe beliebig kteine Umgebungen mi~ 
hSchstens (n -- 1)-dimensionalen Begrenznngen existieren, wobei yon der leeren Menge 
als der (--1 )-dhnensionalen ausgegangen wird. Diese Definition ordnet jeder Menge 
eines Euklidischen Raumes eine Dimension zu (ira •n gerade den Mengen, die einen 
offenen Teil enthalten, the Dimension n) ,  und steht nebst allen ihren Folgerungen 
mit unserer Ansehauung in Einklang. Bis in die kombinatorische Topologie hineiv 
l~flt sieh der Gedanke verfolgen, dab das Wesentliche eines n-dimensionalen Ele- 
mentes darin besteht, daft es yon (n--I) -dimensionalen Elementen begrenzt wird. 
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gemeineren) R~iumen sind die Kurven identiseh mit den eindimensionalen 
Kontinua. Dabei nennen wit eine nicht leere Menge M nulldimensional 
(oder auch total zusammenhangslos), wenn zu jedem Pnnkt yon M beliebig 
kleine Umgebungen mit leeren (bzw. wenn M in einen RaHm eingebettet 
ist, mit zu M Iremden) Begrenzungen existieren; -- und wir nennen eine 
nicht leere und nieht nulldimensionale Menge M eindimensional, wenn zu 
jedem Punkt yon M beliebig kleine Umgebungen existieren, deren Be- 
grenzungen nulldimensional sind (bzw. wenn M in einen Raum eingebettet 
ist, mit M nulldimensionale Durchsehnitte h.aben). 

Die topologischen Bilder der Kurven sind stets eindimensional, also, 
wenn sie abgesehlossen sind, KurvenS). Das Intervall des R 1 und folg- 
lich jeder einfache Kurvenbogen ist eine Kurve; auch die Summe abz~hl- 
bar vieler kompakter Kurven  ist eindimensional4). Dagegen ist eine 
Quadratflache und iiberhaupt jede Menge, die in einem nicht linearen 
Euklidischen Raum (in einem R~, n ~ 2) einen offenen Teil enth~lt, keine 
Kurve% In einem R~, n ~  3, ist das Komplement einer Kurve zu- 
sammenh~ngend6). In der Ebene sind die Kurven identisch mit den 
nirgends dichten Kontinua, also mit den Kurven im Cantorsehen Sinn7). 

Dal~ wit dutch unsere Kurvendefinition mit der Anschauung in Kon- 
flikt geraten, haben wir also nicht zu befiirchten; wir wollen daher im 
folgenden die Struktur der Kurven niiher untersuchen. 

w  

~J-ber die Ordnnng der Kurvenpunkte.  

Wenn zu einem Punkt p des Raumes beliebig kleine Umgebungen 
mit end]ichen Begrenzungen existieren, dann heil~e p ein reguldrer Punkt. 
Wenn zum Punkt io insbesondere eine endliche Zahl n existiert, so da~ 
es beliebig kleine Umgebungen gibt, deren Begrenzungen eine Mi~chtig- 
keit ~ n haben, dann sagen wir, p sei ein Punkt von einer O~dnung ~ n. 
Von der Ordnung n heililt demnaeh ein Punkt p, wenn n die kleinste 
natiirliche Zahl ist yon der Eigenschaft: Es existieren beliebig kleine Um- 
gebungen von p, deren Begrenzungen die M~chtigkeit n haben. Die regul~en 
Punkte, welche yon keiner bestimmten eadlichen Ordnung sind, -- d. h. also 
jene Punkte, zu denen zwar beliebig "kleine Umgebungen mit endlichen 
Begrenzungen existieren, bei denen aber die M~htigkeit dieser Umgebungs- 
begrenzungen notwendig fiber jede vorgegebene endliche Zahl w~hst,  wenn 

3) I, S. 149, vgl. auch Satz I der vorliegenden Arbeit. 
4) II, S. 147. 
5) I, S. ]52; II, S. 153. 
6) II, S. 156. 
~) I, S. 156 
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die Umgebungen hinl~inglich klein werclen, - -nennen wir yon u~ch~ender 
Ordnung oder yon der Ordnung w. Die niehtregul~ren Punk~ eines 
separablen vollst/indigen Raumes zerfallen in solche yon der Ordnung ~o, 
d. s. die Punkte, zu denen beliebig kleine Umgebungea mit abz~h]baren 
Begrenzungen existieren, -- und in Pun~e yon kontinuierlicher Ordnung 
oder yon der Ordnung c, d.s. jene Punk~e, fiir welche die Begrenzungen 
aller hinl~nglich kleinen Umgebungen unabz~h]bar, also yon der M~chtig. 
keit des Kontinuums sind. 

Einige einfache Beispiele werden diesen Ordnungsbegriff erl/iutern: 
Ein Punkt erster Ordnung ist der Endpunkt eines Intervalls B I  ~ 

im R 1 . 

des R 1 . 
lb. 

Ein Punkt zweiter Ordnung ist ein innerer Punkt des Intervalls 

Ein Punkt vierter Ordnung is$ der Kreuzungspunkt einer sieh 
durchsetzenden Lemniskate. 

B4. Einen P~mkt yon wachsender Ordnung besitzt im Nullpunkt die 
Kurve des R~, welche in Polarkoordinaten ausgedriickt folgende Strecken 
enth/~lt: 

ad inf.), q ~ = ~ '  O ~ r ~ l n  ( n = l , 2 , . . .  

: g  

B~. DieKurve des R e" { T ~ n '  0 _ < r ~ l  ( n ~ l , 2 , . . . a d i n f . )  

~ - 0 ,  0 _ < r ~ l  

ist yon der Ordnung ~o in allen Punkten der Strecke ~0-=--0, 0 ~ r ~ 1. 
Bs. Verbinden wir im R~ mit rechtwinkeligen kartesischen Koordi- 

naten die Punkte einer im Einheitsintervall der X-Achse perfekten nir- 
gends dichten Menge dutch Strecken mit dem Punlct (0, 1) der Y-Achse, 
dann erha]ten wir eine Kurve, deren s~mtliche Punkte yon kontinuier- 
licher Ordnung sind. 

B~ mSge einem naheliegenden MiSvers~ndnis vorbeugen. Durch die 
Kurvendefinition wird fiir jeden Punkt einer Kurve gefordert, dal~ fiir ihn 
beliebig kleine Umgebungen mit diskontinuierlichen Begrenzungen exi- 
stieren; nicht verlangt ist, da{~ die Begrenzungen aller hinl~nglich ldeinen 
Umgebungen diskontinuierlich sind. Betrachten wir z. B. die Kurve des B~ 
bestehend aus der Strecke -- 1 ~ x ~_~ 1, y----0, und den Kreisen um den 

1 1 1 
Nullpunkt mit den Radien r ~ 2- ~ (n ~ 1, 2, . . .  ad inf.) und r ~ 2~ ' 2~, 

(n~, n) ~ 1, 2 , . . .  ad inf. ). Der Nullpunkt 0 ist ein Punkt zweitor Ordnung 
dieser Kurve; dennoch existieren beliebig ldeine Umgebungen von 0, 
deren Begrenzungen Kontinua sind, niimlich die Kreisumgebungen 

U ( 0 ; ~ ) ,  n = l , 2 , . . ,  adinf. 
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Wit erkennen, da~ die Detlnitionen des Kurvenpunktes und der ver- 
schiedenen Ordnungen yon Punkf~m unter dasselbe Schema fallen, wenn 
wit altgemein als E - P u n ~  einen Punkt bezeichnen, zu dem beliebig kleine 
Umgebungen einer gewissen Eigenschaft E existierenS). Die Kurvenpunkte 
sind jene Punk~e, zu welchen beliebJg kleine Umgebungen mit Begrenzungen 
ohne Teilkontinuum existieren; es sind also die E-Punkte, wenn als Eigen- 
schaft E der Umgebungen bezeichnet wird: Diskontinuit~t der I~mgebungs- 
begrenzung. Wir erhalten als E-Ptmkte die regul~iren Punkte, wenn wir 
unter der Eigenschaft E Endlichkeit der Umgebungsbegrenzung verstehen; 
die Punkte von einer Ordnung ~ So bzw. <: n, wenn E bedeutet: M~ichtig- 
keit der Umgebungsbegrenzung ~ ~o bzw. ~ n. 

Die Tatsache, da~ zu einem Punkt p beliebig kleine Umgebungen 
einer bestimmten Eigenschaft E e~stieren, kSnnen wit auch in der Form 
aussprechen: Es existiert eine auf p sich zusammenziehende Folge yon 
Umgebungen mit der Eigenschaft E ,  d.h.  eine Folge yon E-Umgebtmgen 
des Punktes p,  yon der in jeder vorgegebenen Umgebung U(p)  fast 
alle Glieder enthalten sindg). Da n~n durch topologische Abbildungen 
Umgebungsfolgen, die sich auf einen Punkt zusammenziehen, iibergefiihrt 
werden in Umgebungsfolgen, die sich auf den Bfldpunkt zusammenziehen, 
so ergibt sich: 

Satz  I. Wenn das topologische Bi ld  jeder Umgebung mit der Eigen- 
scha/t E auch selbst die Eigenscha/t E besitzt, dann ist dzz topologische 
Bild ]edes E.PunIctes ein E . P u n k t .  

Nennen wit Umgebung mit der Eigenschaft E jede Umgebung mit 

s) Die Bede~ung dieser Definition beru&t auf der (bisher aUerdings wenig be- 
achteten) Tatsache, da~ wichtige Struktuxeigenschaften der Mengen ihren Ausdruelr 
finden in, Verhd1~nis der Mengen zu gewissen Umgebungsfolgen, welche s~ch auf die 
ei~zel~ 2unkte zusammvnziehen, und speziell zu den Begrenzungen dieser Um- 
gebungen. Zu diesen Eigenschaften gehSrt insbesondere die Dimension yon Punkt- 
mengen, wie sie in den sub ~) zitierten Arbeiten definiert w/rd. Dieselbe fgllt gleiah- 
falls unter das obige Schema, so daft einige der im folgenden bewiesenen allgemeinen 
S~tze der abstrakte Kern auch yon dimensionst/aeoretischen S~tzen sin& Wir erhMten 
ngmlich die Punkte, in denen der Raum eine Dimension ~_~n hat, als E-Punkte, 
wenn wit nnter der Eigenschaft E der Umgebungen verstehen: Dimension ~ n -  1 der 
Umgebungsbegrenzung. In einer Fl~chen- und K•rpertheorie werden wir ferner auf 
em h 6 h e r d i ~ l ~  Analogon der Ordnung im oben definierten Sinn stoBen, welches 
gleichfalls unter das allgemeine Schema fgllt. -- Schliel31ich kSnnbe elne Theorie yon 
Verzweigtmgen aufgebaut werden, indem man zur Definition der Verzweqxi~ngs- 
ordnungen die Umgebungsbegrenzungen nicht nach ihren M~ehtigkeiten (wie bei der 
obigen Definition der Ordnung), sondern naeh "den M~iehtigkei~n der Mengen ihrer 
Komponenten einteilt. 

9) In der Hansdorffsehen Terminologie ist d~nn da~ System dot Umgebungen 
yon p mit einem System yon Umgebungen der Eigen~haa% E gleichwertig. 
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diskontinuierlicher Begrenzung, dann ergibt Satz I die topologische In- 
vafianz der Kurvenpunkte. Verstehen wit unter der Eigenschaft E der 
Umgebung, dab deren Begrenzung a) eine M~htigkeit ~_ n hat, b) end- 
lich ist, c) hSchstens abz~hlbar ist, dann ergibt sich, da durch topologische 
Abbildung jede dieser drei Eigenschaften erhalten bleibt, der Satz- Dutch 
topologische Abbildung des Raumes kann die Ordnung keines Punktes 
erhSht werden. Da die inverse Abbildung einer topologischen Abbildung 
topologisch ist, kann bei topologischer Abbildung des Raumes die Ordnung 
eines Punktes auch nicht erniedrigt werden. Wir haben also: 

Satz  II. Die Ordnung eines PunIctes ist eine topologische Invariante. 

Wit wenden uns nun wieder allgemeinen E-Punkten zu und beweisen 
fiber deren Verteilung im Raum: 

Satz  III. Die Menge allot E-PunIcte des Raumes ist ein ~ .  

Dabei nennen wit G~ das Produkt abz~Mbar violet oftener Mengen, 
F~ die Summe abziihlbar violet abgeschlossener Mengen. -- Sei nun R k 
die Menge aller Punkte p des Raumes mit folgender Eigenschaft" Es exi- 
stiert yon p eine Umgebung mit ~ter Eigenschaft E, deren Durchmesser 

1 ~ -  ist. Die Menge R k ist flit jedes ]c often. Die Menge M - - / / R ~  ist 

also ein G~; anderseits ist sie identisch mit der Menge aller E-Punkte. 
Denn, sei erstens p ein E - P u n ~ ,  dann existieren von p beliebig kleine 
Umgebungen mit der Eigenschaft E; also liegt p in jeder der Mengen R k 
und folglich auch in M. Ist zweitens p Punkt yon M, dann existieren 
yon p beliebig kleine Umgebungen mit der Eigenschaft E, also ist p ein 
E-Punkt.  Damit ist Satz III  bewiesen. 

Satz I I I  ist der abstrakte Kern u. a. des Satzes, dab die Menge aller Punkte,  in 
denen der Raum h6chstens n-dimensional  ist, einen G~ bildet. Ffir die Kurven- 
theorie ergibt sich aus ibm: 

Satz  IV. Die Menge allot Punlcte yon einer Ordnung ~ a der Kurve K, 
wo a eine nati~rliche Zahl, w odor ~o bedeutet, ist ein G~. Bezeichnet K" 
die Menge allot Kurvenpunkte, deren Ordnung genau a ist, so gilt dos Schema: 

K 1, K 2, K 3, . . . ,  K w, K ~~ K ~ 

G~ P 

P 

G~ 

x .  , ,  i �9 

Dabei bezeichnen wir mit P eine Menge, die zugleich G~ e und F~ e ist 
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Der erste Tell von Satz IV ist eine Folge von Satz III.  Ferner sieht 
n - - 1  n 

man: Fiir jedes natiirliche n ist sowohl Z K ~, als auch ~VK ~ ein G~, 
a = l  a=l 

also K ~ ein G~ ,  d.h.  Differenz zweier Mengen G~. Ferner ist sowohl 
n--i n 

K -- fl_~ K , als auch K -- ~VK ~ ein Fo, also K n auch ein F~e, d. h. Diffe- 
a----1 a - = l  

renz zweier Mengen F~. Jedes K ~ ist also eine Menge P. Die Menge 
aller Punkte von irgendeiner endlichen Ordnung ist ein G ~ ,  d. h. Summe 
abz~ihlbar vieter Mengen G~ (nimlich der Mengen K").  Folglich ist K w 
Komplement eines G~ ~ zu einem G~, also ein F ~ ,  d.h.  Produkt abz~i~hl- 
bar vieler F~. K ~~ ist wieder eine Menge P. Damit ist Satz IV bewiesen. 

w  

~ e r  die Endp.-kte  der Kurven. 

Wir untersuchen nun n ~ e r  den G~ K ~ der Kurvenpunkte erster Ord- 
nung oder, wie wir auch sagen wollen, der Endpunkte von K, eine Be- 
zeichnungsweise, die sich durch das Beispiel B 1 rechtfertigt. Dabei legen 
wit die betrachtete Kurve als Raum zugrunde. Es gilt diesbezfiglich der 
fundamentale 

Sa tz  V. In ]eder total vollstdndigen Kurve, d.h. in ]eder Kurve, 
deren sdmtliche beschrdnkte Teite kompakt sind, liegen die Punkte yon 
h6herer als erster Ordnung dicht und bilden einen kondensierten, in jedem 
Punkt der Kurve eindimensionalen F~, der in jedem nicht leeren, o]]enen 
Teile der Kurve Kontinua enthdlt. Die Menge der Endpunkte ist ent- 
weder leer oder nulldimensional. 

Wit bezeichnen die Menge aller Punkte yon hSherer als erster Ord- 
hung der Kurve K mit 1K und leiten zunichst einen Widerspruch her 
aus der Annahme, dal~ 1K im Punkt p von K nicht eindimensional, also 
nulldimensional in p sei. In der Tat, diese Annahme besagt, dab beliebig 
Heine Umgebungen yon p existieren, deren Begrenzungen bloB Endpunkte 
enthalten. Wir geben eine Vmgebung V(fl) so klein vor, da~ K - - V ( p )  
nicht leer ist; und nun betrachten wit eine Umgebung U(p), die saint 
ihrer abgeschlossenen Hiille U ( p ) i n  V(fl) liegt, -- wit driicken dies durch 
das Symbol U ( p ) ~ V ( p ) a u s ,  -- und deren Begrenzung B blol~ End- 
punkte enthilt. Jedem Punkt von B kann eine fl nicht enthaltende Um- 
gebung ~ V(p) zugeordnet werden, deren Begrenzung genau einen Punkt 
enth~ilt. Na~h dem Bore]schen Theorem iiberdecken endlich viele von 
diesen Umgebungen, etwa U1, U~, . . . ,  U,, die Menge B. Die Begrenzung 
jeder dieser Umgebungen enth~lt genau einen Punkt, die yon U~ etwa den 
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Punkt b i. Es mSgen die Punkte b~l , b i~ , . . . ,  bi~ in U(p) ,  die Punkte 
bil , b i~ , . . . ,  biz aui]erhalb von U(p)  liegen. Dann ist abet 

/r l 

w(p)= Zu ,  o -  v(p). vSo 
a = l  a = l  

eine Umgebung yon p ~ V(p) mit leerer Begrenzung. Denn ein Punkt 
der Begrenzung yon W ( p )  miiBte der Begrenzung einer der Mengen U(p), 
U~ oder Ui~ angehSren. Die Punkte dieser Begrenzungen liegen abet 
teils in W(p),  teils aui3erhalb von W ( p ) .  -- Eine Umgebung yon 
p < V ( p )  mit leerer Begrenzung widerspricht aber, da K - - V ( p )  nieht 
leer ist, dem Zusammenhang von K. Wir sehen also, da~ die Annahme, 
~K sei in p nulldimensional, zu einem Widerspruch fiihrtg~). 

~K ist in keinem Punkte nulldimensional und nach Satz IV ein F~. 
Dann enth~lt aber nach einem Lemma von Mazurkiewiez ~~ jede nicht 
leere in ~K oftene Menge Kontinua (ist nicht ,punctiform"). Insbesondere 
ist sie also ferner kondensiert und in der Kurve dieht. 

Betraehten wir nun irgendeinen Endpunkt p von K.  Es existiert 
eine auf p sieh zusammenziehende Folge {U i} yon Umgebungen, deren 
Begrenzungen (Bi} aus je einem Punkt bestehen. Da 1K aueh in p nicht 
nulldimensional ist, so ist fiir fast alle Mengen Bi ihr einziges Element 
ein Punkt von ~K, also kein Endpunkt. Mithin kann aus den U i eine 
au/ p sich zusammenziehende Folge yon Umgebungen herausge~if~en 
werden, deren Begrenzungen zu K ~ ffemd sind; d. h. die Menge K ~ ist, wenn 
sie nicht leer ist (wie z .B.  bei der Kreislinie), in jedem ihrer Punkte, 
also schlechthin nulldimensional. 

Insbesondere kann also keine Kurve ausschlie~lich aus Endpunkten 
bestehen. Daraus folg~, da~ auch kein nicht leerer oftener Teil einer 
Kurve ausschlie~]ich aus Endpunkten bestehen kann, denn nach bekannten 
S~tzen enthielte er ein Teilkontinuum, also eine Kurve, die dann gleich- 

9~) (Zusatz bei der Korrektur:) Dutch dasselbe Verfahren kann, wenn p speziell 
yon der Ordnung n ist, ein Widerspruch hergeleitet werden aus der Annahme, da~ B 
weniger als n Punkte yon 1K enth~lt. Es gilt also, in Beantwortung einer mir yon 
P. Alexandroff gestellten Frage, der Satz: Die Menge 1K ist in jedem _Punkt yon K 
yon derselben Ordnung wie K, entMilt also insbesondere in Bezug auf sich selb~t keine 
Endpunkte. Bemerkenswert ist an diesem ResuItat auch folgendes: Es waren in der 
bisherigen Punktmengenlehre im allgemeinen Fo-Mengen, die ohne ~,nderung gewisser 
Eigenschaften des Raumes weggelassen (,vernachl~ssigt") werden konnten. In der 
Menge K 1 sehen wir einen G$ (der nicht notwendig ein ira ist), nach dessen Ver- 
nachl~ssigung sich an den Ordnungen der Kurvenpunkte nichts ~inder~. --. Ubrigens 
gelten die S~tze dieses Paragraphen fiir die Endpunkte yon Kontinua fiberhaupt, 
n~cht blol~ fiir die yon Kurven. 

lo) V~gl. Fund. Math. 3, S. 67. --  Dieses Lemma ergibt sich auch aus d]mensions- 
theoretischen S~tzen. Vgl. Menger, Einige ~berdeckungss~itze, Wien. Ber. 1924, S. 44~. 
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faUs blo$ aus Endpunkten bestiinde. Daraus sehen wit neuerdings, dab 
die Menge ~ in K und sogar in jedem Teilkontinuum yon K dicht ist. 
Damit ist Satz V in allen Stiicken bewiesen. 

DaB die Punkte yon hSherer als erster Ordnung in jeder Kurve dicht 
liegen, ist yon vornherein plausibel. Wit wollen nun aber zeigen, dal~ 
unter Umst~den auch die Endpunkte in einer Kurve dicht liegen und 
dann, in sieh betrachtet, in gewissem Sinn sogar diehter angeordnet sind 
als die Punkte yon hSherer Ordnung. 

Sa~z VI. Es existieren Kurven, in denen die Endpunkte  dicht liegen. 
Unter den separablen vollstdndigen Kurven sind dieselben identisch mit  
~r /iir we2che die Menge aller Punkte yon hdherer als erster Ordnun 9 
yon erster Kategorie im S inn  yon Baire in .  

Wir geben zun~hst  im R~ ein Beispiel Bs fiir eine Kurve K, in der 
die Menge K 1 dicht liegt. Sei A eine Strecke yon der L~nge l, Als m A 
bezeichnen wir die Menge aller Strecken, die zugleich folgenden Be- 
dingungen geniigen: 

1. Sie haben auf A ihren Mittelpunkt. 

2. Sie sO, hen auf A senkrecht in einem Punkt, der yon den End- 
punkten yon A einen Abstand l . d  hat, wo d eine dyadisch rationale 
Zahl ist. 

3. Sie haben, wenn d -  p ist, wo p eine ungerade Zahl bezeichnet, 
2 n 

1 
die Li~nge 2-- ~- 

Wir gehen nun von einer Strecke S---~ m ~  des R~ aus. Beim ers~n 
Schritt bilden wir m S  = m 1 S, d. i. eine Summe yon abz~hlbar vielen 
Strecken senkrecht zu S,  deren jede dutch ihren auf S gelegenen Mittel- 
punkt in zwei Halbstrecken zerf/illt. Beim zweiten Schritt bilden wir 
m : S ,  --  so nennen wir die Summe aller jener Strecken S :, zu denen 
eine Halbstrecke H 1 yon m l S  existiert, so da[3 S ~ zu m t t  1 geh5r~. All- 
gemein bilden wir beim k-ten Schritt m k S , -  so nennen wit die Summe 
aller Strecken S t, zu denen irgendeine Halbstrecke H k-1 yon m k - l S  exi- 
stiert, so dab S t zu m t t  k-~ geh5rt. Die abgeschlossene Hiille K yon 

Qr 

m~'S ist ein nirgends dichtes Kontinuum, also eine Kurve. 5edex 
k=0 

Punkt, der Endpunkt von einer der Strecken irgendeiner Menge m * S  
ist, ist Endpunkt von K. (Die Mittelptmkte dieser Strecken sind offenbar 
Punkte vierter Ordnung.) In der Tat, sei p Endpunkt etwa der Strecke A 
yon m , S ,  deren L~inge l sei. Bilden wir irgendeine gegen p konvergen~ 
Folge yon Pun~en  auf A mit dyadisch irrationalen Abst&nden yon p 
(gemessen in 1), dana wird dutch jeden eine Umgebung yon p in K be- 
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gren'zt und die so entstehende Umgebungsfolge zieht sich auf p zusammen. -- 
Bereits die abzS, hlbare Menge dieser Endpunkte liegt in K dicht, womit 
der erste Teil von Satz V bewiesen ist. 

Den Beweis der zweiten H~lfte stfitzen wit auf den 

H i l f s s a t z  A. Unter den Mengen F~ eines separablen vollst~indigen 
Raumes sind diejenigen, welche mit ihrem Residuum iibereinstimmen, 
identisch mit jenen yon erster Ka~egorie. 

Dabei verstehen wit mit Hausdorff 11) unter dem Residuum der 
Menge M die Menge M. 2 J -  M und nennen yon erster Kategorie im 
Sinne yon Baire eine Menge A, welche Summe abz~lbar  vieler in A 
nirgends dichter Mengen ist. Aus S~tzen von Hausdorff 1~) geht nun her- 
vor, da~ jede Menge M eines separablen vollst~ndigen Raumes in genau 
einer Weise darstellbar ist als Summe einer in M abgeschlossenen Menge, 
welche mit ihrem Residuum identisch ist, und einer in M offenen Menge, 
welche reduzibel, d.h.  zugleich F~ und G~ ist. Wit sehen: Wenn bei 
dieser ZerspaItung der zweite Bestandteil nicht leer ist, dann ist die 
Menge M, da sie einen offenen TeiI enth~,lt, der ein Gz ist, nach be- 
kannten S~tzen nicht von erster Kategorie. Also ist jeder Fo, der von 
erster Kategorie ist, mit seinem Residuum iden t i sch . -  Ist umgekehrt the 

NIenge M ein mit seinem Residuum identiseher ~'~, also = ~E' M~, wo die 
i = l  

Mengen M~ abgeschlossen sind, dann muB jede der Mengen M~ in M 
nirgends dicht sein. Sonst enthielte eine der Mengen, da sie abgeschlossen 
ist, einen nicht leeren, offenen Teil, der als Durchsehnit$ einer ab- 
gesehlossenen und einer offenen Menge zugleieh Fo und Gz w~ire. Das ist 
aber bei einer mit ihrem Residuum identisehen Menge unmSglieh; also 
ist M von ers~er Kategorie. Damit ist Hilfssatz A bewiesen. 

Sei nun K eine separable vollst~indige Kurve. Satz IV ergibt, da~ 
die Menge 1K ein F~ ist; Satz V, da~ ~K in K dich~ ist. Dann und nur 
dann, wenn auch K ~ in K dicht ist, ist 1K mit seinem Residuum iden- 
tisch, also nach Hflfssatz A v o n  erster Kategorie. Damit ist auch der 
zweite Tell yon Satz VI bewiesen. 

Wit sehen also: bei jenen Kurven, in denen die Endpunkte dicht 
lieges, sind dieselben (obwohl in ]edem Teilkontinuum die Nicht-End- 
punkte dieht liegen) in gewissem Sinne dichter angeordnet, als die Nicht- 
Endpunkte. Denn die Menge der Endpunkte 1/il~t sich, als G~, nach 
bekannten S~,tzen nicht darstellen als Summe einer Folge von nirgends 
dichten Mengen, wS~hrend dies flit die Menge der Nicht-Endpun~e, wie 
wir gesehen haben, zut~ifft. Aus Satz VI folgt insbesondere noch, dal~ K l, 

~1) Meagenlehre (1914), S. 281. 
1~) a. a. O. S. 281 ft., 460ff.; vgl. a~ch C. Kuratowski, Fund. Math. 3, S. 96. 
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wenn diese Menge in K dicht ist, yon der M~ichtigkeit des Kontinuums 
ist und keinen relativ o•enen F~ enth~lt. 

w 

i)ber die nicht regul~iren Kurvenpunkte. 

Wir beweisen zuniichst wieder einen abstrakten Satz, aus dem sich 
dann einige Strulrturs~tze ergeben werden. 

Satz VII. Es liege ein total vollstdndiger Raura zugrunde. Die 
Umgebungen mit der Eigenscha/t E m6gen ]olgenden Bedingungen geniigen: 

1. Besitzen U 1 und Uo die Eigenscha]t E, dann auch UI q-U.,. 

2. Besitzt die Umgebung U mit der Begrenzung B die Eigenschafl E, 
dann auch jede Umgebung V, deren Begrenzung Teil yon B ist. 

3. Alle Umgebungen mit leeren Begrenzungen besitzen die Eigen- 
scha/t E. 

Behauptung .  Das Komplement A der Menge aller E-Punkte des 
Raumes ist entweder leer oder ein kondensierter, in keinem seiner Punkte 
nulldimensionaler F~, und ]ede in A o]]ene Menge entluilt Kontinua. 

Zuniichst ist die Menge .4 nach Satz III ein F~. Sei nun p ein 
Punkt yon A, d.h. es existiere eine Umgebung U(p), so dal~ es keine 
Umgebung mit tier Eigenschaft E ~ U(79) gibt. Wit zeigen: A ist in 1o 
nicht nulldimensionM, d. h. es existieren nicht beliebig kleine Umgebungen 
von 79 mit zu A fremden Begrenzungen. Sei niimlich V(p) eine be- 
schriinkte Umgebung ~ U(p). Die Begrenzung B yon V(1o) ist be- 
sehr/inkt, also kompakt; da V(p) in U(p) enthalten ist und daher nieht 
die Eigenschaft E besitzt, ist B nach Bedingung 3 nicht leer. Wir leiten 
einen Widersprueh her aus der Annahme, B sei zu :4 Iremd. In dex Tat, 
aus dieser Annahme wiirde folgen, dab jeder Punkt yon B E-Punkt ist. 
Also kann B nach dem Borelschen Theorem mit endlich vielen beschriinkten 
Umgebungen der Eigenschaft E < U(T) iiberdeekt werden. Die Summe W 
dieser endlieh vielen Umgebungen besitzt nach Voraussetzung 1. die Eigen- 
schaft E. V ( p ) + W = V ' ( p )  ist eine Vmgebung yon p,~ U(p). Die Be- 
grenzung B '  yon V' (p) ist Teil der Begreazung yon W, also besitzt V' (p) 
nach Vorausset~ung 2. die Eigenschaft E. Wegen V ' ( p ) <  U(p) ist da- 
mit der angekiindigte Widerspruch gegen die Voraussetzung hergestellt 
and bewiesen, dab A in p nicht nulldimensional ist. 

Da also die Menge A ein in keinem seiner Ptmkte nuUdimensionaler 
~v ist, so folgt nach der schon beim Beweise yon Satz V verwendeten 
Bemerkung, dab jede nichg leere, in A oitene Menge Kontinua enthiilt. 
Damit ist Sagz VII bewiesen. 
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Bezeichnen wit als Umgebung mit der Eigenschaft E jede Umgebung 
mit endlicher Begrenzung, so ergibt sich: 

Sa tz  VIII. In jeder total vollstdndigen Kurve ist die Menge K = der 
nicht reguldren Punkte entweder leer oder ein kondensierter, in jedem 
se/ner Punkte eindimensionaler F~ und jede nicht leere, in K | o]/ene 
Menge enth~lt Kontinua. 

Die drei Forderungen yon Satz VII werden ja von den Umgebungen 
mit endliehen Be~enzungen offenbar erfiillt; aul3erdem ist nut zu be- 
merken, dal] jede TeiImenge einer eindimensionalen Menge in jedem Punkt, 
in dem sie nieht nulldimensional ist, eindimensional ist. 

Sagen wir von einer Umgebung, sie besitzt die Eigensehaft E, wenn 
ihre Begrenzung abz~ihlbar ist, so werden die drei Forderungen yon 
Satz VII ebenfalls erfiillt und wir erhalten fiir das Komplement der Menge 
aller E-Punkte, d.i. fiir die Menge aller Punkte der Ordnung c: 

Satz IX. In jeder total vollstdndigen Kurve ist die Menge K ~ 
entweder leer oder ein Fa mit den Eigenscha]ten des Satzes VIII  yon K ~ 

Uber die Menge K c lassen sieh abet noch weitergehende Aussagen 
machen. Die Menge K = kann ngmlich immerhin abgeschlossen und dabei 
doch in keinem ihrer Punkte yon unendlicher Ordnung sein. So ist in B~ 
die Menge K = eine Strecke. 

Anders liegen die Verh~iltnisse hinsichtlieh K c. Wir beweisen zu- 
n~ichst: 

Hi l f s sa tz  B. Ist p Punkt von K c, dann existieren nicht beliebig 
kleine Umgebungen U(10) mit folgender Eigenschaft (*): Die Begrenzung 
von U(10) ist fiir jedes e > 0 bis auf eine abz~ihlbare TeiImenge iiber- 
deckbar mit einer Folge yon Umgebungen, deren Begrenmmgen abz~ihlbar 
sind und deren Durchmesser < e sind und gegen Null konvergieren. 

Wenn 10 Punkt yon K c ist, so existiert eine Umgebung V(10), de~art, 
dab die Begrenzung keiner Umgebung U(10) < V(10) abz~hlbar ist. BesgJ]e 
nun etwa die Umgebung U(10)~V(10) die Eigenschaft (*), so kgmen 
wir zu einem Widerspruch. Wit geben dann e > 0 so klein vor, dal~, 
wenn B die Begrenzung von U(10)bezeichnet, U(B; e )~V(10)g i l t .  Und 
nun iiberdecken wir B bis auf eine abz~khlbare Teilmenge A mit einer 
Nullfolge {U,} yon Umgebungen < e, deren Begrenzungen B,  abz~hlbar 

sind. U(10) 4- Z,  U,, = U' (1o) ist eine Umgebung < V(p). Bezeiehnet B '  

die Begrev_zung yon U'(10), so gilt: 

(**) B ' <  Z B , , + A .  

Denn jeder Ptmkt von B ' ,  der keiner der Mengen B,  angehSrt, Iiegt, da 
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die U~ eine Nullfolge bilden, in B; also wegen B - - A  < ~YU,, in A. 
R ~ I  

Aus (**) foI~, dab B" abzghlbar ist, womit der angekfindigte Wider- 
spruch gegen die Definition von V(p )  hergestellt und Hil/ssatz B bewiesen 
is~. Aus ibm fo]gt: 

Satz  X. Sei K eine total vollstdndige Kurve. Die Menge K c ist in 
keinem ihrer Punkte reguldir. In ]edem Punkte yon K ~, in dessen Nach- 
barscha]t K -  K ~ ]i~r jedes e ~ 0 iiberdeckbar ist mit einer Null/olge von 
Umgebungen < e mit abzdlzlbaren Begrenzungen, ist die Menge K c yon 
der Ordnung c. [Diese Voraussetzung ist insbesondere er]i~llt in allen 
]enen Punkten yon K r in deren Nachbarscha/t K c ein G~ ist; - -  oder 
in deren Nachbarscha/t zu jedem Punkt von K abgesehen von einem K ~ 
enthaltenden Fo eine au] ihn sich reguldir zusammenziehende ~3) Folge yon 
Umgebungen mit  abzdihlbaren Begrenzungen existiert.] Die Menge K c ist 
in allen Punkten yon K c yon der Ordnung c. 

W~re erstens die Menge K ~ in ihrem Punkt p regular, so existiezte 
eine auf p sich zusammenziehende Folge {U,} yon Umgebungen des 
Punktes p, deren Begrenzungen B blo] endliche Teilmengen A~ yon K r 
enthielten. Das w~ren aber offenbar Umgebungen mit der durch Hilfs- 
satz B ausgeschlossenen Eigenschaft (*). Denn flit jedes n w~ire B~- -A , ,  
ein Fo, dessen jedem Punkt beliebig kleine Umgebungen mit abz~hlbaren 
Begrenzungen zugeordnet w~iren; also w~ren die Mengen B.  -- A,, flit jedes 

> 0 mit einer Nullfolge solcher Umgebungen ~ e iibercleckbar. -- Aus 
demselben Grund kann zweitens die Menge K ~ nicht von einer Ordnung 
< c  sein in einem ihrer Punkte, in dessen Nachbarschaft K - - K  ~ for 
]edes e > 0 iiberdeckbar ist mit einer Nullfolge von Umgebungen < ~ mit 
abz~hlbaren Begrenzungen. Denn in diesem Fall bes~iBen die Umgebungen 
der sieh auf p zusammenziehenden Folge, deren Begrenzungen mit K ~ 
abz~hlbare Durchschnitte h~tten, die Eigenschaft (*) von Hilfssatz B. -- 
Wegen des Beweises der in der Klammer stehenden Bemerkung fiber 
SpezialfKlle, in denen diese Uberdeckbarkeitsbedingung erfiillt ist, muB 

auf eine ausffihrliche Darstellung ~4) verwiesen werden. DaI~ endlich die 
~Ienge Ke in allen Punkten von K ~ die Ordnung c hat, ergibt sich un- 
unmittelbar daraus, dal~ andernfalls die Umgebungen von Punkten, deren 

is) 1st {U.} eine auf p sich zusammenziehende Folge yon Umgebungen; B~ die 
Regrenzung von U~; d~ der kleinste, D~ der grSl~te Abstand des Punktes p yon B ~  

dann sagen wir, die U~ ziehen sich reg,c2tir auf p zusammen, worm lira ~ > 0  giR; 
l ~ o o  

wenn also die U~ hinsichtlich p nicht allzu exzentrisch werden- Vgl. Menger, Einige 
l~berdeckungss~tze der Punktmengenlehre, Wien. Bet. 1924. 

t4) Menger, a. ~. O. 
MaihematlSche Annalen. 95. 19 
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Begrenzungen mit K c abz~ihlbare Durchschnitte haben, die Eigenschaft (*)' 
bes~iflen. Damit ist Satz X bewiesen. 

Es sei darauf hingewiesen, dab Satz VII der abstrakte Kern gewisser dimensions- 
theoretischer S~tze ist. Wenn wir als Umgebung mit der Eigenschaft /~ eine Um- 
gebung bezeiehnen, deren Begrenzung eine Dimension ~ n -  1 hat, dann werden yon 
diesen Umgebungen, wie sich zeigen l~Bt, die Voraussetzungen 1., 2,  3. von Satz VII 
erfiillt. Daher ist in jedem total vollst~ndigen Raum die Menge aller Punkte, in 
denen der Raum eine Dimension > n hat, ein E~ mit den im Sa$z VII behaupteten 
Eigenschaften. - -  Aueh Satz X h~tte sieh iibrigens auf einen abstmkten Kern zurSek- 
ffihren Iassen. Der Grund ffir die Giiltigkeit des entseheidenden Hilfssatzes B liegt 
n~mlieh offenbar darin, dab nieht nur die Summe endlich vieler, sondern die Summe 
abz~hlbar vieler Umgebungen mit der Eigenschaft E die FAgensehaft E besitzt. So 
wird aueh deutlich, warum f i i r / ~  die analogen S~tze nieht gelten. Dagegen ist die 
Snmme abzi4hlbar vieler abgeschlossener hSchstens n-dimensiona]er Mengen hSehsteas 
n-dimensional~). Daher gilt yon Satz X in vollem Umfang da~ dimensionstheore- 
tische Analogon. In der angeffihrten Arbeit fiber einige Uberdeckungss~tze ist der 
analoge Satz fiir die nuIIdimensionalen Mengen bewiesen. W~hrend aber ein Beispiel 
einer (allerdings nicht abgeschlossenen) nicht nulldimensionalen Menge bekannt ist, 
welche in sich bloI~ eine nulldimensionale Menge yon Punkten enth~lt, in denen sie 
nieht nulldimensional ist, bleibt hier die analoge Frage, ob die Menge K c in einem 
ihrer Punkte yon der Ordnung ~0 sein kann, often. - -  Hingegen ist klar, waxum die Menge 
alIer Ptmkte, in denen der Raum eine Dimension ~ n  hat, in Analogie zur Menge 
aller nicht regul~ren Kurvenpunkte, nieht aber zur Menge aller Kurvenpunkte yon 
einer Ordnung ~ n steht: Bezeichnen wir n~mlich als U m g e b ~ g  mit der Eigen- 
sehaft E eine Umgebung, deren Begrenzung eine M~ichtigkeit ~ n besitzt, so wird 
die Voraussetzung 1. yon Satz VII nieht erfiillt. Dies ist aueh der Grand, warum 
die S~tze des w 3 kein eigentlieh dimensions-theoretisches Analogon besitzen. 

w 

Trennungs. und ZerlegungseigenschaRen der Kurven und Kurvenarten. 

Wir nennen die Teilmengen A 1 und A~ yon M dutch die Teil- 
menge B von M getrennt (in M), wenn M -  B keine zusammenhgngende 
Menge enth~ilt, die sowohl mit A1 als auch mit A~ Punkte gemein hat 
Ferner sagen wir, der kiirzeren Ausdrucksweise halber, yon einer Menge M, 
deren sgmtliche Punkte E-Punkte sind, M besitzt die Eigenschaft E. 

Satz XI. Es sei ein total vollst~ndiges Kontinuum als Raum zu- 
grunde gelegt. Die Summe zweier Umgebungen mit der Eigenscha/t E 
besitze auch selbst die Eigenart E. 

Behauptung.  K besitzt die Eigenscha/t E dann und nur dann, wenn 

1~) Menger II, S. 147. (Zusatz bei der Korrektur): Der Beweis dieses Satzes 
(und auch seiner VeraHgemeinerung auf ~ ,  a. a. O. S. 150) l~Bt sich fibrigens w6r~ 
lich auf die Kurven ohne Pnnkte  der Ordnung c fiber~mgen, so dab insbesondere 
der Satz gilt: Ist die Summe abziiMbar vieler Kurven ohne .Punkte d e  Ordnu~g e ei~ 
Kontinuu~, dann ist sie eine Kurve ohne .Punlde der Ordnung c. 
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je zwei /remde beschrdnkte abgeschIossene Teile yon K getrennt sind dutch 
die Begrenzung einer Umgebung mit der Eigenscha]t E. 

:Nehmen wir an, dal] K die Eigenschaft E besitzt und dab A 1 und A~ 
zwei iremde beschr~inkte, also kompakte Teilmengen yon K seien. Es 
existiert eine Umgebung U(A~), die zu A~ fremd ist. Wir kSnnen jedem 
Punkt yon A 1 eine Umgebung mit der EigenschMt E ~  U(A~) zuordnen; 
wir kSnnen sodann A 1 mit endlich vielen derartigen Umgebungen iiber- 
decken und haben in der Summe dieser Umgebungen eine Umgebung 
von A 1 mit der Eigenscha/r E, deren Begrenzung offenbar A 1 und A. 
trennt. Der Beweis der zweiten HiiIfte yon Satz XI liegt auf der Hand. 

Fiir die Kurventheorie ergibt dieser Satz, der auch dimensions- 
theoretische Konsequenzen hat: 

Satz XII. Unter den total vollstdndigen Kontinua sind 

a) die Kurven, 
b) die Kurven ohne Punkte der Ordnung c, 
c) die regulSren (d. h. nut reguldre Punl~te enthaltenden) Kurven 

identisch mit ]enen, /fir welche ]e zwei /remde beschrdnkte abgeschlossene 
Teile trennbar sind 

a) durch eine diskontinuierliche, 
b) dutch eine h6chstens abzdhlbare, 
c) dutch eine endliche Menge. 

Wir erw~ihnen in diesem Zusammenhang noch folgendes: Fiir die 
E-Pankte war die Existenz beliebig kleiner Umgebungen mit der Eigen- 
schaft E gefordert; dad alle Umgebungen eines solchen Punktes die Eigen- 
schaft E besitzen, war nicht gefordert (BT). Man kann abet zeigen: 
Wean die Summe zweier Umgebungen mit der Eigenschaft E die Eigen- 
schaft E besitzt und wenn die ganze Menge M die Eigenschaft E hat, 
dann liegen die Umgebungen m~t der Eigenschaft E immerhin in gewissem 
Sinn dieht: Zwischen je zwei offene Mengen U1 und Uo, wo U 1 ~ U, z und Ua 
besehz~inkt ist, l~Bt sich eine Umgebung U mit der Eigenschaft E ein- 
~chalten, U 1 < U < U~. 

Wit gehen nunmehr daran, die Kurven und die wichtigsten Kurven- 
arten durch Uberdeckungs- und Zerlegungseigenschaften zu charakterisieren. 
I)abei bezeichnen wir als halbkompakt eine Menge, welehe Snmme abz~ihl- 
bar vieler kompakter Mengen ist. Die Bedeutung dieses Begriffes beruht 
darauf, dab alle Mengen Euklidischer Riiume haIbkompakt sind. Ferner 
sagea wir von einer Menge M, deren Durchmesser ~ e ist, M sei ~ e. 

Satz XIII. Damit die kompakte (halbkompakte) abgeschlossene 
Menge M die Eigenscha/t E besitzt, ist notwendig und hinreichend, daft 

19" 
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M ]i~r ~edes e > 0 mit endlich vielen (mit einer Null/olge yon) Urn. 
gebungen < e der Eigenscha/t E i~berdeckbar ist. 

Die Bedingung ist notwendig. Denn wenn zun~hst jeder Punkt der 
kompakten abgesehlossenen Menge A ein E-Punkt ist, und eine Zahl ~ > 0 
vorgegeben wird, dann kann A nach dem Borelschen Theorem mit endlieh 
vielen Umgebungen < ~ der Eigenschaft E iiberdeckt werden. Ist M halb- 

kompakt und abgeschlossen oder allgemeiner -~ ~ M~, wo die M i kompakt 
s 

und abgeschlossen sind, dana bestimmen wir, wenn e ~ 0 vorgegeben ist, 
irgendeine gegen Null konvergente Folge {ei} yon positiven Zahlen < ~. 
Wit kSnnen fiir jedes i M i mit endlich vielen Umgebungen < e i yon der 
Eigenschaft E iiberdecken. Die Gesamtheit dieser Umgebungen bildet 
dann eine M iiberdeekende Nullfolge von Umgebungen mit der Eigen. 
schaft E. -- Die Bedingung ist hinreichend. Wenn n~mlich die halb- 
kompakte abgeseMossene Menge M ifir jedes e ~ 0 mit irgendeiner Folge 
yon Umgebungen < e der Eigenschaft E iiberdeckbar ist, dann existieren 
zu jedem Punkt von M beliebig kleine Umgebungen" der Eigenschaft E. Da- 
mit ist Satz XIII bewiesen. 

Satz XIII liel3e sich, wie aus seinem Beweis hervorgeht, in mehrfacher 
Hinsicht versch~rfen, worauf es uns abet in folgendem nieht ankommt. 
Aui die Kurven angewendet, ergibt er unmittelbar: 

Satz  XIV. Damit ein kompaktes (halbkompaktes) Kontinuum K 
a) eine Kurve, 
b) eine Kurve ohne Punkte der Ordnung c, 
c) eine reguldre Kurve 

sei, ist notwendig und hinreichend, daft K /~r ]edes e ~ 0 mit endtich 
vielen (mit einer Null/olge yon) Umgebungen < e is ist, deren 
Begrenzungen bzw. 

a) kein Kontinuum enthalten, 
b) h6chstens abzdhlbar sind, 
c) endlich sind. 

Unter ttiazunahme einiger Voraussetzungen kann der Uberdeckungs- 
satz XIII in einen eigentliehen Zerlegungssatz verwandelt werden. Ist U 
eine Umgebung mit der Eigenschaft E, so wollen wir die abgeschlossene 
Hiille U yon M als eine abgeschlossene Umgebung der Eigensehaft E 
bezeichnen und die Ptmk~ von U als die inneren Pankte yon U bezeiehnen. 

Satz  XV. Die Umgebungen mit der Eigenschafl E mSgen /olgendeu 
Bedingungen geni~en : 

1. Wenn 171 und U~ die Eigenscha/t E besitzen, dann besitzt auch 
a) U~ + U~ und b) U~ ~ U~.U~, /alls diese Menge nicht leer ist, die 
 chal  E. 
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2. Wenn eine Umgebung mit der Begrenzung B die Eigenscha/t E 
besitzt, dann besitzt auch jede Umgebung, deren Begrenzung Tell van B ist, 
die Eigenscha/t E. 

3. Ist {Ui} eine (eventuell endliche) Folge von UmgeIrungen mit 
der Eigenscha/t E und bezeichnet B~ die Begrenzung yon Ui, dann ist 

Z Bi diskantinuierlich. 
i=1  

Behauptung .  Damit die kompakte (halbkompakte) abgeschlossene 
Menge M die Eigenscha/t E besitzt, ist notwendig und hinreichend, daft 
M /iir ]edes e > 0 Summe von endlich vielen (einer Null/olge yon) ab- 
geschlossenen Umgebungen < e der Eigenscha/t E sei, die zu ]e zweien 
keinen inneren Punkt gemein haben. 

Die Bedingung ist notwendig. Sei ni~mlich M eine halbkompakte 
abgeschlossene Menge mit der Eigensehaft E unde  > 0  vorgegeben. Naeh 
Satz XI existiert eine M fiberdeckende Nullfolge (Ui} yon Umgebungen 
< e mit der Eigensehaft E . . W i r  bilden" 

k - 1  

= u1, g - - -  2: 3 , . . . ) .  
$----1 

Dann gilt M < ~ U ' "  - '  �9 .~, die U~ sind, wenn wit etwaige leere unter ihnen 
k- -1  

tilgen, abgesehlossene Umgebungen < e, die ihrer Konstraktion zufolge 
zu ]e zweien keinen inneren Punkt gemein haben und nach Voraus- 
setzung l b die Eigenschaft E besitzen. 

Die Bedingung ist hinreichend. Sei zun~ichst fiir ein bestimmtes n 

die halbkompakte Menge M Summe einer Nullfolge {U?} (i = 1 , 2 , . . . )  

1 mit der Eigenschaft E, die zu je yon abgeschlossenen Umgebungen < ~ -  

zweien keinen inneren Punkt gemein haben. B~ bezeichne die Begrenzung 
yon U~. ffeder Punkt, der irgend zweien yon den Mengen U~ gemein 

~0 

ist, liegt in ihren Begrenzungen, ist also Punkt der Menge B " =  Z B ~ .  
i = 1  

Jeder Punkt yon M - - B  * dagegen ist innerer Punkt yon einer der 
~Iengen U~. Zu jedem Punkt yon M - - B  n existiert also eine Umgebung 

1 
< -  mit der Eigenschaft E. -- Wenn die Bedingung yon Satz XV er- 

fiillt ist, so existiert zu jedem Punkt yon M -- Z B -~ = M - -  B eine auf 
t:, n----I 

itm sieh zusammenziehende Folge yon Umgebungen der Eigensehaft E. 
Es ist dann also jeder Punkt yon M - - B  ein E-Punkr Das Komple- 
ment A der Menge aller E-Punkte des Raumes M i s t  nach Satz VII 
entweder leer oder es enth/ilt Kontinua, da die Voraussetzungen des 
Satzes VII dutch die Bedingungen 1 a und 2 des Satzes XV effiillr werden. 
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Wegen A < B < ~ B~ ist A nach Voraussetzung 3 diskontinuierlich, also 
~,, n=l 

leer, d .h.  M besitzt die Eigenschaft E.  Damit ist die Bedingung auch 
als hinreichend erwiesen. 

Analog ergibt sich der Beweis yon Satz XV fiir kompakte Mengen und 
]ieSe sich iibrigens f/ir noch Mlgemeinere Mengen ffihren, worauf es uns 
bier nicht ankommt. Fiir die Kurventheorie haben wir nun den 

Sa tz  XVI. Damit das kompakte (halbkompakte) Kontinuum K 

a) eine Kurve, 
b) eine Kurve ohne Punkte der Ordnung c, 
c) eine reguldre Kurve sei, 

ist notwendig und hinreichend, daft K ]iir jedes ~ > 0 Summe yon end. 
lich vielen ( einer Null]olge yon) abgeschlossenen Umgebungen < s sei, die 
zu je zweien bzw. 

a) diskontinuierliche } 
b) hdchstens abzdhlbare Durchschnitte haben. 
c) hdchstens endliche 
Verstehen wit n~mlick unter Umgebung mit der Eigenschaft E eine 

Umgebung, deren Begrenzung a)diskontinuierlich, b) hSchstens abz~ihlbar, 
c) endlich ist, so werden die drei Forderungen yon Satz XV offenbar 
erfiillt; die dritte, weil die Summe abz/ihlbar vieler diskontinuierlicher 
abgeschlossener Mengen diskontinuierlich ist. Es ist also in allen F/illen 
Satz XV anwendbar, woraus Satz XVI folg$, wenn wir beriicksichtigen, 
dab jeder Punkt, der mehr als .einer der iiberdeckenden abgeschlossenen 
Umgebungen angehSrt, notwendig in ihrer Begrenzung liegt. 

Implizit ist im Beweis des Satzes XVIa ein dimensions-theoretiseher Satz ent- 
halten: Bezeielmen wit als ,hSheren" Punkt eines Kontinuums jeden Punkt, fiir den 
die Begrenzungen aller hinl~nglieh kleinen Umgebungen Kontinua enthMten, dannist 
in jedem Kontinuum die Menge aller hiJheren Puxxkte entweder leer oder ein Kon- 
tinua enthaltender $'a mit den Eigensehaften des S~tzes VII yon A . -  Aueh Satz XIII 
ist Kern eines dimensions-theoretisehen Satzes, aus Satz XV lassen sieh Folgerungen 
fiir die Dimensionstheorie ziehen. 

w 

lJ-ber den Zusammenhang im kleinen von Kurven. 

Eine Menge M heillt naeh Hahn zusammenh~ngend im kleinen in 
ihrem Punkte T, wenn zu jeder vorgelegten Umgebung U(p) eine Um- 
gebung V(p) e~i~tiert, so dall alle Punkte yon M. V(p) mit p dutch ein 
Teflkontinuum yon M <  U(p) verbindbar sin& Eine Menge heil]t za- 
s~rnmenh~ngend im kleinen seMechthin, wenn sie in jedem ihrer Punkte 
zusammenh/ingend im kleinen ist. Wir beweisen zun/ichst einen allgemeinen 
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Satz, welcher zeigt, dab die Punkte, in denen eine Menge nicht zusammen- 
h/ingend im kleinen ist, sich &hnlich verhalten, wie die nieht-regul~iren 
Punkte einer Kurve. 

Satz  XVII. Die Menge K u aller Punkte, in denen das total volb 
stdndige Kontinuum K (das wit als Raum zugrunde legen) nicht zu- 
sammenhdngend im kleinen ist, ist entweder leer oder ein kondensierter, 
in keinem seiner Punkte nulldimensionaler F~, der in ]edem 8einer nicht 
leeren, o//enen Teile Kontinua enthdlt. 

Die Punkte, in denen die Menge K zusammenh~ngend im kleinen ist, 
sind die E-Punkte, wenn wir unter der Eigenschaft E einer Umgebung U(p) 
folgendes verstehen: Es existiert eine Umgebung V(p), so dab alle Punkte 
yon V(p) mit p dutch ein Kontinuum < U(p) verbunden sind. Nach 
Satz I I I  bildet also die Menge alIer Punkte, in denen K zusammen- 
h~ingend im kleinen ist, einen G~, ihr Komplement K u daher einen Fo. 
Die weiteren Behauptungen yon Satz XVII sind bewiesen, wenn wir ze]gen, 
dab die Menge K u entweder leer oder in keinem ihrer Punkte null- 
dimensional ist. Sei nun p ein Punkt yon KU; dann enth~ilt jede hin- 
l~inglich kleine U(p) unendlich viele Komponenten und es gibt in U(p) 
eine Folge {p~} von Punkten, von denen keine zwei dutch ein Kon- 
tinuum < U(p) verbunden sind und die den Punkt p zum Hiiufungspunkt 
haben. (Andernfalls wi~re n~imlich die den Punkt p enthaltende Kompo- 
nente yon U(p)eine Umgebung yon p, deren s~imtliche Punkte durch 
ein Kontinuum < U(p) mit p verbunden w~iren.) Gegen diese Tatsache 
wollen wit nun einen Widerspruch herleiten aus der Annahme, dab K u 
in p nulldimensional sei. Angenommen, in der Tat, V(p) sei eine Um- 
gebung ,~  U(p), deren Begrenzung B ausschliel~lich Punkte enthielte, in 
denen K zusammenhiingend im kleinen ist. Zu jedem Punkt von B wiirde 
dann eine Umgebung ~ U(p) existieren, deren ss Punkte mit dem 
betreffenden Punkt von B durch sin Kontinuum < U(p) verbunden w~iren. 
Endlich viele derartige Umgebungen, etwa die der Punkte bl, bo , . . . ,  b k 
yon B, wiirden die beschriinkte und daher kompakte abgeschlossene Menge B 
iiberdecken. Jeder der Punkte p~ ist nun aber nach bekannten S~itzen 
mit mindestens einem Punkt yon B durch ein Kontinuum verbunden. 
Da unendlich viele Punkte p~ vorhanden sind und jeder yon ihnen dutch ein 
Kontinuum < U(p)mi t  einem der endIich vielen Punkte b i verbunden ist, 
so miissen mehrere von den p,  auch untereinander durch ein Kontinuum 
< U(p) verbunden sein. Damit ist der angekiindigte Widerspruch gegen 
die Voraussetzung hergeleitet, also gezeigt, dab die Begrenzungen aller 
kinreichend kleinen Umgebungen yon p Punkte yon K u enthalten; dab 
also die Menge K" in keinem ihrer Punkte nulldimensional ist, wie Satz XVII 
behauptet. 
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Die Eigenschaft des Zusammenhanges im kleinen ist ffir das Ver- 
halten einer Punktmenge in mancher Hinsicht bedeutungsvoll, so dab es 
an sich naheliegend ist, die Bedingungen dafiir zu suchen, dal~ eine Kurve 
im kleinen zusammenh~ingend sei. Diese Frage ist aber auch nach einer 
anderen Richtung yon Interesse. Nach Hahn und Mazurkiewicz sind dutch 
den Zusammenhang im Meinen unter den kompakten Kontinua die ein- 
deutigen stetigen Bilder der Strecke charakterisiert; das sind aber jene 
Mengen, welche nach Jordan ,Kurven" heiBen. Offenbar ist diese Jordan- 
sche Kurvendefinition in gewisser Hinsicht viel zu welt, denn auch die 
Quadratfl~che, der WiirfelkSrper usw. sind zusammenh~ngend im kleinen. 
Wenn wit nun aber unter den Kurven im Sinne unserer Definition jene 
charakterisieren, we|che zusammenh~ngend im kleinen sind, so haben wit 
damit zugleich unter den Mengen, die nach Jordan ,,Kurven" hei~en, 
gerade jene herausgehoben, welche den Namen Kurve mit Recht tragen; 
in der Ebene beispielsweise gerade jene, welche keinen offenen Teil der 
Ebene, kein Fl~ichenstiick, enthalten; also jene, die auch Kurven im 
Cantorschen Sinn sin& Zugleich gewinnen wit damit auch ein Kriterium 
ffir jene Mengen, die wit, der Anschauung folgend, als Kurven bezeichnen 
miissen, die abet nicht unter die Jordansche Definition fallen, welch letztere 
ja in gewisser Hinsicht wiedernm viel zu eng ist. 

�9 " " "16 Nun hat Smrpmsld ) f fir die Jordanschen ,,Kurven" noch die 
folgende zweite Charakterisierung gefunden: Sie sind unter den kompakten 
Kontinua identisch mit jenen, die fiir jedes s > 0 Summe von endlieh 
vielen Kontinua < e .sin& Wit werden sehen, da~ dutch einige Zusatz- 
worte fiber die Art der Zerlegung in Teilkontinua unter den Jordanschen 
Kurven gerade diejenigen, die in Wahrheit eindimensional sind, charakteri- 
siert werden kSnnen. 

Satz XVIII. Da]i~r, daft ein kompakt~ Kontinuum K eine im 
kleinen zusammenMingende Kurve, oder mit andern Worten, eine ein- 
dimensionale Jordansche Kurve sei, ist notwendig und hinreichend, daft K 
liar jedes e > 0 Summe von endlich vielen Kontinua < e sei, die zu je 
zweien lcein Kontinuum gemein haben. 

Die Bedingtmg ist notwendig. Sei also K eine kompakte im kleinen 
zusammenh~ingende Kurve, e > 0 eine vorgegebene Zah]. Zlmiichst sehen 
wir: Zu jedem Punkt von K existiert eine zusammenhiingende Umgebung 
< e m i t  diskontinuierlicher Begrenzalng. Sei ngmlich p ein Punk* yon K. 

Da K eine Kurve ist, existiert eine Umgebung U ( p ) <  U p; -g mit 

diskontinuierlieher Begren~ng B. Sei U ' ( p )  die Menge aller Punkte 
yon U(?),  die mit p durch ein Kontinuum < U(~)  verbunden sin& 

~) Fund. Math. l ,  S. 44. 
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0ftenbar ist U'  (p) zusammenhKngend; ferner sehen wit, dal3 U' (p) often 
ist. Sei n~mlieh q Punkt yon U'(p), dann ist wegen des Zusammen- 
hanges im kleinen yon K jeder Punkt einer gewissen Naehbarschaft 
yon q mit q und folglieh auch mit p dutch ein Kontinuum < / J ( p )  ver- 
bunden . -  Sehlie$1ich gilt, wenn B '  die Begrenzung yon U(p) bezeiehnet, 
B ' <  B. Dazu haben wit naehzuweisen, da$ ein in U(p) gelegener 

U' H/~ufungspunk~ yon U'(p) auch Pankt yon (p) ist. Sei nun {q,} eine 
gegen den Punkt q + p yon U(p) konvergente Folge yon Punkten, deren 
jeder durch ein Kontinuum ~?(p) mit p verbunden ist, - - d e r  Punkt q, 
etwa dutch das Kontinuum C~ < U(p).  Da die untere N~herungsgrenze 
der Mengenfolge {Q}  den Punk't p enth~ilt, also nicht leer ist, so ist die 
obere N~herungsgrenze tier {C~} nach bekannten S/~tzen 17) ein p und q 

; U'  verbindendes Kontinuum < U(p) also ist q Punkt yon (p), wie be- 
hauptet. -- Als Tell yon B ist B '  diskontinuierlieh. Damit ist nach- 
gewiesen, dab U'(p) eine zusammenh~ngende Umgebung < ~ mit dis- 
kontinuierlicher Begrenzung ist. 

Wir ordnen nun jedem Punkt yon K eine zusammenh/ingende Um- 
g 

gebung < ~ -  mit diskontinuierlicher Begrenzung zu. Endlich viele, etwa 

die Mengen 

(*) 

iiberdecken K. 
~engen 

Ul, G, . . . ,V , ,  

Wir biIden nun, wie beim Beweise von Satz XV, die 

_ p  .. k - 1  

i = l  

( k =  2, 3, . . . ,  

s 
Das sind endlich viele K iiberdeckende abgeschlossene Umgebungen < u 

(wenn wir etwa vorkommende leere Mengen auSer Betracht lassen), die 
zu je zweien keinen inneren Punkt gemein haben. ~]~ ist ein Kontinuum. 
Wenn jede tier Mengen ~ endlich viele Komponenten enth~lt, dann sind 
wir am Ziel; dann haben wir n~mlich K als Summe yon endlich vielen 
Koatinua < e dargestellt, die zu je zweien kein Kontinuum gemein haben. 

Es kann abet der Fall eintreten, da~ manehe yon den Mengen (**) 
unendlieh viele Komponenten enthalten. Da K zusammenh/ingend im 
kleinen ist, so sieht man unmittelbar, alas in diesem Fall fiir jedes vor- 
gegebene ~? > 0 fast alle Komponen~en Durchmesser < ~] haben, und 
ferner, daft fast alle Komponenten der Menge ~r~, wenn Bi deren Be- 

x~) VgL z. B. H. Hahn, Theorie der roellen Fnnlctionen I, S. 87f. ~ Die obere 
(uatere) N/ihertmgsgrenze der Mengeafolge {A~} bedeut~t dabei die Menge aller 
jener Punkte, deren jede Umgebmag mit unendlich vielen (mit fa~t allen) A~ Punkte 
gemein hat. 
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grenzung bezeiehnet, innerhalb U(Bi ; ~1) liegen. Es handelt sieh in diesem 
Fall alarum, die unendlich vielen vorliegenden Kontinua zu endlich vielen 
< e zusammenzafassen, so dab je zwei von ihnen hSchstens Punkte yon 

~ B k  gemein haben. 
k = l  

Zu diesem Zweck gehen wit so vor: Sei U~ die erste unter den 
Mengen (**) mit unendlich vielen Komponenten. Die ihr in der Reihe der 

g 
(**) vorangehenden Mengen sind Snmme yon endlich vielen Kontinua < 2-' 

sie mSgen etwa 

(***) cl, c, 
9Z 

heil3en, die zu je zweien hSchstens Punkte von Z Bk gemein haben. Fast 
k = l  

alle Komponenten von Ui' haben nach der obigen Bemerkung Durch- 
g 

messer < ~n' wo n die Anzahl tier Mengen(**) bedeutet, und liegen 

( ") innerhalb U Bi; ~ �9 Die hSchstens endlich vie]en Komponenten, welche 

diesen Bedingungen nicht geniigen, nehmen wir unter dem Namen 
C~+1, . . . ,  C: in die Zerlegung yon K auf. Jene eventuellen Komponenten, 
die nur aus einem Punkt bestehen, gehSren schon zu mindestens einer 
der Mengen (**~). Die unendlich vielen iibrigen Komponenten, welche 
den beiden angefiihrten Bedingungen geniigen, sind selbst abgeschlossene 
Umgebungen, da in einer im kleinen zusammenhgngenden Menge die 
Komponenten einer offenen Menge Gebiete sindlS). Wit vereinigen ]ede 
von ihnen mit genau einer yon denjenigen Mengen (***), mit denen sie 
Punkte gemein hat. Der Durchmesser yon keiner der Mengen (***) 

8 
kann hierdurch um mehr als ~nn wachsen. Seien 

(t) c;, c;, . . . ,  C 

die dutch Aufsaugung der kleinen Komponenten von ~*~ vergrSl~erten 
Mengen (***). Die Mengen (~) sinG Kontinua. Die Begrenzungen B~. 

n 

der C~ sind Teile yon ~ 'B~.  Denn ein Ptmkt p yon B~ gehSrt ent- 
k = l  

C' weder der Begrenzung eines Get Summanden yon e an; diese Summanden 
sing abet teils Mengen (***) und teils Komponenten yon U~; ihre Be- 

n 
grenztmgen sind also durehwegs < Z B~. -- Oder in ]eder Umgebung 

1r 

von p liegen Punkte von unendlieh vielen Komponenten von U~, -- dann 
aber liegt Is in B~. ~ Wenn wir zu den Mengen (t) noch die endlieh 

~8) Vgl. H. Hahn, Fund. M~th. 2, S. 189ff. 
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vielen nieht .aufgesogenen Komponenten yon U" hinzafiigen, so haben wir 
- - I  - - - !  - - - P  E 

die Mengen U~, U~., . . . ,  U~ aufgeteilt in endlieh viele Kon~inua < ~ -~ 2 n 

(,,) ' C,  C,  
die zu je zweien diskontinuierliche Durchsehnitte haben. 

In der gleiehen Weise kSnnen wir nun U~+~, falls diese Menge un- 
endlieh viele Komponenten hat, aufteilen, wodurch die Durehmesser der 

8 
Mengen wieder hSehstens um ~ waehsen. Und so fahren wit fort, bis 

- - ' !  3 s  wir naeh Auiteilung yon Un K in endlieh viele Kontinua <-~-, die zu 

je zweien kein Kontinuum gemein haben, zerlegt haben. Damit ist die 
Notwendigkeit der Bedingung yon Satz XVIII  erwiesen. 

Die Bedingung ist hinreiehend. Sei ni4mlieh das kompakte Kontinuum K 
{iir jedes e > 0 Summe yon endlieh vielen K(mtinua < e, die zu je 
zweien kein Kontinuum gemein haben. Naeh dem Satz yon Sierpifiski 
ist K zusammenh/ingend im kleinen. K ist dann abet auch eine Kurve. 
Denn wenn K Summe yon endlich vielen Kontinua ~ e ist, die zu je 
zweien kein Kontinuum gemein haben, dann ist K aueh Summe yon end- 
lieh vielen abgesehlossenen Umgebungen < e, die zu je zweien kein Kon- 
tinuum gemein haben, und Satz XVI a ist anwendbar. Damit ist Satz XVIII 
bewiesen. 

Satz XVIII  l~i~t sich auf einen abstrakten Kern zuriiekfiihren, auf 
den wir bier nieht n~her eingehen. Es sei bloB bemerkt, dab wit im Be- 
weis yon Satz XVIII  statt der Diskondnuit~t der Begrenzungen mu~atis 
mutandis offenbar Abzi~hlbarkeit der Begrenzungen verwenden kSnnten. 
Wit erhalten dann als Erg~nzung zu Satz XVI b- 

Sat  z XIX. Damit ein kompaktes Kontinuum K eine im kleinen 
zusaramenhdngende Kurve ohne Punkte der Ordnung c aei, ist notwendig 
und hinreichend, daft K /i2r jedes e ~ 0 Summe yon endlich vielen Kon- 
tinua < e sei, die zu je zweien, h6chstens abzShlbare Durchschnitte haben. 

Als unmittelbare Folgertmg der S~itze XVI und XVIII sei noeh her- 
vorgehoben, dal~ die nieht im kleinen zusammenhi~ngenden Kurven (vgl. 
t~5, t~)  (jene Kurven also, welche nach Jordan n~cht Kurven shad,) 
unter den kompakten Kontinua identisch sind mit jenen, die Iiir jedes 
e > 0 Summe endlich vieler abgesehlossener UmgebungeIk < e mit zu je 
zweien diskontinuierliehen Durehschnitten sind, iiir die aber bei jeder 
Zerlegung in hinreiehend kleine Kontinua Summanden auftreten, welche 
Kontinua miteinander gemein haben. 

Es sol noch darauf hingewiesen, daI3 wir die Un~ersuchungen dieses Paragraphen 
in zweifacher Hinsicht erg-~nzen kSnaten. Erstens kSnnen unter den im kleinen zu- 
sammenh~ngenden kompakten Kontinua jene, welche genau n-dimensional sind, dutch 
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Zerlegungss~tze chaxakterisiert werden; damit sind Bedingungen dafiir ~ngegeben, dab 
eine Jordansche ,Kurve" n-dimensional ist, also, wenn sie Teilmenge des Rn ist, da- 
selbst einen offenen Teil enth~it. Zweitens k6nnen die Untersuchungen auf ,ver- 
Mlgemeinerte Jordansche Kurven", d. h. auf die eindeutigen stetigen Bilder der Halb- 
geraden und der Geraden ausgedehnt werden. 

w  

~ber die regul~ren Kurven. 

H i l f s s a t z  B. Ist in einem total vollst~ndigen Kontinuum K die 
Begrenzung B einer beschr~nkten Umgebung U endlich, so enth~ilt U 
endlich viele Komponenten und keine yon ihnen ist zu B Iremd. 

Wenn B die M~iehtigkeit n hat und U enthielte mehr als n Kom- 
ponenten, dann wiire mindestens eine Komponente, etwa K 1 , yon U zu B 
fremd. K 1 w~re dann aber eine Komponente yon K, deren Komplement 
nicht leer ist, und eine solche kann, da K ein Kontinuum ist, nicht exi- 
stieren. Damit ist Hilfssatz B bewiesen. 

Sei nun ein Kontinuum K Summe von endlich vielen abgescMossenen 
Umgebungen < e, die zu je zweien hSchstens endliche Durchsctmitte 
haben. Da die Begrenzung einer jeden solchen Umgebung hSchstens solche 
Punkte enthalten kann, welche mindestens zwei von den Umgebungen 
gemein sind, so besitzt jede der abgeschlossenen Umgebungen eine endliche 
Begrenzung; jede der abgeschlossenen Umgebungen ist daher nach Hilfs- 
satz B Summe yon endlich vielen zueinander ffemden Kontinua < e. 
Es ist also dann K Summe endlich vieler Kontinua < e, die zu je zweien 
hSchstens endliche Durchschnitte haben. Liegt umgekehrt eine Zerlegung 
des Kontinuums K in endlich viele Teilkon~inua <: e vor, die zu ]e zweien 
hSchstens endliehe Durchschnitte haben, dann ist jedes dieser Kontinua 
eine abgeschlossene Umgebung in K und Satz XVI c ist anwendbar. Wir 
haben also 

Sat  z XX. Damit das ]compakte Kontinuum K eine reguldre Kurve 
sei, ist notwendig und hinreichend, daft K/ i~r  ~edes e > 0 Summe yon 
endlich vielen Kontinua < ~ sei, die zu ]e zweien hSchstens endliche 
Durchschnitte haben. 

Wenden wit den Satz yon Sierpifiski an, so sehen wit, da~ jede regu- 
liire Kurve stetig durchlaufen werden kann. Bedenken wir ferner, dab jede 
Teilkurve eine~ ~egul~ren Kurve reguliir ist, so haben wir: 

Sa tz  XXI. Jede reguldre Kurve ist (so wie jede ihrer Teil]curven) 
zusammenhdngend im kleinen, also eine Jordansche Kurve. Aber nicht 
jede im kleinen zusammenMingende Kurve ist reguldr. 

Der zweite Tell yon Satz XXI ergibt sich aus dem Beispiel B9 einer 
im kleinen zusammenhiingenden, nicht reguliiren Kurve. Wit denken im 
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Re mit rechtwinkeligen kartesischen Koordinaten die Menge aller Punkte 
mit rationalsr Abszisse, die auf der Strecke S" 0 ~ x ~ 1, y = 0 liegen, 
in eine Folge {p~} = { ( r ,  0)} geordnet. In die Kurve K nehmen wit 

1 ( n = l  2 . .) und nun auf S und alle Strecken S. :  0 ~x__~ 1, y - - - n  ' ' " 

ferner fiir jedes n die Strecke T~" x --  r . ,  0 ~ y ~ 1 Man erkennt leicht. 

dab K zusammenh~ngend im kleinen ist, obwohl die Punkte von S nicht 
regular sin& Zu jedem Punkt p yon S lassen sich sogar abz~ihlbar viele 
einfache KurvenbSgen angeben (leicht konstruierbare Treppenpolygone), 
deren Liingen s~imtlich eine positive ZahI iibersteigen und die bloCi den 
Punkt p gsmein haben. 

Immerhin enth~ilt die im kleinen zusammenh~ngende Kurve yon B 9 
Teilkurven, welche nicht zusammenhiingend im kleinen sind, z.B. die 
Kurvs, die aus S, allen S~ und T x besteht. Vermutlich enthdlt jede im 
kleinen zusammenhdngende Kurve, die nicht reguldr ist, Teillcurvsn, die 
nicht zusammenhdngend im kleinen sind. Wenn diese Vermutung richtig 
ist, dann sind die reguliiren Kurven auBer den sie kennzeichnenden Zer- 
legungseigenschaften auch dadurch unter den Kurven oder den kompakten 
Kontinua charakterisiert, dab sie samt allen ihren Teilkurven zusammen- 
h~ngend im kleinen sindlSa). Um zu zeigen, daiS jede nicht regul~ire Kurve 
einen Fo enth~ilt, der nicht zusammenhiingend im kleinen ist, wiirde der 
Nachweis dafiir geniigen, dab jede nicht regul~re Kurve abz~hlbar viele 
zu je zweien fremde Kurvenb6gen enth~ilt, deren L~.ugen s~mtlich sine 
positive Zahl iibersteigen. 

In gewissem Sinne hinausgehend fiber Satz XXI ist; 

Sa tz  XXII. JEine Kurve ist in jedem regul~iren l~ankt zusammvnMingend im 
ldeinen. Die nicht-reguldren Punkte, in denen eine Kurve zusammenh2ingend im kleinen 
ist, bilden einen .Foe, der auch _Punkte yon K r enthalten kann. 

Der erste Teil yon Satz XXII ist eine Folge yore Hflfssatz B. Die im zweiten 
Tefl betrachtete Menge ist darstellbar als Differenz der beiden-~a K ~ - - K U ' K  ~ 
In der Kurve yon B 6 besteht diese Menge aus einem Punkt yon K c . 

Wit haben im w 3 gesehen, dab die Punkte von hShsrer als erster 
Ordnung in jeder Kurve in gewissem Sinne ausgezeichnet sind. Man wiirde 
nun erwarten, dab in den regul~ren Kurven auch die Punkte. von kleinerer 
als dritter Ordnung, mithin also die Punkte von zweiter Ordnung aus- 
gezeichnet sind. Dies ist indes nicht der Fall- Es kSnnen Punkte von 
hSherer als zweiter Ordnung eins reguliire Kurve ausfiillen, wie das Bei- 

~s~) (Zusatz bei der Korrektur): Diese V~rmutung ist, wio aus einem mir yon 
P. Alexandroff mitgeteilten Beispiel hervorgeht, im R a unrichtig. Fiir den ~ bleibt 
dagegen die Frage often. 
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spiel Bl0 einer bereits von Sierpifiski TM) konstruierten Kurve zeigen soll. 
Die Kurve entsteht so" Ein abgeschlossenes gleichseitiges Dreieck der 
Ebene wird in .vier kongruente Dreiecke geteilt dutch Strecken, weIche 
die Seitenmittelpunkte verbinden. Das mittlere der vier Teildreiecke wird 
ohne seinen Rand getilgt; jedes der drei iibrigen Dreiecke wird wieder in 
vier Dreiecke geteilt und das mittlere ohne seinen Rand getilgt; und so 
fort ad infinitum. DaB auf diese Weise eine regul/ire Kurve entsteht, 
l~Bt sieh auf Grund yon Satz XX leicht einsehen. Ferner ~iberzeugt man 
sich davon, dab die entstehende Kurve, abgesehen von den drei Eck- 
punkten des Ausgangsdreieckes (welche man iibrigens dureh Deformation 
in einen Punkt sechster Ordnung zusammenbiegen kann), keinen Puukt 
von niedrigerer als dritter Ordnung enth/ilt. 

Von Wiehtigkeit ist ferner foIgendes Problem- Es ist k]ar, dal3 zu 
einem Punkt ~o von der Ordnung n d e r  Kurve K nicht mehr als n ein- 
fache BSgen existieren kSnnen, welche zu je zweien blol] den Punkt p als 
ihren einen Endpunkt gemein haben. Existieren abet zu einem Punkt p 
von der Ordnung n der reguldren Kurve K wirklich immer n in 19 zu. 
sammenstoflende ein]ache Kurvenb6gen; und zu einem Punkt  p yon der 
Ordnung w abz(ihlbar viele in p zusammenstofiende B6gen mit gegen Null 
konvergierenden Durchmessern? Vermutlich ist dies richtig. Keinesfalls 
aber kann man, wenn ein Bogen, der den Punkt p von der Ordnung n 
zum Endpunkt hat, irgendwie (ohne besondere VorsichtsmaBregeln) heraus- 
gegriffen wurde, immer noeh n -  1 weitere BSgen herausgreifen, die in p 
zusammenstogen. Nehmen wir n/imlich als Bn im Ro die Kurve K be- 
bestehend aus S: 0 ~ x ~ 1, y = 0; ferner aus den Halbkreisen zwischen 

( ' )  den Punk'~ten ~-~, 0 und 2n+~ , 0 in der oberen I-Ialbebene und den 

i_ialbkreisen zwisehen den Punkten ( 12 ~-1 2 ;i+11 ) u n d  ( ~  2 ~+~1 ) in der 

unteren I-Ialbebene (n = 1, 2 , . . . ) .  Der Nullpunkt ist yon der Ordnung 2 
und es lassen sieh aueh zwei in i.hm zusammenstol~ende, sonst fremde 
BSgen angeben, niimlieh die Summe der aberen I-Ialbkreise und die der 
un~ren I-Ialbkreise. tIeben wir aber zuerst den Bogen S heraus, dann 
existiert kein weiterer Bogen in K,  der mit S blog den Nullpunkt 
gemein hiitte. 

Von den SpeziMf~llen, in denen der Beweis der obigen Vermutung mit einfa~hen 
Mitteln gelingt, sei hior blog der Fall der Baumkurven erwghnt. So nennen wir 
unter den kompakten regul~ren Kurven jene, welche keine einfache geschlossene 
Teilkurve (d. h. kein topologisehes Bild einer Kreislinie) enthalten. Uber sie gilt: 

tg) Prace Mat. Fiz. Warsehau 27 (1916), S. 77, eine Arbeit, die ieh im Detail 
nich~ lesen konnte, da sie in polnischer Sprache verfaBt ist. 
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Satz  XXIII. Z~ jedem ~unkt t9 der Ordnung n einer Baumkurve K existieren 
n einfache Teilb~gen yon K, welche blo~ den Punkt p a l s  ~hren e$nen F_,ndln~nkt mit- 
einander gemein haben. Die Baumkurven sind unter den kompakten regularen Kurven 
durch jede der drei folgenden Eigenschaften charakterisiert: a) Zrgend zwei ihrer Teil- 
kurven sind fremd oder sie haben einen zusammenh~ngenden Durchschnitt; b) s/e zer- 
fallen nach Tilgung irgendeines ihrer 2unkte yon h6herer als erster Ordnung; c) je zwei 
ihrer _Punkte und Teilkurven sind dutch einen _Punkt trennbar. 

Den einfachen Beweis dieses Satzes iibergehen wir bier. 

w 

tiber die gewi~hnliehen Kurven. 

Um von den regul~iren Kurven schrittweise zu den Kurven zu ge- 
langen, mit denea sich die kombinatorische Topologie besch~iftigt, w~iren 
zun~chst ]ene regul~ren Kurven zu untersuchen, die Summen yon endlich 
vielen einfachen KurvenbSgen sind, ferner jene, welche abgesehen von ab- 
z~ihlbar vielen End- und Verzweigungspunkten lauter gewShnliche Punkte, 
d.h. Punkte von zweit~r Ordnung enthalten. Indem wir bier, woes  sich 
blol3 um die Grundziige der Kurventheorie handelt, diese Zwischenprobleme 
iibergehen, wenden wit uns gleich dem letzten Schritt dieser Spezialisierung 
zu. Zun~hst  gilt: 

H i l f s s a t z  C. Ist  K eine kompakte regul~re Kurve, dann existiert 
keine kompakte Kurve K~, die K als echten Teil enth~ilt und in allen 
Punkten yon K dieselbe Ordnung hat, wie K. ~176 

Nehmen wir n~imlich an, es sei K < K 1 und 79 ein Punkt yon _Kq. 
der nicht zu K gehSrt. K~ ist als kompakte regul~re Kurve zusammen- 
h~ingend im kleinen, also ist 79 durch einen einfachen Bogen B < Kx mit K 
verbunden. Da K abgeschlossen ist, existiert auf B, wenn wit von p aus- 
gehen, ein erster Punkt, der zu K gehSrt; er heil3e q. Dann ist aber ldar, 
dal~ K~ in q eine urn mindestens 1 hShere Ordnung hat als K. Damit ist 
Hilfssatz C bewiesen. 

Satz  XXIV. Unter den kompakten Kontinua sind die ein]achen 
B6gen identisch mit den Kurven, welche abgesehen yon zwei End79unkten 
nut gew6hnliche Punkte enthalten; die ein[achen geschlossenen Kurven 
sind identiscl~ mit ]enen, welche nut gew6hnliche Punkte enthalten. 

Die Notwendigkeit der Bedingungen ist klar. Sei ferner K ein Kon- 
tinuum, welches aul3er den beiden Endpunkten a trod b blol3 gewShnliche 
Punkte enth~lt. Als regul~e Kurve ist K zusammenh~ingend im kleinen. 
K enthiil~ also einen einfaehen Kurvenbogen zwischen a und b. Nach 

s0) Ein Analogon zu diesem Satz, der fibrigens starker Vorallgemeinerung fahig 
/st, tinder sich bei Janiszewski, Journ. d. I'Ec. Pol. (2) 16 (1912), S. 148. - -  Punlrbe 
der Ordnung w sind auszuschliel3en. 
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Hilfssatz C ist aber K dutch diesen Kurvenbogen erschSpft. --  Sei ferner 
/IS ein Kontinuum, das ausschliet~Iich gewShnhche Punkte enth~ilt. Greifen 
wit zwei Punkte a mad b aus K heraus, so enthiilt K einen einfachen 
Bogen zwischen a und b, er heil~e B ( a ,  b). Aul~erdem mul~ K einen 
Punkt c enthalten, welcher nicht :Punkt yon B (a, b) ist. K enthKlt auch 
zwei BSgen B (a, c) mad B (b, c). Da K Punkte yon hSherer als zweiter 
Ordnung nicht enth/ilt, haben die drei vorliegenden BSgen zu je zweien 
nut einen Endpunkt gemein. B (a, c) -~- B (c, b) ist also ein Bogen B '  (a, b). 
:Folglich enth/ilt K die einfache geschlossene Kurve B (a, b) + B '  (a, b). 
Nach Hilfssatz C ist K durch diese einfache gesehlossene Kurve erschSpft. 
Damit ist Satz XXIV bewiesen. 

Sa tz  XXV. Unter den kompakten Kontinua sind jene, welche, ab- 
gesehen von endlich vielen End- und Verzweigungs19unkten, nur gewdhnliche 
Punkte enthalten, identisch mit den gewdhnlichen Kurven, d. h. mit jenen, 
die Summe sind yon endlich vielen ein]achen Kurvenbdgen, die zu ]e 
zweien hdchstens die End19unkte gemein haben. In einem Punkt  19 der 
Ordnung n einer gew6hnlichen Kurve stofien genau n ein]ache B6gen zu. 
sammen, welche nut  den Punkt 79 als ihren einen End19unkt miteinander 
gemein haben. Die Begrenzung jeder hinldnglich kleinen zusammen- 
hdingenden Ugngebung eines solchen Punktes enthdlt genau n Punkte. Sind 
die ganzen, nicht negativen Zahlen e.1, as, c~ 4, . . . ,  t~,, vorgegeben, so ist 
notwendig und hinreichend, damit (und zwar im Ra) eine Kurve existiert, 
welche aufier gew6hnlichen ~Punkten genau r Punkte der Ordnung i 
(i = 1, 3, 4 , . . . ,  n) enthdlt, das Bestehen der Relationen: 

9Z 

(1) 0(2), 
i = 1  

9z 9z 

(2) s 2: i - 2 2:  + 2. 
i = 3  i = 3  

Das Gleichheitszeichen in (2) ist ]iir die gew6hnlichen Baumkurven 
charakteristisch. 

Dal~ die Kurven, welche zerlegbar shad in einfache BSgen, die zu je 
zweien hSehstens Endpunkte gemein haben, abgesehen yon hSchstens end- 
lich vielen End- mad Verzweigungspunkten nur gewShnliehe Punkte ent- 
halten, ist klar. Liege umgekehrt eine solche Kurve K vor und sei 19 ein 
Punkt yon K yon der Ordnung i # 2. Sei U(19) eine Umgebung, die 
aul~er /9 nur gewShnliche Punkte yon K enth~t und deren Begrenzuug 
genau i Punkte enth~ilt. Die i Punkte sind mit 19 dutch i einfaehe 
BSgen verbunden, die blol~ den Punkt 19 als Endpunkt gemein haben. 
Dutch d iese i  BSgen ist U(p )  aueh ersehSpf~. 3ede zusammenh~hngende 
Umgebung yon 19 < U(p)  hat mit jedem dieser B5gen einen in/9 endenden 
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Teilbogen gemein und daher eine genau i Punkte enthaltende Begrenzung. 
Mit endlich vielen solchen Umgebungen und eirmelnen KurvenbSgen kann 
K iiberdeckt werden, woraus eine Zerlegung yon K in endlich viele ein- 
fache KurvenbSgen, die zu je zweien hSchstens Endpunkte gemein haben, 

- also eine Zerlegung yon K in Zellen im Sinn der kombinatorischen 
Topologie -- ohne weiteres hergeleitet werden kann. -- Zerlegen wit K 

n 

in a o ~ - Z c t  zusammenh~ingende Umgebungen, deren jede "einen nicht- 
i =  l 

gewShnlichen Punkt enth~lt. Diese Umgebungen kSnnen einfache ge- 
schlossene Kurven enthalten. Die auBerdem von den End- und Verzweigungs- 
punkten ausgehenden einfachen KurvenbSgen sind einander paarweise zu- 
geordnet, indem immer zwei von ihnen in einem gewShnlichen Ptmkt zu- 
sammenstoBen. Daraus geht die Notwendigkeit yon (1) hervor. Die Not- 
wendigkeit yon (2) folgt daraus, dab K zusammenhangend ist und daher, 
wenn mehrere Verzweigungspunkte vorhauden sind, sie alle durch minde- 
stens einen einfachen Teilbogen yon K miteinander verbunden sein mfissen. 
Demnaeh sind von den einfachen BSgen, welche yon den Verzweigungs- 

punkten ausgehen, insgesamt mindestens 2 ( . ~  a t - - 1 )  BSgen aneinander- 

gebunden, in dem Sinn, dal] sie nicht zu Endpunkten fiihren. Damit 
iiberdies jeder der Endpunkte mit einem Verzweigungspunkt dutch einen 
Bogen verbindbar sei, muB die Relation (2) erfiillt sein. -- Sind um- 
gekehrt die Zahlen a t gegeben und die Relationen (1) und (2) erffillt, 

dann nehmen wit im R 8 a o = ~ '~t  verschiedene Punkte an. Zun~chst 
/=1  

fiihren wir einen einfachen Bogen dutch alle Verzweigungspunkte; sodann 
verbinden wit, was wegen (2) mSglich ist, jeden Endpunkt mit einem 
Verzweigungspunkt; danach behalten wit wegen (1) eine gerade Anzahl 
yon noch freien BSgen iibrig, die von Verzweigungspunkten ausgehen. Wit 
ordnen dieselben einander irgendwie pa~rweise zu und verbinden die zu- 
geordneten BSgen in gewShnlichen Punkten. Wit bemerken noch, dab sieh 
dureh systematische Durchfiihrung dieses Verfahrens zugleich sine Uber- 
sicht fiber die topologisch verschiedenen Typen von Kurven gewinnen liel3e, 
die zu den vorgegebenen Zahlen er gehSren. -- Gilt in (2) das Gleichheits- 
zeiehen, dann gibt es aul~er einem einfachen Kurvenbogen, welcher die 
Verzweigungspunkte miteinander verbindet, blol~ VerbindungsbSgen zwischen 
den End- und den Verzweigungspunkten. Es liegt dann eine gewShnIiche 

Baumkurve vor, welche zwischen a o Punkten a I = Z ec/-- 1 ~ a 1 -~ a o -- 1 
i = 3  

BSgen enth~lt, wie dies der bekannten Relation ffir Baumkurven entsprieht. 
Damit ist Satz XXV bewiesen und der Anschlu~ an die kombinatorische 
Topologie der eindimensionalen Mannig/altigkeiten hergestellt. 

Mathematische Annalen. 95 20 
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Bemerken wit mlm Abschlu~, dab die bier vorgetragene Kurventheorie 
nicht nut dutch eine allgemeine Dimensionstheorie gefordert wird, welche 
ihr tragender Untergrund und zugleich in gewisser Hinsicht ihr formales 
Analogon ist, -- sondern dal~ sie auch den VorteiI hat, daft die ihr eigen. 
tiimlichen Begriffe, insbesondere der Ordnungsbegriff, auf h6here Dimen. 
sionen iibertragbar sind! Dem Endpunkt der Kurven entspricht, etwa bei 
den Fl~chen, der Randpunkt, d. i. ein Punkt, zu dem beliebig kleine Um- 
gebungen existieren, die yon einfachen KurvenbSgen begrenzt sind. Der 
Fl~ichenpunlct zweiter Ordnung ist ein solcher, zu dem beliebig kleine 
Umgebungen existieren, die von zwei einfachen BSgen begrenzt sind. 
Hier zeigt sich schon die grS~ere gestaltliche Mannigfaltigkeit der Fl~chen 
gegeniiber den Kurven: Wir erhalten verschiedene Typen von Fl~ichen. 
punkten zweiter Ordnung, je nachdem die beiden begrenzenden BSgen 
getrennt sind oder eine einfache geschlossene Kurve bilden. Noch grSBer 
ist die Zahl der Typen von Fl~chenpunkten dritter und h6herer Ordn'ung. 
Doch sind alle diese gestaltlichen VerhMtnisse dutch einfache Gesetze 
beherrscht, auf die ich mir vorbehalte, in einer anderen Abhandlung ein- 
mlgehen. Der bier dargelegten Kurventhearie l~u]t also eine Theorie der 
Fldchen, der K6rper, der n-dimensionalen K6rper parallel. 

(Eingegangen am 13. 2. 1925.) 


