Grundziige einer Theorie der Kurven.

Von
Karl Menger in Wien.
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§ 1.

Uber den Begriff der Kurve.

Wir bezeichnen mit dem Wort ,Kurve“ so zahlreiche interessante
geometrische Gebilde, daB wir erwarten diirfen, aus einer zweckmdiBigen
begrifflichen Prizisierung unserer Kurvenvorstellung eine ausgedehnte
Theorie herleiten zu kénnen. Die &lteren Kurvendefinitionen wurden frei-
lich, wie sich herausstellte, den Forderungen der Anschauung nur in ge-
ringem MaBe gerecht: Sowohl die Jordanschen Kurven (die eindeutigen
stetigen Bilder der Strecke), als auch die irreduziblen Kontinua kénnen
bekanntlich ganze Flichenstiicke enthalten, — zu den einfachen Kurven-
bogen (den topologischen Bildern der Strecke) gehért anderseits schon
eine so einfache Kurve, wie die Kreislinie, nicht, — und die Cantorsche
Definition der ebenen Kurven als nirgends dichte Kontinua ist auf andere
Euklidische Raume prinzipiell uniibertragbar. Es ist angesichts der
Schwierigkeiten, welche insbesondere das Ausgehen vom Abbildungsbegrift
mit sich bringt, nicht verwunderlich, wenn Hausdorff?) geradezu leugnet,

) Grundziige der Mengenlehre (1914), S. 369.
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dafl sich unsere heterogenen Kurvenvorstellungen unter einen verniinftigen
Sammelbegriff iiberhaupt bringen lassen.

Fragen wir uns allerdings ganz unvoreingenommen nach dem an-
schaulichen Wesen der Kurven, so ist die Abbildbarkeit dieser Gebilde
auf gewisse andere keineswegs deren wichtigstes Kennzeichen. Um ein
solches zu erhalten, vergleichen wir vielmehr eine Kurve mit einer Fliche
und einem Korper. Die Kurve denken wir uns durch feine Drihte
reprasentiert, die Fliche aus diinnem Blech hergestellt, den Korper aus
Holz. Da sehen wir: Um einen Punkt der Fliche samt allen Punkten
seiner Nachbarschaft aus der Fliche zu entfernen oder von der iibrigen
Fliche zu trennen, miissen wir die Fliche mit einer Schere langs kon-
tinuierlicher Linien schneiden. Um aus dem Korper einen Punkt nebst
Nachbarschaft herauszuholen, miissen wir ganze Flachen durchsigen. Um
dagegen einen Punkt der Kurve, sie mag noch so verdstelt und verwickelt
sein, samt seiner Nachbarschaft aus der Kurve zu entfernen, geniigt es,
wenn wir die Kurve mit einer Zange in diskreten Punkten durchzwicken.
Diese Tatsache, die von der speziellen Gestalt der betrachteten Fliche
und Kurve unabhingig ist, gestattet eine strenge begriffliche Prizisierung:

Ein Kontinuum K heifft Kurve, wenn zu jedem Punkt von K beliebig
klesne Umgebungen existieren, deren Begrenzungen keine Kontinua enthalten.
Ein Kontinuum K, welches in einen Raum eingebettet ist, heifit Kurve,
wenn zu jedem Punkt von K beliebig klesme Umgebungen existieren, deren
Begrenzungen keine Kontinua mit K gemern haben. Dabei bezeichnen
wir tn diblicher Weise als Kontinuum eine mehr als einen Punkt ent-
haltende abgeschlossene Menge, die sich nicht spalten lift tn zwer fremde
abgeschlossene Teile, es ser denn, dafl einer von beiden leer ist.

Daf durch diese Definition tatsichlich das anschauliche Wesen unserer
Kurvenvorstellung erfalt wird, verbiirgt eine allgemeine Theorie der
Dimension von Punktmengen?). Mit ihr ist die angefithrte Kurven-
definition verbunden durch den Satz: In Euklidischen (und noch all-

%) Vgl. meine Arbeiten iitber die Dimension von Punktmengen in den Monats-
heften f. Math. u. Phys. 1 (1923), S.148; II1(1924), S. 137 (im folgenden zitiert als I
und II); ferner Proc. Ac. Amst. 27 (1924), sowie die daselbst zitierten Arbeiten von
L. E. J. Brouwer und P. Urysohn. — Eine Menge M heit dieser Theorie zufolge
hochstens n- dimensional in jenen Punkten, firr welche beliebig kleine Umgebungen mit
héchstens (n — 1)-dimensionalen Begrenzungen existieren, wobei von der leeren Menge
als der (—1)-dimensionalen ausgegangen wird. Diese Definition ordnet jeder Menge
eines Euklidischen Raumes eine Dimension zu (im R, gerade den Mengen, die emen
offenen Teil enthalten, die Dimension %), und steht nebst allen ihren Folgerungen
mit unserer Anschauung in Einklang. Bis in die kombinatorische Topologie hinein
158t sich der Gedanke verfolgen, daB das Wesentliche eines n-dimensionalen Ele-
mentes darin besteht, daB es von (n —1)-dimensionalen Elementen begrenzt wird.
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gemeineren) Riumen sind die Kurven identisch mit den eindimensionalen
Kontinua. Dabei nennen wir eine nicht leere Menge M nulldimensional
(oder auch total zusammenhangslos), wenn zu jedem Punkt von M beliebig
kleine Umgebungen mit leeren (bzw. wenn J in einen Raum eingebettet
ist, mit zu M fremden) Begrenzungen existieréen; — und wir nennen eine
nicht leere und nicht nulldimersionale Menge M eindimensional, wenn zu
jedem Punkt von M beliebig kleine Umgebungen existieren, deren Be-
grenzungen nulldimensional sind (bzw. wenn M in einen Raum eingebettet
ist, mit M nulldimensionale Durchschnitte haben).

Die topologischen Bilder der Kurven sind stets eindimensional, also,
wenn sie abgeschlossen sind, Kurven®). Das Intervall des R, und folg-
lich jeder einfache Kurvenbogen ist eine Kurve; auch die Summe abzihl-
bar vieler kompakter Kurven ist eindimensional*). Dagegen ist eine
Quadratfliche und iiberhaupt jede Menge, die in einem nicht linearen
Euklidischen Raum (in einem B, n => 2) einen offenen Teil enthilt, keine
Kurve®). In einem R, , n >3, ist das Komplement einer Kurve zu-
sammenhingend®). In der Ebene sind die Kurven identisch mit den
nirgends dichten Kontinua, also mit den Kurven im Cantorschen Sinn?).

DaBl wir durch unsere Kurvendefinition mit der Anschauung in Kon-
flikt geraten, haben wir also nicht zu befiirchten; wir wollen daher im
folgenden die Struktur der Kurven niher untersuchen.

§ 2.

Uber die Ordnung der Kurvenpunkte.

Wenn zu einem Punkt p des Raumes beliebig kleine Umgebungen
mit endlichen Begrenzungen existieren, dann heie p ein reguldrer Punkt.
Wenn zum Punkt p insbesondere eine endliche Zahl n existiert, so daf
es beliebig kleine Umgebungen gibt, deren Begrenzungen eine Michtig-
keit <n haben, dann sagen wir, p sei ein Punkt von einer Ordnung < n.
Von der Ordnung n heiit demnach ein Punkt p, wenn n die kleinste
natiirliche Zahl ist von der Eigenschaft: Es existieren beliebig kleine Um-
gebungen von p, deren Begrenzungen die Michtigkeit n haben. Die reguliren
Punkte, welche von keiner bestimmten endlichen Ordnung sind, — d. h. also
Jene Punkte, zu denen zwar beliebig kleine Umgebungen mit endlichen
Begrenzungen existieren, bei denen aber die Machtigkeit dieser Umgebungs-
begrenzungen notwendig iiber jede vorgegebene endliche Zahl wichst, wenn

% 1, S. 149, vgl. auch Satz I der vorliegenden Arbeit.
Y 11, S. 147.

% 1, 8. 152; II, S. 153.

%) 11, S. 156.

71, 8. 156
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die Umgebungen hinlénglich klein werden, — nennen wir von wachsender
Ordnung oder von der Ordnung w. Die nichtreguliren Punkte eines
separablen vollstindigen Raumes zeriallen in solche von der Ordnung x,,
d. s. die Punkte, zu denen beliebig kleine Umgebungen mit abzihlbaren
Begrenzungen existieren, — und in Punkte von kontinmierlicher Ordnung
oder von der Ordnung ¢, d.s. jene Punkte, fiir welche die Begrenzungen
aller hinlinglich kleinen Umgebungen unabzihlbar, also von der Machtig-
keit des Kontinuums sind.

Einige einfache Beispiele werden diesen Ordnungsbegriff erliutern:

B,. Ein Punkt erster Ordnung ist der Endpunkt eines Intervalls
im R, .

B:. Ein Punkt zweiter Ordnung ist ein innerer Punkt des Intervalls
des R,.

B;. Ein Punkt vierter Ordnung ist der Kreuzungspunkt einer sich
durchsetzenden Lemniskate.

B;. Einen Punkt von wachsender Ordnung besitzt im Nullpunkt die
Kurve des R,, welche in Polarkoordinaten ausgedriickt folgende Strecken
enthalt:

p=%, 0<r<g (n=1,2,... adint),

== o< r< _ adinf

B;. Die Kurve desRQ:{(p n’ <r<1 (n=1,2,...adinf)
=0, 0r<1

ist von der Ordnung x, in allen Punkten der Strecke ¢ =0, 0 <r<1.

Bs. Verbinden wir im R, mit rechtwinkeligen kartesischen Koordi-
naten die Punkte einer im Einheitsintervall der X-Achse perfekten nir-
gends dichten Menge durch Strecken mit dem Punkt (0, 1) der Y-Achse,
dann erhalten wir eine Kurve, deren simtliche Punkte von kontinuier-
licher Ordnung sind.

B; mége einem naheliegenden MiBverstindnis vorbeugen. Durch die
Kurvendefinition wird fiir jeden Punkt einer Kurve gefordert, daf fiir ihn
beliebig kleine Umgebungen mit diskontinuierlichen Begrenzungen exi-
stieren; nicht verlangt ist, daB die Begrenzungen aller hinlinglich kleinen
Umgebungen diskontinuierlich sind. Betrachten wir z. B. die Kurve des B,

bestehend aus der Strecke — 1 <z <1, y =0, und den Kreisen um den

Nullpunkt mit den Radienr — - (n=1,2, ... ad inf.) und r = — — —
21&

2!&1 2”2,
(ny, n,=1,2,...adinf.). Der Nullpunkt O ist ein Punkt zweiter Ordnung
dieser Kurve; dennoch existieren beliebig kleine Umgebungen von O,
deren Begrenzungen Kontinua sind, nadmlich die Kreisumgebungen

U(o; -—1—), n=1,2,... adinf.

211
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Wir erkennen, da die Definitionen des Kurvenpunktes und der ver-
schiedenen Ordnungen von Punkten unter dasselbe Schema fallen, wenn
wir allgemein als E- Punkt einen Punkt bezeichnen, zu dem beliebig kleine
Umgebungen einer gewissen Eigenschaft £ existieren®). Die Kurvenpunkte
sind jene Punkte, zu welchen beliebig kleine Umgebungen mit Begrenzongen
ohne Teilkontinuum existieren; es sind also die E-Punkte, wenn als Eigen-
schaft £ der Umgebungen bezeichnet wird: Diskontinuitit der Umgebungs-
begrenzung. Wir erhalten als Z-Punkte die reguliren Punkte, wenn wir
unter der Eigenschaft £ Endlichkeit der Umgebungsbegrenzung verstehen;
die Punkte von einer Ordnung < n, bzw. < n, wenn E bedeutet: Machtig-
keit der Umgebungsbegrenzung < §, bzw. < n.

Die Tatsache, daB zu einem Punkt p beliebig kleine Umgebungen
einer bestimmten Rigenschaft E existieren, kénnen wir auch in der Form
aussprechen: Es existiert eine auf p sich zusammenziehende Folge von
Umgebungen mit der Eigenschaft £, d. h. eine Folge von E-Umgebungen
des Punktes p, von der in jeder vorgegebenen Umgebung U(p) fast
alle Glieder enthalten sind?). Da nun durch topologische Abbildungen
Umgebungsfolgen, die sich auf einen Punkt zusammenziehen, iibergefiihrt
werden in Umgebungsfolgen, die sich auf den Bildpunkt zusammenziehen,
so ergibt sich:

Satz I. Wenn das topologische Bild jeder Umgebung mit der Eigen-
schaft E auch selbst die Eigenschaft E besitzt, dann ist das topologische
Bild jedes E-Punktes ein E-Punkt.

Nennen wir Umgebung mit der Eigenschaft £ jede Umgebung mit

8y Die Bedeutung dieser Definition beruht auf der (bisher allerdings wenig be-
achteten) Tatsache, daB wichtige Struktwreigenschaften der Mengen ihren Ausdruck
finden im Verhdltnis der Mengen zu gewissen Umgebungsfolgen, welche sich auf die
einzelnen Punkte zusammenziehen, und speziell zu den Begrenzungen dieser Um-
gebungen. Zu diesen Eigenschaften gehort insbesondere die Dimension von Punkt-
mengen, wie sie in den sub ?) zitierten Arbeiten definiert wird. Dieselbe fallt gleich-
falls unter das obige Schemsa, so daB einige der im folgenden bewiesenen allgemeinen
Sitze der abstrakte Kern auch von dimensionstheoretischen Sitzen sind. Wir erhalten
nimlich die Punkte, in denen der Raum eine Dimension <7 hat, als E-Punkte,
wenn wir unter der Eigenschaft E der Umgebungen verstehen: Dimension < n—1 der
Umgebungsbegrenzung. In einer Flichen- und Kérpertheorie werden wir ferner auf
ein hoherdimensionales Analogon der Ordnung im oben definierten Sinn stoSen, welches
gleichfalls unter das allgemeine Schema fillt. — SchlieBlich konnte eine Theorie von
Verzweigungen anfgebaut werden, indem man zur Definition der Verzweigungs-
ordnungen die Umgebungsbegrenzungen nicht nach ihren Michtigkeiten (wie bei der
obigen Definition der Ordnang), sondemn nach den Michtigkeiten der Mengen ibrer
Komponenten einteils.

%) In der Hausdorfischen Terminologie ist dann das System der Umgebungen
¥on p mit einem System von Umgebungen der Eigenschaft E gleichwertig.
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diskontinuierlicher Begrenzung, dann ergibt Satz I die topologische In-
varianz der Kurvenpunkte. Verstehen wir unter der Eigenschaft E der
Umgebung, daB deren Begrenzung a) eine Michtigkeit <<= hat, b) end-
lich ist, ¢) hochstens abzihlbar ist, dann ergibt sich, da durch topologische
Abbildung jede dieser drei Eigenschaften erhalten bleibt, der Satz: Durch
topologische Abbildung des Raumes kann die Ordnung keines Punktes
erhoht werden. Da die inverse Abbildung einer topologischen Abbildung
topologisch 1st, kann bei topologischer Abbildung des Raumes die Ordnung
eines Punktes auch nicht erniedrigt werden. Wir haben also:

Satz II. Die Ordnung eines Punkies ist eine topologische Invarianie.

Wir wenden uns nun wieder allgemeinen E-Punkten zu und beweisen
iiber deren Verteilung im Raum:

Satz III. Die Menge aller E-Punkte des Raumes ist ein Gs.

Dabei nennen wir @5 das Produkt abzidhlbar vieler offener Mengen,
Fs; die Summe abzihlbar vieler abgeschlossener Mengen. — Sei nun R,
die Menge aller Punkte p des Raumes mit folgender Eigenschaft: Es exi-
stiert von p eine Umgebung mit Jer Eigenschaft E, deren Durchmesber

< — ist. Die Menge E, ist fiir jedes £ offen. Die Menge M = ]]’R 1st

also ein Gj; anderseits ist sie identisch mit der Menge aller E’ Punkte
Denn, sei erstens p ein E-Punkt, dann existieren von p beliebig kleine
Umgebungen mit der Eigenschaft E; also liegt p in jeder der Mengen R,
und folglich auch in M. Ist zweitens p Punkt von M, dann existieren
von p beliebig kleine Umgebungen mit der Eigenschaft E, also ist p ein

E-Punkt. Damit ist Satz III bewiesen.

Satz III ist der abstrakte Kern u. a. des Satzes, daf3 die Menge aller Punkte, in
denen der Raum hdéchstens n-dimensional ist, einen Gs bildet. Fiir die Kurven-
theorie ergibt sich aus ihm:

SatzIV. Die Menge aller Punkte von einer Ordnung < o der Kurve K,
wo « eine natirliche Zahl, w oder n, bedeutet, ist ein G5. Bezeichnet K*
die Menge aller Kurvenpunkte, deren Ordnung genau « st, so gilt das Schema:

K, K% K°® ..., K* K* K°

¢, » . . ) .
[

Gs PJ’
Gs
Gaa yFad ) .
Gs P .
G(S Fa

Dabei bezeichnen wir mit P eime Menge, die zugleich Gs, und Fg, 1st
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Der erste Teil von Satz IV ist eine Folge von Satz III. Ferner sieht

n—1 n
man: Fiir jedes natiirliche n ist sowohl 3 K% als auch 3 K% ein G,
a=1

a=1]1

also K" ein G;,, d.h. Differenz zweier Mengen Gs. Ferner ist sowohl

n—1 n
K — Y K¢ als auch K — 3 K ein F,, also K" auch ein F,,, d. h. Diffe-

a=1 a=1
renz zweier Mengen F,. Jedes K" ist also eine Menge P. Die Menge
aller Punkte von irgendeiner endlichen Ordnung ist ein G55, d. h. Summe
abzihlbar vieler Mengen G5 (nimlich der Mengen K"). Folglich ist K“
Komplement eines G5, zu einem G5, also ein Fys5, d.h. Produkt abzahl-
bar vieler F,. K ist wieder eine Menge P. Damit ist Satz IV bewiesen.

§ 3.
Uber die Endpunkte der Kurven.

Wir untersuchen nun naher den @5 K der Kurvenpunkte erster Ord-
nung oder, wie wir auch sagen wollen, der Endpunkte von K, eine Be-
zeichnungsweise, die sich durch das Beispiel B, rechtfertigt. Dabel legen
wir die betrachtete Kurve als Raum zugrunde. Es gilt diesbeziiglich der
fundamentale

Satz V. In jeder total vollstindigen Kurve, d. h. in jeder Kurve,
deren sdmitliche beschrinkie Teile kompakt sind, liegen die Punkte wvon
hoherer als erster Ordnung dicht und bilden eimen kondensierten, in jedem
Punkt der Kurve eindimensionalen F,, der in jedem micht leeren, offenen
Teile der Kurve Kontinua enthdlt. Die Menge der Endpunkte ist ent-
weder leer oder nulldimensional.

Wir bezeichnen die Menge aller Punkte von hoherer als erster Ord-
nung der Kurve K mit 'K und leiten zunichst einen Widerspruch her
aus der Annahme, daB 'K im Punkt p von K nicht eindimensional, also
nulldimensional in p sei. In der Tat, diese Annahme besagt, dall beliebig
kleine Umgebungen von p existieren, deren Begrenzungen bloB Endpunkte
enthalten. Wir geben eine Umgebung V(p) so klein vor, da K — ¥ (p)
nicht leer ist; und nun betrachten wir eine Umgebung U(p), die samt
threr abgeschlossenen Hiille U (p) in V(p) liegt, — wir driicken dies durch
das Symbol U(p)<€V(p) aus, — und deren Begrenzung B blo End-
punkte enthilt. Jedem Punkt von B kann eine p nicht enthaltende Um-
gebung <€ V(p) zugeordnet werden, deren Begrenzung genau einen Punkt
enthilt. Nach dem Borelschen Theorem iiberdecken endlich viele von
diesen Umgebungen, etwa U,, U,, ..., U,, die Menge B. Die Begrenzung
jeder dieser Umgebungen enthilt genau einen Punkt, die von U, etwa den



284 K. Menger.

Punkt b,. Es mogen die Punkte bi, bs,, cees by, im U(p), die Punkte
bj,» bj5 - - -» bj, auBerhalb von U (p) liegen. Dann ist aber

o~

W(p)= U(p)+aé’ Ui,— U(p)-

3 ﬁja

a=1

eine Umgebung von p < V(p) mit leerer Begrenzung. Denn ein Punkt
der Begrenzung von W(p) miiite der Begrenzung einer der Mengen U(p),
U;, oder U; angehoren. Die Punkte dieser Begrenzungen liegen aber
teils in W(p), teils auBerhalb von W(p). — Eine Umgebung von
p < V(p) mit leerer Begrenzung widerspricht aber, da K — V(p) nicht
leer ist, dem Zusammenhang von K. Wir sehen also, daBl die Annahme,
'K sei in p nulldimensional, zu einem Widerspruch fiihrt?2).

'K ist in keinem Punkte nulldimensional und nach Satz IV ein F..
Dann enthilt aber nach einem Lemma von Mazurkiewicz'®) jede nicht
leere in 'K offene Menge Kontinua (ist nicht ,punctiform“). Insbesondere
ist sie also ferner kondensiert und in der Kurve dicht.

Betrachten wir nun irgendeinen Endpunkt » von K. Es existiert
eine auf p sich zusammenziehende Folge {U,} von Umgebungen, deren
Begrenzungen {B,;} aus je einem Punkt bestehen. Da 'K auch in p nichs
nulldimensional ist, so ist fiir fast alle Mengen B, ihr einziges Element
ein Punkt von 'K, also kein Endpunkt. Mithin kann aus den U, eine
auf p sich zusammenziehende Folge von Umgebungen herausgegriffen
werden, deren Begrenzungen zu XK' fremd sind; d. h. die Menge K* ist, wenn
sie nicht leer ist (wie z. B. bei der Kreislinie), in jedem ihrer Punkte,
also schlechthin nulldimensional.

Insbesondere kann also keine Kurve ausschlieBlich aus Endpunkten
bestehen. Daraus folgt, daB auch kein nicht leerer offener Teil einer
Kurve ausschlieBlich aus Endpunkten bestehen kann, denn nach bekannten
Satzen enthielte er ein Teilkontinuum, also eine Kurve, die dann gleich-

9s) (Zusatz bei der Korrektur:) Durch dasselbe Verfahren kann, wenn p speziell
von der Ordnung » ist, ein Widerspruch hergeleitet werden aus der Annahme, da3 B
weniger als # Punkte von 'K enthilt. Es gilt also, in Beantwortung einer mir von
P. Alexandroff gestellten Frage, der Satz: Die Menge 'K ist in jedem Punkt von K
von derselben Ordnung wie K, enthdlt also insbesondere in Bezug auf sich selbst keine
Endpunkte. Bemerkenswert ist an diesem Resultat auch folgendes: Es waren in der
bisherigen Punktmengenlehre im allgemeinen F,-Mengen, die ohne Anderung gewisser
Eigenschaften des Raumes weggelassen (,vernachléssigt) werden konnten. In der
Menge K" sehen wir einen Gs (der nicht notwendig ein Fo ist), nach dessen Ver-
nachlissigung sich an den Ordnungen der Kurvenpunkte nichts indert. —. Ubrigens
gelten die Sitze dieses Paragraphen fiir die Endpunkte von Kontinua iiberhaupt,
nicht blo8 fiir die von Kurven.

1) Vgl. Fund. Math. 3, S.67. — Dieses Lemma ergibt sich auch aus dimensions-
theoretischen Sitzen. Vgl. Menger, Einige Uberdeckungssitze, Wien. Ber. 1924, S. 442.
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falls blof aus Endpunkten bestiinde. Daraus sehen wir neuerdings, da8
die Menge 'K in K und sogar in jedem Teilkontinuum von K dicht ist.
Damit ist Satz V in allen Stiicken bewiesen,

Dafl die Punkte von héherer als erster Ordnung in jeder Kurve dicht
liegen, ist von vornherein plausibel, Wir wollen nun aber zeigen, da8
unter Umstinden auch die Endpunkte in einer Kurve dicht liegen und
dann, in sich betrachtet, in gewissem Sinn sogar dichter angeordnet sind
als die Punkte von héherer Ordnung.

Satz VI. Es existieren Kurven, in denen die Endpunkie dicht liegen.
Unter den separablen wollstandigen Kurven sind dieselben identisch mat
jenen, fiur welche die Menge aller Punkte von héherer als erster Ordnung
von erster Kategorie ¢m Sinn von Baire ist.

Wir geben zunichst im R, ein Beispiel By fiir eine Kurve K, in der
die Menge K* dicht liegt. Sei A eine Strecke von der Lange I, Alsm 4
bezeichnen wir die Menge aller Strecken, die zugleich folgenden Be-
dingungen geniigen:

1. Sie haben auf A ihren Mittelpunkt.

2. Sie stehen auf A4 senkrecht in einem Punkt, der von den End-
punkten von A4 einen Abstand [-d hat, wo d eine dyadisch rationale
Zahl ist,

p

3. Sie haben, wenn d = o ist, wo p eine ungerade Zahl bezeichnet,
die Linge 51;

Wir gehen nun von einer Strecke § = m°S des R, aus. Beim ersten
Schritt bilden wir m S =m'S, d.i. eine Summe von abzihlbar vielen
Strecken senkrecht zu S, deren jede durch ihren auf S gelegenen Mittel-
punkt in zwei Halbstrecken zerfillt. Beim zweiten Schritt bilden wir
m?S, — so nennen wir die Summe aller jener Strecken S°, zu denen
eine Halbstrecke H' von m'S existiert, so daB S° zu m H* gehért. All-
gemein bilden wir beim k-ten Schritt m* S, — so nennen wir die Summe
aller Strecken S¥, zu denen irgendeine Halbstrecke H*™* von m*™* 8 exi-
stiert, so daB 8% zu m H*™' gehort. Die abgeschlossene Hiille K von

kZ m* 8 ist ein nirgends dichtes Kontinuum, also eine Kurve. Jeder
=0

Punkt, der Endpunkt von einer der Strecken irgendeiner Menge m% 8
ist, ist Endpunkt von K. (Die Mittelpunkte dieser Strecken sind offenbar
Punkte vierter Ordnung.) In der Tat, sei » Endpunkt etwa der Strecke A
von m* 8, deren Linge! sei. Bilden wir irgendeine gegen p konvergente
Folge von Punkten auf 4 mit dyadisch irrationalen Abstinden von p
(gemessen in 1), dann wird durch jeden eine Umgebung von p in K be-
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grenzt und die so entstehende Umgebungsfolge zieht sich auf p zusammen. —
Bereits die abzdhlbare Menge dieser Endpunkte liegt in K dicht, womit
der erste Teil von Satz V bewiesen ist.

Den Beweis der zweiten Hilfte stiitzen wir auf den

Hilfssatz A. Unter den Mengen F, eines separablen vollstindigen
Raumes sind diejenigen, welche mit ihrem Residuum iibereinstimmen,
identisch mit jenen von erster Kategorie.

Dabei verstehen wir mit Hausdorfi'') unter dem Residuum der
Menge M die Menge M-M — M und nennen von erster Kategorie im
Sinne von Baire eine Menge 4, welche Summe abzshlbar vieler in 4
nirgends dichter Mengen ist. Aus Sitzen von Hausdorfi'?) geht nun her-
vor, dafl jede Menge M eines separablen vollstindigen Raumes in genau
einer Weise darstellbar ist als Summe einer in M abgeschlossenen Menge,
welche mit threm Residuum identisch ist, und einer in M offenen Menge,
welche reduzibel, d.h. zugleich F, und G5 ist. Wir sehen: Wenn bei
dieser Zerspaltung der zweite Bestandteil nicht leer ist, dann ist die
Menge M, da sie einen offenen Teil enthdlt, der ein G5 ist, nach be-
kannten Sitzen nicht von erster Kategorie. Also ist jeder F,, der von
erster Kategorie ist, mit seinem Residuum identisch. — Ist umgekehrt die

Menge M ein mit seinem Residuum identischer F,, also = 3 M, wo die

Mengen M, abgeschlossen sind, dann muB} jede der Menzgeln M, in M
nirgends dicht sein. Sonst enthielte eine der Mengen, da sie abgeschlossen
ist, einen nicht leeren, offenen Teil, der als Durchschnitt einer ab-
geschlossenen und einer offenen Menge zugleich F, und G, wire. Das ist
aber bei einer mit ihrem Residuum identischen Menge unmdéglich; also
ist M von erster Kategorie. Damit ist Hilfssatz A bewiesen.

Sei nun K eine separable vollstindige Kurve. Satz IV ergibt, dal
die Menge 'K ein F, ist; Satz V, daB 'K in K dicht ist. Dann und nur
dann, wenn auch K' in K dicht ist, ist 'K mit seinem Residuum iden-
tisch, also nach Hilfssatz A von erster Kategorie. Damit ist auch der
zweite Teil von Satz VI bewiesen.

Wir sehen also: bei jenen Kurven, in denen die Endpunkte dicht
liegen, sind dieselben (obwohl in jedem Teilkontinuum die Nicht-End-
punkte dicht liegen) in gewissem Sinne dichter angeordnet, als die Nicht-
Endpunkte. Denn die Menge der Endpunkte 148t sich, als @5, nach
bekannten Sdtzen nicht darstellen als Summe einer Folge von nirgends
dichten Mengen, wihrend dies fiir die Menge der Nicht-Endpunkte, wie
wir gesehen haben, zutrifit. Aus Satz VI folgt insbesondere noch, daf K Y

1) Mengenlehre (1914), S. 281,
) a. a. 0. 8. 2811f, 460ff.; vgl. auch C. Kuratowski, Fund. Math. 3, S. 96.
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wenn diese Menge in K dicht ist, von der Michtigkeit des Kontinuums
ist und keinen relativ offenen F, enthilt.

§ 4.
Uber die nicht reguliren Kurvenpunkte.

Wir beweisen zunichst wieder einen abstrakten Satz, aus dem sich
dann einige Struktursitze ergeben werden.

Satz VII. Es liege ein total wollstandiger Raum zugrunde. Die
Umgebungen mat der Eigenschaft E mogen folgenden Bedingungen geniigen:
1. Besitzen U, und U, die Eigenschaft E, dann auch U, + U,.

2. Besitzt die Umgebung U mit der Begrenzung B die Eigenschaft E,
dann auch jede Umgebung V, deren Begrenzung Terl von B ist.

3. Alle Umgebungen wmit leeren Begrenzungen besttzen die Eigen-
schaft K.

Behauptung. Das Komplement A der Menge aller E-Punkte des
Raumes ist entweder leer oder ein kondensierter, in keinem sesner Punkte
nulldimensionaler F,, und jede in A offene Menge enthdlt Kontinua.

Zunichst ist die Menge A nach Satz III ein F,. Sei nun p ein
Punkt von A4, d.h. es existiere eine Umgebung U(p), so daB es keine
Umgebung mit der Eigenschaft £ << U(p) gibt. Wir zeigen: A ist in p
nicht nulldimensional, d. h. es existieren nicht beliebig kleine Umgebungen
von p mit zu A4 fremden Begrenzungen. Sei namlich V(p) eine be-
schrinkte Umgebung <€ U(p). Die Begrenzung B von V(p) ist be-
schrankt, also kompakt; da V(p) in U(p) enthalten ist und daher nicht
die Eigenschaft F besitzt, ist B nach Bedingung 8 nicht leer. Wir leiten
einen Widerspruch her aus der Annahme, B sei zu 4 fremd. In der Tat,
aus dieser Annahme wiirde folgen, daB jeder Punkt von B E-Punkt ist.
Also kann B nach dem Borelschen Theorem mit endlich vielen beschrénkten
Umgebungen der Eigenschaft E < U(p) iiberdeckt werden. Die Summe W
dieser endlich vielen Umgebungen besitzt nach Voraussetzung 1. die Eigen-
schaft . V(p)+W="V'(p) ist eine Umgebung von p < U(p). Die Be-
grenzung B’ von V' (p) ist Teil der Begrenzung von W, also besitzt V' (p)
nach Voraussetzung 2. die Eigenschaft E. Wegen V'(p) < U(p) ist da-
mit der angekiindigte Widerspruch gegen die Voraussetzung hergestellt
und bewiesen, daB A4 in p nicht nulldimensional ist. '

Da also die Menge A4 ein in keinem seiner Punkte nulldimensionaler
F, ist, so folgt nach der schon beim Beweise von Satz V verwendeten
Bemerkung, daB jede nicht leere, in A offene Menge Kontinua enthilt.
Damit ist Satz VII bewiesen.
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Bezeichnen wir als Umgebung mit der Eigenschaft £ jede Umgebung
mit endlicher Begrenzung, so ergibt sich:

Satz VIII. In jeder total vollstindigen Kurve ist die Menge K~ der
necht regularen Punkte entweder leer oder ein kondensterter, in jedem
seiner Punkte esndimensionaler F, und jede mnicht leere, in K offene
Menge enthdlt Kontinua.

Die drei Forderungen von Satz VII werden ja von den Umgebungen
mit endlichen Begrenzungen offenbar erfiillt; auBerdem ist nur zu be-
merken, daB jede Teilmenge einer eindimensionalen Menge in jedem Punkt,
in dem sie nicht nulldimensional ist, eindimensional ist,

Sagen wir von einer Umgebung, sie besitzt die Eigenschaft £, wenn
ihre Begrenzung abzihlbar ist, so werden die drei Forderungen von
Satz VII ebenfalls erfiillt und wir erhalten fiir das Komplement der Menge
aller E-Punkte, d.i. fiir die Menge aller Punkte der Ordnung c¢:

Satz IX. In jeder total wollstindigen Kurve ist die Menge K°
entweder leer oder ein Fy mit den Eigenschaften des Satzes VIII von K~ |

Uber die Menge K° lassen sich aber noch weitergehende Aussagen
machen, Die Menge K~ kann nimlich immerhin abgeschlossen und dabei
doch in keinem ihrer Punkte von unendlicher Ordnung sein. So ist in B,
die Menge K~ eine Strecke.

Anders liegen die Verhéltnisse hinsichtlich K°, Wir beweisen zu-
néchst:

Hilfssatz B. Ist p Punkt von K°, dann existieren nicht beliebig
kleine Umgebungen U(p) mit folgender Eigenschaft (*): Die Begrenzung
von U(p) ist fiir jedes ¢ > 0 bis auf eine abzihlbare Teilmenge iiber-
deckbar mit einer Folge von Umgebungen, deren Begrenzungen abzihlbar
sind und deren Durchmesser < & sind und gegen Null konvergieren.

Wenn p Punkt von K° ist, so existiert eine Umgebung V (p), derart,
daB die Begrenzung keiner Umgebung U (p) < V(p) abziihlbar ist. BesiBe
nun etwa die Umgebung U(p)<€V(p) die Eigenschaft (*), so kimen
wir zu elnem Widerspruch. Wir geben dann &> 0 so klein vor, daB,
wenn B die Begrenzung von U(p) bezeichnet, U(B; ¢)<€ V(p) gilt. Und
nun iiberdecken wir B bis anf eine abzihlbare Teilmenge 4 mit einer
Nullfolge {U,} von Umgebungen < &, deren Begrenzungen B, abzihlbar

sind. U(p) -+ 2 U,=U’(p) ist eine Umgebung < V(p). Bezeichnet B
die Begrenzung von U'(p), so gilt:

(*) B'< 5B, +4.

Denn jeder Punkt von B’, der keiner der Mengen B, angehort, liegt, da
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die U, eine Nullfolge bilden, in B; also wegen B — A4 < S U, in A.

n=1
Aus (**) folgt, daB B’ abzihlbar ist, womit der angekiindigte Wider-
spruch gegen die Definition von V(p) hergestellt und Hilissatz B bewiesen
ist. Aus ihm folgt:

Satz X. Ser K eine total vollstindige Kurve. Die Menge K° ist in
keinem threr Punkte regquldr. In jedem Punkie von K°, in dessen Nach-
barschaft K — K° fir jedes ¢ > 0 tiberdeckbar ist mit einer Nullfolge von
Umgebungen < ¢ mit abzihlbaren Begrenzungen, tst die Menge K° von
der Ordnung c¢. [Diese Voraussetzung ist insbesondere erfullt in allen
jenen Punkten von K°, in deren Nachbarschaft K° ein Gs ist; — oder
in deren Nachbarschaft zu jedem Punkt von K abgesehen von einem K°
enthaltenden F, etne auf thn sich requldr zusammenziehende'®) Folge von
Umgebungen mit abzihlbaren Begrenzungen existiert.] Die Menge K° ist
in allen Punkten von K° von der Ordnung c.

Wire erstens die Menge K° in ihrem Punkt p regulir, so existierte
eine auf p sich zusammenziehende Folge {U,} von Umgebungen des
Punktes p, deren Begrenzungen B, bloB endliche Teilmengen 4  von K°
enthielten. Das wiren aber offenbar Umgebungen mit der durch Hilfs-
satz B ausgeschlossenen Eigenschaft (*). Denn fir jedes n wire B, — A4 _
ein F,, dessen jedem Punkt beliebig kleine Umgebungen mit abzihlbaren
Begrenzungen zugeordnet wéren; also wiren die Mengen B, — A _ fiir jedes
&> 0 mit einer Nullfolge solcher Umgebungen < ¢ iiberdeckbar. — Aus
demselben Grund kann zweitens die Menge K° nicht von einer Ordnung
< ¢ sein in einem ihrer Punkte, in dessen Nachbarschaft K — K° fiir
jedes ¢ > 0 iiberdeckbar ist mit einer Nullfolge von Umgebungen < & mit
abzihlbaren Begrenzungen. Denn in diesem Fall besiflen die Umgebungen
der sich auf p zusammenziehenden Folge, deren Begrenzungen mit K°
abzihlbare Durchschnitte hitten, die Eigenschaft (*) von Hilfssatz B. —
Wegen des Beweises der in der Klammer stehenden Bemerkung iiber
Spezialfille, in denen diese Uberdeckbarkeitsbedingung erfiillt ist, muf
auf eine ausfijhrliche Darstellung*) verwiesen werden. DaB endlich die
Menge K° in allen Punkten von K° die Ordnung ¢ hat, ergibt sich un-
unmittelbar daraus, daB andernfalls die Umgebungen von Punkten, deren

13) Ist {U,} eine auf p sich zusammenziehende Folge von Umgebungen; B, die
Begrenzung von U,; d, der kleinste, D, der groBite Abstand des Punktes p von B,,
dann sagen wir, die U, ziehen sich reguldr auf p zusammen, wenn lim —= >0 gilt;

. n=wo  ®
wenn also die U, hinsichtlich p nicht allzu exzentrisch werden. Vgl. Menger, Einige
Uberdeckungssitze der Punktmengenlehre, Wien. Ber. 1924.
14) Menger, a. a. O.
Mathematische Annalen. 95. 19
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Begrenzungen mit K°abzahlbare Durchschnitte haben, die Eigenschaft (*):
besiBen. Damit ist Satz X bewiesen.

Es sei darauf hingewiesen, dafl Satz VII der abstrakte Kern gewisser dimensions-
theoretischer Sitze ist. Wenn wir als Umgebung mit der Eigenschaft E eine Um-
gebung bezeichnen, deren Begrenzung eine Dimension < n —1 hat, dann werden von
diesen Umgebungen, wie sich zeigen 148t, die Voraussetzungen 1., 2., 3. von Satz VII
erfiillt, Daher ist in jedem total vollstindigen Raum die Menge aller Punkte, in
denen der Raum eine Dimension > % hat, ein Fo mit den im Satz VII behaupteten
Eigenschaften. — Auch Satz X hitte sich ibrigens auf einen abstrakten Kern zuriick-
fiihren lassen. Der Grund fiir die Giiltigkeit des entscheidenden Hilfssatzes B liegt
namlich offenbar darin, daB nicht nur die Summe endlich vieler, sondern die Summe
abzihlbar vieler Umgebungen mit der Eigenschaft K die Eigenschaft E besitzt. So
wird auch deutlich, warum fiir K* die analogen Sitze nicht gelten. Dagegen ist die
Snmme abzihlbar vieler abgeschlossener hochstens n-dimensionaler Mengen hochstens
n-dimensional®®). Daher gilt von Satz X in vollem Umfang das dimensionstheore-
tische Analogon. In der angefithrten Arbeit itber einige Uberdeckungssitze ist der
analoge Satz fiir die nulldimensionalen Mengen bewiesen. Wihrend aber ein Beispiel
einer (allerdings nicht abgeschlossenen) nicht nulldimensionalen Menge bekannt ist,
welche in sich blo8 eine nulldimensionale Menge von Punkten enthidlt, in denen sie
nicht nulldimensional ist, bleibt hier die analoge Frage, ob die Menge K° in einem
ihrer Punkte von der Ordnung &, sein kann, offen. — Hingegen ist klar, warum die Menge
aller Punkte, in denen der Raum eine Dimension =>n hat, in Analogie zur Menge
aller nicht reguliren Kurvenpunkte, nicht aber zur Menge aller Kurvenpunkte von
einer Ordnung = # steht: Bezeichnen wir nidmlich als Umgebung mit der Eigen-
schaft E eine Umgebung, deren Begrenzung eine Michtigkeit < n besitzt, so wird
die Voraussetzung 1. von Satz VII nicht erfiillt. Dies ist auch der Grund, warum
die Siatze des § 3 kein eigentlich dimensions-theoretisches Analogon besitzen.

§ 5.
Trennungs- und Zerlegungseigenschaften der Kurven und Kurvenarten.

Wir nennen die Teilmengen A, und 4, von M durch die Teil-
menge B von M getrennt (in M), wenn M — B keine zusammenhéngende
Menge enthilt, die sowohl mit 4, als auch mit 4, Punkte gemein hat.
Ferner sagen wir, der kiirzeren Ausdrucksweise halber, von einer Menge M,
deren simtliche Punkte E-Punkte sind, M besitzt die Eigenschaft E.

Satz X1I. Es set ein total vollstindiges Kontinuum als Roum zu-
grunde gelegt. Die Summe zweier Umgebungen mit der Eigenschaft E
besitze auch selbst die Eigenart E.

Behauptung. K besstzt die Eigenschaft K dann und nur dann, wenn

15) Menger II, S. 147. (Zusatz bei der Korrektur): Der Beweis dieses Satzes
(und auch seiner Verallgemeinerung auf Foy, a. a. O. S. 150) 148t sich iibrigens wort-
lich auf die Kurven ohne Punkte der Ordnung ¢ iibertragen, so daB insbesondere
der Satz gilt: Ist die Summe abzihlbar vieler Kurven ohne Punkte der Ordnung ¢ ein
Kontinuum, dann ist sie eine Kurve ohne Punkle der Ordnung c.
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je zwes fremde beschrinkte abgeschlossene Teile von K getrennt sind durch
die Begrenzung einer Umgebung mit der Eigenschaft E.

Nehmen wir an, dal K die Eigenschaft E besitzt und da 4, und 4,
zwei fremde beschrinkte, also kompakte Teilmengen von K seien. Es
existiert eine Umgebung U(4,), die zu 4, fremd ist. Wir kénnen jedem
Punkt von 4, eine Umgebung mit der Eigenschaft £ <€ U(A,) zuordnen;
wir konnen sodann 4, mit endlich vielen derartigen Umgebungen iiber-
decken und haben in der Summe dieser Umgebungen eine Umgebung
von A, mit der Eigenschaft E, deren Begrenzung offenbar 4, und 4,
trennt. Der Beweis der zweiten Hilfte von Satz XI liegt auf der Hand.

Fiir die Kurventheorie ergibt dieser Satz, der auch dimensions-
theoretische Konsequenzen hat:

Satz XII. Unter den total vollstindigen Kontinua sind

a) die Kurven,
b) die Kurven ohne Punkte der Ordnung c,
¢c) die reguldren (d. h. nur reguldre Punkte enthaltenden) Kurven

identisch mit jenen, fir welche je zwer fremde beschrinkie abgeschlossene
Teile trennbar sind

a) durch eine diskontinuierliche,
b) durch eine hochstens abzihlbare,
¢) durch eine endliche Menge.

Wir erwdhnen in diesem Zusammenhang noch folgendes: Fiir die
E-Punkte war die Existenz beliebig kleiner Umgebungen mit der Eigen-
schaft E gefordert; da alle Umgebungen eines solchen Punktes die Eigen-
schaft E besitzen, war nicht gefordert (B,). Man kann aber zeigen:
Wenn die Summe zweier Umgebungen mit der Eigenschaft E die Eigen-
schaft B besitzt und wenn die ganze Menge M die Eigenschaft E hat,
dann liegen die Umgebungen mit der Eigenschaft £ immerhin in gewissem
Sinn dicht: Zwischen je zwei offene Mengen U, und U,, wo U, < U, und U,
beschrénkt ist, 1aBt sich eine Umgebung U mit der Rigenschaft E ein-
schalten, U, < U< U,. —

Wir gehen nunmehr daran, die Kurven und die wichtigsten Kurven-
arten durch Uberdeckungs- und Zerlegungseigenschaften zu charakterisieren.
Dabei bezeichnen wir als halbkompakt eine Menge, welche Summe abzihl-
bar vieler kompakter Mengen ist. Die Bedeutung dieses Begriffes beruht
darauf, daB alle Mengen Euklidischer Riume halbkompakt sind. Ferner
Sagen wir von einer Menge M, deren Durchmesser < ¢ ist, M sei < e.

Satz XIII. Damst die kompakte (halbkompakte) abgeschlossene

Menge M die Eigenschaft E besitzt, ist notwendig und hinreichend, dof
19*
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M fir jedes ¢ >0 mit endlich vielen (mit esner Nullfolge von) Um-
gebungen < & der Eigenschaft E iberdeckbar ist.

Die Bedingung ist notwendig. Denn wenn zunéichst jeder Punkt der
kompakten abgeschlossenen Menge 4 ein E-Punkt ist, und eine Zahl ¢ > ¢
vorgegeben wird, dann kann 4 nach dem Borelschen Theorem mit endlich
vielen Umgebungen < ¢ der Eigenschaft E iiberdeckt werden. Ist M halb-

kompakt und abgeschlossen oder allgemeiner = 5 M;, wo die M; kompakt
i=1
und abgeschlossen sind, dann bestimmen wir, wenn ¢ > 0 vorgegeben ist,

irgendeine gegen Null konvergente Folge {¢,} von positiven Zahlen < e,
Wir kénnen fiir jedes ¢ M, mit endlich vielen Umgebungen < ¢; von der
Eigenschaft E iiberdecken. Die Gesamtheit dieser Umgebungen bildet
dann eine M iiberdeckende Nullfolge von Umgebungen mit der Eigen-
schaft E. — Die Bedingung ist hinreichend. Wenn ndmlich die halb-
kompakte abgeschlossene Menge M fiir jedes ¢ > 0 mit irgendeiner Folge
von Umgebungen < ¢ der Eigenschaft E iiberdeckbar ist, dann existieren
zu jedem Punkt von M beliebig kleine Umgebungen der Eigenschaft E. Da-
mit ist Satz XIIT bewiesen.

Satz XIII lieBe sich, wie aus seinem Beweis hervorgeht, in mehrfacher
Hinsicht verschirfen, worauf es uns aber in folgendem nicht ankommt.
Auf die Kurven angewendet, ergibt er unmittelbar:

Satz XIV. Damit esn kompaktes (halbkompaktes) Kontinuum K

a) eine Kurve,

b) esne Kurve ohne Punkte der Ordnung c,

c) esne reguldre Kurve
sei, ist motwendig und hinreichend, daff K fir jedes ¢ > 0 mzt endlich
vielen (mst einer Nullfolge von) Umgebungen < ¢ wberdeckbar ist, deren
Begrenzungen bzw.

a) ketn Kontinuum enthalten,

b) héchstens abzihlbar sind,

¢) endlich sind.

Unter Hinzunahme einiger Voraussetzungen kann der Uberdeckungs-
satz XIII in einen eigentlichen Zerlegungssatz verwandelt werden. Ist U
eine Umgebung mit der Eigenschaft E, so wollen wir die abgeschlossene
Hiille U von M als eine abgeschlossene Umgebung der Eigenschaft B
bezeichnen und die Punkte von U als die inneren Punkte von U bezeichnen.

Satz XV. Die Umgebungen mit der Eigenschaft E mogen folgenden
Bedingungen geniigen:

1. Wenn U, und U, die Eigenschaft E besitzen, dann besitzt auch
a) U, +U, und b) U,— U,-U,, falls diese Menge nicht leer ist, die
Eigenschaft E.
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2. Wenn eine Umgebung mit der Begrenzung B die Eigenschaft E
besiizt, dann besitzt auch jede Umgebung, deren Begrenzung Teil von B 1ist,
die Eigenschaft E.

3. Ist {U,} eime (eventuell endliche) Folge von Umgebungen mit
der Eigenschaft E und bezeichnet B; die Begrenzung wvon U,, dann st

Zm'B,- diskontinuserlich.
i=1

Behauptung. Damit die kompakte (halbkompakte) abgeschlossene
Menge M die Eigenschaft E besitzt, ist notwendig und hinreichend, daf
M fir jedes ¢ >0 Summe von endlich vielen (eimer Nullfolge von) ab-
geschlossenen Umgebungen < ¢ der Eigenschaft E sei, die zu je zweien
keinen inneren Punkt gemein haben.

Die Bedingung ist notwendig. Sei nidmlich M eine halbkompakte
abgeschlossene Menge mit der Eigenschaft £ und ¢ >0 vorgegeben. Nach
Satz XI existiert eine M iiberdeckende Nullfolge {U,} von Umgebungen
< ¢ mit der Eigenschaft E. Wir bilden:

, E-1__
U=U, Ui=U—U-3U; (k=28,...).
=1

Dann gilt M < 200 Uy; die U, sind, wenn wir etwaige leere unter ihnen
=1
tilgen, abgeschlossene Umgebungen < ¢, die ihrer Konstruktion zufolge

m Je zwelen keinen inneren Punkt gemein haben und nach Voraus-
setzung 1b die Eigenschaft E besitzen.

Die Bedingung ist hinreichend. Sei zunéchst fiir ein bestimmtes n
die halbkompakte Menge M Summe einer Nullfolge {U} (:=1,2,...)

von abgeschlossenen Umgebungen < % mit der Eigenschaft E, die zu je

zweien keinen inneren Punkt gemein haben. B;" bezeichne die Begrenzung
von U, Jeder Punkt, der irgend zweien von den Mengen ;" gemein

ist, liegt in ihren Begrenzungen, ist also Punkt der Menge B™ = E’Bi”.
i=1

Jeder Punkt von M — B™ dagegen ist innerer Punkt von einer der
Mengen U". Zu jedem Punkt von M — B™ existiert also eine Umgebung

1 .
< mt der Eigenschaft £. — Wenn die Bedingung von Satz XV er-
fiillt ist, so existiert zu jedem Punkt von M — j B = M — B eine auf

. . v, R=1
1hn sich zusammenziehende Folge von Umget;ungen der Eigenschaft E.

Es ist dann also jeder Punkt von M — B ein E-Punkt. Das Komple-
ment 4 der Menge aller E-Punkte des Raumes M ist nach Satz VII
entweder leer oder es enthilt Kontinua, da die Voraussetzungen des
Satzes VII durch die Bedingungen 1a und 2 des Satzes XV erfiillt werden.
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o

Wegen 4 < B < 3 B;" ist A nach Voraussetzung 3 diskontinuierlich, also
1, n=1

leer, d. h. M besitzt die Eigenschaft £. Damit ist die Bedingung auch
als hinreichend erwiesen.

Analog ergibt sich der Beweis von Satz XV fiir kompakte Mengen und
liee sich iibrigens fiir noch allgemeinere Mengen fiihren, worauf es uns
hier nicht ankommt. Fiir die Kurventheorie haben wir nun den

Satz XVI. Damit das kompakte (halbkompakte) Kontinuum K

a) ezne Kurve,

b) eine Kurve ohne Punkte der Ordnung c,

c) ezne reguldre Kurve ser,
st notwendig und hinreichend, daf K fir jedes ¢ > 0 Summe von end-
lich vielen (esner Nullfolge won) abgeschlossenen Umgebungen < e sei, die
zu je zweien bzw.

a) diskontinurerliche
b) hochstens abzihlbare ¢ Durchschnitte haben.
c) hichstens endliche

Verstehen wir nimlich unter Umgebung mit der Eigenschaft K eine
Umgebung, deren Begrenzung a) diskontinuierlich, b) hochstens abzahlbar,
¢) endlich ist, so werden die drei Forderungen von Satz XV offenbar
erfilllt; die dritte, weil die Summe abzahlbar vieler diskontinuierlicher
abgeschlossener Mengen diskontinuierlich ist. Es ist also in allen Fillen
Satz XV anwendbar, woraus Satz XVI folgt, wenn wir beriicksichtigen,
daB jeder Punkt, der mehr als einer der iiberdeckenden abgeschlossenen
Umgebungen angehért, notwendig in ihrer Begrenzung liegt.

Implizit ist im Beweis des Satzes XVIa ein dimensions-theoretischer Satz ent-
halten: Bezeichnen wir als ,hoheren Punkt eines Kontinuums jeden Punkt, fiir den
die Begrenzungen aller hinlanglich kleinen Umgebungen Kontinua enthalten, daon ist
in jedem Kontinuum die Menge aller htheren Punkte entweder leer oder ein Kon-
tinua enthaltender F; mit den Eigenschaften des Satzes VII von A.— Auch Satz XIII
ist Kern eines dimensions-theoretischen Satzes, aus Satz XV lassen sich Folgerungen
fiir die Dimensionstheorie zieken.

§ 6.

Uber den Zusammenhang im kleinen von Kurven.

Eine Menge M heiBt nach Hahn zusammenbingend im kleinen in
ihrem Punkte p, wenn zu jeder vorgelegten Umgebung U(p) eine Um-
gebung V(p) existiert, so daB8 alle Punkte von M-V (p) mit p durch ein
Teilkontinuum von M < U(p) verbindbar sind. Eine Menge heilit zu-
sammenhiingend im kleinen schlechthin, wenn sie in jedem ihrer Punlkte
zusammenhingend im kleinen ist. Wir beweisen zunichst einen allgemeinen
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Satz, welcher zeigt, daB die Punkte, in denen eine Menge nicht zusammen-
hingend im kleinen ist, sich #hnlich verhalten, wie die nicht-reguliren
Punkte einer Kurve.

Satz XVII. Die Menge K* aller Punkte, in denen das total voll-
stindige Komtinuum K (das wir als Raum zugrunde legen) micht zu-
sammenhdngend tm kleinen ist, ist entweder leer oder ein kondensierter,
i keimem seiner Punkte nulldimensionaler F.,, der in jedem seiner nicht
leeren, offenen Teile Kontinua enthdlt.

Die Punkte, in denen die Menge K zusammenhingend im kleinen ist,
sind die E-Punkte, wenn wir unter der Eigenschaft £ einer Umgebung U(p)
folgendes verstehen: KEs existiert eine Umgebung V(p), so daf alle Punkte
von V(p) mit p durch ein Kontinuum < U(p) verbunden sind. Nach
Satz III bildet also die Menge aller Punkte, in denen K zusammen-
hingend 1m kleinen ist, einen Gj, ihr Komplement K“ daher einen F,.
Die weiteren Behauptungen von Satz XVII sind bewiesen, wenn wir zeigen,
daB die Menge K“ entweder leer oder in keinem ihrer Punkte null-
dimensional ist. Sei nun p ein Punkt von K“; dann enthilt jede hin-
linglich kleine U(p) unendlich viele Komponenten und es gibt in U(p)
eme Folge {p,} von Punkten, von denen keine zwei durch ein Kon-
tinuum << U(p) verbunden sind und die den Punkt p zum Hiufungspunkt
haben. (Andernfalls wire nimlich die den Punkt p enthaltende Kompo-
nente von U(p) eine Umgebung von p, deren sidmtliche Punkte durch
ein Kontinuum < U(p) mit p verbunden wiren.) Gegen diese Tatsache
wollen wir nun einen Widerspruch herleiten aus der Annahme, daf K"
in p nulldimensional sei. Angenommen, in der Tat, V(p) sei eine Um-
gebung <€ U(p), deren Begrenzung B ausschlieflich Punkte enthielte, in
denen K zusammenhingend im kleinen ist. Zu jedem Punkt von B wiirde
dann eine Umgebung <€ U(p) existieren, deren simtliche Punkte mit dem
betrefienden Punkt von B durch ein Kontinuum < U(p) verbunden wiren.
Endlich viele derartige Umgebungen, etwa die der Punkte b, b,, ..., b,
von B, wiirden die beschrénkte und daher kompakte abgeschlossene Menge B
iberdecken. Jeder der Punkte , ist nun aber nach bekannten Sitzen
mit mindestens einem Punkt von B durch ein Kontinuum verbunden.
Da unendlich viele Punkte p, vorhanden sind und jeder von ihnen durch ein
Kontinuum < U(p) mit einem der endlich vielen Punkte b, verbunden ist,
S0 miissen mehrere von den p, auch untereinander durch ein Kontinuum
< U(p) verbunden sein. Damit ist der angekiindigte Widerspruch gegen
die Voraussetzung hergeleitet, also gezeigt, da8 die Begrenzungen aller
hinreichend kleinen Umgebungen von p Punkte von K“ enthalten; daf
also die Menge K* in keinem ihrer Punkte nulldimensional ist, wie Satz XVII
behauptet.
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Die Eigenschaft des Zusammenhanges im kleinen ist fiir das Ver-
halten einer Punktmenge in mancher Hinsicht bedeutungsvoll, so daB es
an sich naheliegend ist, die Bedingungen dafiir zu suchen, daf eine Kurve
im kleinen zusammenhéngend sei. Diese Frage ist aber auch nach einer
anderen Richtung von Interesse. Nach Hahn und Mazurkiewicz sind durch
den Zusammenhang im kleinen unter den kompakten Kontinua die ein-
deutigen stetigen Bilder der Strecke charakterisiert; das sind aber jene
Mengen, welche nach Jordan ,Kurven“ heifen. Offenbar ist diese Jordan-
sche Kurvendefinition in gewisser Hinsicht viel zu weit, denn auch die
Quadratfliche, der Wiirfelkorper usw. sind zusammenhéingend im Kkleinen.
Wenn wir nun aber unter den Kurven im Sinne unserer Definition jene
charakterisieren, welche zusammenhingend im kleinen sind, so haben wir
damit zugleich unter den Mengen, die nach Jordan ,,Kurven® heiflen,
gerade jene herausgehoben, welche den Namen Kurve mit Recht tragen;
in der Ebene beispielsweise gerade jene, welche keinen offenen Teil der
Ebene, kein Flichenstiick, enthalten; also jene, die auch Kurven im
Cantorschen Sinn sind. Zugleich gewinnen wir damit auch ein Kriterium
fiir jene Mengen, die wir, der Anschauung folgend, als Kurven bezeichnen
miissen, die aber nicht unter die Jordansche Definition fallen, welch letztere
Ja in gewisser Hinsicht wiederum viel zu eng ist.

Nun hat Sierpiriski’®) fiir die Jordanschen , Kurven®“ noch die
folgende zweite Charakterisierung gefunden: Sie sind unter den kompakten
Kontinua identisch mit jenen, die fiir jedes ¢ > 0 Summe von endlich
vielen Kontinua < &_sind. Wir werden sehen, daB durch einige Zusatz-
worte iiber die Art der Zerlegung in Teilkontinua unter den Jordanschen
Kurven gerade diejenigen, die in Wahrheit eindimensional sind, charakteri-
siert werden koénnen.

Satz XVIII. Dafiir, daB ein kompaktes Kontinuum K eine m
klesnen zusammenhdingende Kurve, oder mit andern Worten, eime ein-
dimensionale Jordansche Kurve ser, ist notwendig und hinreichend, dafl K
fiir jedes ¢ > 0 Summe von endlich vielen Kontinua < ¢ sei, die zu je
zweten kein Kontinuum gemein haben.

Die Bedingung ist notwendig. Sei also K eine kompakte im kleinen
zusammenhingende Kurve, ¢ > 0 eine vorgegebene Zahl. Zunéchst sehen
wir: Zu jedem Punkt von K existiert eine zusammenhingende Umgebung
< ¢ mit diskontinuierlicher Begrenzung. Sei nimlich p ein Punkt von K.

Da K eine Kurve ist, existiert eine Umgebung U(p) < U (p; —83—) mit

diskontinuierlicher Begrenzung B. Sei U’(p) die Menge aller Punkte
von U(p), die mit p durch ein Kontinuum < U(p) verbunden sind.

16) Fund. Math. 1, S. 44.
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Offenbar ist U’(p) zusammenhingend; ferner sehen wir, da U’ (p) offen
ist. Sei nadmlich ¢ Punkt von U’(p), dann ist wegen des Zusammen-
hanges im kleinen von K jeder Punkt einer gewissen Nachbarschaft
von ¢ mit ¢ und folglich auch mit p durch ein Kontinuum < U (p) ver-
bunden. — SchlieBlich gilt, wenn B’ die Begrenzung von U(p) bezeichnet,
B’ < B. Dazu haben wir nachzuweisen, daf ein in U(p) gelegener
Hiufungspunkt von U’(p) auch Punkt von U’(p) ist. Sei nun {g,} eine
gegen den Punkt ¢ < p von U(p) konvergente Folge von Punkten, deren
jeder durch ein Kontinuum U (p) mit p verbunden ist, — der Punkt ¢,
etwa durch das Kontinnum C, < U(p). Da die untere Niherungsgrenze
der Mengenfolge {C,} den Punkt p enthilt, also nicht leer ist, soist die
obere Néherungsgrenze der {C,} nach bekannten Sitzen'®) ein p und ¢
verbindendes Kontinuum < U (p); also ist ¢ Punkt von U’(p), wie be-
hauptet. — Als Teil von B ist B’ diskontinuierlich. Damit ist nach-
gewiesen, da8 U’(p) eine zusammenhingende Umgebung < ¢ mit dis-
kontinuierlicher Begrenzung ist.

Wir ordnen nun jedem Punkt von K eine zusammenhingende Um-
gebung < %-
die Mengen
(*) u,,0,,....,U,

n

mit diskontinuierlicher Begrenzung zu. Endlich viele, etwa

iiberdecken K. Wir bilden nun, wie beim Beweise von Satz XV, die
Mengen
-, k-1
(**) U,=U,, Usb=Ur—Ux- 30U, (k=2,3,...,n).
i=1
Das sind endlich viele K iiberdeckende abgeschlossene Umgebungen < i—

(wenn wir etwa vorkommende leere Mengen auBer Betracht lassen), die
zu je zwelen keinen inneren Punkt gemein haben. Ij ist ein Kontinuum.
Wenn jede der Mengen U, endlich viele Komponenten enthilt, dann sind
wir am Ziel; dann haben wir nimlich X als Summe von endlich vielen
Kontinua < ¢ dargestellt, die zu je zweien kein Kontinuum gemein haben.

Es kann aber der Fall eintreten, daB manche von den Mengen (**)
unendlich viele Komponenten enthalten. Da K zusammenhingend im
kleinen ist, so sieht man unmittelbar, daB in diesem Fall fiir jedes vor-
gegebene 5 > 0 fast alle Komponenten Durchmesser < 7 haben, und
ferner, daB fast alle Komponenten der Menge U;, wenn B; deren Be-

'7) Vgl. z. B. H. Hahn, Theorie der reellen Funktionen I, S. 87f. — Die obere
(untere) Néherungsgrenze der Mengenfolge {A4,} bedeutet dabei die Menge aller
jener Punkte, deren jede Umgebung mit unendlich vielen (mit fast allen) A4, Punkte
gemein hat.
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grenzung bezeichnet, innerhalb U(B;; n) liegen. Es handelt sich in diesem
Fall darum, die unendlich vielen vorliegenden Kontinua zu endlich vielen
< ¢ zusammenzufassen, so dafl je zwel von ihnen héchstens Punkte von

ﬁ B; gemein haben.
k=1

Zu diesem Zweck gehen wir so vor: Sei U; die erste unter den
Mengen (**) mit unendlich vielen Komponenten. Die ihr in der Reihe der

(¥*) vorangehenden Mengen sind Summe von endlich vielen Kontinua < %,

sie migen etwa

(***) Ui=0,0,...,C,

n
heiflen, die zu je zweien hochstens Punkte von 3’ B; gemein haben. Fast
k=1

alle Komponenten von U; haben nach der obigen Bemerkung Durch-

messer < —, wo n die Anzahl der Mengen (**) bedeutet, und liegen

4’

innerhalb U <B2-; ‘—:7) Die hochstens endlich vielen Komponenten, welche

diesen Bedingungen nicht geniigen, nehmen wir unter dem Namen
Crsiy, ..., 0. in die Zerlegung von K auf. Jene eventuellen Komponenten,
die nur aus einem Punkt bestehen, gehdren schon zu mindestens einer
der Mengen (***). Die unendlich vielen iibrigen Komponenten, welche
den beiden angefiihrten Bedingungen geniigen, sind selbst abgeschlossene
Umgebungen, da in einer im kleinen zusammenhingenden Menge die
Komponenten einer offenen Menge Gebiete sind®). Wir vereinigen jede
von ihnen mit genau einer von denjenigen Mengen (***), mit denen sie

Punkte gemein hat. Der Durchmesser von keiner der Mengen (***)

. & .
kann hierdurch um mehr als 5 wachsen. Selen

’

(1) Ci, Cs, ..., G

die durch Aufsaugung der kleinen Komponenten von U,; vergroBerten
Mengen (***). Die Mengen (1) sind Kontinua. Die Begrenzungen B;

Lid ’
der C, sind Teile von 3 B;. Denn ein Punkt p von B; gehort ent-
k=1

weder der Begrenzung eines der Summanden von C; an; diese Summanden
sind aber teils Mengen (***) und teils Komponenten von U;; ihre Be-

grenzungen sind also durchwegs < Zn By. — Oder in jeder Umgebung
k=1
von p liegen Punkte von unendlich vielen Komponenten von U;, — dann

aber liegt p in B,. — Wenn wir zu den Mengen (1) noch die endlich

%) Vgl. H. Hahn, Fund. Math. 2, S. 189f.
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vielen nicht aufgesogenen Komponenten von UU; hinzufiigen, so haben wir
die Mengen U, U,, ..., U; aufgeteilt in endlich viele Kontinua < ++ 5

(1) ¢, G, ..l O, ..., Y,
die zu je zweien diskontinuierliche Durchschnitte haben.

In der gleichen Weise konnen wir nun U;,,, falls diese Menge un-
endlich viele Komponenten hat, aufteilen, wodurch die Durchmesser der

Mengen wieder hochstens um Q‘% wachsen. Und so fahren wir fort, bis

wir nach Aufteilung von U, K in endlich viele Kontinua < 3¢

4 2
je zwelen kein Kontinuum gemein haben, zerlegt haben. Damit ist die
Notwendigkeit der Bedingung von Satz XVIII erwiesen.

Die Bedingung ist hinreichend. Sei namlich das kompakte Kontinuum K
fiir jedes ¢>0 Summe von endlich vielen Kontinua < ¢, die zu je
zwelen kein Kontinuum gemein haben. Nach dem Satz von Sierpiriski
ist K zusammenhingend im kleinen. K ist dann aber auch eine Kurve.
Denn wenn K Summe von endlich vielen Kontinua < & ist, die zu je
zwelen kein Kontinuum gemein haben, dann ist K auch Summe von end-
lich vielen abgeschlossenen Umgebungen < &, die zu je zweien kein Kon-
tinuum gemein haben, und Satz XVIa ist anwendbar. Damit ist Satz XVIII
bewiesen.

Satz XVIII 148t sich auf einen abstrakten Kern zuriickfiihren, auf
den wir hier nicht niher eingehen. Es sei bloB bemerkt, daf wir im Be-
weis von Satz XVIIT statt der Diskontinuitit der Begrenzungen mutatis
mutandis offenbar Abzihlbarkeit der Begrenzungen verwenden konnten.
Wir erhalten dann als Erginzung zu Satz XVIb:

die zu

Satz XIX. Damit ein kompakies Kontinuum K eine im klesnen
zusammenhangende Kurve ohne Punkte der Ordnung c sei, ist notwendig
und hinreichend, dafl K fir jedes ¢ > 0 Summe von endlich vielen Kon-
tinua < & se:, die zu je zweien hiochstens abzdhlbare Durchschnitie haben.

Als unmittelbare Folgerung der Satze XVI und XVIII sei noch her-
vorgehoben, daB die nicht im kleinen zusammenhingenden Kurven (vgl.
B;, B,) (jene Kurven also, welche nach Jordan nicht Kurven sind,)
unter den kompakten Kontinua identisch sind mit jenen, die fiir jedes
¢ >0 Summe endlich vieler abgeschlossener Umgebungen < & mit zu je
zwelen diskontinuierlichen Durchschnitten sind, fiir die aber bei jeder
Zerlegung in hinreichend kleine Kontinua Summanden auftreten, welche
Kontinua miteinander gemein haben.

Es sei noch darauf hingewiesen, da8 wir die Untersuchungen dieses Paragraphen
In zweifacher Hinsicht erginzen konnten. Erstens kénnen unter den im kleinen zu-
Sammenhangenden kompakten Kontinua jene, welche genau #-dimensional sind, durch
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Zerlegungssitze charakterisiert werden; damit sind Bedingungen dafiir angegeben, daf
eine Jordansche ,Kurve“ #-dimensional ist, also, wenn sie Teilmenge des R, ist, da-
selbst einen offenen Teil enthdlt. Zweitens konnen die Untersuchungen auf ,ver-
allgemeinerte Jordansche Kurven“, d. h. auf die eindeutigen stetigen Bilder der Halb-
geraden und der Geraden ausgedehnt werden.

§ 7.

Uber die reguliren Kurven.

Hilfssatz B. Ist in einem total vollstdndigen Kontinuum K die
Begrenzung B einer beschrinkten Umgebung U endlich, so enthilt [
endlich viele Komponenten und keine von ihnen ist zu B fremd.

Wenn B die Michtigkeit n hat und U enthielte mehr als » Kom-
ponenten, dann wire mindestens eine Komponente, etwa K,, von U zu B
fremd. K, wire dann aber eine Komponente von K, deren Komplement
nicht leer ist, und eine solche kann, da K ein Kontinuum ist, nicht exi-
stieren. Damit ist Hilfssatz B bewiesen.

Sei nun ein Kontinuum K Summe von endlich vielen abgeschlossenen
Umgebungen << e, die zu je zweien hdchstens endliche Durchschnitte
haben. Da die Begrenzung einer jeden solchen Umgebung hochstens solche
Punkte enthalten kann, welche mindestens zwei von den Umgebungen
gemein sind, so besitzt jede der abgeschlossenen Umgebungen eine endliche
Begrenzung; jede der abgeschlossenen Umgebungen ist daher nach Hilfs-
satz B Summe von endlich vielen zueinander fremden Kontinua < .
Es ist also dann K Summe endlich vieler Kontinua < ¢, die zu je zweien
hochstens endliche Durchschnitte haben. Liegt umgekehrt eine Zerlegung
des Kontinuums K in endlich viele Teilkontinua < ¢ vor, die zu je zwelen
hochstens endliche Durchschnitte haben, dann ist jedes dieser Kontinua
eine abgeschlossene Umgebung in X und Satz XVIc ist anwendbar. Wir
haben also

Satz XX. Damit das kompakie Kontinuum K eine requldre Kurve
ser, tst notwendig und hinreichend, daff K fir jedes ¢ >0 Summe von
endlich wvielen Kontinua < & sei, die zu je zweien hochstens endliche
Durchschnitte haben.

Wenden wir den Satz von Sierpiniski an, so sehen wir, daB jede regu-
lare Kurve stetig durchlaufen werden kann. Bedenken wir ferner, daB jede
Teilkurve einer Yeguldren Kurve regulir ist, so haben wir:

Satz XXI. Jede regulire Kurve ist (so wie jede threr Teslkurven)
zusammenhdngend im kleinen, also eine Jordansche Kurve. Aber micht
jede im kleinen zusammenhdingende Kurve ist reguldr.

. Der zweite Teil von Satz XXI ergibt sich aus dem Beispiel By einer
im kleinen zusammenhingenden, nicht reguliren Kurve. Wir denken im
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R, mit rechtwinkeligen kartesischen Koordinaten die Menge aller Punkte
mit rationaler Abszisse, die auf der Strecke S: 0 <z <1, y =0 liegen,
in eine Folge {p } = {(r,, 0)} geordnet. In die Kurve K nehmen wir

nun auf 8 und alle Strecken S : 0 <2 <1, y=% (n=1,2,...) und

ferner fiir jedes n die Strecke 7,: x =1r,, 0 <y < -:{. Man erkennt leicht,

da K zusammenhingend im kleinen ist, obwohl die Punkte von § nicht
reguldr sind. Zu jedem Punkt p von S lassen sich sogar abzdhlbar viele
einfache Kurvenbdgen angeben (leicht konstruierbare Treppenpolygone),
deren Lingen siamtlich eine positive Zahl iibersteigen und die blof den
Punkt p gemein haben.

Immerhin enthélt die 1m kleinen zusammenhingende Kurve von B,
Teilkurven, welche nicht zusammenhingend im kleinen sind, z. B. die
Kurve, die aus 8, allen S, und T, besteht. Vermutlich enthdlt jede im
kleinen zusammenhdngende Kurve, die micht reguldr ist, Teilkurven, die
nicht zusammenhingend im kleinen sind. Wenn diese Vermutung richtig
1st, dann sind die reguldren Kurven aufler den sie kennzeichnenden Zer-
legungseigenschaften auch dadurch unter den Kurven oder den kompakten
Kontinua charakterisiert, daB sie samt allen ihren Teilkurven zusammen-
hingend im kleinen sind®®). Um zu zeigen, da jede nicht reguldre Kurve
einen F, enthilt, der nicht zusammenhingend im kleinen ist, wiirde der
Nachweis dafiir geniigen, dafl jede nicht regulire Kurve abzihlbar viele
zu je zweien fremde Kurvenbogen enthilt, deren Lingen simtlich eine
positive Zahl iibersteigen.

In gewissem Sinne hinausgehend tiber Satz XXT ist:

Satz XXII. Eine Kurve isi in jedem veguliren Punkt zusammenhingend im
kleinen. Die nicht-requliren Punkte, in denen eine Kurve zusammenhdngend im kleinen
ist, bilden einen Fso, der auch Punkte von K° enthalten kann.

Der erste Teil von Satz XXII ist eine Folge vom Hilfssatz B. Die im zweiten
e ]

Teil betrachtete Menge ist darstellbar als Differenz der beiden F» K~ — K% K~.
In der Kurve von B besteht diese Menge aus einem Punkt von K°.

Wir haben im § 3 gesehen, daBl die Punkte von hoherer als erster
Ordnung in jeder Kurve in gewissem Sinne ausgezeichnet sind. Man wiirde
nun erwarten, daf in den reguliren Kurven auch die Punkte.von kleinerer
als dritter Ordnung, mithin also die Punkte von zweiter Ordnung aus-
gezeichnet sind. Dies ist indes nicht der Fall: Es kénnen Punkte von
hdherer als zweiter Ordnung eine regulire Kurve ausfiillen, wie das Bei-

183) (Zusatz bei der Korrektur): Diese Vermutung ist, wie aus einem mir von
P. Alexandroff mitgeteilten Beispiel hervorgeht, im R, unrichtig. Fiir den R, bleibt
dagegen die Frage offen.
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spiel By einer bereits von Sierpinski!?) konstruierten Kurve zeigen soll.
Die Kurve entsteht so: Ein abgeschlossenes gleichseitiges Dreieck der
Ebene wird in vier kongruente Dreiecke geteilt durch Strecken, welche
die Seitenmittelpunkte verbinden. Das mittlere der vier Teildreiecke wird
ohne seinen Rand getilgt; jedes der drei iibrigen Dreiecke wird wieder in
vier Drelecke geteilt und das mittlere ohne seinen Rand getilgt; und so
fort ad infinitum. DaB auf diese Weise eine regulire Kurve entsteht,
18t sich auf Grund von Satz XX leicht einsehen. Ferner iiberzeugt man
sich davon, dal die entstehende Kurve;, abgesehen von den drei Eck-
punkten des Ausgangsdreieckes (welche man iibrigens durch Deformation
in einen Punkt sechster Ordnung zusammenbiegen kann), keinen Punkt
von niedrigerer als dritter Ordnung enthilt.

Von Wichtigkeit ist ferner folgendes Problem: Es ist klar, daf zu
einem Punkt » von der Ordnung n der Kurve K nicht mehr als n ein-
fache Bogen existieren konnen, welche zu je zweien blof den Punkt p als
ihren einen Endpunkt gemein haben. Euxistieren aber zu einem Punkt p
von der Ordnung n der reguldren Kurve K wirklich tmmer n in p 2u-
sammenstofende einfache Kurvenbogen; und zu einem Punkt p wvon der
Ordnung w abzdhlbar viele in p zusammenstoflende Bégen mit gegen Null
konvergierenden Durchmessern? Vermutlich ist dies richtig. Keinesfalls
aber kann man, wenn ein Bogen, der den Punkt p von der Ordnung =
zum Endpunkt hat, irgendwie (ohne besondere VorsichtsmaBregeln) heraus-
gegrifien wurde, immer noch » — 1 weitere Bogen herausgreifen, die in p
zusammenstoBen. Nehmen wir ndmlich als By, im B, die Kurve K be-
bestehend aus 8: 0 < x <1, y = 0; ferner aus den Halbkreisen zwischen

den Punkten <§1;,0> und <Q_:Ti’ 0> in der oberen Halbebene und den

Halbkreisen zwischen den Punkten (—1—— —_ ——1—> und (-1— _ 1! ) in der

2n—1 2n+1 2n 2n+2

unteren Halbebene (n =1, 2, ...). Der Nullpunkt ist von der Ordnung 2
und es lassen sich auch zwel in ihm zusammenstoBende, sonst fremde
Bogen angeben, ndmlich die Summe der oberen Halbkreise und die der
unteren Halbkreise. Heben wir aber zuerst den Bogen S heraus, dann
existiert kein weiterer Bogen in K, der mit S bloB den Nullpunkt
gemein hatte.

Von den Spezialfillen, in denen der Beweis der obigen Vermutung mit einfachen
Mitteln gelingt, sei hier blo8 der Fall der Baumkurven erwahnt. So nennen wir

unter den kompakten reguliren Kurven jene, welche keine einfache geschlossene
Teilkurve (d. h. kein topologisches Bild einer Kreislinie) enthalten. Uber sie gilt:

19) Prace Mat. Fiz. Warschau 27 (1916), S. 77, eine Arbeit, die ich im Detail
nicht lesen konnte, da sie¢ in polnischer Sprache verfaBt ist.
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Satz XXIII. Zu jedem Punkt p der Ordnung n einer Baumkurve K existieren
n einfache Teilbogen von K, welche bloB den Punkt p als ihren einen Endpunkt mat-
einander gemein haben. Die Baumkurven sind unter den kompakten reqularen Kurven
durch jede der drei folgenden Eigenschaften charakterisiert: a) Irgend zwei ihrer Teil-
kurven sind fremd oder sie haben einen zusammenhingenden Durchschnitt; b) sie zer-
fallen nach Tilgung irgendeines ihrer Punkte von hoherer als erster Ordnung; c¢) je zwet
threr Punkte und Teilkurven sind durch einen Punkt trennbar.

Den einfachen Beweis dieses Satzes iibergehen wir hier.

§ 8.
Uber die gewohnlichen Kurven.

Um von den reguldren Kurven schrittweise zu den Kurven zu ge-
langen, mit denen sich die kombinatorische Topologie beschaftigt, waren
zundchst jene reguliren Kurven zu untersuchen, die Summen von endlich
vielen einfachen Kurvenbdgen sind, ferner jene, welche abgesehen von ab-
zéhlbar vielen End- und Verzweigungspunkten lauter gewéGhnliche Punkte,
d. h. Punkte von zweiter Ordnung enthalten. Indem wir hier, wo es sich
blof um die Grundziige der Kurventheorie handelt, diese Zwischenprobleme
iibergehen, wenden wir uns gleich dem letzten Schritt dieser Spezialisierung
zu, Zunichst gilt:

Hilfssatz C. Ist K eine kompakte regulire Kurve, dann existiert
keine kompakte Kurve K,, die K als echten Teil enthdlt und in allen
Punkten von K dieselbe Ordnung hat, wie K.2°)

Nehmen wir ndmlich an, es sei K < K, und p ein Punkt von K,.
der nicht zu K gehort. K, ist als kompakte regulire Kurve zusammen-
hingend im kleinen, also ist p durch einen einfachen Bogen B < K, mit K
verbunden. Da K abgeschlossen ist, existiert auf B, wenn wir von p aus-
gehen, ein erster Punkt, der zu K gehort; er heile ¢. Dann ist aber klar,
da K, in ¢ eine um mindestens 1 hohere Ordnung hat als K. Damit ist

Hilfssatz C bewiesen.

Satz XXIV. Unter den kompakten Kontinua sind die einfachen
Bégen identisch mit den Kurven, welche abgesehen von zwer Endpunkten
nur gewchnliche Punkte enthalten; die einfachen geschlossenen Kurven
sind identisch mit jenen, welche nur gewchnliche Punkte enthalten.

Die Notwendigkeit der Bedingungen ist klar. Sei ferner K ein Kon-
tinuum, welches auBer den beiden Endpunkten @ und b bloB gewéhnliche
Punkte enthilt. Als regulire Kurve ist K zusammenhingend im kleinen.
K enthiilt also einen einfachen Kurvenbogen zwischen o und b. Nach

?0) Fin Analogon zu diesem Satz, der iibrigens starker Verallgemeinerung fihig
Ist, findet sich bei Janiszewski, Journ. d. PEc. Pol. (2) 16 ( 1912), S. 148. — Punkte
der Ordnung w sind auszuschlieBen.
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Hilfssatz C st aber K durch diesen Kurvenbogen erschépft. — Sei ferner
K ein Kontinuum, das ausschlieBlich gewohnliche Punkte enthdlt. Greifen
wir zwei Punkte @ und b aus K heraus, so enthilt K einen einfachen
Bogen zwischen @ und b, er heie B(a,b). AuBerdem muf K einen
Punkt ¢ enthalten, welcher nicht Punkt von B(a, b) ist. K enthilt auch
zwei Bogen B (a,c) und B(b,c¢). Da K Punkte von hoherer als zweiter
Ordnung nicht enthalt, haben die drei vorliegenden Bégen zu je zweien
nur einen Endpunkt gemein. B(a, ¢) -+ B (c, b) ist also ein Bogen B’ (a, b).
Folglich enthilt K die einfache geschlossene Kurve B(a, b)+ B’ (a, b).
Nach Hilfssatz C ist K durch diese einfache geschlossene Kurve erschopit.
Damit ist Satz XXIV bewiesen.

Satz XXV. Unter den kompakten Kontinua sind jene, welche, ab-
gesehen von endlich vielen End- und Verzweiqungspunkten, nur gewchnliche
Punkte enthalten, identisch mit den gewdhnlichen Kurven, d. h. mit jenen,
dee Summe sind von endlich vielen einfachen Kurvenbiogen, die zu je
zweren hochstens die Endpunkte gemein haben. In einem Punkt p der
Ordnung n einer gewéhnlichen Kurve stoflen genaw m einfache Bogen zu-
sammen, welche nur den Punkt p als thren einen Endpunkt mitesnander
gemern haben. Die Begrenzung jeder hinldnglich kleinen zusammen-
hangenden Umgebung eines solchen Punktes enthdlt genaw n Punkte. Sind
die ganzen, nicht negativen Zahlen ¢, ¢,, e, ..., e, vorgegeben, so ist
notwendig und hinreschend, damit (und zwar im R,) eine Kurve existiert,
welche aufer gewohnlichen Punkten genau ¢, Punkte der Ordnung i
(¢=1, 8,4, ...,n) enthdlt, das Bestehen der Relationen:

(1) Sie=0(2),
=1

(2) ul__gz,n’z'ai——2£’oci—l—2.
=3 =3

Das Gleichheitszeschen in (2) st fir die gewchnlichen Baumkurven
charakteristisch.

DaB die Kurven, welche zerlegbar sind in einfache Bogen, die zu je
zweien héchstens Endpunkte gemein haben, abgesehen von héchstens end-
lich vielen End- und Verzweigungspunkten nur gewohnliche Punkte ent-
halten, ist klar. Liege umgekehrt eine solche Kurve K vor und sei p ein
Punkt von K von der Ordnung z==2. Sei U(p) eine Umgebung, die
auller p nur gewdhnliche Punkte von K enthélt und deren Begrenzung
genau ¢ Punkte enthilt. Die ¢ Punkte sind mit p durch 7 einfache
Bogen verbunden, die blo8 den Punkt p als Endpunkt gemein haben.
Durch diese ¢ Bogen ist U (p) auch erschopft. Jede zusammenhingende
Umgebung von p < U(p) hat mit jedem dieser Bégen einen in p endenden
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Teilbogen gemein und daher eine genau 7 Punkte enthaltende Begrenzung.
Mit endlich vielen solchen Umgebungen und einzelnen Kurvenbdgen kann
K iiberdeckt werden, woraus eine Zerlegung von K in endlich viele ein-
fache Kurvenbdgen, die zu je zweien hochstens Endpunkte gemein haben,
— also eine Zerlegung von K in Zellen im Sinn der kombinatorischen
Topologie — obne weiteres hergeleitet werden kann. — Zerlegen wir K
m a,= Zoc zusammenhingende Umgebungen, deren jede einen nicht-
gewohnhzchen Punkt enthilt. Diese Umgebungen koénnen einfache ge-
schlossene Kurven enthalten. Die auflerdem von den End- und Verzweigungs-
punkten ausgehenden einfachen Kurvenbigen sind einander paarweise zu-
geordnet, indem Immer zwei von ihnen in einem gewdhnlichen Punkt zu-
sammenstoffen. Daraus geht die Notwendigkeit von (1) hervor. Die Not-
wendigkeit von (2) folgt daraus, daB K zusammenhingend ist und daher,
wenn mehrere Verzweigungspunkte vorhanden sind, sie alle durch minde-
stens einen einfachen Teilbogen von K miteinander verbunden sein miissen.
Demnach sind von den einfachen Bogen, welche von den Verzweigungs-
punkten ausgehen, insgesamt mindestens 2 ( Zn o, — 1) Bogen aneinander-
i=3
gebunden, in dem Sinn, daf sie nicht zu Endpunkten fiihren. Damit
iiberdies jeder der Endpunkte mit einem Verzweigungspunkt durch einen
Bogen verbindbar sei, muf die Relation (2) erfiillt sein. — Sind um-
gekehrt die Zahlen «; gegeben und die Relationen (1) und (2) erfiillt,

dann nehmen wir im EB; a,= 2’ o, verschiedene Punkte an. Zunichst
=1

fiihren wir einen einfachen Bogen durch alle Verzweigungspunkte; sodann
verbinden wir, was wegen (2) méglich ist, jeden Endpunkt mit einem
Verzweigungspunkt; danach behalten wir wegen (1) eine gerade Anzahl
von noch freien Bogen iibrig, die von Verzweigungspunkten ausgehen. Wir
ordnen dieselben einander irgendwie paarweise zu und verbinden die zu-
geordneten Bégen in gewohnlichen Punkten. Wir bemerken noch, daff sich
durch systematische Durchfiihrung dieses Verfahrens zugleich eine Uber-
sicht iiber die topologisch verschiedenen Typen von Kurven gewinnen lieBe,
die zu den vorgegebenen Zahlen ¢; gehdren. — Gilt in (2) das Gleichheits-
zeichen, dann gibt es auBler einem einfachen Kurvenbogen, welcher die
Verzweigungspunkte miteinander verbindet, bloB Verbindungsbogen zwischen
den End- und den Verzweigungspunkten. Es liegt dann eine gewohnliche

Baumkurve vor, welche zwischen a, Punkten a, — 2 e;—1+e, =a,—1

Bogen enthalt, wie dies der bekannten Relation fiir Baumkurven entspricht.
Damit ist Satz XXV bewiesen und der Anschluf an die kombinatorische
Topologie der eindimensionalen Mannigfaltigkeiten hergestellt.

Mathematische Annalen, 95 20
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Bemerken wir zum AbschluB, daB die hier vorgetragene Kurventheorie
nicht nur durch eine allgemeine Dimensionstheorie gefordert wird, welche
ihr tragender Untergrund und zugleich in gewisser Hinsicht ihr formales
Analogon ist, — sondern da sie auch den Vorteil hat, daf die ihr eigen-
tiimlichen Begriffe, insbesondere der Ordnungsbegriff, auf héhere Dimen-
sionen iibertragbar sind! Dem Endpunkt der Kurven entspricht, etwa bei
den Flichen, der Randpunkt, d.i. ein Punkt, zu dem beliebig kleine Um-
gebungen existieren, die von einfachen Kurvenbdgen begrenzt sind. Der
Flachenpunkt zweiter Ordnung ist ein solecher, zu dem beliebig kleine
Umgebungen existieren, die von zwei einfachen Bogen begrenzt sind.
Hier zeigt sich schon die griBere gestaltliche Mannigfaltigkeit der Flachen
gegeniiber den Kurven: Wir erhalten verschiedene Typen von Flichen-
punkten zweiter Ordnung, je nachdem die beiden begrenzenden Bogen
getrennt sind oder eine einfache geschlossene Kurve bilden. Noch groBer
ist die Zahl der Typen von Flichenpunkten dritter und hoherer Ordnung.
Doch sind alle diese gestaltlichen Verhiltnisse durch einfache Gesetze
beherrscht, auf die ich mir vorbehalte, in einer anderen Abhandlung ein-
zugehen. Der hier dargelegten Kurventheorie lduft also eine Theorie der
Fldchen, der Korper, der n-dimensionalen Korper parallel.

(Eingegangen am 13, 2. 1925.)



