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Einige Anwendungen des Hauptsatzes. 
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Anwendungen des Hauptsatzes in der Aussagenlogik. 
1.1. Eine triviale Folgerung aus dem Hauptsatz ist die aUerdings 

schon bekannte (siehe z. B.: H.-A., Seite 65) W i d e r s p r u c h s f r e i h e i t  
der klassischen (und intuitionistischen)Priiditratenlogik: Die Sequenz -~ 
(welche aus jeder Widerspnlchssequenz -~ 91& -~ 9I herleitbar ist, vgl. 3.2 1) 
kann Untersequenz keiner anderen Schluflfigur als eines Schnittes sein, 
ist also iiberhaupt nicht herleitbar. 

1 .2 .  L~sung des E n t s c h e i d u n g s p r o h l e m s  ffir die i n tu i t i o -  
n is t i sche  Aussagenlogik .  

Auf Grund des Hauptsatzes k6nnen wit ein einfaches Verfahren an- 
geben, um yon einer Formel der Aussagenlogik, d.h.  einer Formel ohne 
Gegenstandsvariable, zu entscheiden, ob sie klassisch bzw. intuitionistiseh 
richtig ist oder nicht. (Fiir die klassische Aussagenlogik ist allerdings 
schon liingst eine einfache L6sung bekannt, siehe z.B.: H.-A., Seite 11.) 

Dazu beweisen wit noch folgenden Hi l f s sa tz :  
Eine Sequenz, in deren Antezedens nich~ ein und dieselbe Formel 

mehr als dreimal als 8-Formel v0rkommt, und in deren Sukzedens eben- 
falls nieht ein und dieselbe Formel mehr als dreimal als S-Formel vor- 
kommt, nennen wit ,,reduziert". Nun gilt der Hilfssatz: 

1.2 1. Jede LJ- bzw. LK-Herleitung, deren Endsequenz reduziert ist, 
l~ft sich in eine LJ-bzw.  LK-Herleitung mit gleicher Endsequenz um- 
wandeln, in der s~mtliche Sequenzen reduziert sind (und die keine Schnitte 
enth~lt, wenn die vorige keine enthielt). 

Beweis dieses  Hi l f ssa tzes :  Wit bezeichnen eine Sequenz, welche 
aus einer anderen dadurch entsteht, daft man im Antezedens, sowie un- 
abh~ngig davon im Sukzedens, solche Formeln, die mehr als einmal als 
S-Formeln darin vorkommen, an beliebigen Stellen (hzw. gar nicht) weg- 
l~ft, so daft sie jeweils nut noch einmal oder zweimal oder dreimal vor- 
kommen, als eine ,,reduzierte jener anderen Sequenz". 

*) Diese Arbeit, einschliel3lich des I. Tells aus Bd. 39, Heft  2, ist yon der Math.-Nat. 
Fakult~t  der Universit~t G6ttingen als Inaugural-Dissertation angenommen worden. 
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Offenbar kann man aus einer reduzierten einer Sequenz jed~ andere 
reduzierte derselben Sequenz mittels Verdiinuungen, Zusammenziehun~en und 
Vertauschungen herleiten, und zwar so, dab dabei nut reduzierte Sequenzen 
vorkommen. 

Nach dieser Vorbemerkung fiihren wit die Umwandlung der vorliegenden 
LJ-  bzw. LK-Herleitung in folgender Weise dutch: 

Alle Grundsequenzen sowie die Endsequenz bleiben erhalten, 
diese sind ja bereits ~mtlieh reduzierte Sequeazen. 

Die zu einer Schlul~figur geh6rlgen H-Sequenzen werden in redu- 
zierte derselben umgewandelt, in gleich anzugebender Weise. Auf Orund 
der Vorbemerkung macht es nichts aus, wenn eine Sequenz, die zwei 
verschiedenen H-Schlu~figuren angeh6rt, beidemal dutch eine andere 
reduzierte ersetzt wird, denn man leitet dann einfach die eine aus der �9 
anderen durch Verdfinnungen, Zusammenziehungen und VertauschungcrL 
her, so dab sch!ieBlich wieder eine |iickenlose Herleitung en~steht. (Fiir 
eine Sequenz, die zugleich einer Schlut~figur angehSrt sowie Grundsequenz 
oder Endsequenz ist, gilt das gleiche, da sic natiirHch eine reduzierte yon 
sieh selbst ist.) 

Die Umwandlm~gen der SehIuBfiguren gesehehen nun in folgender 
Weise: 

Kommt innerhalb /~ eine Formel mehr als einmal vor, so wlrd sie 
innerhalb /~, in Obersequenzen und Untersequenz, sovielmal (an ent- 
spreehenden SteUen) weggelassen, bis sic in/"  nut noch einmal vorkommt. 
Ebenso verfiihrt man mit A, O und A (d: h. mit den im Schema der 
SchluBfigur, III, 1.21 und 1.22, so bezeiehneten Formelreihen). 

l~ach den beschriebenen Umwandiungen besteht nun die Herleitung 
bereits nur noch aus reduzierten Sequenzen. (Ein e Vertauschung mit ~3 
gleich ~ kann eine Ausnahme bilden, doeh diese w~re eine identische 
SehluBfigur und konnte iibe~haupt vermieden werden.) 

Dami~ ist der Hilfssatz bewiesem 
Nach dem Hauptsatz zusammen mit dem Zusatz IH, 2. 5 t 3 und 

diesem Hilfssatz (1.21) gilt nun: 
L 22, Fiir jede in~uitionistiseh bzw. klassisch riehtige reduzierte 

Sequenz gibt es eine L J- bzw. LK-Herleitung ohne Schnitte, die nur aus 
reduzierten Sequenzen besteht, und deren H-S-Formeln Tei]formeln der 
S-Formeln jener Sequenz sind. 

t. 23. Jetzt liege irgendeine Sequenz ohne Gegenstandsvariable vor. 
Wir wollen entscheiden, ob sie intuitionistisch bzw. klassisch riehtig ist oder 
nicht. Zun~ichst k6nnen wit start ihrer eine ~quivalente reduzierte Sequenz 
~q nehmen. 
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Nun ist die Anzahl aller reduzierten Seeluenzen , deren S-FormeIn 
Teilformeln der S-Formeln yon ~q sind, offenbar endlich. Also ist das 
Entseheidungsverfahren ohne weiteres auf folgende Weise durchfiihrbar: 

Wit nehmen das genannte endliche System yon Sequenzen vor und 
untersuchen zuniichst, welche yon diesen etwa Grundsequenzen sind. Als- 
dann wird jede yon den noch fibrigen daraufhin geprfift, ob es eine 
Schlu~figur gibt, bei der sic Untersequenz und eine oder zwei von den 
bereits als herleitbar erkannten Sequenzen Obersequenzen sind. Ist dies 
der Fall, so wird sie zu den herleitbaren hinzugefiigt. (Alles dies ist often- 
kundig entscheidbar.) So fahren wir fort, bis entweder die Sequenz ~q 
selbst als herleitbar erkannt ist, oder aber das Verfahren zu keinen 
neuen herleitbaren Sequenzen mehr fiihrt. Alsdann kann die Sequenz ~q 
gemiil~ 1.2 2 iiberhaupt nicht in dem betreffenden Kalkiil (LJ bzw. LK) 
herleitbar sein. Damit ist die Entscheidung fiber ihre Richtigkeit ge- 
lun~m 

1.3. FAn neuer Beweis ffir die N i e h t - H e r l e i t b a r k e i t  des Sa tzes  
vom a u s g e s c h l o s s e n e n  D r i t t e n  in der  i n t u i t i o n i s t i s c h e n  Logik.  

Das Entscheidungsverfahren liel~e sich flit praktische Anwendungen 
noeh erheblich bequemer gestalten, die eben durchgeffihrte Betrachtung 
(1. 2)soll eben nur die prinzipielle MSglichkeit zeigen. 

Als Beispiel beweisen wir die Nicht-Herleitbarkeit des Satzes vom 
ausgeschlossenen Dritten in der intuitionistisehen Logik auf eine yon dem 
angegebenen Entscheidungsveffahren (welches ebenfalls einen Beweis hier- 
ffir ergeben mii~te) unabh~ngige Weise. 

(Diese wurde schon von Heyting ~) auf ganz anderem Wege bewiesen.) 
Die betreffende Sequenz lautet -~ A V --A. Wit nehmen an, es giibe 

eine LJ-Herleitung flit diese. Dana gibt es nach dem Hauptsatz eiue 
solehe ohne Sehnitte. Deren unterste Schlu~figur mul~ nun eine OBS 
sein. Denn bei allen fibrigen LJ-Schlul~figuren ist entweder das Ante- 
zedens der Untersequenz nicht leer, oder im Sukzedens steht eine Formel 
mit einem anderen iiuBersten Zeicheu als V; allenfalls k~me noch eine 
Verdfinnung im Sukzedens in Frage, doch dana wiirde die Obersequenz 
tauten: -~, und diese ist nach 1.1 nicht herleitbar. 

Also miil]te entweder -~ A oder -> -7 A bereits (ohne Schnitte) her- 
leitbar seim 

(Dutch dieselbe Betrachtung folgt fibrigens allgemein: Ist 92 V ~B eine 
intuitionistisch richtige Formel, so ist entweder 92 oder ~ eine intui- 
tionistisch richtige Formel. In der klassischen Logik gilt das nieht, wie 
schon das Beispiel A Y "~ A zei~.) 

~) In der in Anm. ~) zitierten Arbeit, S. 56. 
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Nun kann -~ A tiberhaupt nicht Untersequenz irgendeiner LJ-Schlu~- 
figur (die kein Schnitt ist) sein, hSchstens wieclerum einer Verdtinnung mit 
-+ als Obersequenz. Da -~ A ferner keine Grundsequenz ist, ist es also 
nicht herleitbar. 

-+ ~ A kann auf Grund der gleichen Betrachtung nut aus A ~ dutch 
N E S  hergeleitet sein, und A ~ wiederum, da A kein ~ul~erstes Zeichen 
besitzt, nur aus A, A-+.  So fort fahrend gelangt man immer nut zu 
Sequenzen der Gest.alt A , . . .  A-+, aber niemals zu einer Grundsequenz. 

Also ist A V "~ A in der intuitionistischen Pr~klikatenlogik nicht her- 
leitbar. 

w 
Eine Verscharfung des Hauptsatzes |tir die klassisehe Pr~dikatenlogik. 

2.1. Es handelt sich um die folgende 
V e r s c h ~ r f u n g  des  H a u p t s a t z e s :  
F~ liege eine LK-Herleimng vor, deren Endsecluenz yon folgender 

Art ist: 
Jede S-Formel dieser Sequenz enth~lt All- und Es-gibt-Zeichen hSchstens 

am Anfang, und tiber die ganze tibrige Formel erstreckt. 
Dann l~t~t sich diese Herleitung in eine LK-Herleitung mit der 

gleichen Endsequenz umwandeln, welche folgende Eigenschaften hat: 
1) Sie enth~lt keine Schnitte. 
2) Es gibt darin eine H-Sequenz, wir nennen sie die , ,Mi t te ] -  

s e q u e n z " ,  derart, dal~ die Herleitung ft ir  d i e s e  (und also auch sie 
selbst) keine Zeichen V und 3 enth~lt, und im lib r ig  en Teil der Her- 
leitung, die Mittelsequenz eingeschlossen, keine anderen Schlul~figuren als 
A F, S, A E A, E E S, E E A und Strukturschlul3figuren vorkommen. 

2. 1 1. Die Mittelsequenz zerlegt sozusagen d i e  Herleitung in einen 
oberen der Aussagenlogik angehSrigen und einen unteren nur Einfiihrungen 
von All- und Es-gibt-Zeichen enthaltenden Teil. 

Uber die G e s t a l t  d e r  u m g e w a n d e l t e n  H e r l e i t u n g  l~l~t sich 
noeh folgendes ohne M0~e folgern: Der untere Teil, yon der Mittelsequenz 
bis zur Endsequenz, gehSrt nur einem einzigen Faden an, da nut Schlu]~- 
figuren mit r  Obersequenz darin vorkommen. Die S-Formeln der 
Mittelsequenz sind yon folgender Art: 

Jede im Antezedens der l~Iittelsequenz stehende S-Formel entsteht 
aus einer S-Formel im Antezedens der Endsequenz, indem man die voran- 
stehenden An. und Es~gibt-Zeichen (mit den danebenstehenden gebundenen 
Gegenstandsvariablen) wegl~t,  und im iibrigen Teil der Formel (liege- 
bundenen Gegenstandsvariablen durch gewisse freie Gegenstandsvariablen 
ersetzt. Dasselbe gilt flir die Sukzedentia. 
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Dies folgt dutch dieselbe Betrachtung wie unter III, 2.5 1 2. 

2.2. B e w e i s  des  S a t z e s  (2.1.)~). 
Die Umwandlung der Herleitung erfolgt in mehreren Schritten. 

2.21. Zun~ichst wird der Hauptsatz (III, 2.5) angewandt: Nach diesem 
l~il~t sich die Herleitung in eine Herleitung ohne Sehnitte umwandeln. 

2. 2 2. Umwandlung yon Grundsequenzen, welehe ein Zeichen V oder 
3 enthalten: 

Solche k5nnen wegen der Teflformeln-Eigenschaft (III, 2.51 3) nut die 
Form V I ~ ~ -~ V t ~ I oder 3 ~ ~ t -~ 3 z ~ t haben. Man wandelt sie um 
zu (a sei eine in der Herleitung noch nicht vorkommende freie Gegen- 
standsvariable): 

v ~ - ~ . a  _ A E  S bzw. ~ a - , 3 ~ E E A  

Dutch genfigend oftma]ige Wiederho]ung dieses Verfahrens kann man 
offenbar erreichen, daft keine Zeichen V und 3 mehr in irgendeiner Grund- 
sequenz der Herleitung vorkommen. 

2.2 3. Wir machen jetzt eine vollst~ndige Induktion nach der folgender- 
mal~en definierten ,,0rdnung" der Herleitung.' 

Von den Logische-Zeichen-Sehluflfiguren bezeielmen wir die zu den 
Zeichen &, V, "7 und ~ gehSrigen als ,,Aussagen-Schlui~figuren", die 
tibrigen, also AES, AEA, EES und EEA als ,,Pr~dikaten-Sehlu~figuren". 
Jede Pr~idikaten~cMul~figur in der Herleitung erh~ilt folgende 0mnungszahl 
zugeordnet: 

6) Folgender Spezialfall des Satzes 2. 1 wurde bereits yon Herbrand auf v611ig 
anderem Wege bewiesen: 

Ist eine Formel ~,  in der All- und Es-gibt-Zeichen nur am Anfang, und tiber 
die ganze iibrige Formel erstreckt, Vorkommen (bekanntlich gibt es zu jeder Formel 
eine klassisch ~quivalente Formel yon dieser Gestalt, s. etwa H.-A., Seite 63), klas- 
sisch herleitbar, so gibt es eine Sequenz (die obige Mittelsequenz) mit leerem Ante- 
zedens, yon deren Sukzedensformeln eine je'de aus ~ dureh Weglassen der All- und 
Es-gibt-Zeichen (mit den danebenstehenden Variablen) und Einsetzung yon freien 
Gegenstandsvariablen fiir die gebundenen Gegenstandsvariablen entsteht; diese 
Sequenz ist ferner ohne Anwendung der Zeichen • und 3 klassisch herleitbar, und 
aus ihr 1M~t sich -~ ~ lediglich unter Benutzung der yon uns als AES,  EE~q, 
Zusammenziehung im Sukzedens und Vertauschung im Sukzedens bezeichneten 
SchluBfiguren herleiten. (Nach dem Satz 2. 1 k~men noch Verdiinnungen im Suk- 
zedens hinzu; es ist leicht einzusehen, dab Solche stets vermeidbar sind.) 

Siehe auch: J. Herbrand, Sur le probl~me fondamental de ]a logique math6- 
matique. C.r.  de la Soc. des sciences et des lettres de Varsovie 24 (1931), CI. I I I ,  
Seite 31, Anm. 1. 
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Man betrachtet den Fadenteil yon der Untersequenz der SchluBfigur 
bis zur Endsequenz der Herleitung (einschlie~lich dieser) und zw die 
darln vorkommenden Untersequenzen yon Aussagen-SchluBfiguren. Deren 
Anzahl ist die Ordnungszahl. 

Die Summe der Ordnungszahlen aUer Priidikaten-SchluBfiguren in der 
Herleitung ist die O r d n u n g  d e r  H e r l e i t u n g .  

Diese wollen wit solange dutch einzelne Schritte verringern, bis sie 
zu 0 wird. 

Wir steUen zun~chst lest, dab dann der Satz (2. 1) leicht zu Ende 
zu beweisen ist: (Die Schritte (2 .232)werden so beschaffen sein, dab 
dabei die dutch 2. 21 und 2. 22 erreichten Eigenschaften erhalten bleiben.) 

2. 2 31. Dazu nehmen wit an, die Herleitung sei bereits auf die Ord- 
nung 0 gebracht. Nun gehen wit yon der Endsequenz aus jeweils zu der 
Obersequenz der darfiberstehenden Schlu~figur iiber. Wir machen halt, 
sobald wit zu einer Untersequenz einer Aussagen-Schlu~figur oder zu einer 
Grundsequenz kommen; diese Sequenz nennen wir ~q. (Sie wird uns, 
nach einer gleich anzugebenden Umwandlung, als ,,Mittelsequenz" dienen.) 

Dis Herleitung yon ~q wandeln wir nun so urn: 

Wir lassen alle H~S-Formeln, welche etwa noeh ein Zeichen V oder 
3 enthalten, einfach weg. Dabei bleibt nun d i e s e  Herleitung korrekt: 
Grundsequenzen werden nRmlich nicht betroffen, auf Grund yon 2.22. 
Ferner wird keine Haupt- oder Nebenformel einer Sch]uBfigur weggelassen, 
denn enthielte eine solche ein Zeichen V oder 3, so euthielte jedenfalls 
die Hauptformel ein solches; nun kommen abet keine Pr~idikaten-Schlu~- 
figuren vor (weil sonst die Ordnun~zahl dieser Schlui~fi~r gr6'Ber als 0 
wRre), und Aussagen-Schlul~figuren kSnnen auf Grund der TeiIformeln- 
Eigenschaft (III, 2. 513) mad de r Voraussetzung des Satzes 2. 1 kein V 
oder ~ in ihrer Hauptformel enthalten. Nun bleibt jede Schlul~figu r korrekt, 
wenn man eine Formel, die nicht als Haupt- oder Nebenformel vorkommt, 
fiberall wo sie in der SchluBfigur als S-Formel auftritt ,  wegl~l]t; das ist 
leicht aus den Schemata III, 1.21; III, 1.22 ersichtlich. (Allenfalls ent- 
steht eine identisohe Sehlu~figur, diese wird wie iiblieh weggeschafft.) 

Die aus ~q dutch die Umwandlung entstandene Sequenz ~ q *  unter- 
scheidet sich yon ~q dadurch, dab evtl. gewisse S-Formeln weggefallen 
sind. W i r  lassen nun auf sie einige Verdiinnungen und Vertauschungen 
folgen, derart,  dab danach wieder die Sequenz ~q dasteht, mad an diese 
fiigen wit den unver~nderteu unteren Teil der Herleitung an. 

Nun sind wit am Ziel: ~q* is t  die Mittelsequenz und erfiillt offen- 
sichtlich alle Anforderungen, welche im Satz (2.1} an diese gesteUt 
we~en. 
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2. 232. Jetzt steht nur noch der I n d u k t i o n s s c h r i t t  aus, d. h.: 
Die Ordnung der Herleitung sei gr6~er a]s 0, und es handelt sich darum, 
sie zu verringern. 

2.23 2.1. Wit beginnen mit einer U m b e n e n n u n g  y o n  f r e i e n  
G e g e n s t a n d s v a r i a b l e n  in derselben Weise wie unter III, 3.10. Da- 
dutch erreichen wit, dab die Herleitung folgende Eigenschaft hat (III, 
3. 101): 

Fiir jede AES (bzw. EEA) ~lt:  Ihre Eigenvariable kommt in d e r  
Herleitung nut in dan Sequenzen fiber der Untersequenz der AES (bzw: 
EEA) vor, und kommt ferner in keiner anderen AES oder EEA als 
deren Eigenvariable vor. 

Hierbei wird die Ordnung offenbar nicht geiindert. 

2. 23 2. 2. Nunmehr kommen wit zur eigentlichen Umwandhng. 
Zuniichst stellen wit lest: Es gibt in der Herleitung eine Pr~idika~n- 

Schlul3figur -- wit nennen sie ~f  1 -- mit folgender Eigenschaft: Ver- 
folgt man den Fadentefl yon der Untersequenz dieser Schlu~figur his zur 
Endsequenz, so ist die e r s te  Untersequenz einer Logisehe-Zeiehen-Schluil- 
figur, zu der man gelangt, Untersequenz einer Aussagen-Schhl~figur 
(diese Schhllfigur nennen wir ~f  2). Giibe es ni~mlieh keine solehe Stelle, 
so wiire die Ordnung der Herleitung gleich 0. 

Unser Ziel ist jetzt, die Sehlui3figur ~f  I tiber ~f 2 hinweg nach unten 
zu versehieben. Das ist !eieht durehzuftihren, es gesehieht nach folgenden 
Schemata: 

2.-23 2.21. ~ f2  habe eine Obersequenz. 

2. 23 2.211. ~ f  I sei eine AES. Dann lautet der zu behandelnde 
Teil der Herleitung: 

F~O,~ ja  
_ A E S  

A-~ A ~f 2 mit evtl. vorangehenden Struktur-Sehluflfiguren 

Wit wandeln ihn urn zu: 

F - + e , ~ a  
, ,  evtL mehrmalige Vertauschung, sowie eine Verdunnung 

__F --> ~ O, O, W ~ ~ t I SchluBfiguren germu derselben Art wie oben, d. h. wie: 
i ~[ 2 mit evtl. vorangehenden Struktur-SchluBfigurer~ 

~ ~ a, A evtl. mehrmalige Vertauschung 

A - - , - A , v ~  AES 
evtl. mehrmalige Vertauschung und Zus~mmenziehung 

A ~ A  

Die Wegsehaffung des V ~ ~*  dureh Zusammen~:iehung, zum SchluB, 
ist darum m0glich, weft V Z ~  in A als 8-Formel vorkommen mull. (Denn 
die S-gormel v z ~ z komate, in der urspriinglichea Herleitung, dumb ~I  2 
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und die vorangehenden StmJ~ur-Sch|uBfiguren nicht im Sukzedens zum 
Verschwinden gebracht werden, sic kann ja nicht etwa Nebenforme! yon 
~f  2 sein, auf Grund der Teilfurmeln- Eigenschaft III, 2. 5 t 3 und der 
Voraussetzung des Satzes 2. 1.) 

Die Variablenbedingung i s t  fiir die verschobene AES auf Grund yon 
2. 2 3 2.1 erfiillt, 

Die Ordnung der Herleitung hat sich offenbar um 1 verringert. 

2.23 2. 212. Der Fall, dab ~f  1 eine E E S  ist, wird genau so be- 
handelt, man hat nut V durch ~ zu ersetzen. 

2.23 2.213. Die .FRlle, dab ~ f l  eine A E A  oder EEA ist, werden 
spiegelbildlich zuden  beiden vorigen behandelt. 

2.23 2. 22 .  Der Fall, dab ~f  2 z w ei Obersequenzen hat, also eine 
UES, OEA oder F E A  ist, 1R~t sich in ganz entsprechender Weise er- 
ledigen; es werden allenfaIIs einige zusRtzliche Struktur-ScMuBfiguren 
erforderlich. 

2.3. Analog zu dem Satz 2. 1 lassen sich weitere VerschRrfungen 
des Hauptsatzes in dem Sinne erreichen, dab man gewisse Vorschriften 
tiber die Reihenfolge der Logische-Zeichen-Schlu~figuren in einer Her]eitung 
machen kann. Man kann nRm]ich die Sch|uBfiguren in weitem MaBe 
tibereinander hinweg verschieben, in derselben Weise wie es eben ge- 
schehen ist (2. 23 2. 2). 

Wir gehen darauf nicht nRher ein. 

w 

Anwendung des versehiirften Hauptsatzes (2. 1) zu einem neuen 7) Beweis 
flit die Widerspruehsfreiheit d e r  Arithmetik mit Ausschlu9 der voli-  

st~ndigen Induktion. 

Als Ar i thme~ik  bezeichnen wit die (elementare, d.h. keine ana- 
lytlschen Hilfsmittel benutzende) Theorie der n~ttirlichen Zahlen. Diese 
k6nnen wit unter Verwendung unseres logischen Kalkiils L K  in folgender 
Weise format'~sieren: 

3. 1. In der Arithmetik ?fleg~ man ,,Funktionen" zu benutzen, z.B. 
~' (gleich x ~ - t ) ,  z ~ - y ,  ~.y.  Da wir jedoch bei unseren Iogischen 
Untersuchungen keine Funktionszeichen eingeftihrt haben, wollen wit, um 
diese trotzdem auf die Arithmetik anwenden zu kSnnen, die Aussagen 

~) ~ltere Beweise finden sich bei J. yon Neumann, Zur Hilbertschen Bewei~. 
theorie, Math. Zeitschr. 26 (!927), S, 1--46; J. Herbrand, Sur la non.contradiction 
de ]'Arithmdtique, Jouzn. L d. reine u. angew. Math. 166 (1932), S. 1--8. 
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der Arithmetik in einer Weise forma]isieren, wobei an Stelle der Funk- 
tionen Priidikate auitreten. Wir benutzen z. ]~. statt der Funktion x' 
das Priidikat x Vg y, zu lesen: x ist der Vorgiinger yon y, d.h. y ~ z ~ 1. 
Ferner sehen wir [x ~ y ---- z] als Priidikat mit drei Argument~tellen an; 
darin haben also die Zeichen ~ und ---- keine selbstiindige Bedeutung. 
Ein anderes Priidikat ist x ~ y, dieses G]eichheitszeichen hat also mit 
dem vorigen formal gar nichts zu tun. 

Ferner woUen wir auch die Zatd 1 nicht als Gegenstandszeichen 
schreiben, da wit in unserem logischen Forma]ismus nur Gegenstands- 
v a r i a b l e  und keine Zeichen for bestJmmte Gegenstiinde verwendet haben. 
Wit benutzen daher folgende Umschreibung: Das  Priidikat ,,Eins x" be- 
deute inhaltlich: ,,z ist die Zahl 1". 

Der Satz: , , x ~  1 ist der Nacbfolger yon x" liel~e sich z .B.  in 
unserem Formalismus so darstellen: 

v=v~/vz((Ei~ y ~, [= + y =z]) ~ =vg=). 

Die tibrigen natiirlichen Zahlen lassen sich dutch d i e  Pr~dikate 
Eins x & x Vg y, Eins x & x Vg y & y Vg z, usw. charakterisieren. 

Wie abet sollen wir die jetzt eingefiihrten P r i i d i k a t z e i c h e n  in 
unseren Kalkfil einordnen, wo wit doch nur Aussagenvariable zugelassen 
haben? Dazu setzen wit einfach feat, daft die Priidikatzeichen genau 
wie Aussagenvariable anzusehen sind. Genau gesagt: Wir sehen Aus- 
driicke der Form 

Einsz, zVgt~, ~----~, [ z + t ) = ~ ] ,  

wobei for z, l), 3 irgendwelche Gegenstandsvariablen stehen, lediglich als 
leichter verst~ndliche Schreibweisen fitr die Forme]n 

Az, Bz~, Czl), D z ~  

an. In diesem Sinne sind die folgenden Axiondormeln wirldich Formeln  
uach unserer Definition. 

(Man kann die Zahl ] nicht etwa als Schreibweise fiir eine G egen- 
standsvariable ansehen, da in unserem Kalkiil die Gegenstandsvariablen 
wirklich als v a r i a b e l  fungieren, w~hrend das fflr die Aussagenvariablen 
nicht der  Fall ist.) 

Als , , A x i o m f o r m e l n "  der  A r i t h m e t i k  nehmen wir zun~ehst 
die folgenden, wir werden spiiter im Anschlul3 an den Widerspruchs- 
freiheitsbeweis (siehe 3.3) allgemeine Gesiehtspunkte angeben, nach denen 
weitere zulassige Axiomformeln gebildet werden k6nnen: 
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Gleiehheit: 

Eins: 

V x V y ( x - ~  y ~ y = x) 

vxvYvZ((X= y & y = z ) ~ x = z )  
3 x Eins 
y x y y ( ( E i n s x  & Eins y) D x --~ y) 

(Reflexivit~it) 
(Symmetrie) 
(Transitivit~it) 

(Existenz der 1) 
(Eindeutigkeit der 1) 

Vorg~inger: Y x~ y xVg y (Existenz des Nachfolgers) 
V xV Y (x Vg y D -v Eins y) (! hat keinen Vorgiinger) 
V x v y y z v u ( ( x V g y  &zVgu & x -~ z) D y -~ u) 

(Eindeutigkeit des Nachfolgers) 

V x V y v z v u ( ( x V g y  & z V g u  & y = u) D x ~ z) 
(Eindeutigkeit des Vorgiingers) 

Eine Formel !B heiflt innerhalb der Arithmetik mit Aussehlufl der 
vollstiindigen Induktion h e r l e i t b a r ,  wenn es eine LK-Herleitung fiir 
eine Sequenz 

gibt. worin ~ ,  . . . ,  ~I, Axiomformeln der Arithmetik sin& 

Dal~ dieses formale System der _~rithmetik in der Tat die in der 
inhaltliehen Arithmetik tiblichen Beweisfiihrungen (soweit sie die vo]l- 
st~ndige Induktion nicht benutzen) wiederzugeben gestattet, ]~l~t sieh 
nieht beweisen ,  da fiir inhaltliehe Uberlegungen kein lest begrenzter 
Rahmen besteht; man karm sich lediglich fiir einzelne inhaltliche Beweise 
dureh den Versuch davon iiberzeugen. 

3.2. Jetzt wollen wit die W i d e r s p r u c h s f r e i h e i t  des angegebenen  
fo rmalen  Sys t ems  beweisen. Das ist mit Hilfe des versch~rften Haupt- 
satzes (2.1) ganz einfach. 

3.2 1. Eine ,,Widerspruchsformel" ~I &-7 ~t ist dann und nut dann 
in  dem System herleitbar, wenn es eine L K-Herleitung fiir eine Sequenz 
mlt leerem Sukzedens  und azithmetischen Axiomformeln im Antezedens 
~bt.  Niimlieh: 

Aus / '  -~ 9I & -7 ~I erhiilt man F -+ so: 

~I ~ ~ N E  A 
U E A  

& -7 ~I, ~I - ,  Vertauschung 
~I, 9.I & "z !l[ ~ U E A 

Zusammenziehung 
Schnitt 

Die Umkehrung geschieht durch eine Verdiinnung im Sul~edens. 
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Ist also unsere Arithmetik widerspruchsvoll, so gibt es eine L K- 
Herleitung mit der Endsequenz 

wobei ~i1 . . . .  , ~I, arithmetische Axiomformeln sind. 
3. 2 2. Numnehr wenden wir die Versch~rfung des  Hauptsatzes (2.1) 

an. Die arithmetischen Axiomformeln erfiillen die an die S-Formeln der 
Endsequenz gestellte Bedingung. Also gibt es eine L K-Herleitung mit 
derselbe~ Endsequenz, welche folgende Eigenschaften hat: 

1) Sie enth~It keine Schnitte. 
2) Es gibt darin eine H-Sequenz, die ,,Mittelsequenz", deren Her- 

leitung keine Zeichen V und 3 enth~lt, und aus der die Endsequenz 
durch eine Reihe yon SchluBfiguren AEA,  EEA,  Verdiinnung, Zu- 
sammenziehung und Vertausehung im Antezedens hervorgeht. Die Mittel- 
sequenz hat leeres Sukzedens (2. 1 1). 

3.2 3. AnschlieBend nehmen wir eine Umbenennung yon Ireien Gegen- 
standsvariablen wie unter III, 3.1 0 vor, dadurch ~ndert sich an den 
genannten Eigenschaften nichts, und es kommt die folgende hinzu 
(III, 3.101): Die Eigenvariable jeder EE.4 kommt in der Herleitung nut 
in Sequenzen fiber der Untersequenz der EEA vor. 

3.2 4. Aisdann ersetzen wit in gleich anzugebender Weise jede freie 
Gegenstandsvariable fiberall, wo sie in der Herleitang vorkommt, dutch 
ein und dieselbe natiirliche Zah]. Dabei entsteht also eine Figur, die wit 
nieht mehr als LK-Herleitung bezeichnen diirfen; wieweit sie trotzdem 
einen inhaltlichen Sinn hat, werden wit nachher sehen. 

Die Ersetzangen der freien Gegenstandsvariablen dutch Zahlen ge- 
schehen in folgender Reihenfolge: 

3. 2 41. Zuerst werden alle freien Gegenstandsvariablen, die nicht als 
Eiigenvariable einer EEA vorkommen, fiberall durch die Zahl I ersetzt. 
(Man kSnnte auch eine andere Zah| netunen.) 

3.2 4 2. Numnehr nehmen wir die in der Herleitung vorkommenden 
EEA-SchluBfiguren yon unten anfangend der Reihe nach vor und er- 
setzen jeweils deren Eigenvariable (iiberall wo sie in der ,,Herleitung" 
vorkommt) dutch eine ZahL Diese Zahl bestimmen wir wie folgt: 

Die EEA kann nut lauten: 

E i n s a , / ' - ~ O  oder ~Vga, / ' - * O  
3xEinsx,  F ~ O  ~y~,Vgy, I ' - ) 0  

(auf Grand der Teilformeln-Eigenschaft III, 2.513; ~, kann nur eine Zahl 
sein~ auf Gruad yon 3.241 uad 3. 23). 

Im erstea Falle wi.rd a durch 1 ersetzt, im zweiten Falle dutch die 
um 1 grSl~ere Zahl als ~. 
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3. 25. Jetzt betrachten wit die aus der Herleitung entstandene Figur. 
Insbesondere interessiert uns das Aussehen der (ehemaligen) Mittelsequenz. 
Dariibex kSnnen wit fo]gendes sagen: 

I]~ Sukzedens ist leer, und jede der Antezedens-~-Formeln hat ent. 
weder d~e Gestalt Einsl  oder ~Vg~', wobei flit ~ eine Zahl und fiir ~' 
die um 1 grSl3ere Zahl steht, oder abet sie geht ans einer arithmetischen 
Axionffol~nel mit lauter AUzeichen am Anfang dutch Weglassung der 
Allzeichen (und der danebenstehenden gebundenen Gegenstandsvariablen) 
und Einsetzung yon Z a h ] e n  fur die gebundenen Gegenstandsvariablen 
im iibrigen Teil der Formel  hervor. (Alles dies folgt dutch dieselbe 
Betrachtung wie unter III,  2. 512, siehe auch 2. 11). 

D. h.: Die ~-Formeln im Antezedens der Mittelsequenz stellen i n h a l t -  
l ich  r i ch t i ge  n u m e r i s e h e  Aussagen  dar. Ferner gilt mr die , ,Her-  
l e i t u n g "  der Mitte]sequen~: Sie ist aus einer Herleitung ohne die Zeichen V 
und ~ t~ervorgegangen, indem man die darin vorkommenden f~eien Gegen- 
standsvariablen dutch Zahlen ersetzte. Eine solche ,,Herleitung" ste]lt 
nun inlmltlieh e'men Beweis  der  A r i t h m e t i k ,  der  n u r  Sch lu~we i sen  
der  Aussagen log ik  b e n u t z t ,  dar. 

Damit, sind wit zu ~olgendem Ergebnis gelangt: 

Wenn unsere Arithmetik wide rsprucl~voll ist,  so ]~JSt sich bereits 
aus riehtigen numerischen Aussagen dutch blol~e Anwendung yon Schltissen 
der Aussagenlogik ein Widel~pruch beweisen. 

Dabei sind also ,,richtige numerische Aussagen" Aussagen der Form 
Eins 1, �9 Vg ~', sowie alle numerischen Spezialfii]le der unter den Axiomen 
vorkommenden generellen Aussagen, z.B. 3 ~ 3; 4 ----- 5 ~ ' 5  -~ 4; 3 V g 4  
D "7 Eins 4. 

Dal~ nun aus solcnen Aussagen mittels der Aussagenlogik kein Wider- 
spmeh folgen kann, ist nahezu selbstverstiind]ich, und ein Beweis hierfiir 
wixe kaum mehr a]s eine formale Umscl~eibung eines inhaltlich klaren 
Sachverhalts. Wit wollen daher diesen nieht durchflflh-en, wit deuten 
nur kurz das hierbei iib]iche Vedahren an: 

Man setzt aUgemein lest, flit welche Zahlenwerte die Formeln Einsp, 
-----~, p Vg~, p-1-~ ~ usw. richtig und flit welche sie falsch sind, 

ferner erkl'~rt man in bekannter Weise (siehe etwa H.-A., S.3) die Rich- 
tigkeit oder Falschheit yon ~ & ~B, ~ ~ /~ ,  -7 9 /und  ~[ D ~B als Funktion 
der Richtigkeit oder F~lschheit der Teilformeln, und zeigt dann, da~ al|e 
numerischen-Spez~lfi~lle der Axiomformeln ,,richtig" sind, sowie daft die 
Sch]uflfiguren der Aussagenlogikvon richtigen Formeln immer wieder auf 
riehtige Formetu f~ren.  Eine Widerspruchsformel jedoch ist keine rich- 
tige "Yormel. 
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3. 3. Aus den unter 3.2 5 gemachten Bemerkungen ist leicht ersichtlich, 
in welcher Weise sich das System der a r i t h m e t i s c h e n  Ax iomforme ln  
erweitern l ~ t ,  ohne dab dadurch ein Widerspruch herleitbar wird: Wir 
kSnnen ganz allgemein solche Axiomformeln zulassen, wetche Allzeichen 
nut am Anfang und fiber die ganze Formel erstreckt, sowie keine 
Es-gibt-Zeichen enthalten, und yon denen jeder numerische Spezialfall 
inhaltlich riehtig ist. (W]r kSnnten auch noch gewisse Formeln mit 
Es-gibt-Zeichen zulassen, sofern sie sieh beim Widerspruchsfreiheitsbeweis 
in analoger Weise wie die beiden oben vorkommenden behandeln lassen.) 

Z.B. sind Iolgende Axiomformeln fiir die Addition zul~issig: 

V x V y ( x V g y  ~ [x ~ -1 -~  y]) 
V x V y v z v u v v ( ( x V g y  & [z + x : u ]  & [z 4 -y  ---- v])D uVgv) 
v x v Y V z V U ( ( [ x  + y = z] & Ix + y = u]) D z ---- u) 
v x v y v z ( [ x  + y = z] ~ [y + x : z]) 

und andere. 

3. 4. Da man in der Zah]entheorie andauernd die vollst~ndige In- 
duktion braucht, so hat die Arithmetik ohne vollst~ndige Induktion nut 
wenig praktische Bedeutung. Fiir die Arithmetik mit Einschlul3 der voU- 
st~tndigen Induktion ist jecloch die Widerspruchsfreiheit bisher noch nieht 
einwandfrei bewiesen. 

V. A b s e h n i t t .  

D i e  A q u i v a l e n z  d e r  n e u e n  K a l k i i l e  .NJ, .~'K u n d  L J ,  L K  
mit  e i n e m  

d e m  F o r m a l i s m u s  y o n  Hi lbert  a n g e g l i c h e n e n  Kalkiil .  

w 

Der Begriff de r  ~quivalenz. 

1.1. Wir fiihren den folgenden ~quivalenzbegriff zwischen Formeln  
und Sequenzen  eln (dieser ist im Einklang mit den unter I, 1.1 und 
1,2.4 gemachten Angaben fiber den inhaltlichen Sinn des Zeichens/~ 
und der Sequenzen): 

GIeiche Formeln sind ~iquivalent. 

Gleiche Sequenzen sind aquivalent. 

Zwei Formeln si~d ~quivalent, wenn die eine aus der anderen da- 
dutch entsteht, dab man das Zeichen ~ fiberall durch die Forme] 
A & -7 A ersetzt. 

Mathematische Zeitsehrtft. 39. 27 
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Die Sequenz 92. . . . .  92~-~ ~ . . . .  , ~8. is~ /iquivalent mit folgender 
Formek 

wenn die 92 und die ~B nicht leer sind: 

(92, '~ . . .  & ~,,) ~ ( ~ ,  V . . .  V ~ , ) ;  

(diese Fassung ist fiir den ~quivalenzbeweis bequemer als die mit 

~1 V . . .  V ~,,), 
wenn .die 92 leer sind, doeh die ~B nicht: 

~ , , V  . . .  V ~8~; 

wenn die ~B leer sind, doeh die 92 nicht: 

(~, ~ . . .  & ~ )  ~ (A ~ - ,  A);  

wenn die 9~ und die ~B leer sind: 

A & -TA. 

Die AclUivalenz ist transitiv. 

1.2. (Man kSnnte natiirlich den .~quivalenzbegriff noch wesentlieh 
welter fassen, z.B. pflegt man gewShnlich zwei Formeln iiquivatent zu 
nennen, wenn die eine aus der anderen herleitbar ist. Wit begniigen uns 
bier mit der angegebenen speziellen, fiir unsere _~quivalenzbeweise aus- 
reichenden Fassung.) 

Zwei H e r l e i t u n g e n  wollen wir ~iquivalent nennen, wenn die 
Endformel bzw. Endsequenz der einen mit der tier anderen ~iqui- 
valent ist. 

Zwei Kalki i le  nennen wir ~quivalent, wenn sich jede Herleitung in 
dem einen Kalkiil in eine ~quivalente Herleitung in dem anderen Kalkiil 
umwandeln l~Bt. 

I m w  2 dieses Abschnitts werden wit einen dem Hilbertschen Forma- 
lismus angeglichenen Kalkiil (LH J flit die intuitionistische, L H K flit die 
klassische Pr'~dikatenlogik) angeben. In den iibrigen Paragraphen dieses 
Abschnitts werden wit dann die :~quivalenz der Kallriile L H J, N J 
und L J  (w sowie die ~quivalenz der Kalk~e L H K ,  N K  und L K  
(w in dem eben erkl~ten Sinne, zeigen. Und zwar beweisen ~ r  der 
Reihe nach: 

Jede LHJ-Herleitung l~I~t sich in eine iiquivalente N J-Herleitung 
umwandeln (w jede NJ-Herleitung l~il~t sich in eine ~quivalente 
LJ-Herleitung umwandeln (w 4), und jede LJ-Herleitung l~[3t sich in eine 
iiquivalente LHJ-Herleitung umwandeln (w damit ist offenbar die 
~quivalenz aller drei Kalkiile bewiesen; ganz entsprechend verfahren wir 
dann mit den drei klassisehen Kalkiilen in w 6 (6. 1--6.3). 
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w 

Angabe eines logistisehen Kalkiils nach Hilbert 8) und Glivenko~ 

Wit erkl~ren znn~chst die i n t u i t i o n i s t i s c h e  Form des Kalkiils: 
Eine LHJ-Herleitung besteht aus Formeln in stammbanmf6rmiger 

Anordnung, die Anfangsformeln sind Grundforme]n. 
Die Grundformeln und Schh~figuren entstehen aus den folgenden 

Schemata nach derselben Einsetzungsvorschrift wie unter II,  2. 21, d .h. :  
Fiir 9I, ~B, @ sind beliebige Formeln einzusetzen, fiir V t ~ t  bzw. 

31 ~ ~ eine beliebige Formel mit V bzw. 3 als ~uBerstem Zeichen, ~ be- 
zeichne die zugehSrige' gebundene Gegenstandsvariable, fiir ~ a diejenige 
Formel, welche aus ~ ~ entsteht, indem man die gebundene Gegenstands- 
variable t iiherall, wo sie vorkommt, durch die freie Gegenstandsvariable a 

ersetzt. 
S c h e m a t a  f i ir  G r u n d f o r m e l n :  

2.11.  ~ i ~  
2 .12.  9i ~ (~B D 9~) 
2.13.  (~ ~ (~ ~ ~)) ~ (~ ~ ~) 
2 .14 .  (~ = (~  ~ ~)) ~ (~  ~ (~ ~ ~)) 
2 .15.  (~ ~ ~)  ~ ((~ ~ ~) ~ (~ ~ r 
2.21. (~I & ~B) D ~I 
2.22.  (~I & ~B) D ~B 
2.2 3. (~ = ~)  ~ ( (~ ~ ~) ~ (~ ~ (~ ~ r  
2.31. ~ D (9I V ~B) 
2.32.  ~$ ~ (9.I V ~8) 

2.3 ~. (~ ~ ~) ~ ((~ ~ ~) ~ ((~ v ~) ~ ~)) 
2.4~. ( ~ $ ) ~  ( ( ~  - ~ $ ) v  - ~ )  
2.42. (-z ~I) ~ ( ~  ~B) 
2.51. V ~ D ~ a  
2.52. ~ a D ~ .  

(Einige Schemata sind entbehrlich, doch kommt es uns att~ Unab- 
l~ngigkeit nieht an.) 

S c h e m a t a  f i ir  S c h l u f l f i g u r e n :  

~ V ~  ( ~ ) ~ [  

s) D. Hilbert, Die Grundlagen der Mathematik; Abh. a. d. math. Sere. d. 
Hamburg. Univ. 6 (i928), S. 65--85. 

9) V. Glivenko, Sur quelques points de la Logique de M. Brouwer; Acad. 
roy ale de Belgique, Bulletins de la classe des sciences. 5e s6rie, t. XV (1929), pp. 
183--188. 

27* 
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Variablenbedingung: In den sus den beideu let~ten Schemata 
en~tehenden Schlul$figu~en dad die hn Sc/mma ,nit ~ l~zeichnete Gegen- 
standsvariable in der Untefformel nicht vo~kommen (also nicht in ~{ 

(Dez Kalkffl L HJ ist im wesentlichen ~iquivalen% ,nit dem yon 
Heyting~).) 

Dutch H, mzunahme des Grundformeluschemas ~I V "~ ~ entsteht der 
Kalki i l  L H K  (klasaisvhe ~katenlogik). 

(Dieser ist im wesent~c~en ~iuivalent mit dem bei H.-A, Se~te 53, 
angegebenen KalkfiL) 

Umwandlung einer LHJ.Her le i tung  in eine iiquivalente NJ-Herleittmg. 
Aus einer L HJ-HeHeitung (V, 2) e~hatten wit eiae NJ-Hexleitung 

(If, 2) mit gleichex Endformel dutch ~olgeude Umwancllung dex L HJ- 
Iterleitung: (Rs werdcn dabd s~mtlichc H-Fommln dieser Herle*~tung als 
H-~onneln der iNJ-Herleitung w~e2ersdaeinen, und ~ werden diese 
stets yon keine~ Annahmeformel abbRngen. Au~erdem kornm~en weiteze, 
yon Annahme~onnelu abh'dag{ge H-l~ormeht hin~.) 

3. I. An Stelle de~ LHJ-Grundformeln t~eten NJ-Hexleitungen 
fiir diese, nach fo]genden Schemata: 

1 

(3. 

(s. I s) 

91 ~I~ S F B  

~B F B  , 
9I D ~B ~F E ~. 

(~ m (91-~ S)) = (91 = S) 

r 

(91 _~ ~) ~ ((~ ~ r ~ (91 ~ ~ '~ ~-~:.~ 

1 

F B  

~ (~  ~ ~) 

93 SD~ 
--FB 

91m~ 
FE~ 

I 

(2.21) ~II&~ U B 

F B t .  

i,,) s. Anm. ~)~ 
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und 2.52. 
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analog vie 2.21 erledigen sich 2.22, 2.31, 2.32, 2.51 

1 8 1 

(2.23) ~ g ~ 3 F B  ~ g ~ ; F B  
~3 UE ~3&C FE g~  (~3 &r 

(71 ~ ~) ~ ((71 ~ r ~ (71 ~ (~ ~ r 
1 4 1 3 

(2.33) s ?1 ?1~E iVB ~ ! B D ~  F B  
?1v ~ E E 

OB~ 
FF, s 

(~ ~ ~) ~ ((71 v $ )  = F E , .  
"i71~ r ~ ((~ ~ r ~ ((71 v 2) ~ r 

1 3 I 

(2.41) 9I ?1~ !B F B 71 71~ -~ ~ F B 

N B  

NE~ 
--:71 

FE~ 

(71 ~ ~ )  ~ ((71 ~ -7 ~ )  ~ - ,  71) 

(2.4 2) 71 "7 71 N B 

A 

~ F E ~  
..FE~. 

( "  71) ~ (71 ~ 2 )  
3.2. An Stelle der L H J - S c h l u ~ f i g u r e n  treten Teile einer N J -  

Herleitung nach ~olgenden Schemata: 

bleibt so, dies ist ja schon eine FB.  
~B 

~ i ~ Q  wird zu: 
1 

~a 
v ~  AE 

S 

wird zu: ~ z  ~ EB~ 

FEI. 
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Die Variablenbedingung flit die Schlul]figuren A g und E B ist er- 
fiitlt, wie man leicht sieht, n~imlich auf Grund der flit die LHJ-Schlui]- 
figuren bestehenden Variablenbedingung. 

Damit ist die Umwandlung einer L HJ-Herleitung in eine gquivalente 
N J-tt~rleitung vollzogen. 

w 

Umwandlung einer ~J-Herleitung in eine gquivalente ZJ-Herleitung. 

4. 1. Diese geht so vor sich: Man e r se t z t  zun~hst  jede H-Formel 
der 2qJ-Berleitung dutch folgende Sequenz (vgl. III,  1.1): Im Sukzedens 
steht nur die Formet selbst, im Antezedens stehen die Annahmeforme]n, 
yon .denen sie abhing, und zwar in der Reihenfolge, wie sie in der N J -  
Herleitung yon ]inks nach rechts vorkamen. (Es ist wohl deuflich, wie 
eine Reihenfolge der Anfangsformeln einer stammbaumf6rmigen Figur yon 
links nach rechts gemeint ist). 

Alsdann ersetzen wir ferner das Zeichen/~ iiberall, woes  vorkommt, 
durch A &-7 A. (Die hierdureh aus einer Formel 92 entstehende Formel 
bezeichnen wit mit 92*.) 

4.2. Nun haben wit bexeits ein stammbaumfSrmiges System yon 
Sequenzen. Die Endsequenz hat leeres Antezedens (II, 2.2), sic ist offen~ 
bar schon Rquivalen~ mit der Endformel der N J-Herleitung. Die Anfangs- 
sequenzen haben ~mtlich die Gestalt 9 '  -~ ~* (II, 2. 2), sind also bereits 
Grundsequenzen einer L J-Herleitung. 

Die aus den N J-  SchluBf iguren  entstandenen Figuren werden nach 
den folgenden Schemata in Teile einer LJ-Herleitung umgewandelt: 

4. 2 1. Die SchluBfiguren OE, AE, E E sind bereits dutch die Er- 
setzung in LJ-SchluBfiguren iibergegangen. (Ira Falle einer A E  ist die 
LJ-Variablenbedingung auf Grund der NJ-Variablenbedingung erfiillt). 

F-~ 92* A -~ ~* 
4.22. Eine U E  wurde zu: 

/ ' ,A -~ ~* &~*" 
Man macht daraus: 

/~-~ 92* ~evtl. mehrmalige Vertau. A] --> ~* Ievtl. mehrmalige 
F, A -~ 92* ]sehung und Verd~innung /", Z[ "-~ ~J* ~Verdiinnung 

F,A -~ 92" & ~* U E S  

F .  ~*, 1"~ . . . . .  ,92% I'~ .-~ ~* 
4.2 3. Eine F E  wurde zu: 

/ ' .  T'j, . . . .  / 'o  ~ 92* ~ ~*  
Man macht daraus: 

r~, 92-, r~, ...,.~*, r~ ~ ~* evtl. mehrmalige Vertauschung unfl Zusammen- 
92% F .  F~ . . . . .  T'~ ~ ~*  F g 8 ziehung, u.U. Ve~liinnung. 
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4. 24. Bei einer iV E veff~hrt mau ebenso, schlie~lich hat man noch 
~. ~*,F.-~ A & -r A 

die ~lgur .... ~ _ ~  ~ ~ zu behande]n. 

Nun leitet man A &  ~ A - ~  wie folgr im Kalkiil L J  her: 

A -~ A 
N B A  

"zA, A -,. U E A  
A & ~ A , A - ~  
A, A & -7 A -~ Vertauschung 

A &-r A, a & w A -~ 
A & -r A -~ Zusammenziehung. 

Mit Hinzunahme dieser Sequenz mach~ man aus der zu behandelnden 
Figu : 

~ I * , F - . ~ A & ~ A  A & T A ~  
8chnitt 

2 * , F - ~  
F - ,  "7 2* N E S.  

4.25.  Die NJ-SchlulHigur ~ wurde dutch die Ersetzung (4. 1) zu 

I ' ~  A &-~ A 
Man macht daxaus: 

F -~  ~* 
F ~ A & " ~ A  A & ~ A ~  

8chnitt p - ~  
p -~ ~ ,  u 

Dabei ist iiber A & 7 A-~  die unter 4 .24 angegebene Herleitung 
fii~ diese Sequenz zu setzem 

4.26. Eine A B wurde zu: 
F-~  ~*a 

Man macht daraus: 

F - ~ V ~ i * ~  V ~ * t - ~ * a  A E A  
Schni*~. 

F-~  i~*a 
4. 27. Eine U B  wil l  genau ebenso behandelt. 

F -~  ~[* A -~ 9/* D ~B* 
4, 28. Eine F B wurde zu: 

F, A--~ ~B* 
Man mach~ daraus: 

F - ~  ~[* ~B*-~ ~B* 
F E A  

A-~ ~I* -~ ~*  2"  D ~*, P-~  ~* 
Schnitt 

A, P -~ !B* 
.. evtl. mehrmalige Vertauschung. 

F ,A - ~ *  
F -~  2"  /I -~ -7 2 "  

4. 2 9. Eine N B wurde zu: 
F , A . ~ A & ~ A  
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Man macht daraus: 
F -~  ~* 

N E A  
A -~ -~ ~* -7 ~I*, F -~ Schnit~ 

A ,F -~  
evtl. mehrmalige Vertauschung 

F, ~1-~ 
F, A ~ A & ~ A Verdfinnung. 

4.2 10. O B: Auf die beiden rechten oberen Sequenzen lii~t man 
zuniichst wie oben bei F E  und N E  (4.23) Vertauschungen. Zusammen- 
ziehungen und Verdiinnung (soweit n5tig) folgen, derart, dab als Ergebnis 
jeweils eine Sequenz auftritt, in" der eine Formel der Gestalt 9~* bzw. ~B* 
am Anfang des Antezedens steht (w~hrend im iibrigen Antezedens genau 
die betreffenden ehemaligen Annahmeformeln verschwunden sind). Als- 
dann folgt: 

~][*, F --~ ~* I evtl. mehrmalige ~*,  A --~ ~* { evil. mehrmalig e 
Verdttnnung and Verdiinnung uud 

~*,F, A -~ ~* V ~ o h ~ g  ~* ,F ,  A -*~* Ve~hu~g  
~-,92"  V ~* ~[* V ~* ,F ,A  ~ *  " OEA 

-~, F, A -~ C* Schnitt. 

4. 2 11. Eine E B wird ganz ~hnlich behandelt, zuniichst wird in 
der rechten 0bersequenz ~*a an den Anfang des Antezedens gebracht 
(wie unter 4.2 3), dann folgt: 

~*a, F-~ ~* E R A  
A ~ * ~  3z~*~ 'F '~@* Schnitt. 

A , F ~ *  

Die LJ-Variablenbedingung fiir die E E A  ist auf Grund der NJ-  
Variablenbedingung flit die E B erfiillt. 

Damit ist die Umwandlung einer N J-Herleitung in eine iiquivaleate 
L J-Herleitung vollzogen. 

w 

Umwandlung einer L J-Herleitung in eine iiquivalente LHJ-Her l e i tung .  

Diese Umwandlung ist etwas schwieriger als die beiden bisherigen. 
Wir fiihren sie in einer Reihe yon einzelnen Schritten dutch. 

Vorbemerkung: Zusammenziehungen trod Vertauschungen im Suk- 
zedens gibt es im Kalkiil L J nicht, da in solchen mindestens zwei S- 
Formeln im Sukzedens auftreten wiirden. 

5.1. Zuniichst fiihren wir an Stelle der SchluBfiguren UEA,  OES, 
A E A ,  EES ,  N E A  und F E A  n e u e  G r u n d s e q u e n z e n  ein, diese sind 
nach den folgenden Schemata zu bflden (Einsetzungsvorschrift wie in 
III, 1.2; dieselbe gilt im folgenden immer; wit werden iibrigens flit Formeln 
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neben den dozt genannten Buchstaben 2t, ~ ,  ~ und @ aueh noch die 
Buehstaben ~, ~ und ~ verwenden): 

Wit wandeln also die betreffenden ScMuBfigu~n in der zu behandelnden 
LJ-Herleitung in folgender Weise urn: 

Eine U E A  wird zu: 

~ & ~ - ~ I  ~, F - ~ O  
Schnitt. 

~&~3, F-~  O 
Entsprechend verwandetn wiz die endere l~orm der UEA und ~ede 

A E A .  
Symmetri~h dazu v e ~ . n  wiz mit einer O E ~  oder EES .  
Eine N E A  wild zu: 

Vertansehung 

F,-~ ~I-~ 
-7 2, F -~ evtl. mehrmalige Vert~uschung. 

(])as O im Schema der N E A  (HI, 1.2 2)mu~ leer sein auf Gnmd 
der LJ-Sukzedensbedingung, ebenso bei der F B  A.) 

Eine F E A wird zu: 
~i8  

~ ~ , ~ I - ~  
F ~ 9~ ~, ~[ D ~B --> ~B Vertauschung 

Schnitt 

/', ~ID $,  A -~A evtl. melwmalige Vertauschung. 

5.2. ffetzt sehreiben wit bd allen H-scqueazen, welehe t ee res  
S u k z e d e n s  haben, die Formel A &-1 A ins Sukzedens. 

Dabei bleiben die Grundsequenzen der Form ~)-~ E), sowle ~!i| 1. his 
C516 und (5[8, feme~ die Schlu~figuren U E ~  A ~ 8  und F E S  unver- 
~ndert. Die iibrigen Grundsequenzen und ScMuBfiguren gehen fiber in 
Grundsequenzen und Schluflfiguren nach folgenden Schemata: 

~[9: -r ~,~t-~ b 

P.-,..b ~,~,.P--,..5 ~f3: ,a, ~, ~, P--,.~5 
~ f l :  ~ , P ~ b  ~f2:  :b, P ---,- .~ zl, e, ~ ,  F - . . ~  
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~f4 :  .F -., A & ~ A ~ f  S : I" -~ ~ ~ ,  A -~ ~ 

~ I , / ~ - ~  ! B , F - * ~  Gf7: ~ a , I ' - - ~  G , 8 : ~ I , F - ~ A & ~ A ,  ~f6 :  

(fiir ~[7 besteht die Variablenbedingung: Die m i t a  bezeiehnete freie 
Gegenstandsvariable daft in der Untersequenz nieht vorkommen.) 

5.3. Nunmehr liiflt sieh die SchluBfigur ~f  4 wie folgt dutch andere 
erse~zen (dies liegt im wesentliehen an der allgemein gehaItenen Form des 
Schemas (ti[ 9): 

~5~2 
I '  -~ A &-r A A & -z A -~ -z A 6 f  5 ff)19 
~ [ 1  I ' - ~  -~ A -z A ,  A - ~  ~ 

F - ~ A & ~ A  A & ~ A ~ A  F , A - ~  6 f 5  
F -~ A 6f  5 A , / '  -~ ~) evtl. mehrmals 6f  3 

r, r - *  ~ 6f5 
evtl. mehrmals ~f  2 mad 6f  3. 

In iihnlieher Weise ersetzen wit die 8ehluflfigur 6 f 8  (sooit sie in 
der Herleitung vorkommt), jedoch diesmal unter Benutzung einer neuen 
SchluBfigur naeh dem Schema: 

6 f  9 : I ' ,  ~I ~ A I'~ 2 -~ "7 A 

Die Eme~zung ge~hieht wie folg~ (ftir 6 f  8 tri~t): 

~I, I ' -+ A & -z A A & ~ A ---, A ~I,F-~ A & -/  A A & "z A -~ ~ A 
~t, F -~ A 6 ~ 5 ~I , F -~ "-r A 6 [ 5  
F-~2 -~ A evtl. mehrmals 6f  3 / ' , 2 -~ - r ~  evtl. mehrmals 6f  3 

F-+ "7 2 6f9. 
5.4. Wir .fiihren nun nochmals zwei < neue  S e h l u B f i g u r e n s e h e m a ~ a  

ein, niimlich: 

6f10:  F,9~-~!B und die Umkehrung: 6 i l l :  / ' - ~ 2 ~ ! B  

Wit woUen SehluBfiguren dieser beiden Arten in die Herlei~ung hin- 
einbringen, um mit ihrer Hilfe eine Reihe yon anderen SchluBfiguren 
dutch speziellere ersetzen zu k6nnen (unter 5. 42 und 5.43). 

5. 41. ZunKchst sind ~ g ~-SchluBfiguren jetzt mittels ~f  10 ersetzbar: 
Eine lvE~g wird umgewandelt zu: 

evtl. mehrmals 6 f 3 
r ,  ~.-,.$ 

F--+~[~ !B 6110. 
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5. 42. A]sdann werden die SchluBfiguren 6[  1, 6[  2, ~ 3, 6 [  5, 
6[  6 und ~f  7 in folgender Weise umgewandelt: 

Als Beispiel nehmen wir eine ~f  2, diese verwandeln wit in folgende 
Figur (es sei/~ gleich ~1 . . . .  , ~e): 

e l l 0  
mehrmals e f  10 

+ ~1 = ( ~  ~ ( ~  ~ .~).) 
; mehrmals 6[  11. 

Ganz entsprechend verfahren wit mit allen genannten SchluBfiguren; 
wir ersetzen sie also unter Benutzung yon 6[  10 und ~f  11 dutch SchluB- 
figuren nach den Schemata: 

- ~  6113: ~ '  ~3 - ~  A, ~, ~-~r ~f12: ~ - ~ E  ~)_,E ~f14: A,~,~3-~E 

~f15: / ' - ~  ~ - ~  ~f16: ~[-+~ ~ B - ~  ~f17: ~ a - > E  

(~iir ~f  17 besteht die Variablenbedingung: Die mit a bezeichnete freie 
Gegenstandsvariable daft in der Untersequenz nicht vorkommen.) 

5. 4 3. In iihnlicher Weise ersetzen wir weiterhin unter Benutzung yon 
6110 und @[11 die SchluBfiguren 6[9,  @~13 und ~f14 dutch die 
folgenden: 

~ f l 8 :  F - - , - ~ A  F..+91~ "-zA ~f19: - ~ ) ~  ( ~ E )  

~f20: A + ~ ( ~ E )  

In derselben Weise ]assen sich die Grundsequenzen ffii8 und ffi[9 
ersetzen dutch: 

~I D ~B ~ ~[ ~ ~3, diese Form fgllt unter das Schema ~3 -~ ~3; sowie 
~ 1 0 :  -z ~-~9~ ~ ~5. 

5.5. Nun kommt der l e t z t e  S c h r i t t :  
Wit ersetzen jede H-Seque~Iz 

%, .. . ,  ~ . - * ~  
dutch die Fonnel (9/1 & . . .  & ~,,) ~ ~B. 

(Sind die ~I leer, so ist ~B gemeint. Ein leeres Sukzedens kommt 
nach 5. 2 nicht mehr vor.) 

Dadurch werden s/imtliche Grundsequenzen (n~nlich ~ - ~  ~3, ~f 1 his 
~f 6, ~[ 10) zu ~HJ-Grundsequenzen. 

Yon den SchluBfiguren werden A g S  und ~ 17 ebenfalls zu Z H J -  
Schlul~figuren. (Bei ersterer macht allerdings der Fall, dab /" leer ist, 
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eine Ausnahme. In diesem Falle leitet man (ira Kalkiil L HJ) aus ~ a 
zun~chst mittels 2 .12 ( A D A ) ~  ~a  her, wendet nunmehr die LHJ- 
Sehlu~figur an und erhiilt dann mittels 2.1 1 schliefllich wieder VI ~ ~.) 

Die aus den iibrigen Schluflfiguren (das sind noch UES, ~f 10, 11, 
12, 15, 16, 18, 19, 20) dutch die Ersetzung entstehenden Figuren werden 
in folgender Weise in Teile einer LHJ-Herleitung iibergefiihrt: 

Eine UE~ wurde zu (sei zuniiehst ~P nieht leer): 

Wir maehen  daraus: ~ ( ~ & $ )  
(2. 2 3) 

~ ~ (~ ~ ~) ~ ((~ ~ ~)  ~ (6 ~ (~ & ~))) 
�9 ~ ( ~  ~ ) ~ ( ~  (~&z)) 

~ (~& ~) 

Ist f '  leer, so verfahren wit wie zuvor bei der  A ES.  

Die aus ~f 12, 15, 16 und 19 dutch die Ersetzung entstandenen 
Figuren ]assen sich ganz entsprechend unter Verwendung yon Grund- 
formeln nach den Schemata 2.12, 2. 15, 2.33 und 2. 13 behandelu. 

In ~hnlieher Weise erledigt man ~f 18 und ~f  20 mittels 2.41 und 
2.14 mit Hinzunahme von 2.15 und 2.14, 2. 13. 

Nun bleiben noch die aus ~f  10 und ~f  11 entstandenen Figuren. 
Beide sind trivial flit leeres 1", sei also im folgenden P nicht leer. Als- 
dann verwandein wir diese Figuren so in  LHJ-Herleitungsteile: 

(~f 10): Aus (~ & 9~)D ~B haben wir ~ (~D ~B) herzuleiten. Nun 
ergibt 2.23 mit 2.11 : (~ D ~I) ~ (~ D (~ & !l[)). Dies mit (~ & ~I) D ~B 
und 2.15, 2. 14 ergibt (~ ~ ~I) D (~ ~ ~B), aus die~r Formel und 2. 12, 
2. 15 ergibt sich !li D (~ ~ ~B), mit 2. 14 also ~ ~ (~I ~ ~B). 

(~f 11): Aus ~ D  (~ ~ ~B) leiten wit (~ & ~I) D ~B im Kalkifl LHJ 
wie folgt heri 2.21 und 2.22 ergeben (~ & ~ ) D ~  und (~ & 9~)D!l[, 
daraus zusammen mit ~ D (~[ D !B) erh~lt man (mit Hilfe von 2.15, 2. 14, 
2. 15, 2.13) (~ & ~) ~ ~. 

Damit ist die Umwand]ung der LJ-Herleitung in eine LHJ-Her- 
leitung vollzogen. Beide sind ferner auch wirklich iiquivalent, denn die 
Endsequenz der L J-Herleitung ist nur yon den Umwandlungen 5. 2 und 
5. 5 betroffen worden und dabei offenbar in eine mit ihr (gemii~ 1.1) 
iiquivalente Formel iibergegangen. 

Nimmt man die Ergebnisse yon w 3 bis 5 zusammen, so ist vunmehr 
die .~quivalenz der  drei  Kalki i le  LHJ, NJ  und LJ voll be- 
wiesen. 
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w 
Die ~quivalenz der Kalkiile L H K ,  N K und L K .  

Nachdem die _~quivalenz der zugeh6rigen i n t u i t i o n i s t i s c h e n  Kal- 
ktile bewiesen ist, l~Bt sich die der k lass i schen  ziemlich leicht folgern. 

6.1. Um eine LHK-Herleitung in eine ~luivalente NK-Herleitung 
umzuwandeln, verf~hrt man genau wie in w 3. Die hinzukommenden Gruncl- 
formeln nach dem Sohema 9/ V -~ 9/ bleiben unver'dndert und sind dann 
gleich Grundformeln der N K-Herleitung. 

6.2. Um eine N K-Herleitung in eine ~quivalente L K-Herleitung um- 
zuwandeln, verf~hrt man zun~ehst wie in w Die hinzukommenden 
Grundformeln nach dem Schema 9/ V-7  9/ gehen dabei in Sequenzen 
der Form -~ 9/* V -~ 9/* tiber. Diese ersetzt man dann dutch ihre LK-  
Herleitungen (gem~B III, 1.4).  Damit ist die Umwand]ung der N K-Her- 
leitung in eine ~quivalente L K-Herleitung vollzogen. 

6.3. U m w a n d l u n g  e iner  L K - H e r l e i t u n g  in eine L H K - H e r -  
le i tung.  

Wit ftihren einen Hi l fska lk t i l  ein, der sich yon dem Kalktt] L K  
in folgender Weise unterscheidet: 

Die SehluBfiguren dtirfen nach den Schemata III, 1.2 1, 1.2 2 gebildet 
werden, 'jedoch mit folgenden Einschr~nkungen: Zusammenziehung und 
Vertauschung im Sukzedens sind tiberhaupt nicht zul~issig; bei den tibrigen 
Schemata dad ftir ~ und A niehts eingesetzt werden, diese Stellen bleiben 
also leer. 

Ferner kommen fo]gende zwei Schemata ftir SchluSfiguren hinzu 
(Einsetzungsvorschrift wie tiblich, III, 1.2): 

F - ~  9/, O F, -7 9 / - ,  ~9 
~f 1: F, -7 9/-~ O und die Umkehrung: ~f 2: F -~ 92, 

(Hier in  braueht also O nicht leer zu sein.) 
6.3 1. Umwandlung einer LK-Herleitung in eine Herleitung des Hilfs- 

kalkiils: 
(Das Verfahren ist iihnlich wie unter 5.4.) 
S~imtliche SchluSfiguren auSer Zusammenziehungen und Vertauschungen 

im Sukzedens werden nach folgender Vorschrift umgewandelt: Man liil~t 
auf die Obersequenzen Schlui3figuren ~,f 1 folgen, solange bis man alle 
Formeln yon O bzw. A negiert ins Antezedens (rechts neben / '  bzw. A) 
gebra.cht hat. Dann folgt eine SchluSfigur derselben Art wie die umzu- 
wandelnde, und zwar ist dies nun eine im Hilfskalktil erlaubte Schlul3- 
figur. ~ (Man rechnet die ins Antezedens gebrachten Formeln z u / '  bzw. A.) 
Alsdann l~iSt man Schlul3figuren ~f  2 folgen und bringt hierdurch O und 
A wieder ins Sukzedens zuriick. ( B e i F E A  und Schnitt mu8 man u. U. 
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zuvor Vertauschungen im Antezedens vornehmen, diese sind abet eben[alls 
erlaubte Schlul~figuren des Hilfskalkiils.) 

Nun bleiben noch die Zusammenziehungen -- bzw. Vertauschungen - -  
im Sukzedens zu erledigen. Bei einer solchen bringt man atff dieselbe 
Weise zun~ichst das ganze Sukzedens negiert ins Antezedens, l i~t dann 
Vertauschungen, eine Zusammenziehung , und wieder Vertauschungen 

- -  bzw. eine Vertauschung -- im Antezedens fo]gen, und bringt danach 
die negierten Formeln wieder (dutch SchluBfiguren ~[ 2) ins Sukzedens 
zuriick. 

6.32. Umwandlung einer Herleitung des Hilfskalkiils in eine Her~ 
leitung des Kalkiils L J mit Hinzunahme des Gmnclsequenzsehemas 

- ~ I V  " ~ :  
Man ~ndert zuniichst alle H-Sequenzen so ab: 

Aus 9iI, . . . ,  ~ -~ $ , ,  . . . ,  ~ 

wird 9~ 1 . . . .  , ~I~ -~ ~B~ V . .-  V ~B1. Ist das Sukzedens leer, so 
bleibt es leer. 

Nunmehr sind bereits alle Grundsequenzen bzw. Schluflfig~zen des 
Hilfskalkiils mit Ausnahme der Scldul~figuren 6[  1 und ~f  2 in Grund- 
sequenzen bzw. SehluBfiguzen des Kalkiils L J  iibergegangen. Denn jene 
Schluflfiguren entstanden aus den Schemata III, 1.21, 1.22 (mit Ausnahme 
der Schemata fiir Zusammenziehung und Vertauschung im Sukzedens), 
indem O und A stets leer blieben. Daher konnte h~chstens eine Formel 
im Sukzedens stehen. 

Wit haben also noch die aus den SchluBfiguren ~f 1 und ~[ 2 
dutch obige Abiinderung entstandenen Figuren umzuwandeln. 

6.3 21. Zuniichst ~ 1: Ist O leer, so ersetzt man die Schluflfigur 
durch eine N E A  mit ansehliel~enden Vertauschungen im Antezedens. 
Sei nun O nieht leer. O* bezeiehne die zu O geh{~rigen Formeln in 
umgekebxter Reihenfolge und dutch V verbunden. 

Dann lautet die SchluBfigur nach der Ab~nderung der Sukzedentia: 

P, -~ ~ -~O*  

Dies~ wird in folgenden LJ-Herleitungsteil umgewandelt: 

N E A  
O* -* O* "" ~, ~ 

~-~ Verdiinnung Vertauschung 
~,~ ~ ~ O-~ Vertauschung 9~, -y ~ -~ O* Verdiinnung 

O E A  
F-~ O* V '~ O* V ~, "7 ~[-~ O* 

Schnitt. 
F, -z ~ - ~ 0 "  
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6. 3 2 2. Eine Schluflfigur ~[  2 lautet naeh der Ab~tnderung der Suk- 
zedentia: 

F ~ O *  V ~" 

8 "  habe dieselbe Bedeutung wie im vorigen Fall. Wenn e leer ist, 
sei 8"  leer und O* V 9~ bedeute ~I. 

Wit wandeln sie in folgenden Herleitungsteil urn: 

9~ ~ ~ /evtl. mehrmalige Verdii~- F. -7 9i -~ O* [evtl. mehrmalige 
~ , / "  ~ ~I ~ hung und ~fertauschung -7 ~R,/'-~ O* / Vertausehung 
9g, !"-.6)* V ~ O E 8 "z ~ , ~  0 "  V ~ O E 8 

OEA 
~ V W ~  ~ V ~ I , _ P - + @ * V ~  Schnitt. 

F -*  8 "  V ~I 

Man sieht leicht ein, dab aueh bei leerem ~9 alles in Ordnung ist. 
6.3 3. I~ie nunmehr erhaltene LJ-Herleitung mit den hinzukommenden 

Grundsequenzen der Form -~ 9~ V -7 ~ l~13t eieh wie in w 5 in eine LHJ-  
Herleitung mit hinzukommenden Grundformeln der Form ~ V "7 ~ (s. 5.5), 
d. h. in eine LHK-Herleitung umwandeln. Damit ist die Umwandhng 
der LK-Herleitung in eine LHK-Herleitung vollzogen. Die Endsequenz 
ist dabei, gem~13 6.3 2, 5. 2 und 5.5 in eine (naeh 1.1.) ~quivalente Formel 
iibergegangen. 

Nimmt man die Ergebnisse yon 6.1, 6.2 und 6.3 zusammen, so ist 
nunmehr auch die ~ q u i v a l e n z  de r  d re i  k l a s s i s c h e n  P r~ id ika~en-  
l o g i k - K a l k i i l e  L H K ,  N K  und  L K  bewiesen. 

(Eingegsngen am 21. Juli 1933.] 


