Untersuchungen iiber das logische Schliefen®). II.

Von
Gerhard Gentzen in Gdttingen.

IV. Abschnitt.

Einige Anwendungen des Hauptsatzes.

§1.
Anwendungen des Hauptsatzes in der Aussagenlogik.

1.1. Eine triviale Folgerung aus dem Hauptsatz ist die allerdings
schon bekannte (siehe z. B.: H.-A., Seite 65) Widerspruchsfreiheit
der klassischen (und intuitionistischen) Pradikatenlogik: Die Sequenz -
(welche aus jeder Widerspruchssequenz — A& = A herleithar ist, vgl. 3.21)
kann Untersequenz keiner anderen Schlullfigur als eines Schnittes sein,
ist also iiberhaupt nicht herleitbar.

1.2. Loésung des Entscheidungsproblems fiir die intuitio-
nistische Aussagenlogik.

Auf Grund des Hauptsatzes kénnen wir ein einfaches Verfahren an-
geben, um von einer Formel der Aussagenlogxk d. h. einer Formel ohne
Qegenstandsvariable, zu entscheiden, ob sie klassisch bzw. "intuitionistisch
richtig ist oder nicht. (Fiir die klassische Aussagenlogik ist allerdings
schon lingst eine einfache Losung bekannt, siehe z. B.: H.-A., Seite 11.)

Dazu beweisen wir noch folgenden Hilfssatz:

Eine Sequenz, in deren Antezedens nicht ein und dieselbe Formel
mehr als dreimal als S-Formel vorkommt, und in deren Sukzedens eben-
falls micht ein und dieselbe Formel mehr als dreimal als S-Formel vor-
kommt, nennen wir ,reduziert“. Nun gilt der Hilfssatz:

1.21, Jede LJ- bzw. LK-Herleitung, deren Endsequenz reduziert ist,
1aBt sich in eine LJ- bzw. LK-Herleitung mit gleicher Endsequenz um-
wandeln, in der simtliche S8equenzen reduziert sind (und die keine Schnitte
enthilt, wenn die vorige keine enthielt).

Beweis dieses Hilfssatzes: Wir bezeichnen eine Sequenz, welche
aus einer anderen dadurch entsteht, daB man im Antezedens, sowie un-
abhingig davon im Sukzedens, solche Formeln, die mehr als einmal als
S-Formeln darin vorkommen, an beliebigen Stellen (bzw. gar nicht) weg-
1aBt, so daB sie jeweils nur noch einmal oder zweimal oder dreimal vor-
kommen, als eine ,;reduzierte jener anderen Sequenz®‘.

*) Diese Arbeit, einschlie8lich des I. Teils aus Bd. 39, Heft 2, ist von der Math.-Nat.
Fakultat der Universitit Gottingen als Inaugural-Dissertation angenommen worden.



406 G. Gentzen.

Offenbar kann man aus einer reduzierten einer Sequenz jede andere
reduzierte derselben Sequenz mittels Verdiinnungen, Zusammenzichungen und
Vertauschungen herleiten, und zwar so, daB dabei nur reduzierte Sequenzen
vorkommen.

Nach dieser Vorbemerkung fithren wir die Umwandlung der vorliegenden
LJ- bzw. LK-Herleitung in folgender Weise durch:

Alle Grundsequenzen sowie die Endsequenz bleihen erhalten,
diese sind ja bereits simtlich reduzierte Sequenzen.

Die zu einer SchluBfigur gehorigen H-Sequenzen werden in redu-
zierte derselben umgewandelt, in gleich anzugebender Weise. Auf Grund
der Vorbemerkung macht es nichts aus, wenn éine Sequenz, die zwei
verschiedenen H-Schluffiguren angehdrt, beidemal durch eine andere
reduzierte ersetzt wird, denn man leitet dann einfach die eine aus der -
anderen durch Verdiinnungen, Zusammenziehungen und Vertauschungen
her, so da8 schlieBlich wieder eine liickenlose Herleitung entsteht. (Fiir
eine Sequenz, die zugleich einer SchluBfigur angehért sowie Grundsequenz
oder Endsequenz ist, gilt das gleiche, da sie natiirlich eine reduzierte von
sich selbst ish.}

Die. Umwandlungen der Schlufifiguren geschehen nun in folgender
Weise:

Kommt inperhalb I' eine Formel mehr als einmal vor, so wird sie
innerhalb I’, in Obersequenzen und Untersequenz, sovielmal (an ent-
sprechenden Stellen) weggelassen, bis sie in I” nur noch einmal vorkommt.
Ebenso verfihrt man mit 4, @ und 4 (d. h. mit den im Schema der
SchluBfigur, III, 1.21 und 1.22, so bezeichneten Formelreihen).

Nach den beschriebenen Umwandlungen besteht nun die Herleitung
bereits nur noch sus reduzierten Sequenzen. (Eine Vertauschung mit D
gleich & kann ecine Ausnahme bilden, doch diese wire eine identische
SchluBfigur und konnte itberhaupt vermieden werden.)

Damit ist der Hilfssatz bewiesen,

Nach dem Hauptsatz zusammen mit dem Zusatz III, 2.513 und
diesem Hilfssatz (1.21) gilt nun:

1.22. Fiir jede intuitionistisch bzw. klassisch richtige reduzierte
Sequenz gibt es eine LJ- bzw. LK-Herleitung ohne Schnitte, die nur aus
reduzierten Sequenzen besteht, und deren H-S-Formeln Teilformeln der
S-Formeln jener Sequenz sind.

1.23. Jetzt liege irgendeine Sequenz ohne Gegenstandsvariable vor.
Wir wollen entscheiden, ob sie intuitionistisch bzw. klassisch richtig ist oder
nicht. Zunichst kinnen wir statt ihrer eine dquivalente reduzierte Sequenz
Eq nehmen.
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Nun ist die Anzahl aller reduzierten Sequenzen, deren S-Formeln
Teilformeln der S-Formeln von Sq sind, offenbar endlich. Also ist das
Entscheidungsverfahren ohne weiteres auf folgende Weise durchfithrbar:

Wir nehmen das genannte endliche System von Sequenzen vor und
untersuchen zundchst, welche von diesen etwa Grundsequenzen sind. Als-
dann wird jede von den noch fibrigen daraufhin gepriift, ob es eine
SchluBfigur gibt, bei der sie Untersequenz und eine oder zwei von den
bereits als herleitbar erkannten Sequenzen Obersequenzen sind. Ist dies
der Fall, so wird sie zu den herleitbaren hinzugefiigt. (Alles dies ist offen-
kundig entscheidbar.) So fahren wir fort, bis entweder die Sequenz Sg
selbst als herleitbar erkannt ist, oder aber das Verfahren zu keinen
neuen herleitbaren Sequenzen mehr fithrt. Alsdann kann die Sequenz Sq
gemi 1.22 iiberhaupt nicht in dem betreffenden Kalkil (LJ bzw. LK)
herleitbar sein. Damit ist die Entscheidung iiber ihre Richtigkeit ge-
lungen.

1.3. Ein neuer Beweis fiir die Nicht-Herleitbarkeit des Satzes
vom ausgeschlossenen Dritten in der intuitionistischen Logik.

Das Entscheidungsverfahren lieBe sich fiir praktische Anwendungen
noch erheblich bequemer gestalten, die eben durchgefiihrte Betrachtung
(1.2) soll eben nur die prinzipielle Moglichkeit zeigen.

Als Beispiel beweisen wir die Nicht-Herleitbarkeit des Satzes vom
ausgeschlossenen Dritten in der intuitionistischen Logik auf eine von dem
angegebenen Entscheidungsverfahren (welches ebenfalls einen Beweis hier-
fiir ergeben miiflte) unabhingige Weise,

(Diese wurde schon von Heyting®) auf ganz anderem Wege bewiesen.)

Die betreffende Sequenz lautet — 4 v = 4. Wir nehmen an, es gibe
eine LJ-Herleitung fiir diese. Dann gibt es nach dem Hauptsatz eine
solche ohne Schnitte. Deren unterste SchluBfigur mu8 nun eine OES
sein. Denn bei allen iibrigen LJ-SchluBfiguren ist entweder das Ante-
zedens der Untersequenz nicht leer, oder im Sukzedens steht eine Formel
mit einemn anderen dulersten Zeichen als v ; allenfalls kime noch eine
Verdiinnung im Sukzedens in Frage, doch dann wiirde die Obersequenz
lauten: — , und diese ist nach 1.1 nicht herleitbar,

Also miiBite entweder — 4 oder — —~ 4 bereits (ohne Schnitte) her-
leitbar sein.

{Durch dieselbe Betrachtung folgt iibrigens allgemein: Ist % v B eine
intuitionistisch richtige Formel, so ist entweder % oder B eine intui-
tionistisch richtige' Formel. In der klassischen Logik gilt das nicht, wie
schon das Beispiel 4y ~ 4 zeigt.)

%) In der in Anm. ?) zitierten Arbeit, S. 56.
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Nun kann — 4 iiberhaupt nicht Untersequenz irgendeiner LJ-SchluB-
figur (die kein Schnitt ist) sein, hochstens wiederum einer Verdiinnung mit
- als Obersequenz. Da - 4 ferner keine Grundsequenz ist, ist es also
nicht herleitbar.

— 7 A kann auf Grund der gleichen Betrachtung nur aus 4 - durch
NES hergeleitet sein, und 4 —~ wiederum, da A kein #&uBlerstes Zeichen
besitzt, nur aus 4, 4 -~. 8o fortfahrend gelangt man immer nur zu
Sequenzen der Gestalt 4, ...d4 ~, aber niemals zu einer Grundsequenz.

Also ist A V ~ 4 in der intuitionistischen Pridikatenlogik nicht her-
leitbar.

§2.
Eine Verschiirfung des Hauptsatzes fiir die klassische Priddikatenlogik,

2.1. Es handelt sich um die folgende

Verschirfung des Hauptsatzes:

Es liege eine LK-Herleitung vor, deren Endsequenz von folgender
Art ist:

Jede S-Formel dieser Sequenz enthilt All- und Es-gibt-Zeichen héchstens
am Anfang, und iiber die ganze iibrige Formel erstreckt.

Dann 148t sich .diese Herleitung in eine LK-Herleitung mit der
gleichen Endsequenz umwandeln, welche folgende Eigenschaften hat:

1) Sie enthilt keine Schnitte.

2) Es gibt darin eine H-Sequenz, wir nennen sie die ,Mittel-
sequenz®, derart, daB die Herleitung fiir diese (und also auch sie
selbst) keine Zeichen y und 3 enthilt, und im iibrigen Teil der Her-
leitung, die Mittelsequenz eingeschlossen, keine anderen SchluBfiguren' als
AES, AEA, EES, EEA und StrukturschluBfiguren vorkommen.

2.11. Die Mittelsequenz  zerlegt sozusagen die Herleitung in einen
oberen der Aussagenlogik angehérigen und einen unteren nur Einfiilhrungen
von All- und Es-gibt-Zeichen enthaltenden Teil.

Uber die Gestalt der umgewandelten Herleitung laBt sich
noch folgendes ohne Miihe folgern: Der untere Teil, von der Mittelsequenz
bis zur Endsequenz, gehort nur einem einzigen Faden an, da nur Schluf-
figuren mit einer Obersequenz darin vorkommen. Die S-Formeln der
Mittelsequenz sind von folgender Art:

Jede im Antezedens der Mittelsequenz stehende S-Formel entsteht
aus einer S-Formel im Antezedens der Endsequenz, indem man die voran-
stehenden All- und Es:gibt-Zeichen (mit den danebenstehenden gebundenen
Gegenstandsvariablen) wegldBt, und im iibrigen Teil der Formel die ge-
bundenen Gegenstandsvariablen durch gewisse freie Gegenstandsvariablen
ersetzt. Dasselbe gilt fiir die Sukzedentia.
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Dies folgt durch dieselbe Betrachtung wie unter III, 2.512.
2.2. Beweis des Satzes (2.1.)°).
Die Umwandlung der Herleitung erfolgt in mehreren Schritten.

2.21. Zunichst wird der Hauptsatz (III, 2. 5) angewandt: Nach diesem
liBt sich die Herleitung in eine Herleitung ohne Schnitte umwandeln.

2.22. Umwandlung von Grundsequenzen, welche ein Zeichen y oder
3 enthalten:

Solche konnen wegen der Teilformeln-Eigenschaft (III, 2.51 3) nur die
Form yxFx— yxFx oder 3xFx > 3xFx haben. Man wandelt sie um
zu (a sei eine in der Herleitung noch nicht vorkommende freie Gegen-
standsvariable):

Fa— Fa Fa—>Fa
vxi’;x»‘{yaAEjES bzw. %a»;x(’yxggi
viFE—> yeEx 3:Fxr >3 Fx

Durch geniigend oftmalige Wiederholung dieses Verfahrens kann man
offenbar erreichen, da keine Zeichen y und 3 mehr in irgendeiner Grund-
sequenz der Herleitung vorkommen.

2.2 3. Wir machen jetzt eine vollstindige Induktion nach der folgender-
mafen definierten ,,Ordnung” der Herleitung:

Von den Logische-Zeichen-SchluBfiguren bezeichnen wir die zu den
Zeichen &, V, - und O gehorigen als ,,Aussagen-SchluBfiguren®, die
tibrigen, also AES, AEA, EES und EEA als ,,Pridikaten-SchluBfiguren®.
Jede PridikatenschluBfigur in der Herleitung erhilt folgende Oranungszahl
zugeordnet:

%) Folgender Spezialfall des Satzes 2.1 wurde bereits von Herbrand auf vollig
anderem Wege bewiesen:

Ist eine Formel P, in der All- und Es-gibt-Zeichen nur am Anfang, und iber
die ganze ibrige Formel erstreckt, vorkommen (bekanntlich gibt es zu jeder Formel
eine klassisch dquivalente Formel von dieser Gestalt, s. etwa H.-A., Seite 63), klas-
sisch herleitbar, so gibt es eine Sequenz (die obige Mittelsequenz) mit leerem Ante-
zedens, von deren Sukzedensformeln eine jede aus 9§ durch Weglassen der All- und
Es-gibt-Zeichen (mit den danebenstehenden Variablen) und Einsetzung von freien
Gegenstandsvariablen fir die gebundenen Gegenstandsvariablen entsteht; diese
Sequenz ist ferner ohne Anwendung der Zeichen y und 3 klassisch herleitbar, und
aus ihr laBt sich —> P lediglich unter Benutzung der von uns als 4 ES, EES,
Zusammenziehung im Sukzedens und Vertauschung im Sukzedens bezeichneten
SchluBfiguren herleiten. (Nach dem Satz 2.1 kiamen noch Verdiimnungen im Suk-
zedens h.mzu, es ist leicht einzusehen, daB solche stets vermeidbar sind.)

Siehe auch: J. Herbrand, Sur le probléme fondamental de la logique mathé-

matique. C. r. de la Soc. des sciences et des lettres de Varsovie 24 (1931), Cl. ITIL,
Seite 31, Anm. 1.
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Man betrachtet den Fadenteil von der Untersequenz der Schluffigur
bis zur Endsequenz der Herleitung (einschliellich dieser) und zihlt die
darin vorkommenden Untersequenzen von Aussagen-SchluBfiguren. Deren
Anzahl ist die Ordnungszahl.

Die Summe der Ordnungszahlen aller Pridikaten-Schlufifiguren in der
Herleitung ist die Ordnung der Herleitung.

Diese wollen wir solange durch einzelne Schritte verringern, bis sie
zu O wird.

Wir stellen zunfichst fest, dal dann der Satz (2.1) leicht zu Ende
zu beweisen ist: (Die Schritte (2.232) werden so beschaffen sein, da8
dabei die durch 2.21 und 2.22 erreichten Eigenschaften erhalten bleiben.)

2.231. Dazu nehmen wir an, die Herleitung sei bereits auf die Ord-
nung O gebracht. Nun gehen wir von der Endsequenz aus jeweils zu der
Obersequenz der dariiberstehenden SchluBifigur tiber. Wir machen halt,
sobald wir zu einer Untersequenz einer Aussagen-SchiuBifigur oder zu einer
Grundsequenz kommen; diese Sequenz nennen wir &q. (Sie wird uns,
nach einer gleich anzugebenden Umwandlung, als , Mittelsequenz* dienen.)

Die Herleitung von S wandeln wir nun so um:

Wir lassen alle H-S-Formeln, welche etwa noch ein Zeichen y oder
3 enthalten, einfach weg. Dabei bleibt nun diese Herleitung korreke:
Grundsequenzen werden ndmlich nicht betroffen, auf Grund von 2.22.
Ferner wird keine Haupt- oder Nebenformel einer SchluBfigur weggelassen,
denn enthielte eine solche ein Zeichen y oder 3, so enthielte jedenfalls
die Hauptformel ein solches; nun kommen aber keine Pradikaten-SchluB-
figuren vor (weil sonst die Ordnungszahl dieser Schluffigur gréfer als 0
wiire), und Aussagen-Schlulfiguren kénnen auf Grund der Teilformeln-
Eigenschaft (III, 2.513) und der Voraussetzung des Satzes 2.1 kein y
oder 3 in ihrer Hauptformel enthalten. Nun bleibt jede SchluBfigur korrekt,
wenn man eine Formel, die nicht als Haupt- oder Nebenformel vorkommt,
iiberall wo sie in der SchluBlfigur als S-Formel auftritt, wegliBt; das ist
leicht aus den Schemata III, 1.21; III, 1.22 ersichtlich. (Allenfalls ent-
steht eine identische SchluBfigur, diese wird wie iiblich weggeschafft.)

Die aus @q durch die Umwandlung entstandene Sequernz Sq* unter-
scheidet sich von ©q dadurch, daB evtl. gewisse S-Formeln weggefallen
sind.  Wir lassen nun auf sie einige Verdiinnungen und Vertauschungen
folgen, derart, dafl danach wieder die Sequenz ©q dasteht, und an diese
fiigen wir den unverinderten unteren Teil der Herleibung an.

Nun sind wir am Ziel: Sq* ist die Mittelsequenz und ‘erfiillt offen-
sichtlich alle Anforderungen, welche Im Satz (2.1) an diese gestellt
werden.
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2.232. Jetzt steht nur noch der Induktionsschritt aus, d. h.:
Die Ordnung der Herleitung sei- gréBer als 0, und es handelt sich darum,
sie zu verringern.

2.23 2.1. Wir beginnen mit einer Umbenennung von freien
Gegenstandsvariablen in derselben Weise wie unter III, 3.10. Da-
durch erreichen wir, daB die Herleitung folgende Eigenschaft hat (IIl,
3.101):

Fiir jede AES (bzw. EEA) gilt: Thre Eigenvariable kommt in der:
Herleitung nur in den Sequenzen iiber der Untersequenz der AES (bzw.
EEA4) vor, und kommt ferner in keiner anderen 4ES oder EF4 als
deren Eigenvariable vor.

Hierbei wird die Ordnung offenbar nicht geiéindert.

2.23 2.2. Nunmehr kommen wir zur eigentlichen Umwandlung.

Zunichst stellen wir fest: Es gibt in der Herleitung eine Pridikaten-
SchluBfigur — wir nennen sie Sf 1 — mit folgender Eigenschaft: Ver-
folgt man den Fadenteil von der Untersequenz dieser SchluBfigur bis zur
Endsequenz, so ist die erste Untersequenz einer Logische-Zeichen-SchluB-
figur, zu der man gelangt, Untersequenz einer Aussagen- SchluBfigur
(diese SchluBfigur nennen wir &f2). Gibe es nimlich keine solche Stelle,
so wire die Ordnung der Herleitung gleich 0.

Unser Ziel ist jetzt, die SchluBlfigur &f1 iiber &f 2 hinweg nach unten
zu verschieben. Das ist leicht durchzufithren, es geschieht nach folgenden
Schemata:

2.23 2.21. Sf2 bhabe eine Obersequens.

2.23 2.211. Gf1 sei eine 4E8. Dann lautet der zu behandelnde
Teil der Herleitung:

r'~6,8a__ ,pg

r-6,¢yxz .
"Z;Axef?a mit evtl. vorangehenden Struktur-Schluffiguren

Wir wandeln ibn um zu:

I'-6,§a . . .

evtl., mehrmalige Vertauschung, sowie eine Verdiinnung
I'>%a,0,yxd: { SchluBfiguren genau derselben Art wie oben, d. h. wie:
A= Fa, A &f 2 mit evtl. vorangehenden Struktur-SchluBfiguren
———Tevil. mehrmalige Vertauschung

4-4,8a oo

A-> A, g2Ex .

ﬁ evtl. mehrmalige Vertauschung und Zusammenziehung
—

Die Wegschaffung des yx §x durch Zusammenziehung, zum Schluf,
ist darum moglich, weil yx &z in 4 als S-Formel vorkommen muB. (Denn
die S-Formel yx$x konnte, in der urspriinglichen Herleitung, durch &f2
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und die vorangehenden Struktur-Schlubfiguren nicht im Sukzedens zum
Verschwinden gebracht werden, sie kann ja nicht etwa Nebenformel ven
©f2 sein, auf Grund der Teilformeln- Eigenschaft III, 2.513 und der
Voraussetzung des Satzes 2.1.)

Die Variablenbedingung ist fiir die verschobene AES auf Grund von
2.232.1 erfiillt.

Die Ordnung der Herleitung hat sich offenbar um 1 verringert.

2.23 2.212. Der Fall, daB &f1 eine EES ist, wird genau so be-
handelt, man hat nur y durch 3 zu ersetzen.

2.23.2.213. Die Fille, dal &f1 eine 4 EA oder EE 4 ist, werden
spiegelbildlich zu den beiden vorigen behandelt.

2.232.22. Der Fall, daB &f2 zwei Obersequenzen hat, also eine
UES, OEA oder FEA ist, lift sich in ganz entsprechender Weise er-
ledigen; es werden allenfalls einige zusiitzliche Struktur-SchluBifiguren
erforderlich.

2.3. Analog zu dem Satz 2.1 lassen sich weitere Verschirfungen
des Hauptsatzes in dem Sinne erreichen, daB man gewisse Vorschriften
iiber die Reihenfolge der Logische-Zeichen-SchluBfiguren in einer Herleitung
machen kann. Man kann nidmlich die SchluBfiguren in weitem MafBe
iibereinander hinweg verschieben, in derselben Weise wie es eben .ge-
schehen ist (2.23 2.2).

Wir gehen darauf nicht ndher ein.

§3.
Anwendung des verschiirften Hauptsatzes (2. 1) zu einem neuen 7) Beweis
fiir die Widerspruchsfreiheit der Arithmetik mit AusschluB der vell-
stiindigen Induktion.

Als Arithme$ik begeichnen wir die (elementare, d.h. keine ana-
lytischen Hilfsmittel benutzende) Theorie der natiirlichen Zahlen. Diese
kénnen wir unter Verwendung unseres logischen Kalkiils LK in folgender
Weise formalisieren:

3.1. In der Arithmetik pflegs man , Funktionen* zu benutzen, z.B.
2 {gleich z-+-1), -+ 9, z-y. Da wir jedoch bei unseren logischen
Untersuchungen keine Funktionszeichen eingefiihrt haben, wollen wir, um
diese trotzdem auf die Arithmetik anwenden zu konnen, die Aussagen

7} Altere Beweise finden sich bei J. von Neumann, Zur Hilbertschen Beweis-
theorie, Math. Zeitschr. 26 (1927), 8.1-~46; J. Herbrand, Sur la non-contradiction
de PArithmétique, Journ. f. d. reine u. angew. Math. 166 (1932), S.1-—8.
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der Arithmetik in einer Weise formalisieren, wobei an Stelle der Funk-
tionen Pridikate auftreten. Wir benutzen z. B. statt der Funktion z’
das Pridikat zVgy, zu lesen: z ist der Vorginger von y, d. h. y =2z + 1.
Ferner sehen wir [z 4 y = 2] als Pridikat mit drei Argumentstellen an;
darin haben also die Zeichen + und = keine selbstindige Bedeutung.
Ein anderes Pridikat ist z = y, dieses Gleichheitazeichen hat also mit
dem vorigen formal gar nichts zu tun.

Ferner wollen wir auch die Zahl 1 nicht als Gegenstandszeichen
schreiben, da wir in unserem logischen Formalismus nur Gegenstands-
variable und keine Zeichen fiir bestimmte Gegensténde verwendet haben.
Wir benutzen daher folgende Umschreibung: Das Pridikat ,,Eins & be-
deute inhaltlich: ,,z ist die Zahl 1«

Der Satz: ,,#4 1 ist der Nachfolger von z‘¢ lieBe sich z. B. in
unserem Formalismus so darstellen:

vevyyz((Einsy & [z + y = 2]) D «Vgz).

Die iibrigen natiirlichen Zahlen lassen sich durch die . Pridikate
Einsz & zVgy, Einsz & zVgy & y Vg2, usw. charakterisieren.

Wie aber sollen wir die jetzt eingefilhrten Pridikatzeichen in
unseren Kalkiil einordnen, wo wir ‘doch nur Aussagenvariable zugelassen
haben? Dazu setzen wir einfach fest, da die Pridikatzeichen genau
wie Aussagenvariable anzusehen sind. Genau gesagt: Wir sehen Aus-
driicke der Form

Einsx, zVgy, =09, [t+1=3)

wobei. fiir ¥, y, 3 irgendwelche Gegenstandsvariablen stehen, lediglich als
leichter verstindliche Schreibweisen fiirx die Formeln

4z, Bzxy, Cxvy, Dxy3

an. In diesem Sinne sind die folgenden Axiomformeln wirklich Formeln
nach unserer Definition.

(Man kann die Zahl 1 nicht etwa als Schreibweise fiir eine Gegen-
standsvariable ansehen, da in unserem Kalkiil die Gegenstandsvariablen
wirklich als variabel fungieren, wihrend das fiir die Aussagenvariablen
nicht der Fall ist.)

Als ,Axiomformeln“ der Arithmetik nehmen wir zunichst
die folgenden, wir werden spiter im AnschluB an den Widerspruchs-
freiheitsbeweis (siehe 3.3) allgemeine Gesichtspunkte angeben, nach denen
weitere zulidssige Axiomformeln gebildet werden konnen:
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Gleichheit: yzz = g (Reflexivitit)
veyy(z =y Dy =u2x) (Symmetrie)
vevyvz((x = y& y =2) D ¢ =2) (Transitivitéit)

Eins: gzEinsx (Existenz der 1)
vy y((Einsz & Eins y) D z = y) (Eindeutigkeit der 1)

Vorginger: yaxzyzVgy (Existenz des Nachfolgers)
veyy(xVgy o = Einsy) (1 hat keinen Vorginger)

veyyweyu((zVgy &2Vgu &z =2) D y = u)
(Eindeutigkeit des Nachfolgers)

vevyveyu(zVgy & zVgu &y = u) Dz = 2)
(Eindeutigkeit des Vorgingers)

Eine Formel B heifit innerhalb der Arithmetik mit Ausschluf der
vollstandigen Induktion herleitbar, wenn es eine LK-Herleitung fiir
eine Sequenz

A, ..., Ay ~B
gibt, worin %, ..., %, Axiomformeln der Arithmetik sind.

DaB dieses formale System der Arithmetik in der Tat die in der
inhaltlichen Arithmetik iiblichen Beweisfiihrungen (soweit sie die voll-
stindige Induktion nicht benutzen) wiederzugeben gestattet, 1t sich
nicht beweisen, da fiir inhaltliche Uberlegungen kein fest begrenater
Rahmen besteht; man kann sich lediglich fiir einzelne inhaltliche Beweise
durch den Versuch davon iiberzeugen.

3.2. Jetzt wollen wir die Widerspruchsfreiheit des angegebenen
formalen Systems beweisen. Das ist mit Hilfe des verschirften Haupt-
satzes (2.1) ganz einfach.

3.21. Eine ,,Widerspruchsformel“ % & - % ist dann und nur dann
in" dem System herleitbar, wenn es eine L K-Herleitung fiit eine Sequenz
mit leerem Sukzedens und arithmetischen Axiomformeln im Antezedens
gibt. Nimlich:

Aus I' - A & 7 A erbilt man I' - so:

_ AU yny
% A~

2 UEA

N&=-A A~ ;
Vertauschung
UALTA> ppy
AETAAEUA -Zusammenziehung

F>A&—uA A&EZ W > Sopnitt

>
Die Umkehrung geschieht durch eine Verdiinnung im Sukzedens.
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Ist also unsere Arithmetik widerspruchsvoll, so gibt es eine L K-

Herleitung mit der Endsequenz
Ay ooy Uy >,
wobei U, ..., A, arithmetische Axiomformeln sind.

3.22. Nunmebr wenden wir die Verschirfung des Hauptsatzes (2.1)
an. Die arithmetischen Axiomformeln erfiillen die an die S-Formeln der
Endsequenz gestellte Bedingung. Also gibt es eine L K-Herleitung mit
derselben Endsequenz, welche folgende Eigenschaften hat:

1) Sie enthilt keine Schnitte.

2) Es gibt darin eine H-Sequenz, die ,Mittelsequenz*, deren Her-
leitung keine Zeichen y und 3 enthilt, und aus der die Endsequenz
durch eine Reihe von SchluBlfiguren 4E4, EE A4, Verdiinnung, Zu-
sammenzichung und Vertauschung im Antezedens hervorgeht. Die Mittel-
sequenz hat leeres Sukzedens (2.11).

3.23. Anschlielend nehmen wir eine Umbenennung von freien Gegen-
standsvariablen wie unter III, 3.10 vor, dadurch #ndert sich an den
genannten Eigenschaften nichts, und es kommt die folgende hinzu
(ITI, 3.101): Dic Eigenvariable jeder EEA4 kommt in der Herleitung nur
in Sequenzen iiber der Untersequenz der EEA vor.

3.24. Alsdann ersetzen wir in gleich anzugebender Weise jede freie
Gegenstandsvariable iiberall, wo sie in der Herleitung vorkommt, durch
ein und dieselbe natiirliche Zahl. Dabei entsteht also eine Figur, die wir
nicht mehr als L K-Herleitung bezeichnen diirfen; wieweit sie trotzdem
einen inhaltlichen Sinn hat, werden wir nachher sehen.

Die Ersetzungen der freien Gegenstandsvariablen durch Zahlen ge-
schehen in folgender Reihenfolge:

3.241. Zuerst werden alle freien Gegenstandsvariablen, die nicht als
Eigenvariable einer EEA vorkommen, iiberall durch die Zahl 1 ersetzt.
(Man konnte auch eine andere Zahl nehmen.)

3.242. Nunmehr nehmen wir die in der Herleitung vorkommenden
E E 4-SchluBfiguren von unten anfangend der Reihe nach vor und er-
setzen jeweils deren Eigenvariable (iiberall wo sie in der , Herleitung*
vorkommt) durch eine Zahl. Diese Zahl bestimmen wir wie folgt:

Die EEA kann nur lauten:

Einsq, I' >0 oder vVga, I' >0
gzEinsz, ' >0 3y»Vgy, I'>0
(auf Grund der Teilformeln-Eigenschaft 1I1,2.513; » kann nur eine Zahl
sein, auf Grund von 3.241 und 3.23).

Im ersten Falle wird a durch 1 ersetzt, im zweiten Falle durch die
um 1 groBere Zahl als ».
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3.25. Jetzt betrachten wir die aus der Herleitung entstandene Figur.
Insbesondere .interessiert uns das Aussehen der (ehemaligen) Mittelsequenz.
Dariiber konnen wir folgendes sagen:

Thr Sukzedens ist leer, und jede der Antezedens-S-Formeln hat ent-
weder die Gestalt Eins1 oder » Vgs', wobei fiir v eine Zahl und fiir »
die um 1 groflere Zahl steht, oder aber sie geht aus einer arithmetischen
Axiomformel mit lauter Allzeichen am Anfang durch Weglassung der
Allzeichen (und der danebenstehenden gebundenen Gegenstandsvariablen)
und Einsetzung von Zahlen fiir die gebundenen Gegenstandsvariablen
im iibrigen Teil der Formel hervor. (Alles dies folgt durch dieselbe
Betrachtung wie unter ITI, 2.512, siche auch 2.11).

D.h.: Die S-Formeln im Antezedens der Mittelsequenz stellen inhalt-
lich richtige numerische Aussagen dar. Ferner gilt fiir die ,,Her-
leitung* der Mittelsequenz: Sie ist aus einer Herleitung ohne die Zeichen y
und 3 hervorgegangen, indem man die darin vorkommenden freien Gegen-
standsvariablen durch Zahlen ersetzte. Eine solche ,Herleitung® stellt
nun inhaltlich einen Beweis der Arithmetik, der nur SchluBweisen
der Aussagenlogik benutzt, dar.

Damit. sind wir zu folgendem Ergebnis gelangt:

Wenn unsere Arithmetik widerspruchsvoll ist, so laSt sich bereits
aus richtigen numerischen Aussagen durch bloSe Anwendung von Schliissen
der Aussagenlogik ein Widerspruch beweisen.

Dabei sind also ,,richtige numerische Aussagen* Aussagen der Form
Eins1, » Vg #, sowie alle numerischen Spezialfille der unter den Axiomen
vorkommenden generellen Aussagen, z.B, 3 =3;4 =520 = 4; 3Vg4
O 7 Eins 4.

Da8 nun aus solcnen Aussagen mittels der Aussagenlogik kein Wider-
spruch. folgen kann, ist nahezu selbstverstindlich, und ein Beweis hierfiir
wire kaum mehr als eine formale Umschreibung eines inhaltlich klaren
Sachverhalts. Wir wollen daher diesen nicht durchfiiliren, wir deuten
nur kurz das hierbei iibliche Verfahren an:

Man setzt allgemein fest, fiir welche Zahlenwerte die Formeln Einsu,
w=1v, uVgy, p+» = g usw. richtig und fir welche sie falsch sind,
ferner erklirt man in bekannter Weise (siehe etwa H.-A., 8.3) die Rich-
tigkeit oder Falschheit von A & B, AV B, 7 ¥ und A > B als Funktion
der Richtigkeit oder Falschheit der Teilformeln, und zeigt dann, daB alle
numerischen -Spezialfiille der Axiomformeln ,richtig® sind, sowie da8 die
SchluBfiguren der Aussagéenlogik von richtigen Formeln immer wieder auf
richtige Formeln fithren. Kjne Widerspruchsformel jedoch ist keine rich-
tige ‘Formel.
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3.3. Aus den unter 3.25 gemachten Bemerkungen ist leicht ersichtlich,
in welcher Weise sich das System der arithmetischen Axiomformeln
erweitern liBt, ohne daf dadurch ein Widerspruch herleitbar wird: Wir
konnen ganz allgemein solche Axiomformeln zulassen, welche Allzeichen
nur am Anfang und iiber die ganze Formel erstreckt, sowie keine
Es-gibt-Zeichen enthalten, und von denen jeder numerische Spezialfall
inhaltlich richtig ist. (Wir konnten auch noch gewisse Formeln mif
Es-gibt-Zeichen zulassen, sofern sie sich beim Widerspruchsfreiheitsheweis
in analoger Weise wie die beiden oben vorkommenden behandeln lassen.)

Z.B. sind folgende Axiomformeln fiir die Addition zulissig:

vevy(@Vgy o [z+1=y)

veyyveyuye(zVgy & z+2=u] & [z 4y = v]) D uVgv)

veyyveyu{zc+y=218& 24y =ul) D2z =1u)

vayyvz(e+y =212y +z=2])
und andere.

3.4. Da man in der Zahlentheorie andauernd die vollstindige In-
duktion braucht, so hat die Arithmetik ohne vollstindige Induktion nur
wenig praktische Bedeutung. TFiir die Arithmetik mit EinschluB der voll-
stindigen Induktion ist jedoch die Widerspruchsireiheit bisher noch nicht
einwandfrei bewiesen.

V. Abschnitt.

Die Aquivalenz der neuen Kalkiile NJ, VK und LJ, LK
mit einem
dem Formalismus von Hilbert angeglichenen Kalkil.

§1.
Der Begriff der” Aquivalenz.

1.1. Wir fithren den folgenden Aquivalenzbegriff zwischen Formeln
und Sequenzen ein (dieser ist im Einklang mit den unter I, 1.1 und
1,2.4 gemachten Angaben iiber den inhaltlichen Sinn des Zeichens A
und der Sequenzen): ‘

Gleiche Formeln sind dquivalent.

Gleiche Sequenzén sind #quivalent.

Zwei Formeln sind &quivalent, wenn die eine aus der anderen da-
durch entsteht, daB man das Zeichen A iiberall durch die Formel

4 & 7 A ersetzt.
Mathematische Zeitschrift. 39. 97
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Die Sequenz %, ..., A, —»B,, ..., B, ist dquivalent mit folgender
Formel.
wenn die % und die B nicht leer sind:

W& ... &U)YD(BY ... VB);

(diese Fassung ist fir den Aquivalenzbeweis bequemer als die mit
B,V...VH),
wenn die U leer sind, doch die B nicht:

B, V...V B;
wenn die B leer sind, doch die U nicht:
(L& ... & A)D (4 &7 A4);
wenn die 9% und die B leer sind:

4 & 7 A
Die Aquivalenz ist transitiv.

1.2. (Man konnte natiirlich den Aquivalenzbegriff noch wesentlich
weiter fassen, z.B. pflegt man gewshnlich zwei Formeln #quivalent zu
nennen, wenn die eine aus der anderen herleitbar ist. Wir begniigen uns
hier mit der angegebenen speziellen, fiir unsere Aquivalenzbeweise aus-
reichenden Fassung.)

Zwei Herleitungen wollen wir #quivalent nennen, wenn die
Endformel bzw. Endsequenz der einen mit der der anderen #qui-
valent ist.

Zwei Kalkiile nennen wir dquivalent, wenn sich jede Herleitung in
dem einen Kalkiil in eine #quivalente Herleitung in dem anderen Kalkiil
umwandeln 1a8t.

Im § 2 dieses ‘Abschnitts werden wir einen dem Hilbertschen Forma-
lismus angeglichenen Kalkiil (LH J fiir die intuitionistische, LH K fiir die
klassischa Pradikatenlogik) angeben. In den iibrigen Paragraphen dieses
Abschnitts werden wir dann die Aquivalenz der Kalkile LHJ, NJ
und LJ (§3—5) sowie die Aquivalenz der Kalkile LHK, NK und LK
(§6), in dem eben erklarten Sinne, zeigen. Und zwar beweisen wir der
Reihe nach:

Jede LHJ-Herleitung 1iBt sich in eine dquivalente N J-Herleitung
umwandeln (§3), jede NJ-Herleitung 148t sich in eine #quivalente
L J -Herleitung umwandeln (§4), und jede LJ-Herleitung 148t sich in eine
dquivalente L HJ-Herleitung umwandeln (§5); damit ist offenbar die
Kq\_livalenz aller drei Kalkiile bewiesen; ganz entsprechend verfahren wir
dann mit den drei klassischen Kalkiilen in §6 (6.1—6.3).
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§2.
Angabe eines logistischen Kalkiils nach Hilbert®) und Glivenko?).

Wir erkliren zunichst die intuitionistische Form des Kalkiils:

Eine L HJ-Herleitung besteht aus Formeln in stammbaumférmiger
Anordnung, die Anfangsformeln sind Grundformeln.

Die Grundformeln und SchluBfiguren entstehen aus den folgenden
Schemata nach derselben Einsetzungsvorschrift wie unter II, 2.21, d.h.:

Fir A, B, € sind beliebige Formeln einzusetzen, fiir yx Fzx bzw.
3x & x eine beliebige Formel mit y bzw. 3 als dullerstem Zeichen, x be-
zeichne die zugehorige gebundene Gegenstandsvariable, fiir Fa diejenige
Formel, welche aus & x entsteht, indem man die gebundene Gegenstands-
variable z iiberall, wo sie vorkommt, durch die freie Gegenstandsvariable a

ersetzt.
Schemata fiir Grundformeln:
2.11. A>YA

2.12. AD(BOY)
2.13. (A>(ADB))>(A>D B)
2.14. (AS(BoE)D(B>(A>E))
2.15. (A > B) > ((B>E) > (A>E)
2.21. (A& B)> A
2.22, (A&B)OB
2.23. (A>B)D (U2 €) > (A (B &)
2.31. AD(AV B)
2.32. Bo(AV B)
2.33. (ADE)D((BoE)>((AV B)>E))
2.41. (A>B)>((A> 7B)>~7N)
2.42. (7AW > (ADB)
2.51. yx&z> Fa
2.62. Faodzx§=.
(Einige Schemata sind entbehrlich, doch kommt es uns auf Unab-
hiingigkeit nicht an.)
Schemata fiir SchluBfiguren:
A ANV Ao Fa FaoA
B ADO yzFx (3x&x) oA

8) D. Hilbert, Die Grundlagen der Mathematik; Abh. a. d. math. Sem. d.
Hamburg. Univ. 6 (1928), S.65—85.

%) V. Glivenko, Sur quelques points de la Logique de M. Brouwer; Acad.
royale de Belgique, Bulletins de la classe des sciences, 5e série, t. XV (1929), pp.
183—188.

27+
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Variablenbedingung: In den aus den beiden letzten Schemata
entstehenden SchluBfiguren darf die im Schemes mit o bezeichnete Gegen-
standsvariable in der Unterformel nicht vorkommen {also nicht in %
und Fz)

{Der Kalkiil LH J ist im wesentlichen Hquivalent mit dem von
Heyting™).)

Durch Hinzunshme des Grundformelnschemas %[V = % entsteht der
Kalkil LHK (klassische Priidikatenlogik).

{Dieser ist im wesentlichen &quivalent mit dem bei H.-A., Beite 53,
angegebenen Kalkiil.) -

§3.

Umwandlung einer L H J-Herfeitung in eine Squivalents N.J-Herleitung.

Aus einer LHJ-Herleitung (V, 2} erhalten wir eine NJ-Herleitung
{(II, 2) mit gleicher Endformel durch folgende Umwandlung der LHJ-
Herleitung: (Hs werden dabei sfimtliche H-Formeln dieser Herleitung als
H-Formeln der NJ-Herleitung wiedererscheinen, und zwar werden diese
stets von keiner Annahmeformel abhiingen. Auflerdem kommen weitere,
von Annahmeformeln abhingige H-Formeln hinzu.}

3.1. An Stelle der LHJ-Grundformeln treten NJ-Herleitungen
fiir diese, nach folgenden Schemata:

i 1

%A
%:(&33%}

(2.13) % ﬁ:ﬁ(?ﬁf‘,}fﬁ}yg (2.14) 2{ 9::3{%:5&".}FB
% AoB % BoE
e F B — " FB

B rE. & rE.
oSV N =Y €  rz.
(ﬁim{ﬁﬂﬁ)}:}(ﬂ:%} BoASE) PR
W (BoO>(Bo>@E@DQ) *
1 4
{215y H ‘3!:3’@ FB . {2.21) %X&%UB
B B2Cpp S SR
P ' GrEB) o '
ﬁmﬁfg
BoE>E>E

A= 8}3(5835.:):3{%{:3{2}} FE

Y 5. Anm. 2
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Vollig analog wie 2.21 erledigen sich 2.22, 2.31, 2.32, 2.51
und 2.52.

1 3 1 2
(2.23) A ‘JIDSBFB A QID(SFB
B _ [3
: UE
-—————————23&0: FE
AS (B&E) FEs
@SE)>(US(B&E)
(A>B)D ((ASE) D> (AD (B&E))
1 4 1 3
(2.33) A ASE B BoHE
avs € !B ¢ _IB
0B
___E__..FE
AVB) o€ FE
(BoC)o((AV B)>C) \
ASE)>((BoE) D ((AVB)DE)
1 3 1 2
(2.41) A ASB L, A AS7TY o
B -8B
NB
—LNEI
iA. FEs!
{(A>~7B)>—~ YU
(?I:E)D((%:vﬁ):-r%{)
2.42) A %
NB
A
B
%[3$FEIFE
("W >(A>B)

3.2. An Stelle der LHJ-SchluBfiguren treten Teile einer NJ-
Herleitung nach folgenden Schemata:

_‘{L%Dﬁ bleibt so, dies ist ja schon eine FB.
A>Fa . A A>D Fa
AD yrFx wird zu %a FB
vigs AE
%Dvx"‘i}"”‘{ FEI
3
_M._ - . ;}a ga:)g{
Grgnow "M _ig S ———FB
—"“g—{‘“"“"EBg
FE;,

(3xFx)o A
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Die Variablenbedingung fir die Schluffiguren 4E und EB it er-
fillt, wie man leicht sieht, nimlich auf Grund der fiir die I H J-Schlu8-
figuren bestehenden Variablenbedingung.

Damit ist die Umwandlung einer I H J-Herleitung in eine dquivalente
N J-Hérleitung vollzogen.

§4.
Umwandlung einer N.J-Herleitung in eine fquivalente I .J-Herleitung,

4.1. Diese geht so vor sich: Man ersetzt zundchst jede H-Formel
der N J-Herleitung durch folgende Sequenz (vgl. III, 1.1): Im Sukzedens
steht nur die Formel selbst, im Antezedens stehen die Annahmeformeln,
von denen sie abhing, und zwar in der Reihenfolge, wie sie in der N J-
Herleitung von links nach rechts vorkamen. (Es ist wohl deutlich, wie
eine Reihenfolge der Anfangsformeln einer stammbaumférmigen Figur von
links nach rechts gemeint ist).

Alsdann ersetzen wir ferner das Zeichen A iiberall, wo es vorkommt,
durch 4 & - A. (Die hierdurch aus einer Formel % entstehende Formel
begeichnen wir mit A*.)

4.2. Nun haben wir bereits ein stammbaumformiges System von
Sequenzen. Die Endsequenz hat leeres Antezedens (II, 2.2), sie ist offen-
bar schon #quivalent mit der Endformel der N J-Herleitung. Die Anfangs-
sequenzen haben simtlich die Gestalt D* — D* (11, 2. 2), sind also bereits
Grundsequenzen einer L J-Herleitung.

Die aus den NJ-SchluBfiguren entstandenen Figuren werden nach
den folgenden Schemata in Teile einer LJ-Herleitung umgewandelt:

4.21. Die Schluifiguren OE, AE, EE sind bereits durch die Ei-
setzung in LJ-SchluBfiguren iibergegangen. (Im Falle einer 4 E ist die
L J-Variablenbedingung auf Grund der N J-Variablenbedingung erfiillt).

. %% 4 -~ B*
4.22. Eine UE wurde zu: T4 WES

Man macht daraus:

I'—>uq* ‘{evﬁ. mehrmalige Vertau- A~ B* ievil. mehrmalige
T, A — 9% \schung und Verdimnung [ 4 B* {Verdinnung
I A - ¥*& B* U
I, a, I,,..., 0% Iy B*
Ir,ry..,lg—~A*DB*

4.23. Eine FE wurde zu:

Man macht daraus:

* * o Rk
LW Ty W T > B -evtl. mehrmalige Vertauschung und Zusammen-

WL Ly, s g > B* ziehung, u.U. Verdiinnung.
Px,rg,r...,rwat*:zss*FEs & &
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4,24, Bei einer N E verfihrt man ebenso, schlieBlich hat man noch

*
die Figur x ’I{’ :f ;:vd zu behandeln.
Nun leitet man 4 & 74 - wie folgt im Kalkiil LJ her:

_ A4 ypy
4,4 -

— UEA
A&~4, 4

Vertauschung
4,474~ UEA
A8 74,4874~ Zusammenzichun
A8 -4~ € &

Mit Hinzupahme dieser Sequenz macht man aus der zu behandelnden
Figur: .
W I'>A& 74 4&~v4

WIS ~ES Schnitt
— 75w VS
4.25. Die N J-SchluBfigur % wurde durch die Ersetzung (4.1) zu
I's>A4&~4d
T Man macht daraus:
r-4&-~4 A&:"?A—»Schnitt
I'> N
m—- Verdunnung.

Dabei ist iilber 4& 7 4 —» die unter 4.24 angegebene Herleitung
fiir diese Sequenz zu setzen.

; L Lo yr gt
4.26. Bine A B wurde zu: W
Man macht darans:
F*a > F*a
I'> %*a .

4.27. Eine UB wird genau ebenso behandelt.

. L I'->uq* AW P*
4.28. Fine FB wurde zu: T Ao 5 .

Man macht daraus:

' 9q* B*.» Bt

A U*¥> B*  P* o> B* " B¥
A, I - B*

T,4-- 8%

4.29. Eine NB wurde zu:

FEA
Schnitt
evtl. mehrmalige Vertauschung.

> A7y
T A-4&—4
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Man macht daraus:
I — u*
A—>=A AT~
4, -
I A-—
I'A-A4A& - 4

NEA

Schuitt

evtl. mehrmalige Vertauschung
Verdiinnung.

4.210. OB: Auf die beiden rechten oberen Sequenzen liBt man
zunichst wie oben bei FE und NE (4.23) Vertauschungen. Zusammen-
ziehungen und Verdiinnung (soweit notig) folgen, derart, daB als Ergebnis
jeweils eine Sequenz auftritt, in'der eine Formel der Gestalt A* bzw. B*
am Anfang des Antezedens steht (wihrend im iibrigen Antezedens genau
die betreffenden ehemaligen Annahmeformeln verschwunden sind). Als-
dann folgt:

QI*,I' N [ evtl. mehrmalige B* 4 —»@* ( evtl. mehrmalige
——————— ¢ Verdinnung und ——————r—— V'erdnnnung und
Q[*, ra— c* ] Vertauschung B*, r,A —-@C* | Vertauschung

5 - U* \y B* a*y BF, T, 4 > CF
ET,4—G*

4.211. Eine E B wird ganz &hnlich behandelt, zundchst wird in
der rechten Obersequenz ¥*a an den Anfang des Antezedens gebracht
(wie unter 4.23), dann folgt:

Schnitt.

F*a, I > C*
4->3xF*= 3x§*x, ' > C*
4,I'>C*
Die LJ-Variablenbedingung fiir die EEA ist auf Grund der NJ-
Variablenbedingung fiir die £ B erfiillt.

Damit ist die Umwandlung einer N J-Herleitung in eine dquivalente
L J-Herleitung vollzogen.

EEA
Schnitt.

§ 5.
Umwandlung einer L J-Herleitung in eine dquivalente L H J-Herleitung.

Diese Umwandlung ist etwas schwieriger als die beiden bisherigen.
Wir fithren sie in einer Reihe von einzelnen Schritten durch.

Vorbemerkung: Zusammenziehungen und Vertauschungen im Suk-
zedens gibt es im Kalkiil LJ nicht, da in solchen mindestens zwei S-
Formeln im Sukzedens auftreten wiirden.

5.1. Zunichst filhren wir an Stelle der SchluBfiguren UE A4, OES,
AEA, EES, NEA und FEA neus Grundsequenzen ein, diese sind
nach den folgenden Schemata zu bilden (Einsetzungsvorschrift wie in
III, 1.2; dieselbe gilt im folgenden immer; wir werden iibrigens fiir Formeln
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neben den dort genannten Buchstaben %W, B, ® und € auch noch die
Buchstaben €, $ und J verwenden):

Gfl: AELB A ®i2: UELB-~>B
®i3: A->AV B Gi4: B--UAV B
Gib: yxFzx -~ Fa ®i6: Fa->3xF:2
GBi7T: AU~ Gi8: UHB,A~B.

Wir wandeln also die betreffenden SchluBfiguren in der zu behandelnden
L.J-Herleitung in folgender Weise um:
Eine UE 4 wird zu:

i1
AEB A W6 . .
WEB. TS 6 Bohnitt,

Entsprechend verwandeln wir die andere Form der UE A und jede
AEA,
Symmetrisch dazu verfahren wir mit einer OES oder EES.
Eine NF 4 wird zu:
®i7

7 W, U -

I~ W7 U~

DO7%

S%rs

(Das © im Schema der NEA (III, 1.22) muB leer sein auf Grund
der LJ-Sukzedensbedingung, ebenso bei der FEA4.)

Eine FEA wird zu:

Vertauschung
Schnitt

evtl. mehrinalige Vertauschung.

®i8
AS B, A->B ,

r—u NA>BoB :fﬁ““g
IWEY Y &é»AS;%
8D 8B, 454 '

evil. mehrmalige Vertauschung.

AoV, 44

5.2. Jetst schreiben wir bei allen H-Sequenzen, welche leeres
Sukzedens haben, die Formel 4 & ~ 4 ins Sukzedens.

Dabei bleiben die Grundsequenzen der Form D — D, sowie Gf1 bis
®i6 und Gf8, ferner die SchluBfiguren UES, AES und FES wunver-
indert. Die tibrigen Grundsequenzen und SchiuBfiguren gehen iiber in
Grundsequenzen und SchluBfiguren nach folgenden Schemata:

6i9: AU~ $

. _....I"*‘s R 1),3),1"-—»5 . A’ D, (E,I"-%ﬁ
S 57155 % Tras O FewmTas
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I'>A4&~ 4 I'-=D D,A4-9H
it rs S Ay
AT -9 B,I'>9H . 8o, I'>9 U T >A&~A4
Sf6: AV BT o8 6f7'338'xa]1">5 Sf8: A

(fir &f7 besteht die Variablenbedingung: Die mit a bezeichnete freie
Gegenstandsvariable darf in der Untersequenz nicht vorkommen.)

5.3. Nunmehr it sich die Schluffigur Sf4 wie folgt durch andere
ersefzen (dies liegt im wesentlichen an der allgemein gehaltenen Form des
Schemas ®f9):

®j2
I'>4&~4 A&74->74 &f5 i 9
- r, 4
r-4&-4 A&_,A—’Afsw m.--———-:—lbevtl. mehrmals Sf3
I'—= A4 A, T'->D &i5

rr-=%
-2
In #hnlicher Weise ersetzen wir die SchluBfigur Sf8 (sooft sie in
der Herleitung vorkommt), jedoch diesmal unter Benutzung einer neuen
SchluBfigur nach dem Schema:
Ia-4 IA-—4
’ Fs=-% '
Die Ersetzung geschieht wie folgt (fiir ©f8 tritt):
Gi1 G2
U T'>A& 74 A&7A-A4 ..., UI'->A&74 A&7A->—A4
W4 St NI~ —4

"ﬁﬁ evtl. mehrmals Gf3 —-I:;-:-Q—I'—ﬁ

evtl. mehrmals Gf2 und Gf3.

Sf9

&fb
evtl. mehrmals Gf3
Sf9.

>
5.4. Wir fithren nun nochmals zwei neue Schluffigurenschemata

ein, ndmlich: AL r
N > -UA>B\
©f10: I'+A>91 FA-38 -

Wir wollen SchiuBfiguren dieser beiden Arten in die Herleitung hin-
einbringen, um mit ihrer Hilfe eine Reihe von anderen SchluBfiguren
durch speziellere ersetzen zu konnen (unter 5.42 und 5. 43).

5.41. Zunichst sind F E S-SchluBlfiguren jetzt mittels Sf 10 ersetzbar:
Eine FES wird umgewandelt zu:

QI,F—’ %

I''a-3B
F'->%¥A>-B

und die Umkehrung: &fll1:

evtl, mehrmals S{3
Sf10.
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5.42. Alsdann werden die SchluBifiguren &f1, &2, Sf3, &f5,
&f6 und &f7 in folgender Weise umgewandelt:
Als Beispiel nehmen wir eine Gf 2, diese verwandeln wir in folgende
Figur (es sei I' gleich J,, ..., Jp):
9,030 I H

5.0.5,. .5 o8.5¢ oo
- : = mehrmals &f 10
D,D>3,0(3,>...(3,>9).) SF18

D->3,0(3,0...(3,29))
.5, ...5%55 — mehrmals Sf11.

Ganz entsprechend verfahren wir mit allen genannten SchluBfiguren;
wir ersetzen sie also unter Benutzung von &f10 und &f11 durch Schlu-
figuren nach den Schemata:

. ->¢ o~ . D’Q“‘)(s . A,b,@ﬂﬁ:
. I'->? P-¢ ... UA-C B->-C ... Fa->C
Sf 15: 756 &f16: AVBSC Sf17: 3556

(fir Sf17 besteht die Variablenbedingung: Die mit a bezeichnete freie
Gegenstandsvariable darf in der Untersequenz npicht vorkommen.)

5.43. In dhnlicher Weise - ersetzen wir weiterhin unter Benutzung von
&f10 und &f11. die SchluBfiguren ©f9, &713 und Sfl4 durch die
folgenden:

I'-UAD4 I'-%>-4 D0 (DoE)
o T S mse
SF 20: A->DDIEDHE)

4-E>(D2E)’

In derselben Weise lassen sich die Grundsequenzen Gj8 und Gj9
ersetzen durch:

A5 B >UA>D B, diese Form fillt unter das Schema D -» D; sowie
Gi10: TUA-UADH.

5.5. Nun kommt der letzte Schritt:

Wir ersetzen jede H-Sequenz

Ay ooy B> B

durch die Formel W &...&%)>B.

(Sind die % leer, so ist B. gemeint. Ein leeres Sukzedens kommt
nach. 5.2 nicht mehr vor.)

Dadurch werden sémtliche Grundsequenzen (nimlich D —» D, Gil bis
%6, ®]10) zu LH J-Grundsequenzen.

Von den SchluBfiguren werden 4 ES und &f17 ebenfalls zu LHJ-
SchiuBfiguren. (Bei ersterer macht allerdings der Fall, daB I" leer ist,
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eine Ausnahme. In diesem Falle leitet man (im Kalkiil LHJ) aus §a
zundchst mittels 2.12 (4> 4) D Fa her, wendet nunmehr die LHJ-
SchluBfigur- an und erhilt dann mittels 2. 11 schlieBlich wieder yx&x.)

Die aus den iibrigen SchluBfiguren (das sind noch UES, &f10, 11,
12, 15, 16, 18, 19, 20) durch die Ersetzung entstehenden Figuren werden
in folgender Weise in Teile einer L H J-Herleitung iibergefiihrt:

Eine UES wurde zu (sei zuniichst I’ nicht leer):

(i § o8B - | .
Co (A& V) Wir machen ‘daraus:
(2.23

)
CoA E€oW>((E>B)>€E>(A&B))
€EoB (€oB)2(€>(A&B))
Co(AEY) ’

Ist I leer, 80 verfahren wir wie zuvor bei der A E S.

Die aus &f 12, 15, 16 und 19 durch die Ersetzung entstandenen
Figuren lassen sich ganz entsprechend unter Verwendung von Grund-
formeln nach den Schemata 2.12, 2.15, 2.33 und 2.13 behandeln.

In dhnlicher Weise erledigt man Sf 18 und &f 20 mittels 2.41 und
2.14 mit Hinzunahme von 2.15 und 2.14, 2.13.

Nun bleiben noch die aus &f 10 und &f 11 entstandenen Figuren.
Beide sind trivial fiir leeres I, sei also im folgenden I" nicht leer. Als-
dann verwandeln wir diese Figuren so in. L H J-Herleitungsteile:

(Sf10): Aus (€ & A)> B haben wir € 5 (A D B) herzuleiten. Nun
ergibt 2.23 mit 2.11: €> AW > (€ > (€ & A)). Dies mit (C & AY DO B
und 2.15, 2.14 ergibt (€ o %) o (€ > B), aus dieser Formel und 2.12,
2.15 ergibt sich A > (€ > B), mit 2.14 also € D (A > B).

(Sf11): Aus € D (A o B) leiten wir (€ & N) 5> B im Kalkill LHJ
wie folgb her: 2.21 und 2.22 ergeben (€ & A) > € und (€ & A O ¥,
daraus zusammen mit € O (A O B) erhilt man (mit Hilfe von 2.15, 2.14,
2.15, 2.13) (€ & A) > B.

Damit ist die Umwandlung der LJ-Herleitung in eine L HJ-Her-
leitung vollzogen. Beide sind ferner auch wirklich dquivalent, denn die
Endsequenz der L J-Herleitung ist nur von den Umwandlungen 5.2 und
5.5 betroffen worden und dabei offenbar in eine mit ihr (gemiB 1.1)
dquivalente Formel iibergegangen.

Nimmt man die Ergebnisse von §3 bis 5 zusammen, so ist nunmehr
die Aquivalenz der drei Kalkille LHJ, NJ und LJ voll be-
wiesen.
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§6.
Die Aquivalenz der Kalkille Z H K, N K und L K.

Nachdem die Aquivalenz der zugehérigen intuitionistischen Kal-
kiile bewiesen ist, liBt sich die der klassischen ziemlich leicht folgern.

6.1. Um eine L H K-Herleitung in eine &dquivalente N K-Herleitung
umzuwandeln, verfihrt man genau wie in § 3. Die hinzukommenden Grund-
formeln nach dem Schema N Vv = A bleiben unverindert und sind dann
gleich Grundformeln der N K-Herleitung.

6.2. Um eine N K-Herleitung in eine #quivalente L K-Herleitung um-
zuwandeln, verfihrt man zunidchst wie in §4. Die hinzukommenden
Grundformeln nach dem Schema % V ~ U gehen dabei in Sequenzen
der Form — A* Vv — A* iiber. Diese ersetzt man dann durch ihre LK-
Herleitungen (gemiB III, 1.4). Damit ist die Umwandlung der N K-Her-
leitung in eine #quivalente L K-Herleitung vollzogen.

6.3. Umwandlung einer LK-Herleitung in eine LHK-Hez-
leitung.

Wir fithren einen Hilfskalkiil ein, der sich von dem Kalkiil LK
in folgender Weise unterscheidet:

Die Schlulfiguren diirfen nach den Schemata III, 1.21, 1.22 gebildet
werden, jedoch mit folgenden Einschrinkungen: Zusammenziehung und
Vertauschung im Sukzedens sind iiberhaupt nicht zulissig; bei den iibrigen
Schemata darf fiir © und 4 nichts eingesetzt werden, diese Stellen bleiben
also leer.

Ferner kommen folgende zwei Schemata fiir SchluBfiguren hinzu
(Einsetzungsvorschrift wie iblich, III, 1.2):

1%@—0 und die Umkehrung: &f 2: —1%%9

(Hierin braucht also @ nicht leer zu sein.)

6.3 1. Umwandlung einer L K-Herleitung in eine Herleitung des Hilfs-
kalkiils:

(Das Verfahren ist dhnlich wie unter 5. 4.)

Samtliche SchluBfiguren aufer Zusammenziehungen und Vertauschungen
im Sukzedens werden nach folgender Vorschrift umgewandelt: Man 1iBt
auf die Obersequenzen SchluBfiguren &f 1 folgen, solange bis man alle
Formeln von @ bzw. A negiert ins Antezedens (rechts neben I" bzw. A)
gebracht hat. Dann folgt eine SchluSifigur derselben Art wie die umzu-
wandelnde, und zwar ist dies nun eine im Hilfskalkiil erlaubte SchluB-
figur.- (Man rechnet die ins Antezedens gebrachten Formeln zu I” baw. 4.)
Alsdann liBt man SchluBfiguren Gf 2 folgen und bringt hierdurch © und
A wieder ins Sukzedens zuriick. (Bei-FEA und Schnitt mufl man u. U.

S 1:
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zuvor Vertauschungen im Antezedens vornehmen, diese sind aber ebenfalls
erlaubte SchluBfiguren des Hilfskalkiils.)

Nun bleiben noch die Zusammenziehungen — bzw. Vertauschungen —
im Sukzedens zu erledigen. Bei einer solchen bringt man auf dieselbe
Weise zunichst das ganze Sukzedens negiert ins Antezedens, liBt dann
Vertauschungen, eine Zusammenziechung, und wieder Vertauschungen
— bzw. eine Vertauschung — im Antezedens folgen, und bringt danach
die negierten Formeln wieder (durch SchluBfiguren Gf 2) ins Sukzedens
zuriick.

6.32. Umwandlung einer Herleitung des Hilfskalkiils in eine Her-
leitung des Kalkiils LJ mit Hinzunahme des Grundsequenzschemas
Ay = A:

Man &ndert zuniichst alle H-Sequenzen so ab:

Aus %, ..., %, - B, ..., B,

wird %, ..., % - B,V ... V B, Ist das Sukzedens leer, so
bleibt es leer.

Nunmehr sind bereits alle Grundsequenzen bzw. SchluBfiguren des
Hilfskalkiils mit Ausnahme der SchluBfiguren &f 1 und &f 2 in Grund-
sequenzen bzw. SchluBfiguren des Kalkiils LJ iibergegangen. Denn jene
Schluifiguren entstanden aus den Schemata IIT, 1,21, 1. 22 (mit Ausnahme
der Schemata fiir Zusammenziehung und Vertauschung im Sukzedens),
indem @ und A stets leer bliecben. Daher konnte hdchstens eine Formel
im Sukzedens stehen.

Wir haben also noch die aus den SchluBfiguren &f 1 und &f 2
durch obige Abénderung entstandenen Figuren umzuwandeln.

6.321. Zunichst Gf 1: Ist @ leer, so ersetzt man die SchluBfigur
durch eine NEA mit anschlieBenden Vertauschungen im Antezedens.
Sei nun @ nicht leer. ©* bezeichne die zu @ gehoérigen Formeln in
umgekehrter Reihenfolge und durch \/ verbunden.

Dann lautet die SchluBfigur nach der Abinderung der Sukzedentia:

I'>6*vA
I',=N—-e*

Diese wird in folgenden LJ-Herleitungsteil umgewandelt:

A->N
0*—-»@*Vrd“ -vS]I,m.,
:—m eraunnung W
m Vertauschung m

% % %
r-o ‘3}17 - _)@@*V U, 7 A> 0% it

NEA
Vertauschung
Verdiinnung
OEA
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6. 322. Eine Schluffigur &f2 lautet nach der Abénderung der Suk-
zedentia:
=N 6*
r'-e*ya
©* habe dieselbe Bedeutung wie im vorigen Fall Wenn @ leer ist,
sel @* leer und @* \V A bedeute A.
Wir wandeln sie in folgenden Herleitungsteil um:

A ~ A [ evtl. mehrmalige Verdiin- I+ 7 W > 6* [ ovtl. mehrmalige
AT A l nung ‘und Vertauschung -9 7> @* | Vertauschung
AT>o%y q0ES 7‘2[,]'—>9*v‘2[8§,§

Ay 7 A QIV'?QI,I’»@*vQISchm.tt

'>6*y % )

Man sieht leicht ein, daB auch bei leerem @ alles in Ordnung ist.

6.3 3. Die nunmehr erhaltene LJ-Herleitung mit den hinzukommenden
Grundsequenzen der Form — % v —~ U 1dBt sich wie in §5 in eine LHJ-
Herleitung mit hinzukommenden Grundformeln der Form A v - U (s.5.5),
d. h. in eine LHK-Herleitang umwandeln. Damit ist die Umwandlung
der LK-Herleitung in eine LH K-Herleitung vollzogen. Die Endsequenz
18t dabei.gemiB 6.32, 5.2 und 5.5 in eine (nach 1. 1) dquivalente Formel
iibergegangen.

Nimmt man die Ergebnisse von 6.1, 6.2 und 6.3 zusammen, so ist
nunmehr auch die Aquivalenz der drei klassischen Priadikaten-
logik-Kalkiille LHK, NK und LK bewiesen.

(Eingegangen am 21. Juli 1933.)



