Uber das Maximum des absoluten Betrages von
b b b
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Von

Gerhard Griiss in Berlin.

Verschiedene Aufgaben der technischen Physik geben zu der im
folgenden untersuchten Frage AnlaB, um wieviel sich das Integralmittel
des Produktes zweier Funktionen vom Produkt der Integralmittel der
beiden Faktoren hochstens unterscheiden kann, d. h. zu einer Ab-
schitzung von

b b b

2z | t@e@az— g [ Hwds [g@aa.

a a a

Wenn es sich z. B. darum handelt, die Wirmeabgabe eines Heiz-
korpers wihrend einer Zeitspanne ¢, << ¢ < f, zu messen, miiBte eigent-

t
lich das Integral j f(t) 9(t) dt bestimmt werden, worin f () die Temperatur-
i

1
differenz des Wassers zwischen Vor- und Riicklauf bedeutet und g (t) die
in der Zeiteinheit ein- und ausstrﬁmende Wassermenge. Nun ist es aber

meBtechnisch einfacher, f f()dt und j' g (¢)d¢ fiir sich zu bestimmen, und

damit ist die oben angedeutete Frage unmittelbar gegeben,

Von allgemeinerer Bedeutung, weil in den mannigfachsten Zu-
sammenhéngen wiederkehrend, ist das folgende Beispiel. Die Funktion
g(t) = 1+ p(t) bedeutet einen zeitlich verinderlichen Korrektions-
faktor fiir die Funktion f(f), d. h. statt des vom MeBinstrument ge-

t
lieferten fehlerbaften Wertes J f(t)dt interessiert eigentlich das Integral
2y

#

L
j f®)(X+p(@)dt, und es fragt sich, wie weit dieser Wert durch das
[
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to 2

Produkt der Integrale j. f()dt und j' (1 4 p(#)) di approximiert werden
# t

kannt).

Von den Funktionen f(z) und g(z) soll' zunéichst nur vorausgesetzt
werden, daB sie im Bereich ¢ < # < b eigentlich integrabel im Sinne

Riemanns sind. Indem man & = g——: g- als neue Verinderliche einfiibrt,
erhilt man
b 1
1

b—a j‘f(w)dm= ff(a+5(b~a))dé = oj}f*(,s)dg

a [

usf. Wenn man also nach der Substitution wieder & durch z, f*
durch f usf. ersetzt, besteht die Aufgabe darin, den Ausdruck

Ditg) = [ {@g@de—[{@)dz [g(a)da

abzuschitzen. Man betrachte nun zunichst den durch die Annahmen

(1) f(z) = g()

und

(2) j. fix)dz =0

charakterisierten - Sonderfall, und es sei

(3) PSP fir0 << 1.
Dann ist

(4) (@) = ¢+ (P~ p)d(2),

und di¢ Funktion 8 (z) = L= [D=% (dor Fall ® = ¢ kenn offensichtlich

hier wie stets im folgenden auﬁer acht gelassen werden) ist im Bereich
0 < z < 1 integrabel, und es gilt

(5) 0 < d(2) < 1.

Nun ist

(6) D(h=[l@de
0

1

= ¢ +2¢(@—¢) [F@do+ (@ — ) [P (a)ds,

1) So ging auch die Anregung zu der vorliegenden Untersuchung von der
Praxis aus. Mein Bruder, H. Griiss, Physiker im Wernerwerk M der Siemens und
Halske A. G., vermutete die Richtigkeil der Abschitzungsformel (18). Vgl. Der
Chemie-Ingenieur, Bd. II, Teil III, S. 215.
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und wenn man (2) und (5) beachtet:

1 1

) jﬂ*(m)dngﬁ(m)dmawwfw.
o 0

Aus (6) und (7) folgt

&) DEN=—o9P=1{{(P—0of —(D+¢)} < (P — o)

Um eine von der Voraussetzung (2) unabhiingige Schranke fiir D(f, f) zu

b3
finden, setze man im Fall If(x}cix =F +0 f{{z)=[{z}—F. Dann
4

istjf,(x)dx:(} md p—~F <o) S P—-F lir 0z < 1. Also

folg% aus (8)

®) Dihh=@—-F)(F—¢)=3{(P— 9 —(P+9¢~—2F)
<i@—9)

Nun ist aber

0 < D{fuh) = [(f(a) — FPde = [ fda — F* = D(f, ),

wie - fiberhaupt D (f -+ const, ¢ 4 Const) = D(f,¢) gilt. Also liefert (9)

(10) 0 DL = (@ —F)(F —q),
d. h.
(11) [Piz< (p+ D) [tdz— o0

1
und endlich als eine von dem Wert F = j f d= unabhéingige Schranke
0

fir D(/,) |
(12) D) = 31(@— o)
Die Abschitzung von D(f,f) durch die Ungleichung (10) ist im all-
gemeinen genauer als die durch die Schranke (12); (10) und (12) stimmen,
nur tberein, wenn F = } (¢ -+ @) ist.

Nun mégen zwei verschiedeme im Bereich 0 <2 <1 eigentlich

integrable Funktionen f(z} und g(z): ¢ < fR) <P,y < gl) < I
gegeben sein. Dann ist

(13) D(f,9) = ffgdw—- ffdxfydrc

= #{f10+9r— ¢~ gz 4 {12z [ gaa)
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1 1 1
Setzt man zur Abkiirzung j'fclw == F, jgdw == G und schitzt j'(/-i-g)’dw
¢ 0 ]
mit Hilfe der Ungleichheit (12) ab, so erhilt man
1 2 i
Do) < @+ —g—pp+([(+0)ds) — [ —grdz - 4Fa),
0 [}

(14 Do) S K@ +T—p—7P+1{(F—6P— [(—orda].

Nun ist aber

(15) [(—graaz([¢~ndz) =F-6p
also liefert (14)
(16) Dho) = (@ +T—¢—y)

=}{@—- ) —N+1@—9—T+y)).
Wenn nun speziell ¢ — ¢ = I — ¢ gilt, ist die Ungleichung (16) mit

amn Do = HO—)(['—7)

identisch; aber auch wenn @ — ¢ = I' —y ist, lat sich die Ab-
schitzung (17) beweisen; sie stellt dann eine Verbesserung gegeniiber (16)
dar. Dazu setze man

— /@ —
p=+Vo=b a=+ V7% wmd £ =p-f@), 0,(2) =g-9(a
und erhilt
=29 H@ K pP=0, w=qgy=g@® ¢l =1,,

also

D —gy=I =y =+V(d—o)(I' —y)
Daher liefert (17)

D(ipgi) = qu(fag} == D(fsg) é %(¢1 - 971)([‘: - 71)
oder

17) Doy =P —)(I"'—»)

unabhingig von der Voraussetzung @ — ¢ = I'— . Wihrend D(f,/) =0
ist, wie oben gezeigt wurde, kann natiirlich D(f,g) auch negativ sein;
man sieht aber sofort, da8 die rechte Seite von (17) eine Schranke fiir
|D(f,9)| ist; denn wenn man etwa f(z) durch — f(z) ersetzt, liefert (17)

Dhoy=— (@ —o)(I'—¥)

P 0<z<} N g <
i<z’ ””“{P%gwé

also
Wenn

Ha) = |
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ist, erhilt man D{f ¢q) = }{® — @){(I"—y). Also ist folgender Satz
bewiesen: ‘

Fiir irgend. zwet im Bereiwch 0 < x <X 1 eigentlich integrable Funk-
tionen f(x) und g(2) (¢ S f(R) Py S 9 S T) gilt
(18) DR S HE — ) (I~ )
Der Faktor } kann durch keine kleinere Zahl ersetzt werden.

Beim ’Uberga.ug von Gleichung 13 zu Unglexchung 14 wurde zur

Abschiitzung von f{f -+ g)*d =z die Formel 12 benutzt; verwendet man an

fhrer Stelle die im allgemeinen genauexe Formel 11, so gelangt man
zu_einer Schranke fir D(f,g), die im allgemeinen kleiner ist als
(P — @}{I" — ), dafiir aber aufler von ¢, @, y, I" noch von den Integral-
werten F und G abhiingt. Von dem anfangs charakterisierten Stand-
punkt - der Anwendungen aus gesehen ist diese Verbesserung der Ab-
schitzung von D (f,g) durchaus sinnvoll, weil ja die Integrale F und &
durch die Messungen gegeben sind.
Aus (11) und (13) folgt

Do) S tHe+P+y +DNF+6) ~ (9 + 9 (@ + 1)
-—-f(f»——g)’m*:vwéFG'},

und wenn man wieder (15) beachtet, erhilt man

19 Do o=te+r+@+DF+0)~(p+)@+I)
—fF'«L‘G)’}
Nun ist
%@“?}{F?y}-e: %—{Fq.gwm;ﬂi{')s

—i%fﬁﬁ*wwl*%»y)’,

alio o< $(®— )" —y), wenn F + @ + Hp+y+S+T und
®—g@=I-—y gilt. Wenn dic letzte Bedingung nicht erfillt ist;
setze man.wieder
(20) f,(2} = pi(a) =
Dann folgt aus (19)
- (@la) Dh,9)=Dhg) <oy = t{plp +P1+gly+ I'D(F +¢6)

— e+ P+ qI) — pF+ 9GP,
und da @, — ¢, = I', — 3, =VWE§§3 git
(22) =P, -~y =3P -} —9)

Fw?

L1@) ale) = q9@ = + 2= 2g0.
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und das Gleichheitszeichen in (22) trifft nur zu, wenn

(23a) F,+ 6 =3p,+P+n+ 1))
gilt,

Ersetzt man in (21a) f(z) durch — f(z), so erhilt man
(21b) D(—fg9)=—D(hg) = oy =1{(—rle+ 2]

+gy+L)(—pF +90)—(—pP+gr)(—po+el) — (— pF+4qG),
und es ist dann und nur dann nicht ¢, << } (@ — ¢)(I" — ¥), wenn

(231b) —F 4G =3 (-9, — P, +y,+ 1)
gilt. )

Die aus (21a) und (21b) folgende Abschitzung von |D(f, 9|
(24) —-0,=D(l9) o

18t also immer dann genauer als die der Formel (18), wenn die Gleichungen (23 a)
und (23b) nicht erfillt sind, d. h. wenn

e+ —2F | y+TI'—2@
D — 9 x r—y +0

18t2).

Bisher wurde von den Funktionen f(z) und ¢ (x) nur vorausgesetzt,
daB sie im Riemannschen Sinne eigentlich integrabel seien. Es liegt
daher nahe zu fragen, ob die Abschitzung von D (f,g) nicht verbessert,
insbesondere: ob der Faktor } in der Ungleichheit (18) nicht durch eine
kleinere Zahl ersetzt werden kann, wenn man f(z) und g¢(x) strengeren
Voraussetzungen unterwirft. DaB es hierfiir allerdings nicht geniigt, /()
und g¢(z) als stetig vorauszusetzen, geht aus dem oben angefithrten
Beispiel sofort hervor. Dagegen kann man, wie im {folgenden noch
gezeigt werden soll, eine spezielle Klasse stetiger Funktionen angeben,
die eine wesentlich schirfere Abschitzung der Differenz der Integral-
mittelwerte gestatiet?).

%) Auf eine noch wirksamere Verschirfung der Abschitzung 18 hat mich
freundlicherweise Herr M. Krafft in Marburg brieflich aufmerksam gemacht. Es ist
*  DhostVio—er—(@+¢—2F2 VT —pt—(T+y—267
Da die rechte Seite gleich }(® — F)(F — @) (I'—G) (@ — ) ist, erhalt man die
Ungleichung (*) sofort aus der Formel (10), wenn man beachtet, daB (D (f, )
< D{f.f)- D (g, g9) ist, was sehr leicht aus der Schwarzschen Ungleichheit folgt.

3) Fiir die Klasse der positiven konvexen Funktionen 148t sich auf Grund
der Ergebnisse von Blaschke, Frank und Pick (Frank und Pick, Distanzschatzungen
im Funktionenraum I, Math. Annalen 76, 1915, S. 354ff. und Blaschke und Pick,
Distanzschitzungen im Funktionenraum II, Math. Annalen 77, 1916, S. 2771f.) eine
Schranke fiir D (f, g) bestimmen, die nach Art der Abschitzung 24 von den Integral-
werten F und G abhiingt. Z. B. wird in der erstgenannten Arbeit bewieseln, daB eine be-

liebige positive konvexe Funktion f(z), die durch die Bedingung j. fx)dx =1
0
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Um ein Kriterium fiir die Zugehorigkeit einer im Bereich 0 <z <1
stetigen Funktion zu jener Klasse zu erhalten, betrachte man bei be-
liebig vorgegebenem, ganzzahligem # > 0 das Differenzenschema der

Funktion f(z), das zu den #quidistanten Abszissen ; = % (A=0,1,...n)
gehort, also das Schema

Ty 0 fo = f(O) = Ao]‘o 1
1 1 4 fo
n=%  h=i(3) =24 4y .
2 24 Alfl
Ty = fa=f(7) = 4%, A1 a4
el i) = |
: : : - : a~f,
Tp—1 = n ;1 fn-—l = /(n:l) = Aofn—l i Agfn—-E -
Zp =1 =1 =4, T

Die Funktion f(x) soll dann und pur dann zur Klasse der ,,vollmono-
tonen Funktionen gehdren, wenn entweder 4*f, = 0 oder A*f, < 0 gilt
fir alle 1 =0,1,2,...n*%. Die Bezeichnung ,vollmonoton* ist aus
folgendem Grunde gerechtfertigt. Da

A=, = A, Ay Ay =1,2,. 0 A+ v<n+t1)
gilt, besteht das Differenzenschema einer ,,vollmonotonen Funktion ent-
weder aus lauter nicht negativen oder aus lauter nicht positiven Zahlen,

normiert ist, von der Funktion g(x) = 1 héchstens den sphérischen Abstand /6
haben kann; dabei ist der sphiirische Abstand # zweier normierter Funktionen f (z)

1
und g (z) durch die Gleichung cos # = J. f(x)g(x)d x erklart. Es ist also
0

2

1 1 2 1 1
!l(x)d:rz cos%’oder % ((dex) =1= (J ffdx = (,‘,‘- fdx) ,

1 2
so daB sich 0 = D(f,f) = %(‘ jdx) = %Fﬂ ergibt. Da, wie oben bemerkt
0

wurde, |D(f,9)1 = | D(},f)- D (g, g) gilt, erhalt man sofort | D (f, g) = —;—FG fiir

beliebige positive konvexe Funktionen. Wahrscheinlich lassen sich aus den weiteren
Sitzen von Frank, Pick und Blaschke noch andere Abschitzungen fir D (f,g) ge-
winnen, doch soll hier darauf nicht eingegangen werden. Den Hinweis auf jene
Noten verdanke ich Herrn M. Krafit.

%) Da es sich hier nur darum handelt, D(f, g) abzuschitzen, und da
D(f 4 const, g) = D(f, g) ist, kann durch Addition einer passenden Konstanten
iber das Vorzeichen von f(0) frei verfiigt werden; es kommt also nur auf sgn .1*f,
an fiir 7 = 1. — Die funktionentheoretischen Eigenschaften der vollmonotonen
Funktionen sollen an anderer Stelle niher untersucht werden.
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wihrend bei einer monotonen Funktion im allgemeinen nur die Glieder
der ersten Differenzenspalte nicht negativ bzw. nicht positiv: sind.

Es soll nun gezeigt werden, daB fir zwei vollmonotone Funktionen
f(z) und ¢(z) die Ungleichheit
(25) DU = 4@ — (' —)
besteht.

- Zum Beweise betrachte man zuniichst zwei spezielle vollmonotone
Funktionen, nimlich die Polynome

#@ = Lo
‘wobei a, =>0gilt fir 1 =0,1,2,...n
“oder e<ogltfir 2=01,2,...9
(26) { und
g* (z) = 2 by 2,
wobel b;>0gxltfur}.= 0, L2 ...n
oder: by < 0gilt fir 1==0,1,2,...n
Dann ist
1 1 1
n n n
D%, ¢*) = f 5 absteds _j B amdm-j Sb00dz
A =10 A==0 n=aqa
o (4]
- 1 1 1 %
= Z“ﬂé# (H-g»;»x i+1 ;¢~§~1) = Z’
Lha=o ip=1
also wegen (26)
, - 1 1 1
{D(f* g%} = D lallb (3.“;:‘,;:;“1‘ REES N ;{?ﬁ)
g f =1 :

und da
i 1 1 4 . ‘
A4 p+17 PF1 ‘ ,+1‘Sz“g fiir Ap=12.

D) S a5 Zlaal Y bl
Nun ist aber oo
Q) —*(0)] = &* — ¢* = | Eﬂ‘al = laz]
und
W)~ O = T* =y =] Z b= g”tbnz
und daher, wie behauptet wurde,

(27) (D{* g = §(P* — ") (T™* — ™).
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Es bleibt noch zu zeigen, daB dieselbe Ungleichheit nicht nur fiir
derartige Polynome, sondern fiir beliebige vollmonotone Funktionen richtig
ist. Dazu wird zunichst folgendes bewiesen:

Wenn f(z) vollmonoton ist, gibt es ein Polynom p(z) = “’f' a; ¢ mit
nur nicht negativen bzw. mit nur nicht positiven Koeffizienten derart, da
[Hz)—p@) <e fir 021,

wenn nur n geniigend grof ist.
Man benutze némlich zur Approximation von f(z) das Polynom

(28) plz) = 40f( 2 (") @ — gy,

DaB p(z) .die Funktion f(z) bei hinrcichend groBem » im Bereich
0 < z <1 beliebig nahe approximiert, ist bekannt®). Man braucht
also nur noch zu zeigen, daB die Koeffizienten von p(z) der Bedingung
geniigen, simtlich nicht negativ bzw. simtlich nicht positiv zu sein. Nun
ist aber

n "o~ ¥

p() = S’aaw* 20(r) Yae-n(*77)

-3 S (2
n i
= Y& Y eu (0n(G2)),

] 2 [y = )
a=() Sc(ey s

n
‘ o ¥=0 ( ] )
also schiieBlich

A
a=(3) 2= he=(3) 4

d. h. die Koeffizienten des die Funktion f(z) approximierenden Poly-
noms (28) sind bis auf positive Faktoren die Glieder der ersten Zeile des
Differenzenschemas und daher fiir vollmonotone Funktionen simtlich nicht
negativ bzw. nicht positiv. Ubrigens ist noch leicht einzusehen, daB
P(0) = f(0) und p(1) = f(1) gilt.

fl-—x:

®) Vgl. etwa G. Polys und G. Nzegd, Aufgaben und Lcehreitze aus der Ana-
lyeis, T, 8. 88. Springer 1925. Die Polynome p(z) (n = 1, 2,...) warden von
S. Bernstein eingefiihrt.
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Nun seien f(z) und g¢(z) zwei beliebige vollmonotone Funktionen,
und- es werde

p@ = 31 () e-ar—, f@-p@ =,

q(z) = Zn’ 9 (:)w"(l — 2, g(x) — g () = g,(2)

0
gesetzt, so daBl, wenn nur » geniigend groB ist,
h@] <& [g@|<egltlir0 <2< 1.
Dann ist
D(f,g) = D(p +f g+ g:) = D(p,9)+ D(},,9) + D (p,¢)) + D(}1,9)
also

(29) |D(f, 93| < |D(p, 9|+ |D(f,9) + D(p,9)) + D(fy, 90

Wenn nun
M, = D, — ¢) =
;= max(@, —g) = |flmex)
M, = max (I, —y) = lg!max[ =
gesetzt wird, gilt fiir geniigend grofles n
(30) Dty 9+ D(@,g) + Dhg)| = 2e(M;+ M, + 3e).
Weiter st nach (27) und weil £(0) = p(0), (1) = p(1), ¢(0) = ¢(0),
g(1) = g(1) gils
[1D(p. )| = &lp() —p(0)]lg(1) — ¢ (0)| = H (P — @) ('~ ),
also nach (29) und (30)
ID(9)] < & (@ — 9T —y) + 26 (M, + M, +30),
und da der zweite Summand rechterhand beliebig verkleinert werden
kann, gilt auch
(25) 1D, 9| < 5(® — ) (I — ),
was bewiesen werden sollte.

Die in der letzten Ungleichheit fiir | D (f;g)| gegebene Schranke liBt
sich durch keine kleinere ersetzen, wenn f(z) und g¢(x) beliebige voll-
monotone Funktionen bedeuten; denn fiir f(z) = g(x) = 2 ist’
D(f, 9) = 3

Zum SchluB moégen noch zwei einfache Anwendungen der Un-
gleichung
(18) [Dh9)l = L@ — ) (I'—7)
gezeigt werden. Die erste liefert einen Beweis fiir die allerdings schon
bekannte Tatsache, daB fiir die Koeffizienten a, und b, der Fourier-
entwicklung einer Funktion von beschrinkter Schwankung

\

n=0(3) &=0(3)



Uber das Maximum eines absoluten Betrages. 225

gilt. Es ist namlich

(i.+1)-’-£
1 n—1 n
@y = 7 }(z)cosn zdx,
=o
.2n
iy
also
(1+1)2—ﬂ
1 n—1 y 7
la.| < 2 f f(zr)cosnzdz|.
=
PRt

n

Andererseits folgt aus der Ungleichung (18)

'(1+1)2—n’—'
2—7;-: jf(w)cosnwdw‘—O;g%—(@;—q)l)ﬂ,
il
wenn fiir
Preeg+)2 pi@=® =0,1..,n—1)

erfiillt ist. Also ergibt sich

n—1

1 2 1
| @ é;"}'fZ@z*%%
L]

und da Y (D; — ¢) < o gilt, wenn f(z) von beschrinkter Schwankung
ist, erhdlt man |a,| < ~:— und ganz entsprechend |b,| < %

Zweitens betrachte man ein beliebiges, im Grundbereich ¢ < z < b
normiertes und orthogonales Funktionensystem f, (x)

‘ 1 n=m
ffn(w)fm(w)dh{o .t m

Die Ungleichung (18) liefert

. b R
1 1 1 4
0= b—aj. 5dw—m<jfn($)d$> S (CAE 9 8
a a

wenn @, und ¢, obere und untere Grenze von f,(z) im Grundbereich
bedeuten. Nun folgt aber aus der Besselschen Ungleichung

B> g
Mathematische Zeitschrift. 39.
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also erhilt man

lim inf (@, — gn) = o,

> =Vb—a
d. h. die Funktionen eines im Grundbereich o < © < b normierten
Orthogonalsystems oszillieren fast alle zwischen Grenzen, deren Abstand

grofer ist als ,b_E_._ ~ o, wie klein auch die Konstante o sein mag. Der

asymptotische Minimalabstand von oberer und unterer Grenze der Funk-
tionen des Systems hingt also nur von der GroBe des Grundbereiches
ab. Wenn iibrigens eine der Funktionen f,(z), etwa f, eine Konstante

b
ist, dann folgt ja aus der Orthogonalititsbedingung I fa(z)dz =0
3

fiir n = 1,2, ..., so dal} auch
B, — gp = o
T fb—a )
fir alle n == 1 gilt. Jetzt liefert die Ungleichung (12b) sogar
— b, = firn=123,...

= p-a

{Eingegangen am 30. Dezember 1933.)



