
~ber das Maximum des absoluten Betrages von 
b b b 

' I  1 I  I b - a f ( ~ 1 6 2  (b - a )  2 f ( x ) d o r  g ( x ) d ~ r  

V o n  

Gerhard Griiss in Berlin. 

Verschiedene Aufgaben der technischen Physik  geben zu der im 
folgenden untersuchten Frsge Anlal], um wieviel sich das Integralmittel 
des Produktes zweier F ,  nktionen vom Produ~ der Integralmittel der 
beiden Fsktoren h6chstens unterscheiden kann, d. h. zu einer Ab- 
schatzung von 

b b b 

(Z 8 a 

Wenn es sich z. B. darum handelt, die Warmeabgabe eines Heiz- 
k6rpers wahrend einer Zeitspanne t 1 ~___ t ~ t~ zu messen, miiflte eigent- 

lich das Integral ~ f (t) g (t) dt bestimmt werden, worin / (t) die Temperatur- 
t l  

differenz des Waesers zwischen Vor- und Riicklauf bedeutet und g (t) die 
in der Zeiteinheit ein- und ausstrSmende Waesermenge. Nun ist es abet 

mefltechnisch einfacher, / (t) d t und g (t) d t fiir sieh zu bestimmen, und 
tl t l  

damit ist die oben angedeutete Frage unmittelbar gegeben. 
Von ailgemeinerer Bedeutung, weft in den mannigfachsten Zuo 

sammenhangen wiederkehrend, ist das folgende Beispiel. Die F-nl~tion 
g(t) ~ 1 ~ p ( t )  bedeutet einen zeitlich ver~nderlichen Korrektions- 
faktor fiir die Fnni~tion /(t), d .h .  start des vom Meflinstrument ge- 

t~ 
lieferten fehlerhaften Wertes j / (t.) d t interessiert eigentlich das Integral 

e t 1 

i2f (t) (1 Jr p (t)) d t, und es fragt sich, wie welt dieser Wert dutch das 
t l  
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Produkt  der Integrale i~/(t) clt und i'~(1 § approximiert werden 
t t  Q 

kann 1). 
Von den Funktionen /(x) und g (x) soll zun~iehst nut  vora~gesetzt  

werden, dal~ sie im Bereieh a ~ x ~ b eigentlieh integmbel im Sinne 

Riemanns sind. Indem man ~ = ~ -  a als neue Ver~nderliehe einftihrt, b--a 
erh~lt man 

b 1 1 

b - - g  

g o II 

t~f. Wenn man also nach der Substitution wieder ~ durch x, ]* 
dureh ] usf. emetzt, besteht die Aufgabe darin, d en  Ausdruck 

1 1 I 

D(I, g) ---- ~ /(x)g(x)dx -- ~ /(x)dx ~ g(x) dx 
0 0 O 

Man betrae'hte nun zun~ichst den dtLrch die .4m~hmen abzusch~itzen. 

(1) 
und 

(2) 

t (x) = g (x) 

1 

= o  
0 

charakterisierten Sonderfall, und es sei 

Dann ist 

(4) 1 (x) = ~ § ( ~  - ~) ~ (x), 

und dig Funktion ~ (x) ~-- / ( x ) - -~  (der Fall ~ -~ ~o kann offensichtlich 

hier wie stets im iolgenden aul~er acht geIassen werden) ist im Bereich 
0 ~ x <:  1 integrabel, und es gilt 

~5) o ~ # (x) ~ 1. 

]Nun ist 

(6) 
I 

D (t, i) = ~ ? (x) d 
0 

1 1 

-~ ~'  + 2 T ( r  ~) ~ v~ (x) d x -j- (~b -- ~o) 2 f v~ 2 (x) d x, 
0 0 

1) So ging auch die Anregung zu der vorliegenden Un~ersuchung yon der 
Praxis aus. Mein Bruder, H. Griiss, Physiker !m Wernerwerk M der Siemens und 
Halske A. G., vermutete die Richtigkei( der Abseh~tzungsformel (18). Vg]. Der 
Chemie-Ingenieur, Bd. II, Tell III, S. 215. 
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und wenn man (2)und (5) beachtet: 
1 1 

(7) ; e ' ( x ) d z  ~ ~ ~9(~)dx = 
0 o 

Aus (6) m~d. ~7) folge 

(8) D(/,I) ____ - ~ = 1 {(~ -- ~)' -- ~ + ~)'} <_-- �88 - ~)'- 
Um eine yon der Voraussetzung (2) unabhgngige Schranke flit D(f,/)  zu 

I 

finden, setze man im :Fall S / (x )dx  = F ~ 0 /~(x) = [(~)--F.  Dann 
0 

1 

i s t~] l (x)  d x = 0  und ~ - - F ~ / ~ ( z ) ~ - - F  flit 0 < _ x < : l .  Also 
0 

folgt aus (8) 

(9) D(/,,/,) <~ (~--F)(F-- qD) = 1 {(4)- ~)' -- (~-5 ~ -- 2F)'} 

Nun ist aber 
1 1 

o < D ( t . h )  = ; (t (;~) - F)~'d~ = S / ~ d ~  - . F  '~ = D(I,t), 
0 o 

w i e  fiberhaupt D (t + const, g + Const) = D (1, g) gilt. Also liefert (9) 

(lO) o ___ D (1, l) --_< (~ - F ) ( F  - -  ~), 
d . h .  

1 1 

o o 

1 

und endlich als eine yon dem Weft F = ~ ] dx unabh~uglge Schranke 
o 

flit D if,/) 
(12) D(I,/) <: �88 -- q~)~. 

Die Absch~tzung yon D(/ , /)  dutch die Ungleichung (10) ist im all- 
gemeinen genauer als die dutch die Schranke (12); (10) und (12) stimmen~ 
nut iiberein, wenn F = �89 (~ + ~b) ist. 

Nun m6gen zwei verschiedene im Bereich ()~:_~ ~ 1 eigentlich 
integrable Funktionen f(x) und g(z): ~ < :  f(~) <:  ~,  7 2~ g(:c) ~___/~ 
gegeben sein. Dann ist 

I 1 1 

(13) D(/,~)= ~ t g d ~ - -  S l d z ] g d z  
o 0 0 

o 0 
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1 I 1 

Setzt man zur Abl~rzung ~ / d x  = F, ~ g d x  = G und scl~tzt ~ (/+g)~dx 
o o 0 

mit  Hilfe der Ungleichheit (12) ab, so erh~ilt man 
1 2 7, 

I 

(14) D( f ,g )~ (qg-+ .F '~ - -7 ) ' - }=~{ (V- -G)s - -  y (f -- g)' d x} . 
0 

Nun ist aber 

(15) f(t-e)'a~>= ( / - e ) a  '=(F-a)', 
o o 

also liefert (14) 

(16) D (/, g) _~ r (r + r -- ~ -- 7)' 
--  ~ {(~ - ~ )  ( r -  7) + �88 ( ~  - �9 - r + r ) 2 } .  

Wenn nun speziell � 9  = / ' - - 7  gilt, ist die Ungleichung (16) mit  

(17) D (l, g) <~ �88 ( ~  -- ~) (/" -- Y) 

identisch; abet auch wenn r  q= F - - y  ist, liiilt sich die Ab- 
schiitzung (17) beweisen; sie stellt :lann eine Verbesserung gegeniiber (16) 
(hr.  Dazu setze man 

--~ + ~,  - -  + ~ und 11 (x) ~- p .  f (x), g~ (x) = q- 9 (x) P 

und erhiilt 

~ , = P ~ _ _ / l ( x ) ~ P + - - - - ~ , ,  7 1 = q T ~ _ _ g l ( ~ ) ~ q r = l " l ,  
also 

�9 1 - ~ ,  = r , -  71 = + V ( ~  - + ) ( r -  7). 
Daher liefert (17) 

D(l,,g,) = PqD(/,g) = D(f ,g)  ~__ ~(~ ,  -- r (F,  --71) 
oder 

(17) D(/, g) ~ �88 (~, - ~) (F -- 7) 

unabhii.ngig von der Voraussetzung ~ - - ~  =/'--7" W~ihrend D(I,J)~_0 
ist, wie oben gezeigt wurde, kann natiirlich D(], g) such negativ sein; 
man  sieht abet sofort, (hi] die rechte Seite yon (17) eine 8chranke flit 
[D(~,g)[ ist; denn wenn man etwa f(x)dutch --f(x) ersetzt, liefezt (17) 

D ( - - / , 9 )  = - -D( / ,g )  ~_ �88 ~ + ~)(/ '--~), 
also 

D (f, g) _~ -- �88 (~  -- r (/" -- 7). 
~ e n n  

/(~)= ~ �89 g(~) � 8 9  
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ist, erhiilt man D(] q)= �88 (~ -- ~) (F  -- 7). Also ist folgender S a t z  
bewiesen: 

(18) I D (f, g) l ~__ �88 (~  - -  ~) ( r  - 7). 
Der Fakb~r ~ kav,~ d ~ h  lagne tdeinere Zatd erset~t u~den. 

Beim t~oergang yon Gleichung 13 zu Ungleichung 14 wurde zur 
1 

Absch~tzung yon f (f + 9)~ d x die Formel 12 benutzt; verwendet man an 
0 

itrrer Stel]e die im allgemeinen genauere Formet 11, so gelangt man 
zu einer Schranke fiir D(f,g), die im allgemeinen kleiner ist als 
�88 (O -- ~) C F -- 7), dafiir aber auger yon ~, O, 7, r noch yon den Integral- 
wert~n F und (7 abh~ngt. Von dem an~ngs charakterisierten Stand- 
punkt �9 der Anwendungen aus g~sehen ist  diese Verbesserung der Ab- 
schiitzung yon D(/ ,9)  durchaus sinnvoll, weil ja die Integrale F und 
dutch die Messungen gegeben sind. 

Aus (11) und (13) folgt 

i 
- 

o 

und wenn man wieder (15) beachtet, erh~It man 

(19) D(/,~)~#=~{(~,§162247247247 
- ( .v  + e--')'}. 

Nun ist 

_ ! ( ,h  - ~ - F +  7 ) ' ,  16 

also ~ ~ < �88 (O --  ~) ( r  -- 7), wenn F + G  = ~ ' � 8 9  und 
� 9  = F - - ?  ggt. Wenn d~e letzte Bedingung nicht ediillt ist; 
setze man.wieder 

(20) /,(=) = ~tC ~) = + ~ r - - ,  [(~), g,(x) = qg(x)= § --__t/~g(=)" 
Dann folgt aus (19) 

(21a) D(/~,g0 = D(/,g) < ~, = ~ {(~[~ + ~] + ~ [ r +  r ] ) (~F  + q0 ) 
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und das Gleichheitszeichen in (22) trifft nur zu, wenn 

(23a) F 1 ~ G1 --- � 8 9  + ~ ~-r~ ~ F1) 

gilt. 
Ersetzt man in (21a) /(x)  dutch - - / ( x ) ,  so erh~ilt man 

(21 b) D (--  ], g) ---- - -  D (/, g) ~ a 2 ---- ~ {(-- p [~0 -t- ~] 

H-- q [ ~ + / ~ ] ) ( - -  p u  + q G ) - - ( - -  P ~ + q T ) ( - -  p ~ - q F ) - -  (-- pF+qO)2},  
und es ist dann und nut  dann nicht 62 < �88 --  r  wenn 

(23 b) -- u  + G~ = �89 (--  ~, -- ~1 + 7~ + / ' 1 )  
gilt. 

Die aus (21a) und (21b) /olgende Abschatzung yon ID(/,g)[ 

(24) -- a 2 ~___ D (1, q) < :  al 

ist al,~o immer dann qenauer als die der Formel (18), wenn die Gleiehungen (23 a) 
und (23b) nicht erliilh sind, d. h. wenn 

~-t- ~) -- 2F _~_ 7-~- F - -  2 G 
~ - - ~  - -  r - - y  = ~ 0  

ist2). 
Bisher wurde yon den Funktionen / ( x ) u n d  q (x) nut  vorausgesetzt, 

daft sie fin Riemannschen Sinne eigentlich integrabel  seien. Es liegt 
daher nahe zu fragen, ob die Absch~tzung yon 2)(/, g) nicht verbessert, 
insbesondere: ob der Faktor  { in der Ungleichheit (18)n ich t  dutch eine 
kleinere Zahl ersetzt werden kann, wenn man / (x)  und g (x) strengeren 
Voraussetzungen unt.erwirft. Dal~ es hierfiir aUerdings nicht gentigt, / (x)  
und g(x) als st~tig vorauszusetzen, geht aus dem oben angefiihrten 
Beispiel sofort hervor. Dagegen kann man, wie im folgenden noch 
gezeigt werden soll, eine spezielle Klasse stetiger Funktionen angeben, 
die eine wesentlich schiiffere Abschiitzung der Differenz der Integral- 
mittelwerte gestat~et 3). 

2) Auf eine noch wirksamere Verscharfung der Abschatzung 18 hat reich 
freundlicherweise Herr M. Krafft in Marburg brieflich aufmerksam gemacht. Es ist 

(*) D(I, 9) <= �88 ~)" - - (~+ q~--2~') '~' l /(r--r)=--(r§ ~. 
])a die rechte Seite gleich V(~--F)(-  P -  ~o) (F=- a) (o - r) ist, erha]t man die 
Ung]eichung (*) sofort aus der Formel (10), wenn man beachtet, dab (D(/, g))2 

D (/, ]). D (g, g) ist, was sehr leicht aus der Schwarzschen Ungleichheit folgt. 
s) Ffir die ]~lasse tier positiven konvexen Funktionen l~13t sich auf Grund 

der Ergebnisse yon Blaschke, Frank und Pick (Frank und Pick, Dist~nzsch&tzungen 
im Funktionenraum I, Math. Annalen 76, 1915, S. 354ff. und Blaschke und Pick, 
Distanzsch~tzungen im Funktioncnraum II, Math. Annalen 77, 1916, S. 277 ft.) eine 
Schranke fiir D (/, g) bestimmen~ die naeh Art der Absch~tzung 24 yon den Integral- 
werten Fund G abhiingt. Z.B. wird in der erstgenanntcn Arbeit bewiesen, dab eine be- 

1 

]iebige positive kcnvexe Funktion / (x), die durch die Bedingung ~/2 (x) d x = 1 
0 
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Um ein Kriterium flit die Zugeh6rigkeit einer im Bereich 0 ~ z ~ 1 
stetigen Funktion zu jener Klasse zu erhalten, betrachte man bei be- 
liebig vorgegebenem, ganzzahligem n > 0 das Differe~enschema der 

(4 = 0 ,  L . . . ~ )  Funktion /(z) ,  das zu den ~iquidistanten Abszissen x~ = -~ 

geh6rt, also das Schema 

x0 = o lo = t (o)  A~ 
A 11o 

' /, l ( ' )  = A ' t . .  X 1 .~-- "~- 
, A,t, 

�9 ~ = - t ,  = t = t~ / t~  I t  �9 
_ , , .  A ~ t~ 

3 
338 ~ - -  /3 

n 

" A~ to 
n - - 1  A*t,,_~ . �9 

: r , , _ ,  - . t , , - ,  = 1 = A ~  A ' t , , _ ,  

z, ,  = 1 1.  = 1 ( 1 )  = A O l .  

Die Funktion ~ (x) soil dann und nur damn zur Klasse der ,,vollmono- 
tonen Funktionen" geh6ren, wenn entweder A ~ 10 __----- 0 oder A 1/o < 0 gilt 
flit alle ~ = 0, 1, 2 . . . .  n'). Die Bezeichnung ,,vo]lmonoton" ist aus 
folgendem Grunde gerechtfertigt. Da 

A~-I/ ,  = A ~ / , - I +  A~-1/,_1 (2, v = 1 , 2 , . . . , n ; ~ + ~ _ _ ~ n + l )  
gilt, besteht das  I)ifferenzenschema einer ,,vollmonotonen" Funktion ent- 
weder aus lauter nicht negativen oder aus lauter nicht positiven Zahlen, 

normiert  ist, yon der Funktion g (x) = 1 hOchstens den sph~rischen Abstand ~r/6 
haben kann; dabei ist der sphgrische Abstand ~ zweier normierter Funktionen / (x) 

1 

und g (x) durch die Gleichung cos 0 "-~ j" / ( x ) g  (x)d x erkl~rt. Es 1st also 
0 

' )' i d , ) "  S,, ' (  x) d x  > c o s - ~  oder -~- / d x  >-- 1 = / 2 d x  _>~ d x  , 
0 0 0 0 

l ( . i  )2 1 F~ ergibt. Da, wie oben bemerk t s'o dab sich 0 _<_ D ([, [) -~__. -.-~. ] d x : -~- 
o 

wurde, ] D (], g) i -~  I D ([, [ ) .  D (g, 9) gilt, erhi~lt man sofort ] D ([, 9) ] ~ 3 F O  far  

beliebige positive konvexe Funktionen. Wahrscheinlieh lassen sieh aus den weiteren 
Siitzen yon Frank, Pick und Blaschke noch andere Abschatzungen ftir D (/, g) ge- 
winnen, doeh soll bier darauf nieht eingegangen werden. Den Hinweis aui  jene 
l~oten verdanke ich Herrn M. Krafft. 

4) Da es sieh hier nur datum handelt, D ( / ,  9) abzusch~tzen, und da 
D (/-~- eonst, g) = D (/, g) ist, kann durch Addition einer passenden Konstanten 
fiber das Vorzeichen yon / (0) frei verfiigt werden; es kommt also nut  auf s.qn A~/0 
an fiir 2 ~ I. - -  Die funktionentheoretisehen Eigenschaiten der vollmonotonen 
Funktionen sollen an anderer Stelle n~her untersucht werden. 
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w~hrend bei einer monotonen Funktion ira allgemeinen nu t  die Glieder 
der ersten Di~ferenzenspalte uicht negativ bzw. nicht positiv' sind. 

Es sou  nun gezeigt werden, dal] fiir zwei vollmonotone Funktionen 
/ (~) und g (x) die  Ungleichheit 

(25) lD(/ ,g)l  ~ ~ ( ~ -  ~ ) ( / ' -  7) 

besteht ,  
Zum Beweise betrachte man zuntiehst zwei speziel|e vollmonotone 

Funktionen, n~mlich die Polynome 

= 2 : a , ~  1 " ( ~ )  ~ f f i .  

wobei a~ ~ O gilt flit 2 = 0, I, 2, . . .  n 
o d e r  a~ ~ 0 gilt flir 2 = O, 1, 2 . . . .  n, 

(26) ~ d  

fr* (x) = Z bl x *, 
~ 0  

wobei bz ~ 0 gilt fiir ~ = O, 1, 2, . . .  n 
oder  b~ <~ 0 gilt fiir )~ = O, t ,  2, . . .  n. 

Dann ist 
'1 1 1 

I" I" b( t* ,  r = ~,Z~=oa~.b,,x~+~dz -- , = , , a a ~ d x "  ~ffio'~b~x"dx 
0 0 0 

n 

I ' ' ' , ) : , z :  = ,~ b~ ) . + ~ - +  ~ - ~ u 2 4 7  - ' ,  

also wegen (26) 

und da 

NUn ist abet 

n. 

I D ( t * , g * ) t  ~ , .  = la, llb,,,t ( ) : :+- ,~ ,~ i  - ~. + i ~, 

I 1 . 1  4 
;. + / ,  + i  - ~. § 1"/~§ ~ ~" far ~, ~ --  1, 2 . . . .  

n 

[D(l*,g*)l ~~':,~=1 [a~l "~ Ibf' I" 
ta ~*= l 

n n �9 

I / * ( 1 ) -  f * (o ) i  - -  r  - q,* = t 2:  a~l - -  ~ last 
1 I 

und 

I g* (1) -- g* (0) t = / ' * - - 7 "  ---- t ~ b~t = ~ l b ~ f  
1 1 

und dsher,, wie behauptet  wurde, 

(27) {D (f~, 9*) ] __~ ~ (~* --  ~*) (/ '* --  7"). 
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Es b l e~ t  noch zu zeigen, dab dieselbe Ungleichheit nicht nut  fiir 
derartige Polynome, sondern fiir beliebige vollmonotone Funktionen richtig 
ist. Dazu wizd zuniichst folgendes bewiesen: 

n 
Wenn / (x)  vollmonoton ist, gibt es ein Polynom p (x) ---- Z a~ # mit 

It 
nut  nicht negativen bzw. mit nut  nicht positiven Koeffizienten derart, dab 

l / ( z ) - p ( x ) J < ~  f~r 0 ~ x ~ 1 ,  

wenn nur n geniigend grol3 ist. 

Man benutze n~imlich zur Approximation yon ](x) das Polynom 

R 

y /  ' ~ . 

! t . ~  0 

Dal3 p ( x ) d i e  Funktion ](x) bei hinr?;chend grol~em n im Bereich 
0 ~___ x ~ 1 beliebig nahe approximiert, ist bekannt 5), Man braueht 
also nttr noeh ma zeigen, dai] die Koeffizienten yon p (x) der Bedingtmg 
geniigen, sgmtlioh nicht negativ bzw. siimtlich nicht positiv zu sein. Nun 
ist abet 

" ( ) p(~) = Y' a~x~ = /, n 

2 '  = t . ( : )~(-  ~)'-, (~: ;) 
t'~---O 

~ffi=O ~ s O  

J" 4r (Zt. - -  ' .  -~- X)  X 

~ = (;)._-oX (-~)'(~-J (;) t,-., 
also schliei31ieh 

o , - ( ; )  2 ' ( - , .  (~) t,-. -- ( ; )  A't.. 
X ~ O  

d . h .  die Koeffizienten des die Funktion /(x) approximierenden Poly- 
noms (28) sind bis auf positive Faktoren die Glieder der ersten Zeile des 
Differenzenschemas und daher fiir vollmonotone Funktionen s~imtlich nicht 
negativ bzw. nicht positiv, t~brigens ist noch leicht einzusehen, daft 
is(O) = / ( 0 )  und p(1) = /(1) gilt. 

5) Vg]. etw& O. Polya und G. Nzego, Aufgaben und Lchrs&tze aus der Ana. 
lysis, I, S. 66. Springer 1925. ..Die Polynome p (x) (n ~ 1, 2 . . . .  ) wurden yon 
S. Bernstein eingefiihrt. 
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Nun seien' /(z)  und g(z) zwel beliebige vollmonotone Fnn_ktionen, 
und es werde 

o 

o 

gesetzt, so daB, wenn nur n gen/igend groB Jst, 

Dann ist 

D (/, g) = D (~ § h, q § gl) = D (p, q) § D (h, q) § D (?, gl) § D (h, gt) 
also 

(29) ID(f, g)[ ~ ID(P,q)I § ID( / .  q) § D(p,g,) § D(fl,9~) ]. 
Wenn nun 

M/ = m a x ( ~ , - - f ) - - - - I / l m a x l  
M, max ( i , , _? )  = [ 9 i m a  x '  0~___~r~l 

gesetzt wird, gilt flit geniigend gro~es n 
(30) I D (/~ q) + D (?, 9,) § D (h 9,)1 _~ 2 8 (M,  + M ,  + 3 ~). 
Weiter ist nach (27) mad well / (0) = p (0), ] (l) -- p (1), 9 (0) = q (0), 
g(l)  = q(1) gilt 

ID(p,q) l  ~_ ~1~(~) - ~,(o)tlq(1) - ~(o) 1 = ~ ( ~ -  ~ ) ( r -  r), 
also naeh (29) und (30) 

4 

und da der zweite Summand rechterhand beliebig verk|einert werden 
kann, gilt auch 
(25) ID(/,9)] ~_ ~(r - ~o ) ( / ' -  r), 
was bewiesen werden s0Ute. 

Die in der letzten Ungleichheit flit I D (], g) l gegebene Schranke lii~t 
sich durch keine kleinere~ersetzen, wenn/(~r)  und g(z) beliebige voll- 
monotone Funktionen bedeuten; denn fiir / (z) = g (z) = ~ ist' 
D (/, 9) = • 45" 

Zum Schlul~ mfgen noch zwei einfache Anwendungen der Un- 
gleichung 
(18) tD(/,g)I < ~(r -- ~,)(r--~,) 
gezei~ werden. Die erste liefert einen Beweis flit die aUerdings sehon 
bekannte Tatsache, dab fiir d i e  Koeffizienten a.  und b~ der Fourier- 
entwicklung einer Funktion yon besehriinkter Schwankung 
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gilt. Es ist niimlieh 

aho 

3--I / 7t 
t ~ l(z)cosnzgz, a a - -  

J,-- 
n 

tlyg 
(~ + 1) -~- 

). ~..~ 
n 

Andererseits folgt aus der Ungleichung (18) 

f ( x ) c o s n x d x - -  ~ -~ ( ~  -- qa).2, 

n 

wenn fiir 

~ 2 : t  < x < (). + 1) 2~t (2 = 0,1, . . . ,  n - - 1 )  

erfiillt ist. Also ergibt sich 
R - - 1  

[a ,~ [<  1 2~ I s 
- ~  �9 ,~ �9 --ff ( ~  - ~) ,  

0 

und da • ( ~ -  ~ )  ~ a gilt, wenn /(x) von beschriinkter Schwankung 

ist, erhiilt man [ a~ t ~ < _an und ganz entsprechend l b~ I __ <:  n" 

Zweitens betraehte man ein beliebiges, im Grundbereich a .~  x ~ b 
normiertes und orthogonales Funktionensystem /~ (x) 

b 

f {1 n ~  m 
/ , , ( x ) / ,~ (x )dx= 0 n ~  m 

Die Ungleichung (18) ]iefert 

b b 2 's '(! 
a 

wenn Cn und ~ obere und untere Gre~ze yon / ,  (x) im Grundbereich 
bedeuten. Nun folgt abet aus der Besselschen Ungleichung 

b 

lira ~/,, (z) d x = 0; 
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also erh~ilt man 
2 

lira inf (r - ~.)  ~ Vb--~' 

d . h .  die Funktionen eines im Grundbereich a ~ x ~_~ b normierten 
Orthogonalsystems oszfllieren fast alle zwischen Grenzen, deren Abstand 

2 ~, wie klein auch die Konstante ~ sein mag. Der grS~er ist als Vb -  a 

asymptotisehe Minimalabstand von oberer und unterer Grenze der Funk- 
tionen des Systems h~ingt also nut v o n d e r  GrSl~e des Grundbereiches 
ab. Wenn iibrigens eine der Funktionen /~ (x), etwa fo, eine Konst~nte 

b 
ist, dann folgt ja aus der 

fiir • = 1, 2, . . . ,  so dab auch 

f ~  alle n ~ 1 gilt. 

Orthogonalit~tsbedingung ff ]n (z) d x -~ 0 
a 

2 
- ~ >  tT-:-~ 

Jetz t  liefert die Ungleichung (12b) sogar 

1 ~i]~ n ~- 1, 2, 3, . , .  

(Eingegsngen am 30. Dezember 1933.~ 


