
Ueber den Casus Irreducibilis bei der Gleichung dritt~n Grades. 

Von 

OTTO H~iLDER in Ttibingen. 

Es ist meines Wissens noch nicht streng bewiesen worden, dass 
der casus irreducibilis die Eigenschaft besitz~, nach der er genannt ist. 
Ein so, chef Beweis kann weiter und enger gefasst sein. Man kann 
sich auf die sogenannte allgemeine Gleichung dritten Grades beschr~inken, 
d. h. die Coefficienten der Gleichung 

x ~ - ~ x  ~ + q x - -  r ~ - 0  

innerhalb gewisser Grenzen willktirlich lassen; dabei wird es sich jeden- 
falls nur um s olche reelle Werthe io, q, r handeln, ftir welche die 
Discriminante 

D - - p 2 q 2  _[_ 18~pqr - -  4lair - -  4 q  3 ~ 27r 2 

positivist. Es ist dann zu zeigen, dass es keinen aus reellen Wurzeln 
gebildeten Ausdruck giebt, welcher ffir alle die in jenen Grenzen 
ver~inderlichen p, q, r der Gleichung gentigr Dieser Beweis kann dem 
A b e l'schen fiir die NichtauflSsSarkeit der Gleichung ftinften Grades 
nachgebildet werden, wobei nur Reelles und Imagin~res sorgf's 
geschieden werden muss. Einfacher gestaltet sich der folgende Beweis- 
gang, der welter reicht, indem er zugleich fiir jede besond~e irreducible 
Gleichung yore dritten Grade gilt. 

w  
Man seize einen Rationali~i~sbereich fes~, d. h. bezeichne gewisse 

ver~nderliche oder unver'~nderliche GrSssen ~ ,  ~',  . . .  in endlicher Zahl 
und betrachte alle aus diesen GrSssen dutch die Opera~ionen der vier 
Species ableitbaren als rational. Die GrSssen ~ ,  ~ ' , . . .  sollen je~z~ 
ausserdem reelI sein, so dass ein r~fl~r Rationali~itsbereich vorlieg~. 
In diesem Ra~ionali~bereich sei eine gegebene. Gleichung driF~en 
Grades irreducibel und ihre Discriminante D sei posi~iv. M~n ha~ 
dann eine C~leichung mit drei verschiedenen reellen Wurzelh; denn bei 
tier gewShn|ichen Schreibar~ der Cardanischen Formel is~ die unter der 
Quadratwurzel s~ehende Gr'Ssse gleich 
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also im vorliegenden Falle negativ. 
Ist nun nicht zufiillig die Quadratwurzel aus der Discriminante selbst 

eine GrSsse des Rationalit~itsbereichs, so ftige man sie n achtriiglich zu 
den GrSssen ~ ,  ~ ' , . . .  hinzu, d. h. man ,,adjungire" ~/-D. Der neue 
Rationalit~tsbereich ist auch reell, well die Discriminante positiv ist. 
Die erwiihnten Eigenschaften der Gleichung bleiben bestehen; die Glei- 
chung wird nicht reducibel, well keine Gleichung yore dritten Grad 
durch Adjunction der Wurzel einer yore zweiten zerfiillt~ was im Folgen- 
den noch begriindet werden wird. Es gewinnt aber die Gleichung 
noch die Eigenschaft~ dass jede ihrer Wurzeln, x~, x:~ xa, in jeder 
anderen rational ist. 

und 

Es ist niimlich 

xl ~ x2 ~--- (x~- xs) (x~-- x,) 
w ~loxs -b ~xa 2 
xs 

woraus hervorgeht, dass x I und x 2 rational sind~in x~ und den GrSssen 
des neuen Rationalitiitsbereichs; es ist auch dutch die vorausgesetzte 
Irreducibilit~t der Gleichung ausgeschlossen, dass die Ausdrticke illuso- 

_risch werden. So kann man immer 2 der Wurzeln in der dritten 
ausdriicken. 

w 
Ich nehme jetzt an, dass die Gleichung dutch einen irgendwie aus 

Wurzelzeichen combinirten ohne Hilfe der Imagin~ren zu berechnenden 
Ausdruck befriedigt werde. Es soll I also mSglich sein, eine der Glei- 
chungswurzeln dadurch zu bestimmen, dass man aus einer GrSsse des 
Rationali~tsbereichs eine Wurzel yon beliebigem Exponenten reell aus- 
zieht, diese adjungirt, aus einer Gr'dsse des neuen Rationali~tsbereichs 
wieder eine Wurzel reell auszieht und so forff'~hrt~ bis man zu einem 
Rationali~tsbereich gelang~, dem die Gleichungswurzel angehSrr Die 
Wurzelexponenten kSnnen unbeschadet der Allgemeinheit als Primzahlen 
angenommen werden. 

Wofern die erste Adjunction die Gleichung nicht~ reducibel mach~ 
bleiben alle die besprochenen Eigenschaften der Gleichung bestehen. 
Man schreitet in diesem Fall gleich zur n~chsten Adjunc~on weiter 
und macht nSthigenfalls so for~ his eine Wurzel adjungirt wird, welche 
die Gleichung reducibel macht. Der unndttelbar vor dieser Adjunction 
vorhandene Rationalit~tsbereich ist reell~ well alle die adjungirten 
Wurzeln reell sin& Man h~tte also den Fall~ dass eine in einem 
reellen Rationalit~tsbereich irreducible G!eichung dritten Grades, bei 
der jede Wurzel reell und in jeder andern rational ist, reducibel wiirde 
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bei der Adjunction einer reellen Warzel mit Primzahlexponenhm aus 
einer Gr'6sse. des Rakionalit~bereiehs. 

w  
Dass dies nicht mSglich ist, ergieb~ sich aus dem folgenden all- 

gemeineren Satz: •ine in einem reellen ttationalittitsbereich irreducibZe 
Gleichung n t~ Grades mit einer redlen Wurzd und yon tier ~F, igenschaft, 
dass jede ihrer Wurzeln in jeder andern rational ist, kann nicht dutch 
die Ad/junction eines reellen t~adicals mit t)rimzahlexponenten reducibet 
werden, es sei denn der J~xponent gleich 2, in wdchem _Fall auch n 
durch 2 theilbar sein miisste. 

Hinsichflich des Beweises dieses Satzes bedenke man zun~chst, 
dass die vorausgesetzte Realit~i einer Gleichungswurzel die Realit~t der 
andern nach sich zieht, denn diese sind in jener einen rational, und 
die ausserdem in die Ausdriicke eingehenden GrSssen des Rationali~ts- 
bereichs sind gleichfalls reell. Ferner hat man die reine Gleichung 

x2 --  a~---0~ 

die das Radical definirt, ebenfalls als irreducibel zu denken. W~re 
sie n~mlich reducibel, so hiii~e sie, wie Herr K r o n e c k e r  bewiesen 
hat*), eine rationale Wurzel. Nun ist hier fiir die Gleichung n ten 
Grades ein reeller Rationali~tsbereich fesi~gesetz~, dem natfirlich auch 
die GrSsse a angehSren soll. Es miisste also, fin Fall eines ungeraden 
Primzahlexponenten p,  gerade die reelle Wurzel der reinen Gleich~mg 
die ratdonale sein. In allen F~llen wiirde also die Reducibili~t der 
reinen Gleichung zur Folge haben, dass die adjungirte GrSsse selbst 
rational gedactft werden mtisste, wobei die Gleichung •tea Grades nicht 
reducibel werden kSnnte. 

w 
Hat man iiberhaupt zwei in demselben RatSonali~tsbereich irreducible 

Gleichungen yore n t~ und mt~ Grad, geniigt eine Wurzel ~ der ersten 
nach Adjunetion einer Wurzel ~ der zwei~en einer irreduciblen Glei- 
chung v te~ Grades, und gentigt ~ nach Adjunction yon ~ einer eben- 
solchen Gleichung yore ~u~ Grad, so isi**) 

Diese Gleichung giebt zu erkennen~ dass, wenn v < ~ ist~ auch ~ < m 

*) Vergl. Monatsberichte tier Berl. Akad., ~Iarz 1879, p. 206. 
**) Dieser Sats gehSrt meines Wissens Herin Kronecker an~ in deasen 

Vorlesungen ich ihn zuerst kennen gelernt habe; man finder ib, bewiesen in einer 
/kbhandlung des Herrn Kneser: Math. Ann. Bd. ~XX, p. 195. Der erw~nte 
Satz f~llt under besonderen Ums~nden mit einem Satz des Herrn C. Jordan zu- 
sammen: Traitd des substitutions et~ des ~quat~ons alg~briques, Paris I870, p. 269. 
Th6o~me XIII. 



310 O. ttSLDE,~. 

sein muss, und m u n d  n nicht relativ prim zu einander sein kSnnen. 
Wenn also die erste Gleichung (lurch die Adjunction yon ~ reducibd 
wir3, so gilt dasselbe yon tier zweiten bet der Adjunction yon ~, und 
die Grade haben einen gemeinsamen Theiler. Es ergiebt sich hieraus 
unmittelbar die schon fraher benutzte Regel, dass eine Gleichung 
dritten Grades bet der Adjunetion der WurzeI ether yore zweitan nicht 
reducibel werden kann. 

Nimmt man yon der Gleichung ~ton Grades wieder an, dass jede 
ihrer Wurzeln is jeder anderen rational ist, und class sie wirklich bet 
tier Adjunction yon ~ reducibel wird, so zerf~llt die Gleichung m tr 
Grades bet der Adjunction in Faetoren yon demselben Grad. Nennt 
man niimlich diese Gleichung 2 ' @ ) -  0, ist f ( x ,  ~) ether der nach 
Adjunction yon ~ irreducibeln Factoren yon F ( x ) ,  und sind ~, ~", ...,~(,~-~1 
die iibrigen Wurzelu der Gleichung n ten Grades, so sind f ( x ,  ~), f (x ,  ~'), 
f(x, ~"), . . . ,  f(x,~(~-l)) Iauter in demselben Rationalit~tsbereich 
[~, ~ ,  ~ , . . . ]  irreducible Functionen. Zwei dieser Functionen werden 
also entweder tibereinstimmen oder gar keinen gemeinsamen Theiler 
haben. Keine der Functionen enth~It einen Linearfactor doppelt, keine 
einen Linearfactor, der nicht der Function E ( x )  angehSrte, und das 
Product 

/ ( x ,  ~) . f ( x ,  ~') . f ( x ,  ~") . . . f ( x ,  ~('-:)), 

das rational ist, muss alle Linearfactoren der im ursprtinglichen 
Rationalit~itsbereich irreducibeln FunctSon ~'(x) enthalten. F(x)  ist 
also das Product aus einem Theil der Functionen f ( x ,  ~') ,  zerfiillt 
somit in Factoren gleichen Grades. 

Wenn nun m e i n e  Primzahl ist, so zerlegt sich die Gleichung 
F(x)  ~ 0 in Factoren ersten Grades, jede ihrer Wurzeln wird durch 
die Adjunction yon ~ rational. Ist ausserdem ~ reell, und der urspriing- 
liche Rationalit~tsbereich auch, so muss die Gleichung m re, Grades 
~'(x)-~-0 lauter reelle Wurzeln haben. 

Man hat dies jetzt bloss auf den Fall anzuwenden, dass 
F ( x )  = - -  a 

gesetzt wird. Die Gleichung 

xp --  a ~ 0  
ha~ nur im Fall p ~ - 2  lauter reelle Wurzeln, und da auch in diesem 
Fall p und n einen gemeinsamen Theiler haben miissen, kann n keine 
ungerade Zahl sein, womit der friiher in w 3 aufgestellie Saiz bewiesen ist. 

w  
Ftir die Gleichung yore dritten Grad, die den Ausgangspunkt ge- 

bildet~ hat, ist damit Alles erledigt. Man k~inn~e noch die Frage an- 
kniipfen, welche Eigenschaften tiberhaup~ eine Gleichung mi~ lauter 
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reellen Wurzeln besitzen muss, damit auch nur eine yon diesen durch 
reelle Radicale ausgedrfickt werden kann. Bei der Behandlung dieser 
~'rage benutze ich die Ga lo i s ' sche  Theorie, die ich um des elemen- 
taren Gegenstandes willen im Vorhergehenden vermieden babe. 

Es sei eine Gleichung G(x)~---0 mit latter reellen, yon einander 
verschiedenen Wurzeln gegeben, die im Uebrigen ganz beliebig ist. 
Ein reeller Rationalit~tsbereich sei zu Grunde gelegt. Man bilde die 
Ga lo i s ' s che  Resolvente, yon der dann alle Wurzeln reell sind. Der 
Grad ~r der Resolvente ist die Ordnung der Gruppe der gegebenen 
Gleichung. Nun denke man sich die Reihe der reellen Radicale, die 
nach und nach adjungirt werden, damit schliesslich die eine Wurzel 
x I der Gleichung G - - - 0  rational wird. Die Exponenten der Radicale 
werden wieder als Primzahlen angenommen. Das erste Radical, dutch 
dessen Adjunct:on die Gruppe der gegebenen Gleichung reducir~ wird, 
ist auch das erste, welches die Resolvente zum Zerfallen bringS. Es 
kommt nun der in w 3 aufgestellte Satz zur Geltung; der betreffende 
Wurzelexponent muss gleich 2 sein. Man hat also eine Quadratwurzel, 
nach deren Adjunction eine beliebig gew~hlte Wurzel ~ tier Resolvente 
einer irreducibeln Gleichung ~ton Grades genfigt, w~hrend nach dem 
in w 4 erw~ihnten Satz die Quadratwurzel selbst in ~ rational ist, und 
die Relation 

.~r. 1 -~- 2 .  ~ 

besteh& Jene G a 1 o i s 'sche Resolvente zerf'~llt also in zwei irreducible 
1 Factoren yore Grade ~-~u und die Gruppe der Gleichung G ~ 0 

reducirt sich auf eine Untergruppe yon halb so viel Substitutionen*). 
Eine Untergruppe, die aus tier H~ilfte der Substitutionen der sie um- 
fassenden Gruppe besteht, ist in dieser stets ausgezeichnet enthalten**). 
Wenn nun nach der Adjunction der Quadratwurzel die Wurzel x~ der 
Gleichung G ~ 0 n icht etwa rational ist, hat man dieselbe Betrachtungs- 
weise fortzusetzen; man hat dieselbe Gleichung vor sich mit R~icksicht 
auf einen neuen l~ationali~tsbereich, und als Galois'sche Resolvente der 

1 
Gleichung ist jetzt nur einer der Theiler yore Grad ~ ~ anzusehen, 

in welche die frfihere Resolvente zerfiel. Schliesslich muss alas Ver- 
s auf eine Gruppe Fx f~ihren, deren Substitu~onen den Buch- 
staben x 1 nicht mehr versetzen. Man erh~l~ so eine Reihe yon Gruppen 
F, F~, I'~, . . . ,  i'~, die mit der ursprfinglichen Gleichungsgruppe I" be- 
ginnt,  und in der jedes Glied ausgezeichnete Un~ergruppe yore vorher- 
gehenden ist mit halb so viel Substitutionen. 

*) Cf. Knese r :  a. a. O. p. 201, Nr. 2. 
**) Man vergl, auch: C. J o r d a n ,  a. a. O. p. 268 und 269, Th~or~me XI! 

und Th. XIIL 
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Ich will jetzt die Annahme hinzuffigen, dass die Gleichung G ~ 0 
irreducibel sein soll, dann ist g eine transitive Gruppe yon Buchstaben- 
vertauschungen. Man kann desshalb mittels~ ether passend gewiihlten 
Substitution yon [- die Reihe F, [-1, ['2,..., [', in eine Reihe [-, [-l', [-2',--., ['*" 
transformiren, derart, dass die Gruppe [-," irgead eine andere Wurzel 
der Gleichung G ~ 0, etwa x2, unge~ndert l~sst. 

Es zeig~ eine n~ere  Ueberlegung, dass nun jede Wurzel dieser 
Gleichung dutch blosse Quadratwurzelausziehung und zwar, da die 
GrSssen xl, x 2 , . . ,  alle reell sind, durch reelle Quadratwurzeln gefunden 
werden kann. Die Gleichung l~sst sich durch Quadratwurzeln voll- 
st~indig auflSsen; die Ordnung ihrer Gruppe muss dabei eine Potenz 
yon 2 sein, und dies ist umgekehrt auch hinreichend*). Wegen der 
Transitivit~t der Gruppe ist der Grad der Gleichung G ~ 0 ein Theiler 
yon der Ordnungszahl der Gruppe, also auch eine Potenz yon 2. 

Unter den in einem reellen t~ationalitiitsbereich irreducibeln Glei- 
chungen mit reellen Wurzeln sind also die einzigen, bei denen eine 
Wurzel dutch reelle t~adicale dargestellt werden kann, die dutch Quadrat. 
wurzeln aufl6sbaren. 

w 
Es set jetzt wieder G ( x ) ~  0 eine Gleichung mit reellen, yon 

einander verschiedenen Wurzeln, die auch reducibel seia kana und 
auf Grund eines reellen Rationalitiitsbereichs betrachtet wird. Adjungirt 
man der Galois'schen Resolvente dieser Gleichung eine Wurzel ether 
in demselben Rationalit~tsbereich irreducibeln Gleichung yon Primzahl- 
grad, so f[ihren die Betrachtungen yon w 4 zu dem Resultat: Die 
Grul~e der Gleichung G (x)--~-O kann dutch die Adjunetion einer Wurzel 
ether irreducibeln Gleichung yon t~rimzahlgrad sich nur dann reduciren, 
wenn die letztere lauter reelle Wurzeln hal. Dieser Satz, der wetter 
reicht als der in w 3 auseinandergesetzfle, ist iibrigens eine directe Folge 
yon einem Theorem des Herrn K nese r  (a. a. O. p. 201). 

S t u t t g a r t ,  December 1890. 

*) Vergl. Iqetto: Substitutioaentheorie und ihre Anwendung auf die Algebra, 
Leipzig 1882, p. "277 Lehrs&tz Vii und Sylow: M~th. Ann. Bd. 5, p. 589. 
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