Untersuchungen aus dem Gebiete der hyperelliptischen
Modulfunctionen.

Zweiter Theil.
Von

Hemvrice BurksarpT in Gottingen.

Um die $tellung der folgenden Entwicklungen gegeniiber denen
des ersten Theils*) zu précisiren, knipfen wir an die Schlussbe-
merkungen desselben an. In denselben ist daranf hingewiesen, dass
dort eine wesentliche BEigenschaft der Multiplicatorgleichung unberiick-
sichtigt geblieben ist: die Eigenschaft, dass die Quadratwurzeln aus
n?4 1

2
Hilfe wvon numerischen Coefficienten zusammensetzen lassen. Solche
Ausdriicke hat Herr Wiltheiss™®*) vermittelst gewisser Functionen,
die er mit ¢@(h,, h,) bezeichnet, fiir die transformirten Thetafunctionen
selbst (nicht nur fir ihre Nullwerthe) gegeben; diese Functionen
©(hy, hy) sind denjenigen nachgebildet, welche seit Jacobi in der
Theorie der elliptischen Functionen zu entsprechendem Zweck benutzt
zn werden pflegen. Nun hat Herr F. Klein™®**) aus den letzteren

ihren Wureeln sich homogen wnd linear aus wur Grossen mit

¥) Der in Bd. 36 dieser Ann, p. 371 ff. erschienene erste Theil dieser Unter-
suchungen soll im folgenden kurz mit I citivt werden, die ,, Grundzige einer all-
gemeinen Systematik der hyperelliptischen Functionen I. Ordwung, nach Vor-
lesungen von F. Klein* (diese Aun, Bd, 35, p. 198 f£) wie in I mit Grundz. —
Eine ungenaue Literaturangabe in I (p. 421, Fussnote) sei hier richtig gestellt: der
Satz, um welchen es sich dort handelt, ist von Herrn Krause bereits in Bd. 20
dieser Ann, p. 58 (1882) bestimmt ausgesprochen worden.

**) Zur Theorie der Tranmsformation hyperelliptischer Functionen zweier
Argumente, Journal f, d, r. u. a. Mathematik, Bd. 96, p. 17ff. (1888). Vgl. dort
auch p. 27 die Notiz iiber nicht vertffentlichte Untersuchungen des Herrn
Kronecker.

*#%¥) Vgl. die zusammenfassende Darstellung im 13, Bd. der Abhandl. der
math -phys. Cl. der siichs. Gesellschaft der Wissenschaften: Ueber die elliptischen
Normaleurven der Nten Ordnung und zugehirige Modulfunctionen der N ten Stufe,
(1883), sowie die dort citirten #lteren Arbeiten desselben.
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durch Zuftigung bestimmter Factoren andere Functionen X, gewonnen,
welche in mancher Beziehung sich einfacher erweisen. Namlich bei
linearer Transformation der Perioden erfahren die Functionen, um welche
es sich handelt, selbst lineare homogene Substitutionen; die X, sind
dadurch ausgezeichnet, dass bei ihnen die Coefficienten dieser Sub-
stitutionen rein numerisch sind. Herr Klein hat dann weiter in seinen
Vorlesungen angedeutet, wie die Ueberlegungen, welche zu den
elliptischen X, hingeleitet hatten, sich auf den hyperelliptischen Fall
ibertragen lassen und dort zu analogen Functionen X,; fithren, Niher
ausgefithrt wurde diese Untersuchung in zwei Arbeiten des Herrn
Witting,*) welche jedoch von einzelnen Unrichtigkeiten nicht frei
sind und auch abgesehen davon mehrfach Vereinfachungen und Er-
ginzungen zulassen. Ks sei daher gestattet, die Theorie der hyper-
elliptischen X5 hier nochmals im Zusammenhange darzustellen. (Damit
treten wir allerdings iiber den Rahmen der Ueberschrift hinaus in das
Gebiet der ,,eigentlichen‘*#) hyperelliptischen Functionen; indessen
mdge der einmal gewihlte Titel beibehalten werden). Aus den X,s
werden dann andere Functionen Y,g, Z.s erhalten,***} von welchen
die einen wie die anderen bei linearer Periodentransformation sich nur
unter sich linear substituiren. Die Gruppe der linearen Substitutionen
der Z, fiir n =3 1st von den Herren Wittingt) und Maschkeyy)
nach verschiedenen Richtungen hin eingehend untersucht worden; fiir
die der Y5 (ebenfalls fiir » = 3) soll das Gleiche in der vorliegenden
Arbeit geschehen. Ks fiilhrt diese Untersuchung auf ein auch alge-
braisch interessantes Gleichungssystem, von welchem die im 1. Theil
untersuchte Multiplicatorgleichung als Resolvente eines Specialfalls
betrachtet werden kann.

Demzufolge gliedert sich der vorliegende Theil dieser Unter-
suchungen wie folgt: die allgemeine Theorie der X, fiillt den VIIL Ab-
schnitt ans; der IX. handelt in geometrischer (wenn man will hyper-
geometrischer) Betrachtungsweise von der quindren Gruppe linearer
Substitutionen, nach welcher sich die Y,s im Falle # = 3 umsetzen,
sowie von der durch diese Gruppe bestimmten Configuration von 45

*) Ueber Jacobi'sche Functionen kter Ordnung zweier Variabler, diese Ann,
Bd. 29, p. 157 ff. (1886). -—— Ucber cine der Hesse’ schen Configuration der ebenen
Curve dritlter Ordnung analoge Configwration tm Rawme, auf welche die Trans-
formationstheorie der hyperelliptischen Functionen (p=2) fihrt. Gottinger Diss,
(Dresden 1887), .
**) Grundz. § 15 a. B,
*¥¥) Witting, diese Apn. Bd. 29, p. 167, Diss. p. 16.
P In der Diss.
) Aufstellung des vollen Formensystems einer quaterndren Gruppe von 51840
linearen Substitulionen, diese Ann, Bd. 33, p.317f.; vgl. auch den Auszug in
den Gottinger Nachrichten v. J. 1888, p. 78ff.
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Punkten und 45 Riumen im vierdimensionalen Gebiet; der X. von den
Invarianten dieser Gruppe; der XI. von dem ,, Problem der Y “ und
von Resolventen desselben; der XII. Abschnitt endlich enthilt die
Anwendung der Resultate auf die Multiplicatorgleichung und kehrt
damit in das Gebiet der Modulfunctionen zuriick. Nur dieser letzte
Abschnitt setzt die Kenntniss des I. Theils dieser Untersuchungen voraus;
in den iibrigen wird nur an ganz wenigen Stellen auf Resultate desselben
Bezug genommen.

Dass die leitenden Ideen der Entwicklung aus den Vertffent-
lichungen des Herrn F. Klein stammen, wird einem mit der Literatur
vertrauten Leser nicht entgehen und soll ausserdem an geeigneten
Stellen durch Citate nachgewiesen werden; dass der Verf. Herrn Klein
auch dariiber hinaus fiir manchen Wink zu Dank verpflichtet ist, sei
an dieser Stelle ausdriicklich beigefiigt.

Ein Auszug aus der vorliegenden Abhandlung ist in Nr. 10 der
Gottinger Nachrichten v. J. 1890 erschienen u. d. T.: ,,Zur Theorie
der Jacobi'schen Gleichungen 40. Grades, welche bei der Transformation
8. Ordnung der Thetafunctionen von zwei Verdnderlichen auftr

VIII. Abschnitt.
Allgemeine Theorie der hyperelliptischen X,; fiir p = 2.

§ 30.
Jacobi’sche Functionen von zwei Variabeln.*)

Als Jacobi'sche Functionen wvon zwei Variabeln bezeichnen wir,
wie es bereits vielfach geschieht, jede ganze transcendente Function ©
der beiden Argumente w,, u,, welche bei Vermehrung derselben wm
gewisse Grissen o (,, Perioden I. Art“) den Functionalgleichungen

genvgt:
(1) Oy + @ui, 4+ @35) = 1P Oy, wy), (i=1,2,3,4)

%) In diesem und den nichstfolgenden Paragraphen schliesst sich die Dar-
stellung eng an einerseits an die von Herrn Hurwitz in Bd. 27 dieser Ann,
p- 185ff. (1885) fir den elliptischen Fall gegebene Entwicklung (Ueber endliche
Gruppen linearer Substitutionen, welche in der Theorie der elliptischen Tramscen-
denten aufireten), andererseits an die allgemeine Theorie des Herrn Frobenius
(Ueber die Grumdlagen der Theorie der Jacobi’schen Fumctionen, Journal f, d. r.
u. a. Mathematik, Bd. 97, p. 16 ., p. 188ff,, 1883/4). Dass ich, stait einfach anf
beide Arbeiten zu verweisen, die Sache gerade fiir unseren Fall p = 2 und unter
angemessener Beschrinkung der Voraussetzungen nochmals darstelle, ist vielleicht
manchem Leser nicht unwillkommen, — Uebrigens vgl. man auch die Abhandlung
des Herrn Appell: Sur les fonctions quadruplemeni périodiques de trmszme
espéce (Annales de V'école normale, sér. 3, t. 7, 1890).

i1*
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in welchen die a, b von den u unabhingige Grissen bedeuten. Zwei
Jacobi'sche Functionen, in welchen dieselben einzeln tibereinstimmen,
nennen wir gleichdndrig. *)

Dass in dieser Definition die @, @, b nicht ganz willkiirlich an-
genommen werden diirfen, lehrt folgende Ueberlegung: Man bilde
O(uy + ©1: + @12, %, + @2; + @2;) anf zwel verschiedene Arten,
indem man einmal zuerst @;;, ®y;, dann @iy, @s; zufiigt, das andere-
mal in umgekehrter Reihenfolge verfibrt; durch Vergleichung der
beiden so entstehenden Formeln erhilt man als erstes Resultat, dass
die sechs Ausdriicke:

(2) Nix ==

ganze Zahlen sein miissen. Ferner multiplicire man, unter (i%1m)
eine gerade Permutation der Zahlen (12 3 4) verstanden, jeden der sechs
Ausdriicke (2) mit der entsprechenden Determinante:

Y (ali @1 + A2 W2 — A1} W1; — A2 m?z’)

(3) Pim = @1 Oz — D2; 01y,

und addire die 6 Producte; in der Summe werden die Coefficienten
der einzelnen o zu Null und es folgt: die o miissen die Relation:

) (D) 1aPsy + Ni3Pys = ByyPos + Moy D1y + N3Py + NP1y =0
befriedigen, wenn eine Function der verlangten Art existiren soll.
Werden statt der o geeignete lineare Combinationen derselben ein-
geftihrt, so kann die in (4) auf der linken Seite stehende bilineare
Form durch eine reducirte Form ersetzt werden. Fiir unsere Zwecke
geniigt es, anzunehmen, diese reducirte Form. sei:*¥)

) (Py5 + Pay) -

Auf diese Form wird man sogleich gefiihrt, wenn man voraussetzt
(was wir spiter ja doch thun missen), dass w,, u, swei linear unab-
héngige Integrale I. Gattung auf einer Riemannw'schen Fliche vom
Geschlechte 2 und die o kanonische®¥*) Perioden derselben seien. Denn
alsdann hat die zwischen den @ bestehende Bilinearrelation die Form:

(6) Pis + Doy = 03
die in (2), (4) auftretenden ganzen Zahlen haben also in diesem Falle
die Werthe:

() Nyg = Nyy == Nog == Ngy = 0, 03 = n,,.

An der hiermit bezeichneten Voraussetzung soll im folgenden fest-
gehalten werden. Den gemeinsamen Werth der beiden letzten Zahlen (7)

*) Frobenius, a. a. O. p. 89.
**) Der allgemeine Fall wird von Frobenius a. a. O, weiter verfolgt,
¥¥%) Grundz. § 2.
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bezeichnen wir mit %2 und nennen ihn¥) die Ordnung der betrachteten
Jacobi’schen Function.

Durch Multiplication mit einem Exponentialfactor der Form:
(8) eMuP+2 Mpuyun -+ Mp e+ Nty 4~ No s
(einer Jacobi'schen Function nullter Ordnung) gehen die zu einem be-
stimmten System der Grdssen a, b gehdrenden Jacobi’schen Functionen
in andere iiber, welche zu andern Werthen o, " dieser Grossen ge-
horen; die letzteren bestimmen sich durch die Gleichungen:

dy; == 2-Mu y; 4 2 mem’ -+ a1,

9) dz; = 2M,,0y; + 2M,,0:; + as;, (1=1,2,3,4)

bi, == M“caf,- + 2-M12€01iﬁ72i + M22€022,; + N1 @1; + .N2 @2 + b,-.
Aus diesen folgt zundchst, dass die neuen Fumctionen von derselben
Ordnung wie die wrsprimglichen sind; ferner aber der Satz:

Durch geeignete Wahl der M kann man von jedem den Bedingungen
(2), () geniigenden Werthsysteme der a zu jedems amdern gelangen,
welches denselben Bedingungen fiir den gleichen Werth von n gendigl;

ist das geschehen, so kanmn mamn noch durch geeignete Wahl der N und
Modification der w wm additive Constante den b belicbige Werthe ver-

schaffen.
§ 31.

Der Hermite'sche Satz.

Das Fundament aller unserer weiteren Entwickelungen-bildet der
sogenannte Hermite’ sche Satz,*) welcher folgendermassen lautet:

Alle gleichindrigen dacobi’schen Functionen n' Ordnung setzen sich
aus n? linear unabhingigen unter ihnen linear und homogen mit von

den u unedhingigen Coefficienten zusammen.
Zum Beweise desselben fithren wir statt der u ,, Normalintegrale**¥)

v ein, fiir welche:
(1 =1, @,=0,=0, oyp=1,
@5 == Tyy, gy == Gl == Tyy; @2y = Ty
ist; ferner machen wir von dem letzten Satz des § 31 in der Weise
Gebrauch, dass wir dafir sorgen, dass:
’ I4 I's
(2) alll === a1'2 =_ a21 ] a2'2 o= bl E——3 b2' m— O’ .

+) Uebereinstimmend mit Witting (der nur % statt » schreibt), aber ab-
weichend von Frobenius, der das Quadrat der im Text » genannten Zahl als
Ordnung einer solchen Jacobi'schen Function bezeichnet.
«y Sur la théorie de la transformation des fonctions abéliennes, nd X (Comptes
rendus de I'acad. des sciences, . 40, 1855).
**%) Grondz. § 3.



166 Heinrica BurrmaARDT,

wird. Wegen der Relationen (2), (7) des § 31 muss dann auch

(3) Q13 == Q4 = — 207Wi, G =ayu=0

geworden sein; die Functionalgleichungen, welchen die so gewonnene
Function ¢ (v, v,) geniigt, lauten also:

(v 41, ,) = P (v, v,),
@) @ (vy, v,-+1) == @ (vy, v,),
(01741, Uy Typ) == e~ (v, , v,),

PV Tyy, VyFTyy) = et g (v, v,),
Wir setzen ferner:
(5) e2ﬂiv, == zl ’ 6275?:’03 =— z2’ eﬂi’tu — p’ 6ﬂi¢12 — s eﬂi'tgg — r;

dann geht @(v,, v,) iiber in eine Function f(z,, 2,), welche in Folge
der beiden ersten Gleichungen (4) und der zu Anfang des § 30 ge-
machten Voraussetzungen in eine Reihe der Form:

+w 4o
(6) Fe1s 23) = Dt Dtta gy, 8 57
entwickelt werden kann, und welche ferner in Folge der beiden letzten
Gleichungen (4) den Functionalgleichungen gentigt;

) f(P*2,, ¢*2,) = p~"2,—*f(2,, 2,),
f(¢? 2y, 128,) = =2, f(2y, Zy)

Diese geben fiir die Coefficienten der Entwicklung (6) die Recursions-
formeln:

(8)

mit Hilfe derselben lassen sich alle A,,,, aus denjenigen 2 unter
ihnen bestimmen, in welchen jeder der beiden Indices eine Zahl der

Reihe:

——— N2 2
-Am;’f-ﬂ; my == Pt q mAmx,%7
An,, Moo, == Q21 2 A, My 3

0,1,2,...,n—1

ist. So erhilt man fir die allgemeinste den Bedingungen geniigende
Function @ den folgenden mit n* willkiirlichen Constanten behafteten
Ausdruck :

n—1 n-1
® @ (vy, v,) ==Z"‘ ZgAaﬁ @aﬁ("’t y Ua).
0 o

Die #? Functionen ¢,5 sind dabei definirt durch die unendlichen
Reihen:¥)

¥) Ueber die an und fiir sich noch willkiirlich zu wihlenden multiplicativen
Constanten in der Definition der einzelnen Pug ist dabei in bestimmter Weise
verfiigt. : :
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Fo Fow  (ambe)? 2(am-te)(mmeb8)  (wmetp)?
(10) z ;”‘1 2 ;”4:29 g * r " g rmte g ametf = Qug (V1,0,);
-~ = ®

sie lassen sich also, wie folgt, durch Thetafunctionen ausdriicken:
(11) Pop (Vs ¥,)

20
=p" q" r" 5,2, (o F-av 1Py, Moyt Byy; Ny, Wy, 1T5).%)
Uebrigens convergiren die Reihen (10), sobald die = den bekannten
Ungleichheitsbedingungen geniigen; und jede in der Form (9) ent-
haltene Function besitzt wirklich die verlangten Eigenschaften. Ferner
geht aus der Form der Reihen (10) unmittelbar hervor, dass zwischen
ihnen keine lineare Relation mit von den w_unabhingigen Coefficienten
bestehen kann.

Nachdem uns die speciellen Functionen ¢ soweit gefithrt haben,
kehren wir wieder zu den urspriinglichen Variabeln und Functionen
zuriick, indem wir die zu Anfang des Paragraphen vorgenommenen
Verinderungen riickgingig machen; dann erhalten wir den Hermite'-
schen Satz in der an die Spitze gestellten Form. Uebrigens haben
uns unsere Ueberlegungen auf ein ganz bestimmties®*) Fundamental-
system linear unabhingiger Jacobi’scher Functionen ' Ordnung
gefiihrt; mit der Discussion desselben miissen wir uns nunmehr be-
schiftigen.

1%

=

3
S

§ 32.
Vorldufige Definition der X,,.

Die im vorigen Paragraphen gewonnenen »n* Functionen ¢.g sind
fiir manche Zwecke bereits vollstindig ausreichend; fiir andere aber
wird es zweckmiissig sein, sie noch durch Zufiigung eines Exponential-
factors von der in § 30, 8 angegebenen Form zu modificiren. Im
elliptischen Fall ist***) die Wahl dieses Factors durch die Forderung
begriindet worden, dass in dem zu betrachtenden Systeme Jacobi'scher
Functionen auch eine solche ,,der ersten Stufe® vorkommen solle. Eine
genau analoge Forderung kann in unserem hyperelliptischen Falle
nicht gestellt werden, weil hier nicht fiir jede Ordnungszahl Jacobr'-
sche Functionen I. Stufe existiren. Somit werden wir wieder darauf
hingewiesen, Anschluss an die Functionen zweiter Stufe zu suchen.

*) Vgl. Witting, Diss. p. 14, — Die Bezeichnung Pop lduft dem Xaﬁ bei
Witting parallel; bei Fortbildung der in den citirten Arbeiten von Klein und
Hurwitz fiir den elliptischen Fall benutzten Bezeichnung miisste man die Func-
tion (11) @_, g bennen.

*¥) Bis auf die in der Fussn. p. 166 erwihnten constanten Factoren.
**%) Hurwitz, diese Anp. Bd. 27, p. 187 (1886),
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Es bedingt dies, dass von nun an die Fille eines geraden und eines
ungeraden n verschiedenen Charakter zeigen; indem wir den ersteren
ganz bei Seite lassen, beschrinken wir uns im folgenden durchweg
auf den Fall, dass n eine ungerade Zahl ist.

Wir fragen also zunfichst nach Jacobi’schen Functionen zweiter
Stufe. Solche sind die 16 Sigmafunctionen;*) und zwar sind sie im
Sinne der § 30 benutzten Definition Jacobi’'sche Functionen erster Ord-
nung. In der That, die Sigmafunction mit der Charakteristik

1 91 92
W 93 94

gentigt den Functionalgleichungen:

1 1
i(ut5 o) F9i (vt 5w,
(2) 6(%1—}-0)11.’ ug‘!"ﬁ)gf)::(.— 1)958121 ( gl ) N2 ( 3 2)
. (1=1,2,8,4)

und die ,,Perioden 1L Gattung® %, welche hier in der Rolle der a des § 30
auftreten, erfiillen die bekannten Bilinearrelationen von der Form der
Relationen (2), (7) des § 30 mit » = 1. Die n'» Potenzen der Sigma-
functionen sind dann Jacobi'sche Functionen zweiter Stufe und nte Ord-
nung; sie geniigen den Functionalgleichungen:

5(“17 Uy)3

wn; (b s 01g) Fang; (e 4L g
(3) f(uy~+ @1;, ty~ 009;)=(—1)""¢ N ( 2 1) "2 (u? 5 2)
(i=1238,4).

(g5 uy).

Die Forderung nun, welche wir an den zu Eingang dieses Paragraphen
erwiahnten Kxponentialfactor**). stellen wollen, ist die folgende: die
durch Zufiigung desselben aus den @op erhaltenen Functionen — die
Xop — Sollen mit einem bestimmten 6»(u, uy) gleichiindrig sein, also der
Functionalgleichung (3) gentigen. Wir wollen solche mit dem 6” einer
bestimmten Charakteristik (1) gleichindrige Functionen ‘kurz als
Jacobi’sche Functionen n*er Ordnung von der Charakteristik (1) bezeichnen.
Statt nun solche Functionen aus den ¢,z des § 31 durch Zufiigung

eines Exponentialfactors abzuleiten, konnen wir sie auch auf folgende
Weise gewinnen: Zufolge der in § 31, 11 gegebenen analytischen
Darstellung der g@,p ist: ‘

@i (00 + ) 02) = 2 @us(vy, 0y),
@ 1

Pep ("Ju vy + ;,,j) = &f Qap vy, 0,);

#) Klein, diese Ann, Bd. 27, p. 435, 442 (1886), N

¥¥) Streng genommen miisste hier ausser von der Zufiiging eines Exponential-
factors anch noch von Vermehrung der Argumente um additive Constante die
Rede sein; es wird sich aber zeigen, dass dies letztere nicht erforderlich ist.
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unter & ist dabei hier wie im Folgenden stets die bestimmie n* Ein-

heitswurzel:
27i

(5) g=c"
verstanden. Hieraus und aus den beiden letzten Gleichungen (4) des

§ 31 ergiebt sich, dass @.; und demzufolge auch X,z eine zu dem
Periodensystem:

—_ 1
(6) wik=‘q‘%‘;03ik, (%1 =Py =N, Ny =N, = 1)7

gehdrende Jacobi’sche Function erster Ordnung ist. Sie kann sich
also von der zu denselben Perioden gehbrenden Sigmafunction®) nur
durch einen Exponentialfactor der mehrerwihnten Art und durch, zu
den Argumenten tretende, additive Constante unterscheiden. M. a. W.
wir diirfen ansetzen:

(7) C. ell/[“uf—i-2Mmulu2+Mnuf-l-Nlul+N2u2 6(%1 + k“ u2+k2; Eik)

= Xapg(Uy, thy; @iz),
und haben dann nur mehr die M, N, & in geeigneter Weise als
Functionen der Perioden zu bestimmen, damit X,s die Functional-
gleichungen (3) befriedigt.

Wir werden die dabei sich ergebenden Resultate iibersichtlicher
darstellen kbonnen, wenn wir, analog wie es von Herrn Klein*#) fiir
den elliptischen Fall geschehen, Sigmafunctionen mit Indices einfithren.
Wir wollen nimlich setzen:

w2 — 1, b
(8)  Onytaany (g5 p) = € ’h( +2) ! (ug+2) 6(uy + 0, 4, + 0,),
indem wir abkiirzend:

9 o; fir k,co,-l + hgmiz + kgmi:i + h4 64 } . 1.9
) und ebenso: m; fur hymin -+ hymie -+ hgnis -+ By Mus G=1,2)

schreiben; Perioden und Charakteristik sind dabei in die Bezeichnung
nicht mit aufgenommen, konnen aber, wo erforderlich, beigefiigt werden.

Nach dieser Vorbemerkung kehren wir zuriick zu Gleichung (7).
Soll X,; eine mit &*(u,, u,; @;:) gleichdndrige Function werden, so
miissen zun#chst die Gleichungen bestehen:

M“ @1 + M12 @g; == —%' (%?]u - %ﬁu) )
(10) 1 _ (7"'—"' 1927 33 4‘);
M,y 05 + Myp0p; = 5 (092: — Millzi)

%) Die Erwihnung der Charakteristik kann hier wegbleiben, wie leicht
zu sehen,

#¥) Abh. der sichsischen Gesellsch. der Wissenschaften (math. phys. CL
Bd. VII, p. 345). — Wegen der abweichenden Vorzeichen vgl Fussn. p. 161.
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in welchen mit % die zu den @ gehbrenden Perioden II. Gattung be-
zeichnet sind. Aus ihnen folgen fiir die M die Werthe: #)

(M, = 'gl%—k [ n(gu0n — N1 @2:) — 20 (G109 — 712 @24)]
M, = ’27107 [— 2 (i 015 — N1z 013) + 00 (1 s @12 — H11014)
an | 1

= 3 [ n(q2i0021 — Nor 02:) — ;02 (Y2; D2 — 7oz ©24))
2

1 - -
\ Mn == m [—~ N (N2s 0y — nuwu) -+ %i%k(ﬂuww— 722;-0311')]-

Die mit diesen M als Coefficienten gebildete ganze Function zweiten
Grades:

(12) Gy (g, ) == My u® + 2 My 0, uy + M,yu,?

lisst sich ausdriicken durch diejenige, welche in der den Uebergang
von den Sigma zu den Theta vermittelnden Gleichung : *¥)

~— 8/ Fo%is o
(13) #(oss 7x) = ¢Vpiy VD & o (ui; o)
im Exponenten auftritt; es ist niimlich:
(14) Gy (g, Ug) = — NGy (w5 0iz) + G (w5 ©12).

Mit Hilfe der angegebenen Werthe der M reduciren sich ferner
die noch iibrigen Bedingungsgleichungen auf:
el,ny —1

n;

(15) Ny @1; + Ny©o; — by 1 — by i = (¢ =1,2 38 4);
unter den /; sind dabei beliebige ganze Zahlen zu verstehen. Die Auf-
16sung dieser Gleichungen geschieht leicht mit Hilfe der Bilinear-
relationen und fiihrt zu folgenden Werthen der Constanten N und k:

(N = — o (Wiis + big) + LTy + b,
. Ny, = — — (g + bilng) + laTia; + Ly7ias;
) < ky = ;1; oy +hLoy) — L6, —1 6,
LBy = o (U Bag 1y Byg) — 3By — by By

Setzen wir die gefundenen Werthe der M, N, k in (7) ein und
berticksichtigen dabei die in (8) enthaltene Definition der Sigma-

*) Die Gleichheit der beiden fiir M,, angegebenen Werthe, sowie die Un-
abhingigkeit der M von den Indices 7, % ist eine Folge der Bilinearrelationen;
vgl. die von Glehg. (19) zu (23) filhrende Rechnung.

*¥) Klein, diese Ann. Bd, 32, p. 359.
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functionen mit Indices, so erhalten wir den folgenden Ausdruck fiir
unsere Functionen:

(") (i,
0. e 2\ (i, wa) 613 ll (ul, uz, G)gk),

statt dessen kann, da die Vermehrung der Indices um ganze Zahlen

nur eine Aenderung der Constante C mit sich bringt, der folgende

einfachere gesetzt werden:
G (7&) %y, Ug) poy
Ce™ {(w .Gooz‘l’(ul,uz; mik)-
nn

Nunmehr suchen wir den Anschluss an die Resultate des vorigen
Paragraphen; wir schreiben «, f statt 1,, ], und erhalten so folgende
vorliufige Definition der X.g:

— ) (4, —
(17) Xop(y, Uy Biz) = Caﬂer () O‘ooi‘fﬁ(ul’ Uy @ix)-
Die C,s bedeuten dabei vorliufig noch ganz willkiirliche Modulfunc-
tionen, tiber die wir erst spiter (§ 33, Glchg. (3); § 34, Glehg. (13))
geeignete Festsetzung treffen wollen; die Charakteristik des X,p ist
dieselbe wie die des rechts auftretenden 6.

In diese Definition des X, g fithren* wir nun Thetafunctionen ein.
Wir haben zunichst:

(18) 0 o qus o) =
00-=

nn
R e—-a,(u;+wi; ‘”il:)"m(""}"%i) "”’( a( +
Vpu ¥/ D

Der Exponent kann noch zusammengezogen werden; es ist nimlich:
G.
19 Gyt 0) = Ga) + (u + 3) (Fu hum
0G,
T (u2 —“)( Oty )“z”“”c

1—H31,2, ‘z,k).

ferner:

(20) o = — fat — 7y,

also: ’

(21) aG’ )u,-:w = “‘[’7:1(“7’11 + B7) + "712(“'”12 ﬁ“zz)]

Damit wird der Exponent von ¢ in (18):
1
— G, (u) 4+ 7,;(“1 + %‘) [+ —09) + B Tty +Tafi— M4l
1
-+ ';,‘(’“2 -+ %") {ee (31 a1 Tap Man—as) + B (F1a Ny F Va2 Moo —Thaa) -
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Zur weiteren Umformung desselben benutzen wir wieder die Bilinear-
relationen; aus ihnen folgt:

Ti1 1y + Tialys — g3 =
. 1
(22) e [02 (013N 1614 g3 — 6341 1y3) — Oy5 (o3 74y By Nyp — @9y Ny3)]

.
= 2y =%

P
und 3 analoge Ausdriicke, sodass der Exponent iibergeht in:

— G+ ',%%[(“1‘1" %) (€ ey —f wsz‘(’“z +%2)(“ Lr o ‘011)]
22t [“”1+ﬁ”2+ “2‘1,; (@t +2afr,+ 67 1722)]’

2
7

(23)
= —Gy(u;)+

Somit erhalten wir als den gesuchten Ausdruck des Xugz durch eine
Thetafunction den folgenden:

. 1

C -—% 02(%‘; wz']c)-f-?ﬂi &01'}-[9”2'!":9:‘ (@ 2nF-208 2t (7 100)

(24) Xop(us; 00;1) =—“-”‘-:a§~—:e [ * ]
CVP!J D

XNV Faty BTy, NoyF-0 T, F BTy nTy, BT, RT,).

Vergleichen wir denselben mit Glchg. (11) des § 31, so erhalten wir
X, durch das dort benutzte @.g ausgedriickt in der Form

00‘3 8—71(?2(11,,-; (Dik)
¢V P ls/_ﬁ
Endlich mége noch die folgende Formel notirt werden:

X5 (%3 ©;7) ___

(25) Xop = Pep-

(26) =
Gn(’“ﬁ “’z‘ic)
o L 2nz-[ml+§‘;‘a2rn+«-] F(no;+ ot + 87555 7y)
cr - & ;
“¢Py VP ¥ (v ) ’

dieselbe stimmt im Wesentlichen iiberein mit derjenigen, welche Herr
Witting (Diss. p. 12, 13) zum Ausgangspunkt seiner Entwicklungen
genommen hat.

§ 33.
Eigenschaften der X,s.

Bevor wir die vollstindige Bestimmung der Modulform C,; vor-
nehmen, wollen wir erst einige Eigenschaften der X, ableiten, welche
von der Auswahl dieser Form unabhingig sind. Dabei werden in den
Formeln die Elemente der Charakteristik (§ 32, 1) unserer Functionen
fortwihrend auftreten; wir wollen aber die Charakteristik selbst wie
bisher unterdriicken.
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1. Vermehren wir die Indices um Vielfache von %, so erbalten
wir, (am einfachsten aus § 32, 17):

0 n n
M Xotan B+dn = (— 1)patda a+ga;‘+b Xaﬁ5
diese Gleichung reducirt sich auf:
(2) Xa—l-an p+bn == afs
wenn wir unter C eine von den Indices &,  unabhingige Modulfunc-

tion verstehen und:

(3) Caﬁ == €

setzen. Das soll daher auch von jetzt an geschehen.
1I. Fiir den Uebergang zu entgegengesetzten Werthen der « finden
wir unter dieser Voraussetzung die Gleichung:

(4) Xaﬁ("‘ Uy, — Uy) = (— L)n1ost+os Xo—e n—p (ty 5 Us)-

III. Nunmehr wollen wir zusehen, was aus den X, wird, wenn
wir ihre Argumente um Perioden-#t! vermehren. Es wird dabei be-
quem sein, die erste und zweite Periode von der dritten und vierten
getrennt zu behandeln und erst nachher die Resultate zusammenzu-
fassen. Sei also zundchst

— — —_ 1
Qi == k,mn + hzco,-g = -

n

Z‘i@s a+ﬂ419)

’
Qia

(5) ,
Hi = by 1 —+ by iz,

Hi = ki + hofise,
so erhalten wir durch einfache Rechnung¥) einerseits:
: Q
6) o e\t 5 0u)=
00;-;‘ )
H; (“i+—2‘—i')

(___ ])91h1+92h2 87110"']‘71219 62 6 N
00~
n

E—

g (i3 @iz)
.

andererseits (vgl. § 32, Glehgn. (19) —(28)) :

Qz- 1 ’ T 1 4
(N G, (u,- + -5 o) — Gy (w5 @a) = — o ZH; (%' + <5 Q,-),

8 a, (ui -+ 5—2,-,; Eik) — Gy (U5 0i3) = — ZH; (ui + T:‘ﬁil)3

*) Bei derselben ist davon Gebrauch gemacht, dass aus den Bilinearrela-
tionen zwischen den Perioden die Gleichung sich ergiebt:

2 l_ﬁi’ (“‘T’i3+ fo; ;) - ﬁi' ("‘;1.53 + 6-554)] =2mi (b + by B).
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daraus folgt:

(9) Xa,g (u,—{_ n’ .______(___ 1)91h1+92ﬁ2 Shla-}—}z,lge (

Sei ferner:
Q" = hy0;3 -+ by 04, Q= hy@;3 - h,
H = hynis + hynia, H’ = hytis + By i,

so haben wir einerseits:

(10)

”

(1) o é<u,-+%i—;55,-k)==

00

3]8‘

—ry

S5 (e 5%)

0,0,

=€ aths B4k ('M;; 6”")}

n ' a

andererseits:

Q’z‘, H;I Q;I
12y G, (’“z‘ + 3 wik) — Gy (u;; i) = — 2 - <m+ o ) —-—
—ﬁ (2hsvy +2hy vy Dy 7y 42 by by 715+ Dy Ty0)

H Q;
(13) G, (uz—;———,co,k) — Gylus; o) = — > (i n)_ﬂ

- z—:@f @hynv+ 2hyno, + hy?nvyy 4 2hy b0ty bint,,);

daraus folgt:

’ 1
QY SH; (u;+ = 2} l (gzha-l‘ga"d)
(14) Xa,g (u,- + —-;:—-) = ¢ ( P l) Xa-!-lag B4 (’Ih)& .

Um nun, wie oben in Aussicht genommen, die beiden Formeln (9)
und-(14) in eine zusammenzufassen, fithren wir ein:

(15) {Qi:Qi, + QF = hyoir+ hyoiz - hywis -+ b0,
Hi=H/+ H'= hy s 4 hymiz 4+ hymis + hyniss
dann erbalten wir*):

(16) Xg (u,- + 3—) =

hatlaf 5 Gatithad) ZH; (ui+ 52 )

1
—{gshstgah,)
( 1)91 kytge 722 e 2

Xotn, g4n, (Ui)e

X
(82 steht fiir e“). Bemerkenswerth an dieser Formel ist, dass der
Exponentialfactor ¢* sich linearer Tramsformation der Perioden gegen-

*) Wegen: HQ" — H"Q/ + Hy Q" — Hy'Q, == 2w i(hhy + hyhy).



Hyperelliptische Modulfunctionen, IL 175

diber invariant verhdlt; dadurch wird spiter (§ 34) ihre Benutzung
einfacher, als die der 4 besonderen Formeln, welche Herr Witting
(Diss. p. 15) an ihrer Stelle benutzt.

IV. Endlich fragen wir noch, was aus den X.p wird, wenn man
ihre Argumente um (2n)te Theile der Perioden @ vermehrt. Dazu be-
nutzen wir am bequemsten den § 32, Gl. (24) gegebenen Ausdruck
der X, durch Thetafunctionen. Auch ohne die Rechnung im einzelnen
durchzufuhren , erkennt man, dass das Resultat folgendes sein wird:
Sei der zuzufiigende Periodenbruchtheil:

L hy ;1 + by @9+ by 0,5+ nhy 0y
2n 2n

(17)

and sei eine neue Charakteristik:

(18) _ 9+ hy g+ Ry
. : 9 +h g+ k|’
SO kKommet:
o Q; c© D(c) ¢
9) XYt 2) =0 L VBT e X0

dabei bedeutet ¢ eine von den Indices &, § abhingige Hinheitswurzel,
& dagegen eine von ihnen unabh#ngige lineare Funetion der Argumente.

§ 34.
Lineare Transformation der X,;.

Nunmehr kommen wir zu derjenigen Frage welche den Haupt-
gegenstand dieser Untersuchungen bildet: wie verhallen sich die X,z
gegeniiber linearer Transformation der Perioden? Wir wollen zeigen,
dass sie dabei selbst lineare und homogene Substitutionen mit constanien
Coefficienten erfahren®).

Wir fiihren statt der Perioden @ andere @’ ein, welche durch
eine lineare Transformation S aus jenen hervorgehen. Mit diesen
neuen Perioden bilden wir Functionen X,z ebenso, wie wir mit den
@ die X,z gebildet hatten; wir setzen also:

(1) X Oy =X s (w3 @)

Dieses X (°’ ist aber eine Jacobi'sche Functlon gleich'?andrig mit der

pten Potenz des;emgen Sigma, aus dessen Primcharakteristik ¢’ ¢ durch
S hervorgeht; nach dem Hermite’schen Satz (§ 31) muss es sich
also darch die zu dieser Charakteristik gehdrenden X5 in der Form
ausdriicken lassen:

*) Witting, diese Ann. Bd. 29, p. 163; Diss. p. 18 £
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n—1 n—1
) X0 = Do, X9 w),
Y=0 0=0

in welcher die ¢,3,5 den u gegeniiber Constante bedeuten (die aber
ev. noch Modulfunctionen sein konnen); und das ist die Formel, deren
Existenz wir behauptet hatten.

Die in ihr auftretenden Coefficienten c.4,s lassen sich sofort auf
eine von ihnen, etwa ¢yo00 zuriickfiihren, wenn wir Glchg. (16) des
vorigen Paragraphen heranziehen. Zu diesem Zweck vermehren wir
die Argumente in (2) beiderseits um entsprechende Perioden-nte!, etwa:

(3) %—= (hy @1+ by @5 4 by’ 0/s + by ©s) =

g (hy ©;1 4 hy 052 + gy 05 - by 0:4);

die  und %' sind dabei durch die Gleichungen (31) bezw. (81a) der
Grundz. miteinander verbunden. Wenden wir dann beiderseits die
eben citirte Gleichung an, so fallen die Exponentialfactoren vermoge
ihrer dort hervorgehobenen Invarianz heraus und es bleibt:

ha -+ }lz’[g"?'? (]1'1']!3’ +752’h4/) ,(c) .
0‘+hs’ B+h

kx y+hd + (rabis~-holegt-g3 bst94 %)

(4) (___ 1)91731"}“92712' &

n—1 n—1

p) ( 1)91 "hytg) A ()

y+hs 04k, 3
0
vermdge der Definition der c,zys muss also:
(B)  Catn' g yis o, == (— Do’ kol it oale) ¢
1
7y 7+”2 d— (}‘1, a"'}‘?’ {9 ) + —;' [(hlh3+}l2 k‘i) - (kllhzl"*‘ }‘2’ h4l)] 'é‘ (93713+94’/l4"93]‘51“941‘4’)

& . Ca[gyaS
sein. Von dieser Formel bildet einen speciellen Fall die folgende:

1 1y e
(6) ck,’h;'h.h‘ = (-——-— 1)91'h1+9’z'ﬁz—(91k1'+92h2') g.? ket bake— Bk -+ kénCooooX
1 (95" ka9 ha—g30s k')
& ;
diese reicht in allen Fillen aus, um simmiliche ¢ durch copoo auszu-
driicken. Beim Beweis dieser Behauptung miissen wir 3 Fille unter-
scheiden.
I. Die betrachtete Transformation S kann so beschaﬁ"en sein, dass
sie gestattet den 4 Zahlen hg, h,, by, h,’ ganz belichige Werthe mod n
beizulegen; das wird dann der Fall sein, wenn keine lineare ganz-
zahlige Verbmdung von @;; und ;5 allein einer solchen von ®;; und @;,
allein bis auf n-fache Perioden gleich ist. Alsdann werden si@mmiliche
€.pys durch (6) gegeben; man hat nur:
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o«=hy, B="h/, y=hy, 0=0

zi setzen und dazu A, h,, b,’, b, aus den Transformationsformeln zu
bestimmen, was in diesem Falle stets und nur auf eine Weise mdglich ist.

II. Existirt aber eine (und nur eine) lineare ganzzahlige Ver-
bindung von @;; und @;2, welche bis auf %-fache Perioden einer solchen
von @;; und ;s gleich ist¥*), so sind aunch die Zahlen h3, hy, hy's By
nicht ganz von einander unabhingig, sondern durch eme Relatxon
der Form:

8 a4(h3——-c3h ‘—dyh)y — ag(hy—c b —~d,h,) = 0 (mod. n)
) beaw.: by(hy— o3y —dyhy) — by(hy— e, by’ — dyh)) = 0

verbunden. Wir kinnen also in diesem Fall aus (6) nur diejenigen ¢
erhalten, deren Indices dieser Bedingung geniigen. Fiir diese erhalten
wir dann allerdings nicht nur ein Werthsystem der &, h,, A, &),
sondern deren mehrere; aber eine einfache Rechnung zeigt, dass alle
diese zn demselben Werth des betr. ¢,py9 fiihren.

Was aber die iibrigen copys betrifit, so soll gezeigt werden, dass
diese alle = O zu setzen sind. Man kann némlich in diesem Falle:

hy=h,=hs =h/, =0 (mod.n)

setzen, ohne dass damit gleichzeitig auch A, %,, k), b,” durch » theil-
bar werden; man erhilt so aus (5):

(9) ca/’yd = (-—- ]_)yxhx"'l'yz’h""gx"h-ge'ha 57‘17+h26‘“7‘1'“—]&'ﬁ Caﬁyd-

-Diese Gleichung aber verlangt, dass hyy + h,0 — by’ @ — ky'f oder,
was dasselbe ist:

(10) h(y — csa — dyf) + by (0 — ¢ — d f) =0 (mod. %)

sei, wenn nicht c,py9==0 aus ihr folgen soll. Nun sind aber hier
h, und h, nur durch die eine Relation:

(A1) ash, + a,h, =0, bezw. bk, + bh,=0 (mod.n)

verbunden; wir konnen also %,, h, immer noch so annehmen, dass
die Congruenz (10) nicht erfiill ist, ausser wenn (10) und (11) identisch
sind. Im letzteren Fall aber erfilllen «, 8, y, 0, fir &y, b/, ks, Ry
eingesetzt, die Congruenz (8) und das betr. csg,¢ bestimmt sich aus (6).
Alle anderen c.g,s sind also glexch Null zu setzen, wie behauptet war.

II. Sind endlich @1, o/ beide durch w;, @;z bis auf n-fache
Perioden ganzzahlig ausdriickbar, so findet man anf demselben Wege
wie unter (II), dass nur diejenigen ¢,gys von Null verschieden sind,
fir welche:

y=ca -+ d

(12) d=c,a + 4, ﬁ} (mod. %),

*) m. a. W. ist a;b; — a,b; = 0 (mod. ).
Mathematische Annalen. XXXVIII, 12
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dass aber diese wieder durch die Formel (6) aus cyo0o erhalten werden
konnen.

Zusammenfassend kdnnen wir sagen:

In jedem Falle sind alle diejenigen c.pys gleich Null zu setzen,
welche wicht durch die Formel (6) erhalten werden kinnen.

Im Falle I. ist jedes X,z eine lineare Function der simmitlichen
X5, tm Falle I1. von nur je n unier ihnen; im Falle III. ist jedes
Xop mur durch einen constanten Factor von einem bestimmien X,;
verschieden.

Es bleibt noch iibrig die Bestimmung von cyp00. Diese Grosse
wird natiirlich wesentlich davon abhingen, wie die in der Definition

der X,z noch unbestimmt gelassene Modulfunction C (§ 32, Glehg. (25),
resp. § 33, Glchg. (3)) gewihlt wird. Insbesondere wird man*) fragen,

ob es nicht moglich ist, C so zu wihlen, dass ¢y sich auf eine
numerische Constante reducirt. Dass das fiir eine einzelne Transfor-
mation immer geschehen kann, sieht man sofort ein; dass es aber
gleichzeitig fiir alle Transformationen erzielt werden kann, scheint
a priori nicht leicht bewiesen werden zu kdnnen. Es soll daher hier
einfach das Resultat angegeben werden, dass die Reduction von cyo0
auf eine Constante in der That eintritt fiir:

8 =

D .

ek

dabei bedeutet (wie in I, § 21f.) D das zu der betrachteten Sigmafunction
gehorende Discriminantenproduct®) und D die durch die Transfor-
mation (6) des § 32 aus D hervorgehende Grosse. Der Beweis fiir
diese Bebauptung wird im folgenden Paragraphen gefiinrt werden;
hier sei nur noch einmal im Interesse der Uebersichtlichkeit die volle
Definition von X,z sowohl durch 6- als durch ©- Functionen wiederholt:

(13) C =

Taeta S /D e s

(14) Xop(u) = o ¢ ) (i; @iz)
ni n—1 o 248 B
et | . 5 — -
(15) =" o Mg el
" (45 9;z) F(2; + ez 4 Bry95 n1y) .
8% (05 74x)
Dabei ist die Charakteristik
’9’1 9
195 9

*) Vgl. Klein, Abh. der sichs. Gesellschaft der Wissenschaften, math.-phys,
ClL, Bd. 13, p. 385.
**) Vgl. Klein, dieser Ann. Bd. 32, p. 859.



Hyperelliptische Modulfunctionen, II. 179

beiderseits weggelassen; die Function G,™® ist § 32, Glchg. (14), die
Sigmafunction mit Indices ebenda Glehg. (8) erklart; p,, ist die Perioden-

determinante (§ 30, Glchg. (3)) , ¢ die beim Uebergang von ¢ zu den &
auftretende numerische Constante (§ 32, Glchg. (13)) .

§ 35.

Ueberfithrung der zu einer bestimmten Charakferistik gehorenden X,
in die zu einer andern Charakteristik gehorenden,

Wiahrend im vorigen Paragraphen das Verhalten der X.p bei
linearen Periodentransformationen ganz im allgemeinen angegeben
worden ist, miissen wir nun noch weitere Unterscheidungen machen.
Entsprechend der Art, wie die X,; aus Functionen zweiter Stufe
durch Transformation st Ordnung abgeleitet sind, wird es dabei
haaptsichlich auf die Charakterisirung der betreffenden Transforma-
tionen einerseits modulo 2, andererseits modulo #» ankommen; und die
weitere Ueberlegung wird erleichtert, wenn wir uns des Grundsz.
8§ 30, b4 gestreiften Satzes erinnern, dass jede Transformation auf-
gefasst werden kann als das Product von zwei andern, von welchen die
eine modulo 2, die andere modulo n zur Identitdt congruent ist. Es
geniigt also, wenn wir das Verhalten unserer X.; gegeniiber diesen
beiden Classen von Periodentransformationen untersuchen; und wir
wollen mit denjenigen der zweiten Classe beginnen. Diese gehdren
sgtmmtlich zu dem Falle ITI. des vorigen Paragraphen; wir erhalten
fiir jede derselben:

(1) 'a(g) = C5000 Xfx? 3

und zwar ist aus der ersten Form fir X, (§ 34, Glehg. (14)) sofort

zu entnehmen, dass ¢y, eine rein numerische Constante, némlich eine
achte Einheitswurzel ist. Wir konnen daher sagen:

Bei solchen linearen Periodentramsformationen, welche modulo n
gur Identitiit congruent sind, gehen die zu einer bestimmien Charak-
teristil ¢ gehorenden X,z, bis auf achte Einheitswurzeln in die ent-
sprechenden X, diber, welche zu der tramsformirten Charakteristik ¢
gehiren; dabei sind metirlich ¢, ¢ entweder beide gerade oder beide
ungerade.

Bei denjenigen Periodentransformationen aber, welche mod. 2
zar Identitit congruent sind, bleibt die Charakteristik aller X,z un-
geindert. Wir werden so auf Gruppen linearer Substitutionen gefihrt,

*) Nihere Angaben tiber diese Einheitswurzeln finden sich bei Witting,
dieser Ann. Bd. 29, p. 165,

12*
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welche die zu einer bestimmien Charakteristik gehirenden Xop nur unter
sich wmsetzen. Von diesen Gruppen gilt der Satz:

Die zu verschiedenen Charakteristiken gehirenden Gruppen linearer
Transformationen der X,z sind identiseh.

Fir zwei Charakteristiken, welche beide gerade oder beide un-
gerade sind, kann diese Uebereinstimmung der beiderseitigen linearen
Substitutionen auf Grund des vorhergehenden Satzes dadurch gezeigt
werden, dass man die eine in die andere transformirt mit Hilfe einer
modulo n zur Identitit congruenten Operation®). Ist aber die eine
Charakteristik gerade, die andere ungerade, so versagt diese Methode;
man muss dann anf Glchg. (19) des § 33 zuriickgreifen, welche in
allen Fillen den erforderlichen Schluss zu machen gestattet, wie im
III. Theil dieser Untersuchungen noch im einzelnen zu zeigen sein
wird,

Die Untersuchung dieser Gruppen linearer Substitutionen der X,z
ist nun unsere nichste Aufgabe; sie erfordert aber einige Vorbemer-
kungen iiber die Gruppe derjenigen linearen Periodentransformationen,
welche eine bestimmte (gerade) Charakteristik festlassen.

§ 36.

Erzeugende der Gruppe derjenigen linearen Periodentransformationen,
welche eine gerade Charakteristik unveridndert lassen.

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit diirfen wir annehmen, dass
die zu untersuchende gerade Charakteristik:

10 O}

(1) 0 0
sei. Wir fragen dann nach der Gruppe derjenigen linearen Perioden-
transformationen, welche diese Charakteristik in sich tiberfilhren, ins-
besondere nach erzeugenden Operationen dieser Gruppe, Diese Frage ist
bereits in I., § 22 aufgeworfen und zum Theil beantwortet; dort ist
gezeigt, dass die Gruppe entsteht, wenn man zu der Hauptcongruenz-
gruppe**) zweiter Stufe noch die 3 Operationen B, C, D hinzunimmt,
Da die Haupteongruenzgruppe zweiter Stufe ihrerseits 5 Erzengende
(Grundz. § 22, Glchgen 65) besitzt, so hitten wir es zuniichst mit 8

*) In dieser Art beweist Herr Witting diesen Satz (diese Ann. Bd. 29
p- 167); p. 44 der Diss. beruft er sich aber anf diesen Beweis auch in einem Falle,
in welchem die eine Charakteristik gerade, die andere ungerade ist.

*¥*) Diesen Ausdruck gebrauche ich im Folgenden (statt des bisher von mir
benutzten ,,Principaluntergruppe) im Anschluss an ,,F. Klein, Vorlesungen éiber
die Theorie der elliptischen Modulfunctionen. Ausgearbeitet und vervollstindigt
von Dr. B. Fricke“. 1.Bd. Leipzig, Teubner, 1890; vgl. daselbst p. 388,
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Erzeugenden zu thun; wir konnen aber 4 von diesen jedenfalls ent-
behren. Denn man verificirt sofort, dass sich S,, S;, S,, S; wie folgt
durch die iibrigen ausdriicken¥*):
@ 8, =B8B, 8=D8D, §,=D85,D, S=C7,
sodass wir als erstes Resultat erhalten:

Die Gruppe derjenigen linearen Periodentransformationen , welche
die Charakteristik (1) in sich wberfiihren, kann erzeugt werden aus den

vier Operationen

’ rd ’ r
(3) B, 0 =—0w0; ,0,=0, 0 =0 y g == Wy 3
’ ’ ’ 4 .. .
4) C, o =0+ a,, 0, = 0,, 03 = 0 y Oy = 0y — g5
by D, w, = 0, =0, B =@ 0y = 0 ;
{5) y ) = 0, y @9 1y @3 4 )y 0Oy = @y )
’ ’ ’ f
6) 8, o = o, s @y == 0y, O =y — 20, 0, = o,

Dies gentigt fiir unsere Zwecke; in der That scheint eine weitere
Reduction der Zahl der Erzeugenden nur unter Verzicht auf ihre
Einfachheit moglich zu sein. Unter solchem Verzicht aber ist sie in
der That moglich, z. B. auf folgende Weise: Zundichst kann die Gruppe
derjenigen Vertauschungen der Verzweigungspunkte, (I, § 22) welche
die Zerlegung derselben in die beiden Tripel (024), (135) fest lassen,
statt wie a. a. O. aus B, C, D, auch schon aus B und irgend einer
Operation erzeugt werden, welche alle 6 Verzweigungspunkte in ge-
eigneter Weise in einem Cyklus vertauscht, z. B. der folgenden:

A = DCB DB = (012345)**);
ihr entspricht u. a. die Periodentransformation:
() Ao/ =— 0y, 0 =—0;—0,, 0 =0 —0, 0 =00,
In der That driicken sich die Verzweigungspunktvertauschungen C, D
wie folgt durch A und B aus:
(8) C=ABA’B,
(9) D = B3N’ B.
Dieselben Gleichungen gelten aber auch von den gleichbezeichneten
Periodentransformationen, wie man ohne Mithe verificirt; unsere Gruppe
kann also auch von den drei Operationen A, B, S, erzeugt werden.

& 37. )
Die Gruppe linearer Substitutionen der X,, einer bestimmten
Charakteristik.

Nunmehr kehren wir zuriick zur Untersuchung der Gruppe der-
jenigen linearen Substitutionen, welche die X,; einer bestimmten

*) Die Zusammensetzung der Transformationen ist wie in I, §10 so ge-
schrieben, dass aus 0” = R(0), o = S(w) folgt 0" = RS (w).
**) D, h. es soll 0 durch 1 ersetzt werden, 1 durch 2 ete,
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Charakteristik erfahren, wenn man die Perioden in der Weise linear
transformirt, dass die Charakteristik in sich iibergeht. Den Resultaten
des § 35 zufolge wird es dabei der Allgemeinheit keinen Eintrag thun,
wenn wir voraussetzen, die Charakteristik sei:

0 0],

00

Wir wollen zunichst die Ordnung der Gruppe bestimmen, d. h. die
Anzahl der verschiedenen linearen Substitutionen, welche die zu dieser
Charakteristik gehorenden®) X,; unter sich umsetzen; dazu miissen
wir wissen, welche Transformationen jedes X.; in sich tberfiihren.
Wir wollen daher zeigen:

Alle linearen Periodentransformationen, welche die Charakteristik
in sich dberfihren und modulo n aur Identitit congruent sind, — wund
nur diese — fihren jedes einzelne X.p in sich iiber.

Es geht némlich aus § 34, III zunichst hervor, dass bei allen
solchen Transformationen die X,z bis auf einenallen gemeinsam zu-
tretenden Factor ungelindert bleiben. Aber dieser Factor muss = 1
sein, die X,; miissen also v6llig ungeindert bleiben. Denn das wird
allgemein der Fall sein miissen, wenn es fiir den Nullwerth von X,,,
also fiir

%
Dﬂ

gilt; und von diesem kann es ebenso gezeigt werden, wie esin I, §22
von seinem Quadrat gezeigt ist. Andererseits aber folgt aus den
Congruenzen (12) des § 34, dass auch bei keiner andern Transforma-
tion jedes X, in sich iibergehen kann. Damit sind beide Theile des
ausgesprochenen Satzes bewiesen; aus ihm folgt mit Riicksicht auf
bekannte Entwicklungen des Herrn C. Jordan:**)

Die Anzahl der verschiedenen homogenen linearen Substitutionen,
welche die X,z erfahren, betrigt:
¢y N = (n* — 1) n® (0 — 1) n.

Dariiber hinaus aber ergiebt sich noch:

Ebensogross ist auch die Anzahl der linearen Substitutionen, welche
die Verhilinisse der Xoz erfahren.

Als Erzeugende dieser Gruppe benutzen wir die B, C, D, S, des
§ 36; wir wollen fiir jede dieser Operationen noch die zugehirigen
linearen Substitutionen der X,; angeben und zugleich die riickstindige
Constantenbestimmung erledigen. ]

¥) Wo im folgenden nicht ausdriicklich das Gegentheil bemerkt ist, ist
immer nur von solchen X5 die Rede.

¥¥) Traité des Substitutions p. 176 (1870). Vgl Grundz. § 17, sowie die Er-
ginzungen Grundz. § 54 und I, § 10, 11,
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Fiir B sind die Transformationsformeln der Elementarcharakte-
ristiken:
by =hy', hy="hy, hy=—h; hy=h;
also ‘substituiren sich die X,z nach der Formel:

n--1

(@) Xos = cZ)" g X g,
0
Fiir die Constante ¢ findet man den Werth:¥)
n—1
S
(3) C = — ?'V;b y

unter /7 den positiven Werth verstanden.

Fiir die drei tibrigen Erzeugenden reducirt sich die rechte Seite
der Umsetzungsformel jedesmal auf ein Glied, und die Constante lisst
sich daher durch directe Untersuchung von X, bestimmen, am be-
quemsten auf Grund der Darstellung durch &-Reihen (§ 34, Glchg. 14).
Dabei tritt nur eine Umordnung der letzteren ein; ausserdem ist noch
die Aenderung von p,, zu beachten. Man erhilt so:

4) C: Xgp= Xopp;

n~1
(5) D: Xis=(—1)7 Xgu;
(6) 52: X,;,g = ¢~ ¢ Xaﬁ.

Die Constante ¢y, 95t also bei der getroffenen Wahl von C (§ 34,
Glehg. 13) bei allen Erzeugenden, folglich iberhaupt bei allen Operationen
unserer Gruppe rein numerisch. **)

§ 38.
Die Functionen Y., und Z.

Ganz wie im elliptischen Fall konnen wir nunmehr®¥¥) aus den
X,s auf Grund der Formel § 33, (4) gerade und ungerade Jacobi’sche

Functionen bilden; nimlich die - (42 + 1) Fanctionen:

#) Vgl. die Rechnung des Herrn Witting, Diss. p. 19, 20; es ist beim
Vergleich nur zu beachten, dass W.s M und unser B reciproke Operationen
sind, — Die Angaben fiir P und @ bei Witting miissen anf e¢inem hrthum be-
ruhen; lediglich eine Folge dieses Irrthums ist es, wenn Herr Maschke (dieser
Arn. Bd. 33, p. 320) aus W.'s Erzeugenden eine Operation 7, = $2, 2, = ¢ etc.
ableiten konnte. Eine solche ist in unserer Gruppe keineswegs enthalten; M. hat
sie daher mit Recht fiir seine weiteren Entwicklungen bei Seite geschoben.

*) Man sieht, dass jede dieser Substitutionen die Determinante 1 besitaf;
was auch a priori ebenso gezeigt werden kann, wie p. 694 des oben p. 180 Fussn.
genannten Buches von Klein und Fricke.

#¥¥) Vgl. Witting, dieser Ann, Bd. 29, p. 167. Im Falle ungerader Charakte-
ristik nenne ich ¥, was er Z nennt und umgekehrt, am mit der von Herrn Klein
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M Yos = 5 (Xep+ Xarp)

und die —;T(n? — 1) Functionen:

@) Zop = Xop — Xsp,

fiir welche:

3) Yop=Youpy Zog=— 2y (Zpy=0)

ist. Es sind dann im Falle einer geraden Charakteristik die Y, op gerade,
die Z,,‘g ungerade Functionen der u; im Falle einer ungeraden Charakte-
ristik ist es umgekehrt.

Jeder linearen Transformation der X,s entspricht eine solche der
Y.s unter sich und eine solche der Z,s unter sich. Um die Zahl der
verschiedenen unter diesen festzustellen, miissen wir diejenigen Perioden-
transformationen aufsuchen, welche Xop in ¢ X_,_4 tiberfithren, Aus
§ 34, 111 geht hervor, dass alle diese modulo # zu der einen:

(4) on=—wo;, o= — Bz, @i = — 03, O} ==— G4
(d. i. B*DB*D) congruent sind, Fiir diese aber ergiebt sich:*)
(5) Xy = + Xu_s

also:

(6) of = Y op=-+ Yop, Zop = Z—o_p=— Zas;

und hieraus folgt ohne weiteres:
. . . : : 1 :
Bei linearen Periodentransformationen erfahren die Y =N, die

Z dagegen N lineare Substitutionen;

und ferner:

Die homogene Substitutionsgruppe der Y ist z2u der 2ugehirigen
Collineationsgruppe holoedrisch, die der Z hemiedrisch isomorph.

Die Gruppe der Z-Substitutionen fiir n = 3 ist von den Herren
Witting und Masehke in den mehrfach citirten Abhandlungen aus-
fiihrlich untersucht worden; die entsprechende Untersuchung der Gruppe
der Y, gleichfalls fiir » = 3, bildet den Gegenstand der folgenden
Abschnitte.

im elliptischen Fall (Abh, der sichs. Ges. d. W., math.-phys. Cl,, Bd. 13, p. 370)
gewihlten Bezeichuung in Uebereinstimmung zu bleiben. Damit stimmt auch die
Bezeichnung von Klein in Liouville's Journal, sér. 4, t. 4, p. 172 (1888), wenn auch

dort anf W, verwiesen ist, Den Factor —;~ in (1) setze ich bei, um spitere Formeln

(§ 57) bequemer zn haben,
*) Man beachte den in dieser Formel liegenden Unterschied gegeniiber dem
elliptischen Fall, in welchem die entsprechende Formel (Klein a. a, O, p. 387):
n—1
X!=(—1)? X_, lautet. Aus diesem Grunde bietet in den folgenden Sitzen
der Charakter der Zahl » modulo 4 nicht wie im elliptischen Fall (a. a. O. p. 392)
Anlass zur Unterscheidung.
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IX. Abschnitt.

Die endliche Gruppe von 25920 linearen Substutionen im quiniren
Gebiet, welche durch die Theorie der hyperelliptischen
Funetionen Y,; geliefert wird.

§ 39.

Zusammenstellung der erzeugenden Substitutionen.

7+ 1
2

zur Ersparung der Doppelindices wie folgt schreiben wollen:
Y, = Yy = Xy

(D Yy=1Y,= %(Xio“f' X20)s Y=Yy =‘“%'(Xu+ X5
Y=Yy = ’%‘(X01+X02); Y,=Y,= —;‘(sz‘l‘ Xy)-

Fiir » = 3 erhalten wir == 5 Functionen Y,z, welche wir

Bei denjenigen linearen Transformationen der Perioden, welche
die Charakteristik in sich tberfahren, erfahren diese 5 Grossen Y
eine Gruppe von

@ 1 N = 25020

linearen homogenen Substitutionen, zu deren Untersuchung wir uns
nunmehr wenden. Es wird sich diese Untersuchung besonders nach
zwei Richtungen zu bewegen haben, indem wir einmal nach Unfer-
Gruppen von G fragen, dann aber auch nach Invarianten von @, d. h.
nach solchen rationalen ganzen Functionen der Y, welche bei allen
Operationen von G in sich iibergehen. Beide Untersuchungsrichtungen
werden wir iibrigens in nahen Zusammenhang bringen, indem wir die
Invarianten von G aus den Invarianten ihrer Untergruppen aufbauen
werden. Eine Einkleidung der Untersuchung in das Gewand einer
geometrischen (wenn man will hypergeometrischen) Redeweise wird
sich vielfach als fordernd erweisen: wir werden die Y als homogene
Coordinaten eines Punktes in einem vierdimensionalen Raume deuten,
die linearen Substitutionen der Y als Collineationen dieses Raumes
auffassen u. s. w. Eine lineare Gleichung zwischen den Y stellt dann
einen (dreidimensionalen, linearen) ,, Raum* dar, zwei solche Glei-
chungen eine ,, Ebene*, drei eine ,,Gerade®. Dass diese geometrische
Deutung die analytischen Beziehungen nicht vollstindig umfasst, indem
sie nur den Verhiiltnissen der ¥ ein geometrisches Bild zur Seite stellt,
ist gerade fiir unsere Aufgabe von sehr geringer Bedeutung, da zwischen
der homogenen und mnicht-homogenen Substitutionsgruppe der ¥,
holoedrischer Isomorphismus stattfindet, vgl. p. 184.
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Vor allem miissen wir die Erzeugenden unserer Gruppe in ausfithrlich
geschriebener Form zusammenstellen. Wir haben fir die X:

B c|] D | 5,

K= |~ 7= (Koot Xt X) | Xa|— Koo)Xy
Xip= ——%(Xoo—l—e X, 42X | X, | — X, 12X,

Xy — ~7"§-(XM+E2X,O+8 X0) | Xpo| — Xy |2 X

" X4 — —--—V'ig—(Xm+ X,+ X)X, —X, X,
X§ = —-~1—/%—(X01+e X +aX) | X, | — X, 2%,

Xy — w—]—/%(XM—Q—a?XM-{—e X)X, — X, 2 X,,
Xop=|= 7= Kot Xpt Xo) | Ko —X| Xy
Xfp— -—-»—V%(on—l—e X+ 2 Xy0) | Xl — X, |2 X,
Xgp= | — —l—/%—(XO?-{-s?Xm-}—e X)) | Xy | — X |2 X,

und also fur die Y:

B cl D |8

v=|— 75 (L+2Y) Y, |~7Y,| ¥,

, Y, = — %(YO- Y,) Y, |—7,l27,
@ y;_-.'..-“;_lg-(n-[— Y+ 7)Y, -7 %
Y, = ——-—%(Yz—}—e Y, + 22X, ¥, — Y, {7,

Y~ — 7%-(1’2-;—821’3_;-8 Y)Y, | —Y,|27,

Die Substitotion A (§ 36, Glehg. 7) sei noch beigefiigt, da gelegent-
lich von ihr Gebrauech zu machen sein wird; sie lautet:
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Y, = — + (Y, +2Y,42Y,+2Y,+27),
Y, =—5(%— Y— Y,+2%,— ¥),
(5) Y, = — 3 (Y +2Y,— Y,— Y,— ¥),
Y =—5(Y— Y+2Y,— Y,— Y),
Y, =—5 (%~ Y,— Y,— Y,+27,).

Bei der Aufsuchung der Unfergruppen von G kommt uns der
Umstand zu Statten, dass wir G nunmehr in doppelter Gestalt vor
uns haben: einmal in den modulo 3 betrachteten linearen Perioden-
transformationen (sofern simultane Vorzeicheninderungen simmitlicher
vier Perioden als irrelevante Operationen aufgefasst werden), dann in
den linearen Substitutionen der Y. Fiir die erste Darstellang sind
drei Arten von Untergruppen von Herrn C. Jordan angegeben worden
(und zwar fiir beliebige n)*); diese wollen wir zun#ichst untersuchen.
Zwei weitere bemerkenswerthe Untergruppen ergaben sich aus der
Eigenschaft unserer Gruppe, dass sie isomorph ist mit der des Problems
der 27 Geraden einer Fliche 3. Ordnung*¥); einmal gefunden konnten
sie dann leicht auch an der Gruppe der Y definirt werden, wihrend
ihre Definition an den Periodentransformationen schwieriger zu sein
scheint. Die ersten 4 von diesen 5 Arten von Untergruppen sind iibrigens
fiir die Gruppe der Z bereits von Herrn Witting untersucht worden.

Endlich mdge noch der folgende Satz des Herrn C. Jordan
(a. a. O. p. 176) hervorgehoben werden:

Die Gruppe G ist einfach.

§ 40.
Die erste Art Untergruppen vom Index 40.

Eine erste im folgenden mit G, zu bezeichnende Untergruppe
unserer Gruppe G ist dadurch charakterisirt, dass be: allen thren
Operationen ;3 und iy sich (bis auf n-fache Perioden) durch @;3 und
@;q allein ausdriicken; ihre Ordnung ist = 648, ihr Index = 40. Die
angegebene Eigenschaft kommt von unseren Erzeugenden den folgen-
den 3:-C, D, S, zu, wir wollen zunichst zeigen, dass diese 3 Opera-

*) Traité des substitutions p. 365, 606; vgl. Grundz. § 39, wo die dritte Art
Untergruppen und dieses Citat nachzutragen sind.

#*) Wie ebenfalls von Herrn C.Jordan gefunden worden ist, a, a. 0. p. 369.
Ich hoffe auf diesen Isomorphismus im 3. Theil dieser Untersuchungen noch ndher
eingehen zu konnen.
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tionen gerade zur Bildung der Untergruppe G ausreichen, und zwar
kniipfen wir dabei an die Transformationen der ¥ an. In der That:
aus C und D zusammen kann jede Vertauschung der vier Functionen
Y., Y,, ¥,, Y, erhalten werden (wobei nur mit jeder ungeraden Ver-
tauschung ein Wechsel der Vorzeichen aller fiinf ¥ zu verbinden ist).
Daraus folgt, dass S, und diejenigen Operationen, welche aus S, durch
Transformation vermlttelst C, D und ihrer Verbindungen hervoroehen,
irgend drei jener vier Y mit &> zu multipliciren gestatten; durch
Zusammensetzung von S, mit diesen seinen Transformirten kann dann
jede Substitution der folgenden Form erhalten werden:

(D Y=Y, ¥Y/=¢&Y, Y, =&Y, ¥ =&Y, Y, =&Y,

wenn %, 4, u, v beliebige ganze Zahlen bezeichnen, die nur der Be-
dingung: i

2) %444+ pt+v=0 (wmod 3)

zu geniigen haben. Die Anzahl dieser Substitutionen ist 27; combiniren
wir sie mit jenen 24 Vertauschungen, so erbalten wir gerade 648 ver-
schiedene Substitutionen, welche alle zu G, gehdren; G, kann daher
keine weiteren Operationen enthalten, w. z. b. w.

Durch diese Betrachtung ist zugleich die Frage nach der Zusam-
mensetzung von G, erledigt: man sieht, dass die 27 Operationen der
Form (1) innerhalb G, eine ausgezeichnete Untergruppe bilden, welche
ihrerseits in mannigfacher Weise aus 3 Gruppen von je 3 Operationen
aufgebaut werden kann. Reducirt wird G auf diese ausgezeichnete
Untergruppe vermittelst einer ,,Factorgruppe® *), welche mit der Gruppe
der Vertauschungen von 4 Dingen isomorph, deren Zusammensetzung
also bekannt ist. Die Factoren der Zusammensetzung von @G, sind
sonach:

(3) 92;3;2,2; 3,3, 3.

Auch die ZImvarianten dieser Untergruppe @, (d. h. diejenigen
rationalen ganzen homogenen Functionen der Y, welche bei allen Sub-
stitutionen von G, bis auf einen vortretenden Factor ungeiindert bleiben)
lassen sich sofort angeben. Sie setzen sich nimlich rational und ganz
zusammen aus:

D) ¥,;

IT) dem Product ¥, Y, Y, Y,;

III) den symmetnschen und den alternirenden Functionen von
Y 1 Y,? 2> x,? 3 Y 5

Die absoluten Invarianten von G, d. h. diejenigen, fiir welche
jener voriretende Factor sich stets auf 1 reducirt, setzen sich rational
und ganz zusammen aus:

*).Vgl. Holder, diese Ann. Bd. 34, p. 30.
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1) dem Quadrat von Y,;

II) dem Product Y, Y, Y, Y, (dessen absolute Invarianz daraus
hervorgeht, dass die Exponenten von ¢ in den Substitationen (1) an
die Bedingung (2) gekniipft sind);

IIT) den symmetrischen Functionen geraden und den alternirenden
Functionen ungeraden Grades von Y3, ¥,3, Y,3 X 3;

IV) den Producten von Y, in symmetrische Functionen ungeraden
und alternirende Functionen geraden Grades dieser vier Grossen.

Setzen wir eine Invariante von G, gleich Null, so erhalten wir
die Gleichung eines dreidimensionalen Raumes, der bei allen Collinea-
tionen von G, an seiner Stelle bleibt, bei allen Collineationen von G
also in hdchstens 40 verschiedene Lagen iibergefiihrt wird. Von diesen
invarianten Riumen interessirt uns besonders der lneare Raum:

(4) YO = O 3

von dem wir in der That 40 verschiedene Lagen sofort angeben kdnnen.
Denn aus Y, entstehen durch B und seine Transformirten vermbge
G, die 2 .12 paarweise entgegengesetzten Werthe:*)

5 + (Y, 4247, A=01,2,

®) __'17—5“( ot «)s 0=1,2 3, 4.

und dorch A und seine Transformirten vermége G, die 2 .27 paar-
weise entgegengesetzten Werthe:

(6) i%(yo+5”Y1+EZY2+5”Ys'\Le—x"l“‘“Yax) % A, =0, '172'

Keine dieser 39 neuen Lagen des Raumes Y, bleibt bei allen
Operationen von G, an ihrer Stelle; daraus folgt, dass 40 mit G,
gleichberechtigte Untergruppen existiren, dass also G, in keiner grosseren
Untergruppe von G ausgezeichnet enthalten ist.

Wir wollen das System der 5 Riume

(7) Y0~—=O, Y1=O7 Y2=O7 :Y3=O7 Y4=O

als ein Pentatop erster Art**) bezeichnen und ebenso auch die 39
andern Systeme nennen, in welche dasselbe bei den Operationen von
G iibergefithrt wird. Seine fiinf Riume sind iibrigens keineswegs alle
gegeniiber G gleichberechtigt; vielmehr steht Y, = Q fiir sich als
Houptraum erster Art und nimmt nur 40 verschiedene Lagen an, die
4 andern ,, Nebenrdume® sind unter sich gleichberechtigt, und jeder
derselben kann 160 verschiedene Lagen annehmen, nimlich:

die 4 Lagen:

(8) ‘ Y, = 0;

*) Pentatope zweiter Art werden in § 43 eingefihrt werden.
*¥) Vgl. Wiltheiss, Journ. f, d. r. u. a. Mathem, Bd. 96, p. 21,
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die 12 Lagen:

9) A Y, — &Y, =0;

die 36 Lagen:

(10) Yo+ e#Ys 4 Y, = 0;

die 198 Lagen:

1n Yo+ 200Y, — Y — 4 Y, — 5+ #vYy = 0

(e, B, ¥, 0 bedeuten von einander verschiedene Zahlen aus der Reihe
1,2,3,4; 4, g, v gleiche oder verschiedene aus der Reihe 0, 1, 2).
Die Form Y, nimmt iibrigens 80, die Form ¥, 960 verschiedene
Werthe an. i

Dem Hauptraum I. Art ¥, = 0O entspricht dual der Hauptpunkt
I. Avrt:

(12) Yy: Y, :Y,:Y;:Y,=1:0:0:0:0;

auch dieser wird bei den Collineationen von @ in nur 40 verschiedene
Lagen iibergefiihrt. Ebenso entsprechen den 160 Nebenriumen eben-
soviele Nebenpunkte.

Durch einen Hauptpunkt I. Art gehen 40 Nebenriume, dagegen
kein Hauptrawm I. Art; durch einen Nebenpunkt 10 Hauptriume
1. Art und 21 Nebenriume.

§ 41.
Die zweite Art Untergruppen vom Index 40.

Eine zweite Untergruppe®), die im folgenden mit H bezeichnet
werden mioge, ist im Gebiete der Periodentransformationen dadurch
charakterisirt, dass sich bei allen ihren Operationen ©)y, wis, e} bis
auf n-fache Perioden durch @1, @;s, w;s ollein ausdricken. Auch die
Ordnung dieser Gruppe ist — 648, ibr Index ==40. Von unseren
erzeugenden Operationen gehiren B, C, S, zu ihr; wir zeigen wieder
an den Substitutionen der Y, dass diese drei Operationen zur Bildung
von H ausreichen. In der That: bei allen diesen drei Operationen
substituiren sich Y, und ¥, unter sich binir, ¥,, ¥, Y, unter sich
terndr. Die ternire Gruppe in Y,, Y,, Y,, welche auf diese Weise
zu Stande kommt, ist keine andere als die bekannte *%) |, Hesse'sche'

*¥) Vgl p. 187, Fussnote.

*%) Gruppentheoretisch zuerst wohl von Herrn C. Jordan behandelt, Journal
f.d.r. u. a, Mathematik, Bd. 84, p. 206ff. (1877); ferner von den Herren Witting
(Diss, p. 28ff.) und Maschke (dieser Ann. Bd. 33, p. 322ff.), Bei Maschke
handelt es sich um eine Gruppe von 1296 Substitutionen, die ausser den auch
hier auftretenden noch Vorzeichenwechsel aller Coordinaten enthalt. Seine 4,D, E

(p- 324) sind der Reihe nach gleich unseren C, S;7%, B, das letzte abgesehen von
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Gruppe von 648 linearen Substitutionen, welche ein syzygetisches Biischel
von Curven dritter Ordnung in sich iberfihren; wir erhalten also aus
B, C, S, bereits die fiir H erforderliche Anzahl von Operationen,
w. z. b. w. )

Die bindre Gruppe, nach welcher sich ¥,, ¥, bei H umsetzen, ist
eine homogene Tetraedergruppe;*) in diesem bindren Gebiet reducirt sich
nimlich C auf die Identitdt, wihrend B, S,, BS, bezw. die Perioden
4,3, 3 besitzen. Die Art, wie diese Tetraedergruppe mit der terndiren
Hesse’schen Gruppe sich zu unserer quiniren Gruppe H vereinigt,
konnen wir folgendermassen schildern: Die Parameter x : 4 des syzy-
getischen Formenbiischels:

(1) xp 4+ Ay
(wo:
2) Q= Y, Y3Y47 P =Y, 4 Y33 + Y43

gesetzt ist) substituiren sich binir nach einer Tetraedergruppe, wenn
die Y den Substitutionen der Hesse'schen Gruppe unterworfen werden ;*¥)
und nun ist die Sache einfach die, dass sich bei jeder einzelnen
Operation von H 6Y, und Y, genau so wie x und A substituiren,
sodass:

(3) u=Y,+6Y,p

eine absolute Invariante unserer quindren Gruppe H ist. Es vereinigt
sich daher jede der 648 Operationen der terniren Gruppe nur mit
einer der bindiren, wie es sein muss.

*Diejenigen Substitutionen unserer Gruppe H, bei welchen jede
einzelne Form des Biischels (1) absolut invariani bleibt, bilden eine
aus 27 Operationen bestehende ausgezeichnete Uniergruppe derselben.
Diese ihrerseits hat wieder zur ausgezeichneten Untergruppe eine solche
von 9 Operationen, bei welchen Y,, Y;, ¥, nur mit Einheitswurzeln
multiplicirt werden; alle Operationen dieser letzteren Gruppe sind
untereinander vertauschbar. Reducirt wird H auf die erstgenannte
Untergruppe durch eine Factorgruppe, welche mit der homogenen
Tetraedergruppe isomorph ist. Die Factoren der Zusammensetzung von
H sind daher: )

4 3; 2,2; 25 3; 3,3.

den Vorzeichen; sein B ist, ebenfalls abges‘ehen von den Vorzeichen gleich seinem
E?, daher zwar fiir ihn unentbehrlich (vgl. seine Fussn, p. 331), aber nicht fiir
uns; sein C kann aus seinen A4, B, D abgeleitet werden. — Einzelne Angaben
auch bei Muth, Ueber ternire Formen mit linearen Transformatiomen in sich
selbst. Diss, Giessen 1890, insbes. p. 15ff.

*) Vgl. F. Klein, Vorlesungen iiber das lkosaeder (Leipzig 1884), p. 50
Zu beachten ist dbrigens, dass S, im bindren Gebiet nicht die Determinante 1 hat.

¥¥) Maschke a a. 0. p. 327.
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Die beiden Gruppen G, und H sind daher keineswegs isomorph

(vgl. § 40, 3).
Die Ebenen, welche aus:

(5) Yy=0, Y, =0
und die Geraden, welche aus:
(6) Y,=0, Y,=0, Y, =0

durch die Operationen von G erbalten werden, sollen Hauptebenen
und Hauptgerade heissen. Die Anzahl der einen wie der andern kann
hochstens 40 betragen; dass sie auch nicht kleiner ist, folgt aus den
sogleich avfzustellenden Sitzen iiber ihre Lage zu den Hauptriumen
I Art. Man findet nimlich:

Jeder Hauptraum I. Art wird von jeder der vier zugehirigen
Nebenriume in einer Hauptebene geschnitten; die drei andern zugehirigen
Nebenriume schneiden sich jedesmal in der jener Hauptebene entsprechen-
den Hauptgeraden.

Umgekehrt gehen durch jede Hamptebene vier Hauptriume erster
Art, sammt je einem zugehirigen Nebenraum, durch jede Hauptgerade
vier Tripel zusammengehoriger Nebenriume.

Wir fiigen noch die beiden folgenden Sitze bei:

In Besug auf einen Houptraum 1. Art (§ 37, 4) spalten sich die
39 dibrigen i 12 (§ 87, ), welche mit ihm zu je dreien je eine seiner
4 Hauptebenen gemein haben, und in 27 (§ 37, 6), deren Schnittebenen
mit thm keine Hauptebenen sind.

In Bezug auf eine Hauptebene spalten sich die 39 dibrigen in 12,
welche mit ihr je eine Gerade , und in 27, welche mit thr nur je einen
Punkt gemein haben.

Dass jedem dieser Sitze ein dualistischer gegeniibersteht, bedarf
wohl keiner niheren Ausfiihrung.

Es bleiben noch die Inwvarianten der Gruppe H aufzuzihlen. Zu
ihnen gehbren erstens die Invarianten der bindiren Tetraedergruppe,
nach welcher sich Y,, Y, substituiren, nimlich:¥)

die Tetraederform:

D & =Y+ 8Y,Y,%
die Gegentetraederform:
(8) ¥Y=Y3Y — X%
die Oktaederform:
) t=Y5—20Y2Y3—8Y5

*) Klein, Ikosaeder p. 51.
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sie sind verbynden durch die Relation:

(10) P~ 64YI =42

Voo ibnen .sind & und ¢ absolut. invariant¥), ¥.aber. geht.bei Anwendung
von S, in &Y iiber, sodass erst W3 absolut invariant ist.

... Zweitens.. gehoren.. hierher, die.Ioxarianten. der.terniren. Gruppe,
nach welcher sich Y, Y; ¥, umsetzen;, dieselben, sind von Herrn
Maschke in der mehrfach erwabnfen’ A‘bhandlung (p 326) anO'eO'eben
worden und soller’ von ‘dort it ihren Bé&zeichnungen :

(11) Cs;'Cg, Gy Cmr Cis

einfach heriibergenommen werden,

... Dritfens, endlich_kbynen wir. auch digjenigen Invarianten von H
ohpe. Schwierigkeit gewjnnen,-in, welchen beide- Reihen von Grossen
vorkommen, Denn auch, diese kionnen, wie die Betrachtung, der
Qperationen, B?, C, S, lebrt, die Y,, ¥;, ¥, nur in den von Maschke
(a. a. O. p. 825) mit @, ¥, 1, Cs bezeichneten Verhindungen ent-
halten; und von diesen wieder kann C, als einzige alternirende Form
nur als Factor auftreten. Eine invariante Form aber, welche Y,, Y, ¥,
nur in den Verbindungen ¢, 9, ¢-enthilt, kann nach dem von Maschke

(a. a. O. p. 327) angegebenen Verfahren in.eine Reihe der Form:
~J=:: ‘2.062.‘]2" .

_entwickelt werden, in welcher die J; selbst wieder Inyarianten unserer
Gruppe | sind, aber Y., ;. Ys . Y nur mehr in den Verbmduncen @ und
v, enthalten ausserdem naturhch eventuell noch Y, und Y Dze Iz
smd also Invamanten mzt (Zen bezden cogredzenten bmaren Vanabeln~
ganz aus durch die. zdentzsche TInvariante u (s, o, (zlcho' 3) und. durch
Polaren der. Formen mzt nur emer Vgrzabelnrezke, Der Polansatlons-

.....

4 wa
(13) =Y ay —}j6 Y.

.definirt. - Fiir -spitere -Benutzung (in §46) seien ven - dlesen -‘Formen
‘insbesondere- die folgenden notirt:

(14) "W =T Y= YIS AY I 4 186 TP Y (6)
{5 ¥, = — Y~ 3pp ¥+ 18927, 7,5 (8
(16). &= — 93Y, + 18992 Y, + 10897 ¥,; _ (10)
(1T) t= (T3 +8Y%) — b4y ¥,2Y, + 32499 T, Y2
I 21693 (Y,3=-Y,3). (12)

‘) Die hierin liegende Abweichung von “den Anoa,ben bei Klein ﬁndet ihren
Grund in dem p. 191, Fussn. erwihnten Umstand.
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Dabei ist durch den angehingten Index bezeichnet, wie oft die be-
treffende Form , polarisirt worden ist; tiberfliissige Zahlenfactoren
sind beseitigt und der Gesammtgrad in den Y ist in Klammern bei-

gefiigt.

Zwischen diesen Formen und O, ¥, ¢ selbst bestehen die Relationen :
(18) V2= 16YY, + w?d;
(19) V= 202¢; — tt, — 3ulOY, — udt.

Die erste derselben wird erhalten, indem man auf ¥,> und ¥V,
Gordan’sche Rethenentwicklungen anwendet und das in beiden auf-
tretende Glied (W?), eliminirt; ebenso folgt die zweite aus den Reihen-
entwicklungen von ¥,3, ®*®;, t4;, &¥, durch Elimination von (93),,
(#);, (®W),. Bei der Aufstellung dieser Relationen erschien es iibrigens
als zweckmissig, nur ihre Existenz und Gestalt auf diesem Wege zu
erschliessen; die numerischen Coefficienten sind durch wirkliches Ein-
setzen der expliciten Ausdriicke berechnet und controllirt.

§ 49.
Untergruppen vom Index 45.

Eine dritte Untergruppe®) K unserer Gruppe G wird gebildet,
wenn Wir 2w allen denjenigen Operationen, welche ;1 und w;s unter
sich, @2 und @ unter sich substituiren, noch die Operation D hin-
zumehmen, welche beide Paare (@;1, ;s und ;5 , 1) vertauscht; sodass
also K auch noch diejenigen Operationen enthilt, welche ®}; und wjs
durch @;s und @,4, ©;; und ®;; durch w;; und @;; ausdriicken. Die
Anzahl dieser Operationen betrigt 1152; ihnen entspricht eine Gruppe
von 576 Substitutionen der Y, deren Index also 45 ist.

Von unsern erzeugenden Operationen gehdren zu dieser Unter-
gruppe B, D, S,; wir wollen zeigen, dass sie zar Bildung von K
ausreichen. In der That, B und S, erzeugen, wie aus der Theorie
der elliptischen Functionen bekannt ist, die Gruppe derjenigen Sub-
stitutionen, welche ®, und ©; nur unter sich umsetzen, o, und o,
ungedndert lassen; durch Transformation vermoge D entsteht aus ihr
die Gruppe derjenigen, welche w, und @, unter sich umsetzen, @,
und @3 ungeéindert lassen; beide vereinigt mit D geben die Gruppe X.

Im Gebiete der Y stellt sich diese Gruppe iibersichtlich dar, wenn
wir ein neues Coordinatensystem durch die Gleichungen einfiihren:

1 1
D) =Y, 9y=Y,, 5,=1,, ’73,='§‘(Y3+ Y), ='=T_>_‘<Y3"‘ Y));
die Erzeungenden lauten dann: -

¥) Vgl. p. 187, Fussn,
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B D | s,

Ny = | — ”;Tg‘(’?()‘f—?’h) — %o Mo

Bo= | — = (— 1) | —m | &1

(2) i Vg' 0 H 2 1
ny = | — -,;% (M+215) | — 0y s

Ry = | — = (a— ) | — 7y | &y

V3
"?4’ = Ny — N 52774

Bei allen diesen Operationen bleibt also der Raum:

(3) 7y ==0
an seinem Platze; wir nennen ihn und die durch Transformation ver-
mége G aus ihm hervorgehenden Riume Hauptriume zweiter Art.
Thm entspricht dual der Hauptpunkt zweiter Art:
(4) NoiM Wi in=0:0:0:0:1,
(Absolut invariant gegeniiber K bleibt iibrigens erst 7,°). Die vier
andern 7 substituiren sich quaternir in der Weise, dass die Fliche
II. Ordnung
6) F=195— 1% =20
in sich iibergeht, wihrend ihre beiden Geradenschaaren sowohl jede
unabhingig von der andern*) nach einer Tetraedergruppe in sich
linear transformirt, als auch mit einander vertauscht werden kdnnen
(Absolut invariant ist dabei wieder erst F'3).

Die Anzahl der Hauptriume zweiter Art kann hdchstens 45 be-
tragen; in der That findet man so viele, nimlich:

die 18/R§ume:
(6) Y,— &Yz =0
und die 27 Riume:
() Y,— &Y, — X, — e Yy — e 24 Y, =0
(e, =1,2,3,4; #4,u=01,2)."

Diesen Kormeln entnehmen wir folgende Sitze:

"#) Diese Unabhiingigkeit besteht vollstindig nur fiir die nichthomogenen
Substitutionen; fiir die homogenen ist sie dadurch eingeschrinkt, dass mit 2, = 1,,
7y =7y DUT 7 =1, g == 1, nicht 7, = — o, 9 = — 7, verbunden werden
kann. In Folge dessen kann jede Substitution von 7, 7, (oder 7,, 7;) auch nur
mit 12, nicht mit 24 Substitutionen von 7, 9, (oder %y, n,) verbunden werden.

13*
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Die Hauptraume und Hauptpunkie gweiter Art bilden eine Con-
figuration 45,,, m. a. W. jeder dieser. Riume enthilt 12 dieser Punkte,
durch jeden dieser Punkte gehen 12 dieser Réume.

Gegeniiber einem Hauptraum 1. Art spalten sich die 45 Hauptriume
I1. Art in 18, welche zu dreien je zwei der zu dem ersterem gehiorenden
4 Hauptgeraden. enthalten, und27, fir welche das nicht der Fall ist.

Gegeniiber einer Haupigeraden spalten sich die 45 Hauptriume
II. Art in 9, welche sie enthalten, und 36, welche sie nicht enthalten.

Durch die beiden letzten Sitze ist die Verschiedenheit des Ver-
haltens unserer, Untergruppe K. gegenuber den beiden Untergruppen
vom Index 40 charakterisirt.

§ 43.
Untergruppen vom Index 27.

Wiéhrend wir bel der Aufstelluncr der bisher untersuchten Unter-
grappen {§40-42) ‘von  bekannten Ewenschaften der modalo’ 3 be-
‘trachteten’ linedrén "P’éribdeiit'l‘é\il'sf(')'rmaﬁéneh‘ ausgingen und diese 'diif
unsere quinidre Substitutionsgruppe tibertrugen, “wollén ~wir fiir "die
noch folgenden direet- an die--letztere ankniipfen. .Zu diesem Zweck
fragen wir. zundchst nach der gegenseitigen (xrupplruno' der Haupt-
ridume II Art des § 42 Aus dem Schlusssatz desselben fo]gt.‘

Jeder Hauptmum II. Art enthdlt:

9.

(1) 45 =8 Hauptgerade;

so z. B. der Hauptraum II. Art:

(2). X = X, =0

die 8 Geraden:
Y_O Y e ¥y B2 Y, =0y o ¥y— Y, =0,

(3) Y,= 0',“ Y 42X, Y4-—0, {e‘Y; l-[-';szyéq_fYé_'—:“O,
Y3’=07 Y,=0; |&Y,+¢ ¥, 4 Y,=0; e?yl"-'{;'g'Yé'_}.Ys:-

"A=0,"1, 2).
Jede dieser 8 Geraden liegt noch (§ 42a. E) inweitérén Hatuptidumen
II. Art, z. B. die. erste in:
4) Y, — &Y, {2=0,-1;2; «, =1, 2, 3):
Die 8 Geraden liefern-.so..64 weitere Hauptriume,. welche aber. paar-
weise identisch sind; so z. B. wird Y, — &Y, =0 sowohl von der
.ersten, als von der zweiten Geraden (3) gehef.er.t . Darans schliessen wir:
. — Finem. Houptraum. II. Axt . gegeniiber ..zerfallen..die. 45 . anderen. in
-32 ; “ewelche mté-ihm je zwei Hauplgerade-gemein kaben, und 12, welche
‘mit thm keine solche: yemeini hiabenw.
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Nehmen wir nun weiter zwei Hauptriume II. Art, welche keine
Hauptgerade gemein haben, z. B. (2) und:
) Y;— Y, =0,
so haben von den 11 Hauptriumen II. Art, welche mit (2) keine Haupt-
gerade gemein haben, noch 8 mit (5) je zwei solche gemein; es bleiben
also noch 3, welche weder mit (2), noch mit (5) eine Hauptgerade
gemein haben, nimlich: )

(6) Y, — ¥, - Y,— Y;— Y,=0,
) Y,—eY —e¥Y,— &Y, — &Y, =0,
(3) Y, — &Y, — &Y, — Y, — e Y, =0.

Da man sich nun leicht fiberzeugt, dass auch je zwei von diesen keine
Hauptgerade gemein haben, so kann man den Satz aussprechen:
Man kann auf verschiedene Weisen finf Hauptriume II. Art so
auswihlen, dass keine zwei derselben eine Hauptgerade gemein haben.
Ein solches System von fiinf Hauptriumen wollen wir ein Penfatop
II. Art nennen. Die Anzahl dieser Pentatope bestimmt sich folgender-
massen : der erste Seitenraum eines solchen kann auf 45 Arten gewihlt
werden, der zweite auf 12, die 3 andern sind dann bestimmt. Jedes
Pentatop wird so 20 mal erhalten; also ist die gesuchte Anzahl:

(9) 452.012 - 27.

Das zuerst betrachtete Pentatop II. Art muss demnach in sich
ibergehen bei allen Operationen einer Untergruppe L vom Index 27%),
also von der Ordnung 960; einer von 27 gleichberechtigten Unter-
gruppen, deren jede eines der 27 Pentatope in sich fiberfithrt. Um
uns in die Natur dieser Untergruppe L Einsicht zu verschaffen, fithren
wir die Seitenriume unseres Pentatops als nene Coordinatenriume ein
durch die Gleichungen:*¥)

N =Y —Y,,
Ny = — Y3+ Yu
(10) ’74=’;—§(Yo"‘ Y,— Y,— Ys"‘ Y4);

Ns =—_—V%(Yo—-s Y—e Y,—&&Y;—&Y,),

776 =%‘(Y0+82 Y1~—‘82 Yz""e Y3“"8 Y4).

#) Dieser Schluss wiirde natiirlich nicht zutreffen, wenn alle Substitutionen,
welche ein bestimmtes Pentatop II. Art in sich tiberfilhren, auch noch ein zweites
in gich tberfilhrten; man sieht aber aus den sogleich aufzustellenden Formeln,
dass das nicht der Fall ist.

*%) Die 7 haben also hier eine andere Bedeutung, als § 42.
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Alsdann kénnen wir aus unseren Erzeugenden (§ 39) sofort die folgen-
den 4 Operationen ableiten, welche diese neuen Coordinaten 7, von
multiplicativ zutretenden Einbeitswurzeln abgesehen, nur unter sich
vertauschen; nimlich:

B D | E|F

"72’ = Ny s €Ny | s

(11) My =— g | —ny | &y | My
N =— Uy | —1, s | 1

’

Ny = — &g | — 75 N | s
g = & n° — N Ny | 7

Dabei ist:

(12) E=(D8,%* F=(DC?».

Aus diesen 4 Substitutionen lisst sich nun eine Gruppe von mindestens
960 Operationen ableiten, welche alle das Pentatop IL. Art in sich
tiberfihren. Denn sieht man fiir den Augenblick von den zutretenden
Einheitswurzeln ab, so kann man aus B, E, F jede der 60 geraden
Vertauschungen der 5 Grossen 7 erhalten. Transformirt man D durch
diese Operationen, so erhilt man Vorzeicheninderungen von irgend
vier der # und damit auch von irgend zwei derselben, also eine Gruppe
von 16 Operationen, welche mit jenen 60 combinirt gerade 960 Opera-
tionen liefern. Alle diese lassen das Pentatop II. Art (10) ungeandert,
und es giebt kein zweites Pentatop II. Art, welches sie alle ungeiindert
lassen. Sie bilden also in der That die gesuchte Gruppe L vom Index
27 und der Ordnung 960.

Es ist mir nicht gelungen, ein einfaches Kriterinm zu finden,
welches entscheidet, ob eine vorgelegte lineare Periodentransformation
dieser Untergruppe L angehort. —

Was Invarianten von L betrifft, so ist eine einfach zu bildende
absolute Invariante das Product aller fiinf y:

(13) Jy = N3, 75 -
Von noch niedrigerem Grade ist die folgende:

(14) J, = N0 15° -+ 2705% + 02052 - 9%t M52 Ng°
1 + (12157052067 + (206 - 052452)
=3 [X + 8N (Y*+ T+ Y+ Y, +48Y, Y, Y, Y,];

diese bleibt jedoch, wie wir spiter (§ 47) sehen werden, nicht nur bei
L, sondern iiberhaupt bei allen Operationen von G absolut invariant.
Mit ihrer Halfe kann {ibrigens, wenn eine gerade Permutation der 7
vorgegeben ist, sofort entschieden werden, welche dritte Einheitswurzeln
man beizuftigen hat, um eine Operation von I zu erhalten.
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§ 44.
Untergruppen vom Index 36.

Wir untersuchen nunmehr die gegenseitige Gruppirung unserer
27 Pentatope 1I. Art. Gehen wir aus von einem derselben, das etwa
A, heissen mbge, so sehen wir, dass sich ihm gegeniiber die 26 andern
spalten in 10, welche mit ihm je einen Houptraum II. Art gemein
haben, und 18, fiir welche das nicht der Fall ist. Greifen wir eines der
letzteren heraus — es heisse 4, — so sind unter den 15 iibrigen noch
10 enthalten, welche auch mit 4, keinen Hauptraum gemein haben.
Sei A, eines von diesen, so bleiben 6, welche mit A4, 4,, 4,; sei
A, eines von diesen, so bleiben zwei — 4;, 4, —, welche mit 4,,
A4,, A;, A, und wie sich herausstellt, auch unter sich keinen Haupt-
raum II. Art gemein haben. So gelangen wir zu einem System wvom
6 Pentatopen I1. Art, welche zusammen 30 verschiedene Hauptréume
II. Art enthalten. Solcher Systeme giebt es, wie aus der eben be-
schriebenen Art ihrer Herleitung hervorgeht:

27.16.10.6
@) s 543 = %
eines derselben ist z, B. das folgende:

(2) (2) Y, — Y,
3 — Y+ X,

{4)7}.—5—(1’0—- Y,— Y,— Y,— Y
5)-?,/?(170 — Y, —: Y, — &Y, —&8Y,),
LG)‘;—;(YO“52¥1"52Y2”5 Y; — & Y,);
(1) &Y, —e¢ Y,,

3) -£2Y1+8 Y?’

4)7%-(1?0—521’1—-8 Y,— &Y, —¢ Y,),
5) ‘ffg(Yo~ Y —&Y,— s ¥Y;— Y,
6) %(Yo’“eyt“‘ Y,— Y,—&Y,);

1) £ Y,— &Y,
2) &¢Y,— &Y,

4 3= (¥ — ¢ Y, — &Y, — ¢ Y, — &),

-

5) —%(Yo-.szylm Y, — Y,—z Y,

L6)“17%(Yo““ Yy —e ¥, — &Y, — X,);
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(1 -I%—(YO — Y, — &Y, — Y, — ¢ Y)),
2) 7/%—(1/‘0 — Y, — Y,—& ¥, — Y,

ﬁ .

3) “z;”g,”(yo‘“fzyx“’syz" Y,— Y,
5) &Y — &%,
6) &Y, —¢ Y,;

'1)?%-(1’0-521’,_- Y, —& ¥, — T,

2)%(170-—5 Y,—¢ Y,— Y,—¢ X)),

3) 7%(1’0* Y, ~ &%, — Y, — £ 7))
4) Yz"‘ Yu
6 &Y, —¢ Y,

(1) 7%“(170“ Yi—¢ Y, — Y,— &Y,
2) 5 (Yo — ¥, — 2%, — £ %, — T,

3) %(Yo;e Y, — Y, —e¥,—¢ ¥,
4) Y, — X,
5) e Y, — &Y,.

\

Die den einzelnen Hauptriumen beigesetzten Zahlen sollen sogleich
erklirt werden.

Die 30 vorstchend in A,, 4,, ..., Ay enthaltenen Réume lassen
sich aber noch auf eine andere Art zu 6 Pentatopen 1I. Art anordnen,
nimlich wie folgt:

3) 2) &Y,—¢Y,,
8) —e¢ Y, 4 &7,

4) —17%(170-—-—5 Y, — Y, — &Y, — ¢ Y)),

5)“77%’(170""52171—‘ Y, ~¢ Y, -~ X,

6)77%(17"” Yi—2e Y, — Y, —&Y);
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f}) Yl - Yg,
3) &Y, —&Y,

4)‘%‘(%"' Y1“’ Y2“8Y3“"52Y4)>
5)7?1_5(170_-8 Y, —: ¥,— Y,—¢ 1Y),
.6)-;?<Yo-s2f,meng~e*Y3-f- Y,);

1) — Y, 4+ Y,
2) ”82Y1+£ Y‘u
4)—%(Y0_82Y1~e172- Y, — Y,

5) Y, — Y, — &Y, — &Y, — £Y),

o
(Yy— e ¥, — Y,—eY,—¢ X,);

2
Vs
6) —;:;

DT— YL— Y- Y— Y

2) -%-(Yo» &Y, —¢ ¥, — &Y, — & Y),

13) —%—(YO e Y, — Y, — ¢ ¥, — &Y,

5) Yz"‘ Y4»
.6) Y, — Y

1) —V%(YO——\e Y, — & Y,— &Y, — &),
2)7/%(1@—-— Y, — &Y, —: ¥, — Y,
3)7%(Y0~52Y1-— Y,— Y,—:7X),
1) Y, — Y,

.6) eY, — & Y,;

) -?%-(Yow 2Y, — 2%, —¢ ¥, —¢ ¥,),
2) *’;Lg-(yo_ﬂey1~ Y,— Y,— £Y,),
3)%(170... Y,—:¢Y,—82Y, — ¥,),

4) £Y,—¢Y,,
15) &Y, —s I

201
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und zwar hingen, wie man sieht, diese beiden Systeme von je 6
Pentatopen in der Weise zusammen, dass jedes 4; mit jedem B fiir
z%k je einen Hauptraum, dagegen mit B; keinen Hauptraum gemein
hat. (In den Tabellen (2) und (3) ist jeder einzelne Hauptraum mit
der Nummer desjenigen Pentatops bezeichnet, zu welchem er im andern
System gehort).

Untersuchen wir nunmehr niher die Beziehung zwischen A4, und
B, (d. h. also zwischen irgend zwei Pentatopen II. Art, welche keinen
Hauptraum gemein haben). Benulzen wir wieder (wie § 43) fiir die
Réume von 4, die Bezeichnung 7, fiir die von B, in analoger Weise
die Bezeichnung £, so erhalten wir durch Elimination der Y die
Relationen:

1

b= ns + 1y + & 15 + €76),
§3=-§—( Ny + 1y + &5 4 & 1),
@ b=5(m+ m  + m+ w),
& = 5 (¢ 1, + &ty + + 79,
§6=—§—(82n2+8n3+m+ s )
deren Umkehrungen sind:
= 5 ( &+ &+ S+ e L),
=5 & + &+ e &+ k),
©) B=a( b+ & 4+ G+ &),
B = 5 (82 4+ ¢ & + &, + &),

h=5C6+2G+0+ & ).

Aus dem Fehlen der Diagonalglieder in beiden Gleichungssysiemen
folgt zundchst:

Die beiden Pentatope II. Art A, und B, sind einander gleichzeitig
ein- und wmbeschrieben. i

Ferner aber folgt aus der Symmetrie der Coefficientensysteme
gegen die Hauptdiagonale:

Die beiden Pentatope A, und B, sind einander conjugirt in Bezug
ouf den quadratischen Raum:

(6) N & + M8 + 0yl + 1.8 + 96 =0

oder:
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(1) 1oy 4 2% + %M + M5 + 4% + 1576 + (12954 15%6)
. + E(gym5+1375) = 0
oder endlich:

(8) =Y+ 4eY, Y, +462Y,Y; =0,

Die letzte Form der Gleichung dieses Raumes zeigt, dass derselbe
ungeéndert bleibt, sowohl wenn man Y, mit Y, vertauscht, als auch,
wenn man Y, und Y, mit &, Y, und Y, mit & multiplicirt. Bei
diesen Operationen und den aus ijhrer Combination sich ergebenden
werden die 6 Paare (4,B,), (4,B,), ..., (4¢B;) transitiv vertauscht;
daraus folgt, dass die beiden Pentatope jedes solchen Paares in Bezug
auf ¢ = 0 einander conjugirt sind. Zusammenfassend kénnen wir
also sagen:

Von unseren 21 Pentatopen II. Art ordnen sich 36 mal je 12 zu
einer ,, Doppelsechs wie:

Al A2 'AS A4 AS 'A67
Bi B2 B3 B4 ‘BS B6

zusammen. Jedes Pentatop der einen Hilfte einer solchen Doppelsechs
ist dem entsprechenden (mit gleichem Index bezeichneten) der anderen
Hilfte gleichzeitig ein- und wmbeschrieben und in Bezug auf einen
quadratischen. Raum conjugirt; dieser Raum ist fir alle 6 Paare der
Doppelsechs derselbe.

Eine solche Doppelsechs — und damit auch die Form ¢ — geht in
sich iiber bei allen Operationen einer bestimmten Untergruppe unserer
Hauptgruppe G; dieselbe moge mit M bezeichnet werden. Sie besteht
aus:

9) . = 120

Operationen: die sechs Paare kénnen néimlich auf alle moglichen Arten
mit einander vertauscht werden, Jede wungerade Vertauschung der
6 Paare ist dabei mit einer gleichzeitigen Vertauschung der beiden
Hilften verbunden. Die Gruppe ist also holoedrisch isomorph mit der
Gruppe der Vertauschungen von sechs Dingen.

§ 45.
Andere Darstellung dieser Untergruppe M.

Eine mit der Gruppe der Vertauschungen von 6 Dingen isomorphe
Gruppe P von 720 Collineationen wird im quindren Gebiet auch erhalten,
wenn man iiberzihlige, durch die Relation:

(D E4+&E+ETEL+E+E=0 *
verbundene Punktcoordinaten £ einfiihrt und die durch die Ver-
tauschungen der £ dargestellten Collineationen ins Auge fasst. Es liegh
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die Frage nahe, ob die Gruppe M des vorigen Paragraphen in dieser
Weise dargestellt werden kann, und wir wollen zeigen, dass das in
der That mbglich ist. Angenommen nimlich, es existirten 6 solche
lineare Réume &; == 0, so muss der einzelne derselben bei 120 von den
720 Operationen von M in sich iibergehen. Nun enthilt aber die
Gruppe der Vertauschungen von 6 Dingen (hier der 6 Paare von
Pentatopen) zweierlei Untergruppen von je 120 Operationen; nimlich
einmal die Gruppen der Vertauschungen von je fiinfen, dann die von
Cauchy u. a. untersuchten zweifach transitiven Gruppen, iiber welche
man etwa Serret’s Handbuch der Algebra art. 452 vergleichen moge.
Wir wollen nun zeigen, dass zwar nicht bei einer Untergruppe der
ersten dieser beiden Arten, wohl aber bei einer solchen der zweiten
ein linearer Raum in sich tibergeht.

Was den ersten Theil dieser Behauptung betrifft, so wird es geniigen,
den Beweis fiir die in der betreffenden Untergruppe enthaltenen geraden
Operationen zu fiihren. Werden aber unter Festhaltung von 4, und B,
die tbrigen Paare auf alle moglichen geraden Arten unter sich ver-
tauscht, so erleiden auch die Seitenriume von 4,, also die %, alle
moglichen geraden Vertauschungen; dabei tritt nur zu jedem % eine
bestimmte dritte Einheitswurzel *). Dass kein linearer Raum bei allen
diesen Operationen in sich iibergeht, ist sofort zu sehen.

Anders verhilt sich die Sache bei den Untergruppen der zweiten
Art. Fassen wir auch bei einer solchen zunfichst nur diejenigen ihrer
Operationen ins Auge, welche 4, und B, ungeindert lassen; diese ver-
tauschen die fiinf iibrigen Paare, also auch die %, halbmetacyklisch (wieder
abgesehen von den zu den 7 tretenden dritten Einheitswurzeln). Eine
solche Gruppe wird z. B. erzeugt von den beiden Operationen:

2 9 = &, 1y = &y, 7y = &%, "75, = &5, N5 = U,
und:

@) m =1y, g =eng, n =cn;, u; =&, 9 = &n,;
bei beiden geht der lineare Rauwm:

(4) 82’72+’23+52’?4+’15“'1"827265170—252172'—2173""0

in sich diber. Er geht aber auch in sich tber bei der zu M gehren-
den Operation:

(5) Yo'g_._. YO? Y1’"‘=""Y:i> Y2l“—="‘Y27 Y3’==—":Y35 Y4’=""Yu
welche 4, mit B,, 4, mit B,, 4, mit B; und ebenso B, mit 4,,

B, mit 4,, B, mit Ay vertauseht. Die 3 Operationen (2), (3), (5)
erzengen aber in der That eime aus 120 Operationen bestehende

*) Welcke dritte Einheitswurzeln zuzusetzen sind, bestimmt sich daraus, dass
4 in sich libergeht (Gl 7).
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Untergruppe von M. Die ubrlgen Operationen von M kinnen dann
den ‘Raum’ (4) nur m "noch 5 andere Lageq uberfuhren ’ Auf dlese
"‘Weise gelangen wir zn folwendem Satze

" Die 120 linearen Substztutzonen unserer Gmppe M lassen sich dar-
'sfellefn als dze 720 Vertauschungen der sechs neuen , durck dze Relatzon

§1+§2+§3+§,+§ +gs—0 ‘,\.

jverbundmm'ébbrdmaten ................. o et
(§ =Y, ~28Y, — 2Y3, g = — Yy +‘2g Y o+ 2%
6) E,=Y,—~2: Y, —2¢ ¥,, g = — ¥, + 2827, 28Y,,”

Dabei ist mit jeder ungeraden Vertauschung ein Zeichenwechsel simmt-
licher & zu verbinden.¥)
Die Invarianten von M smd mchts anderes a}s dle symmetnschen

bez. alternirenden Functionen dieser £; so ist z. B. die in § 44 bereits
aufgestellte Invariante 2. Grades:

(7) _(gi +§2 +§3 —{-24 +§5 +§62)

Obwohl noch ver;,chledene naheliegende Kragen zu erortern sein
wiirden, brechen wir doch die Untersuchung der Untergruppen hier
ab, um uns der Apfstellm)g der Invarianten von G zuzuwenden.

X. Abschnitt.
Invarianten der Gruppe.G.

§ 46.
Methode zur Ableltung ‘der Invarianten.

Wir konnen die Invananten unserer Hauptgruppe G ohne Schw1eng-
keit aufstellen, wenn' wir die Resultate der §§ 40, 41 combiniren:  es
sind dle)enwen ganzen Functionen der Formen des § 41, welche zugleich
symmetrisch oder alternirend:in Y,,.Y,, Yy, ¥, smd und diese- Y
nur im Product oder-in Potenzen mit durch 3 thellbaren Exponenten
enthalten. Wegen der in der letztgenannten Bedmgung enthaltenen
Beschrinkung kommen von den Formen des § 41 nar:

(1) b, u; ¢, ll’“ Cs) 09, ¢37 fs: Cis; _Cgs

in Betracht; nimlich die.Producte und- Potenzen wie W3, Gls, Y Gy,
YY,, ¥, u s. w. lassen sich durch die 10 F_armen..(.l‘)..mit...Hilfe

*). Hiernach ist die_entgegenstehende | Angabe in dem in den Gottinger Nach-
richten erschienenen Auszug zu bencht:gen
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Gordan’scher Reihenentwicklungen rational und ganz ausdriicken.®)
Dadurch ist der Weg zur Berechnung der Invarianten vorgeschriebenen
Grades von G vorgezeichnet: man bilde aus den Formen (1) die all-
gemeinste Function dieses Grades mit unbestimmten Coefficienten und
bestimme die letzteren durch die Forderung, dass die entstehende In-
variante in Y, Y,, Y;, Y, symmetrisch, bezw. alternirend ausfallen soll.

Der Gang der Rechnung mdge am Beispiel der Invarianten 12,
Grades erliutert werden. Die allgemeinste Verbindung dieses Grades
aus den Formen (1) ist:

a® - BE - pi®, 4 Bud 4 sV, + futd + 50t + Bt
+ ew? + %OV, + 10y, + p G

soll diese die verlangten Symmetriceigenschaften besitzen, so miissen
ihre Coefficienten den Gleichungen geniigen:

(1) 240 — 408 = — y -+ 0,

(@) 192 4 384 = ¢ q,

(3) 24y 4160 = 2 — 1079,

4) ~— 360y ++ 960 = — 3¢ -+ 12¢,

)] 512a¢ + 320 = O+ 1 —ux,

(6) — 12y 4640 =—¢+ 8¢ — 209"
(6a) , = 39+ 3¢+ 9,
) — 284+ 165 4 200 = 2229 4 60 4+ 30%,
(8) — 144y 4 3840 = — 549 4 181 4 18%,
(9) — 18¢ 4 288¢ = 3249 4 108.,

(10) 3¢ 4 96f = — 1089 4 36, — 180x,
ay) 64— i-tg,

(12) — 32y = 89 + 4z

(12a) = 41— 20y,

(13) §—8p= 614 102,

(14) 26 80y = 249 — 36x

(14a) = 2281 4 180u.

Wir setzes in denselben:
y= . 408+ 3y
0 =24« 4 3%
khierauf folgt aus (2), (3), (4)

dann liefert (1);

*) In den folgenden Rechnungen ist stellenweise ¥ statt £ und YV, statt
¥* benutzt; vgl. § 41, Glchgen (10) und (18).
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£ = 64008 + 304y,
£ =192a 4+ 4003 + 10¥,
n = — 168 — 107

und diese Werthe befriedigen gleichzeitig (6), was auch «, 8, %" sein
mogen; danu folgt aus (5), (6a), (8):

o= — 114,
¢t =512« + 99,
%= — 3208 — 29
und (7), (9), (10), (14) sind von selbst befriedigt; endlich aus (11)und (12):
A= — 47,
= 648 + 4y

und damit sind auch die allein noch fibrigen Gleichungen (13) und
(14a) erfiillt. Es existiren also 3 unabhiingige Losungen unseres
Gleichungssystems, d. h. 3 linear unabhingige Invarianten 12. Grades.
Wir kénnen als solche etwa wihlen:

L ¢34 24ud? - 19202¢ | 51243 = (O | 8u)3;
II. # 4 40¢¥, 4+ 400¥,2 — 160, — 320C, ¥, + 64C;2
= (4 20¥, — 8 ()%
III. 3t¥, 4 3ud? 4 19Y¥,2 — 9u?® — 10C;¢ — 114, 4 Yu®
— 20,¥, — 4C,, + 4C;2.
In gleicher Weise gestaltet sich die Rechnung in jedem Falle:
das System linearer Gleichungen, aus welchem die Coefficienten zu

berechnen sind, zertallt jedesmal in Theilsysteme, welche ein successives
Vorgehen gestatten.

§ 417.
Zusammenstellung der Resultate.

Auf dem im vorigen Paragraphen erliuterten Wege gelangt man
nun zu einer Reihe von Invarianten unserer Gruppe. Die Werthe
derselben sind im folgenden in dreifacher Form zusammengestellt:
einmal ausgedriickt durch die Formen des § 41, dann explicite in den
Y, endlich ausgedriickt durch die symmetrischen Functionen von
Y3, Y,3 Y3 Y2 (§40), nimlich:

oy =—Y?— Y} — Y — Y3,
1 o= YPYIHYPYIHYPYP+HYAYI+YP Y+ YY),
S ay=—YPY3Y3 — YY) X3P — Y 3Y3Y3?— Y X3 Y3

a, = YIYIYIYS.
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In den an zweiter Stelle stehenden Ausdriicken sind die Summenzeichen
auszudehnen iiber alle verschzeclenen Glieder, welche aus dem jedesmal
darunterstehenden Ausdruck durch’ Vertausc'huncr von Y,, Y¥,, Y,, Y,
hervorgehen Die Formen sind:" T
. eine Invariante -vierten Grades®): -~ . ... ...
(1) J, = -+ 8u o e
=Y+ 8Y,2Y 3+ 48Y,7Y, YI o
= Y,! — 84,7, +48]/a4, cTe
~ eine Invariante sechsten Grades
@) Jy=t+ 20¥, — 8C, |
Y°——20Y32Y3+360Y2YY YY +80XY,%Y,3

N IO

— 827,85
~ - Yﬁ'_ 90a1 Y3 + 96“2 - 8“1 + 360?/6{1 Yoql L “.
eme—lnvamante 2ehnien Gfades R
8) Jip = 37 OV, + ui + 20, +2uw Cre vy

Y Y, Y,Y,Y, - Y EY3 Y+ Y3EY Y, Y, Y,
+9Y, Y?Y?Y2Y?+ Y, EY, Y — 6V, ZY Y, Y
— 23 LY, Y +25Y VY, Y,

:;. —_ a2Y + (9(13 —a,ay) Yg_':f‘ I/—[Ys—a1yg+6“2 ]

e HOVAEX ;
<= -elne- «Invamante swolfien: Gmdes~ T T LT R P
(A) Jyy = o7 (B1Y, + 3u®? £ 19%,° — 9u2d — 1001~ 114,494

— 2C,¥, — 40, + 402
=3Y:Y,Y,Y, Y, +5Y5ZY3Y,} — 33V, 5YY,Y,7,

\ am o e N e

—102Y32Y3Y03¥3+30Y?2Y,7XYY
A BYEYAYAY, Y, 108 Y, S Y Y Y2
o ARY ST 4 IGEY Y — RETSYSYS o

—. :v..,.{_ 168 ¥y3 Yy X BT e me = o i oo
= 5“2Y 6+(99w3‘f;a %) Y'3+216a4—36“1a1 +24% 4’{;‘242

aewieeanaa,

—{—;/a4"[243Y4 108alY] ST

“ - =~ —_— —
- -— - ~ - -
R e e el

.*) Dieselbe,- welche uns bere1ts § 43 Glchg (14) _begegnete — Unter ]/—
ist natiirlich Y, Y, Y3 Y, zu verstehen. . .
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eine Invariante achizehnten Grades:

1
(0) Jis = g5

(12¢¥ Y, + ud¥, + 9udf |- 288C,¥3
4+ 402, — 1848, — 42w PY, — 20wt — 18 GV,
— 18C,d*u + 84C,,t — 12ud P, 4 162ud¥,
—2400,¥Y, + 12 C,u*d—6C?¢4-24Y, Oy, —36 w4
— 6C,t,—18C u? —12C2?¥, — 40,60, C, — 2 Cgf)
= 3Y, 10V 2Y,2 Y2 Y 2—4Y XY 3V, Y 3+ 12Y 3 XY 4,4 Y, Y,
—36Y¥, XYY, Y 2Y2—Y S EY, Y, 4+ 10Y SZY Y 3Y,3
+98YSY3Y Y Y3 —12Y XYY, Y, Y,
— Y P EYAY A Y AY, 421 Y Y2 Y2 Y2
+108Y 1 2Y,5Y, 2 Y 2 Y 2H-2Y 32 Y, °Y,0—8Y 3 XY Y 3Y,®
F+4Y32YS5Y,0Y,3—168Y 3 XY SY3Y,2Y,?
+6Y 2 Y0 YAY,Y, —24Y 22 2Y,"Y, Y, Y,
+12Y 2 2Y, Y, Y, Y, +315Y 2 Y 1Y, Yt Y A
+12Y, ZY MY, Y, Y2 418Y , ZY Y3 Y 2 Y 2
—2Y, ZYP Y Y Y2 —2Y Y S22 1Y 3 Y3
+22Y9Y,—23Y Y, Y, —8XY 0 Y,3Y3Y,}
+62Y6Y,0Y,0+82Y Y S5Y3Y,3
= 40, Y, 4 (bda,+12a,0,—a,)) Y8+ (16 20, a0, — 18 a, ay
+12a.2a,—2 0,a,2) Y3+ (27a.* —18a,a,a;+ 40,30,
+4a,*—a,’ay?)
+Va,[12a, Yot + (5da;+ 124, a,) Y, * (243 a, -+ 544, a
—36a,’+64a,°a,) Y4’ '
+ a3 Y0 +36a, Y,"+(54a,+27a,2) Y,
+(45a,+18a, a,—12a,3) Y, ).

Die hier aufgefiihrten J,,, Jy,, J,5 sind vor andern Invarianten
desselben Grades, die sich von ihnen um Verbindungen der niedrigeren
Invarianten unterscheiden, dadurch ausgezeichuet, dass sie an der Stelle:

Y,—0, Y,=0, ¥,=0, Y,=0

und also in simmtlichen Hauptpunkten I. Art (§ 40) von mdglichst
hoher Ordnung Null werden.

Ausser den aufgefiihrten Invarianten geraden Grades besitzt unsere
Gruppe noch eine Invariante wngeraden, nimlich finfundvierzigsien
Grades: das Product der 45 Linearformen (§ 42, (6), (7)), welche gleich
Null gesetzt Hauptrdiume I11. Art darstellen.

Mathematische Annalen. XXXVIIIL, 14
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§ 48.
Die Functionaldeterminante der fiinf Invarianten geraden Grades.

Fir den in § 50 zu fithrenden Beweis der Vollstéindigkeit unseres
Formensystems™ ist es nothwendig zu zeigen, dass die 5 Formen
Iy, Jos Jigr J1a, Jig vOR einander unabhingige Functionen der Y
sind, m.a. W. dass ihre Functionaldeterminante nicht identisch Null
ist. Das aber wird bewiesen sein, sobald wir ein specielles Werth-
system der Y anzugeben im Stande sind, fiir welches sie einen von
Null verschiedenen Werth besitzt. Zu diesem Zwecke setzen wir (mit
der bekannten Bezeichnungsweise der Functionaldeterminanten):

Jy Jg Iy Jyp Iy, Iy Js Jg Jyy J @
O (170 Y, 7, 7, Y4)=(Ya1 Gy Gy a4) <Y Y, Y Y

und berechnen die beiden- Factoren rechts fiir:
Yo=0, a,=0, a,=0.

Der erste Factor wird dabei:

0 0 0 0 16 a4~%
0 0 9% 0 0 .
(2) 9a, 0 6ya, O 0 |=2123%4q2q, 3.
0 —3%6ae 0 O 216
HaJai 0 0 54a, O

2
Der zweite Factor wird gleich dem Product aus 3¢¢, 3 in das Differenzen-
product der Y'3; das letztere aber reducirt sich fiir @,==0, a,=0 auf:

3) TVZ6a7 — 2ay,

sodass wir schliesslich erhalten:

Unsere Functionaldeterminante reducirt sich fir Yy =0, a, = 0,
Qy = 0 a’uf . .
4) 210312 4 3/ 256a,> — 27a,t,
18t also sicher wicht identisch Null.

Ist aber das erst bewiesen, so kann man, wie folgt, weiter schliessen
Wegen des zweiten Factors in (1) ist die Functionaldeterminante
durch ¥, — Y, theilbar; wegen ihrer invarianten Natur muss sie also

durch J,; theilbar sein; da sie aber selbst vom 45. Grad ist, kann
sie sich von J nur durch einen rein numerischen Factor unterscheiden.
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§ 49,
Eine besondere Imvarianfte 40. Grades.

Das Product der 40 Linearformen (§ 40, (4), (5), (6)) , welche =0

gesetzt Hauptriume I. Art darstellen, ist ebenfalls eine Invariante
unserer Gruppe. Wir wollen dieselbe mit F,, bezeichnen und ihre
Bezichungen zu den Formen des § 47 untersuchen. Zu diesem Zwecke
verschaffen wir uns eine ganze Function von J,, Jy, Jyy, J;0, Jyg,
welche durch Y, theilbar ist; vermdge ihrer Invarianteneigenschaft
muss sie dann durch F,, theilbar sein, und es wird sich herausstellen,
dass sie sich von F,, nur durch einen Zahlenfactor unterscheidet.
Diese Rechnung gestaltet sich nun folgendermassen: Fiir ¥, =0
reduciren sich unsere Invarianten of, auf gewisse Terme, die wir fiir den
Augenblick ihre ,,Leitglieder. nennen und mit L, bezeichnen wollen.
Da diese 5 Grossen L nur von den 4 Grissen @ abhiingen, so muss
zwischen ihnen eine Relation bestehen, welche auf folgendem Wege
durch Elimination der a erhalten Werden kann. Wir eliminiren zu-
nichst a,, indem wir:
(H L = 241210 = 3a, — a
@) Lip = 2Ly, — L} =2"(— 9a,a5 + 64, — a,*a,)

einfilhren, Hierauf bestimmen wir die von L, freien Glieder des
Resultats*), indem wir iiberall 3a, durch a,® ersetzen; dadurch re-
ducirt sich:

3) L, auf My = 24a2
) Liy auf M, = 2“(— 90y a5 + ";T “14):
) Ly, auf Mg = 2Ta — 2aa; + o a°

Zwischen diesen Formen M besteht die Relation
Mi—2°M M, =0,

daraus folgt, dass L —29L ¢ Ly durch Lg theilbar sein muss. In
der That findet man:

(0 L — 2 Ly Ly = 2% Ly (a2 ay + 9ayaya; — a,® — 27 a4?)
= 224 LGI L1’8’ . =
Die hierdurch definirte Function Ly wird fiir a,% = 34, mit — L

identisch; daraus folgt dass Ly 4 L;g durch Ly theilbar sein muss.
So fortschhessend findet man:

8) Lif —29 Ly Lyg = — 24 Lg Lyt 5 L2 Liy— L3 L4 21

#) Diese werden uns ohnehin spiter besonders inferessiren, vgl. § 57 a. E,
14*
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Aus dieser Gleichung ergiebt sich die gesuchte Relation zwischen den
Leitgliedern L, wenn wir fiir Ly und Ly, ihre Werthe setzen und mit
L* multlphcn'en, in folgender Form:

®) LA Ly, — L2 — 29 LgLyg) + 3 - 2Y L3 Ly Lyg
—3.20L2L§(2° Ly, — L3+ 29 L, L3L, — 3 - 23 L5 =0
oder:
(10) [L2(2°Lyy — L) — 8 - 218 Lyg)?
— 29[L, Ly — 3. 28L,,] [L3 L, — 211 Lyg] = O.

Setzen wir hier in dem auf der linken Seite stehenden Aggregat statt
der L wieder die J, so wird der entstehende Ausdruck durch Y, also
wegen seiner Invariantennatur durch F,, theilbar sein miissen. Da er
aber selbst vom Grade 40 in den Y ist, so kann er sich von F,, nur
um einen numerischen Factor unterschelden diesen bestimmt man
sofort aus dem (rechts nur in !0 vorkommenden) Glied mit Y,
So erhilt man*):

(11) 3BF,, = [J,2(20d,, — J,;3) — 8- 288J 3]
— 29[, J; — 3. 28d,] [J,3], — 2140

§ 50.
Beweis der Vollstindigkeit des Formensystems.

Nach den in den beiden letzten Paragraphen getroffenen Vor-
bereitungen kann nunmehr der Beweis fiir die Vollstindigkeit unseres
Formensystems ganz ebenso gefiihrt werden, wie ihn Herr Maschke**)
fir das Formensystem der z gefiihrt hat. Denn zuniichst folgt aus
dem Ergebniss von § 48, dass fiir hinldnglich allgemeine Werthe
@, b,c,d, ¢ das Gleichungssystem:

(1) J4=a; J6=by Jio=ci J12=d; Jls‘f—:e

weder zusammenfallende Losungen besitzen kann, noch unendlich viele.
Ferner kann wie folgt bewiesen werden, dass dieses Gleichungssystem
auch nicht durch unendlich grosse Werthe der Y befriedigt werden
kann: Angenommen, das sei mbglich, so miisste es auch moglich sein,
das Gleichungssystem:

@) Jy=0, Jg=0, Jp=0, J;,=0, J3=0
durch Werthe der Y zu befriedigen, welche nicht simmtlich O sind.

Aber fiir ein Werthsystem der Y, welches den Gleichungen (2) ge-
niigt, ist wegen Glehg. (11) des § 49 auch:

*) Im Auszug in den Gott, Nachrichten ist Glchg, (8) dementsprechend zu
corrigiren,
*¥) Dieser Ann. Bd. 33, p. 340 fI.
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3) Fyy=0,

also muss fiir ein solches Werthsystem auch mindestens einer der 40
Factoren von F,, verschwinden. Ohne Beeintriichtigung der All-
gemeinheit kénnen wir annehmen, dieser verschwindende Factor sei Y.
Aber wenn Y, =0 ist, kann J, nicht O sein, wenn nicht zugleich
eines der 4 andern Y Null ist. Sei etwa neben ¥,==0 noch Y,=0,
so wird auch J,,==0, wihrend die 3 andern Gleichungen (2) sich auf:

4) Co=0, C*— C,=0, C3—3CC;,+2C,;=0
reduciren. Diese aber lassen®) keine anderen Lo6sungen zu als:
() Y,=0, ¥Y;,=0, Y,=0.

Es konnen also die Gleichungen (2) nicht durch von O verschiedene
und folglich die Gleichungen (1) nicht durch unendlich grosse Werthe
der Y befriedigt werden. Halten wir dieses Resultat mit dem zu
Beginn des Paragraphen ausgesprochenen zusammen, so ergiebt sich:

Das Gleichungssystem (1) besitzt fiir allgemeine Werthe der a,b,c,d,e:
(4) 4.6.10-.12.18 = 51840

endliche und von einander verschiedene Losungen.

Von diesen Losungen gehen durch die Substitutionen wunserer
Gruppe G+ 25920 aus einer von ihnen hervor; die iibrigen 25920 er-
hilt man aus diesen durch Anwendnng der Substitution:

@) Y=—Y, YW=—Y, Y/=—Y,, Yj="0U,;, Y/=—Y,

welche unserer Gruppe G nicht angehort, aber J,, Jg, Jig, Ji9y Jis
ungedndert lidsst. Hieraus folgt nach dem von Herrn Klein an-
gegebenen, von Herrn Maschke a. a. O. mitgetheilten Schlussver-
fahren:

Jede rationale Invariante geraden Grades unserer Gruppe G ist
eine rationale Function von J,, Iy, Iy, Ji9, Jis, Jede rationale In-
variante ungeraden Grades das Product einer solchen Fumction in eine
bestimmte Invariante ungeraden Grades — z. B. die § 47 a. E. er-
walmie J 4.

Beachtet man ferner, dass die simmtlichen J als rationale Fune-
tionen von unabhiingig verinderlichen Grossen — eben den Y —
dargestellt sind, und dass, wie oben gezeigt, endlichen Werthen der
J immer nur endliche Werthe der Y entsprechen, so kann man neben
den letzten Satz noch den folgenden stellen:

Jede rationale ganze Invariante geraden Grades umserer Gruppe
G ist eine rationale ganze Fumction von J,, Jg, Jigy J10y Jiss Jede

¥) Vgl. Maschke, a. a. O. p. 340 unten.
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rationale ganze Invariante ungeraden Grades das Product eier solchen
Function in J .

Insbesondere folgt, dass das Quadrat von J, eine ganze Function:
(6) Iis = G(Jss Js) J10> J12y i)

von J,, Jy, Jyy, Jiy Ji5 sein muss.

XI. Abschnitt.
Das Problem der Y und seine Resolventen*),
§ 51.

Einleitende Erirterungen.

Bereits in § 50 war gelegentlich von der Aufgabe die Rede, die
Werthe der Y zu berechnen, wenn die Werthe der Invarianten:

(1) Jy=a, Jy=0, Jy=¢, Jpy=d, Jy=¢
gegeben sind. Ist ausserdem noch:
@) Jyg =T

gegeben — natiirlich in Uebereinstimmung mit der Relation (6) des
§ 50 — so besteht das ,,Formenproblem der Y* eben in der Aufgabe,
die Y aus den Gleichungen (1) und (2) zu berechnen, Mit diesem
Problem wollen wir uns nunmehr beschiftigen.

Wir fragen zunichst nach der Anzahl der Losungen, welche dieses
Problem besitzen mag; dabei betrachten wir natiirlich die rechten Seiten
von (1), (2) als unbestimmte, nur durch die erwihnte Relation ver-
bundene Gréssen. Dann folgt aus den Entwicklungen von § 50:

Das Problem der Y besitzt 25920 Lisungen. Sie gehen simmitlich
aus eimer von thnen hervor durch Anwendung der 25920 linearen Sub-
stitutionen der tm vorigen Abschwitt discutirten Gruppe G.

Es reprisentirt also diese Gruppe die Monodromiegruppe unseres
Problems in Bezug auf a, b, ¢, d, e, f als Parameter. Die in unsern

Formeln (§ 39, (4)) auftretende dritte Einheitswurzel £+*) ist dabei als

*) Fiir diesen ganzen Abschnitt sind die Begriffsbildungen und Methoden
massgebend, welche Herr F. Klein in seinen ,,Vorlesungen diber das Ikosaeder
und die Auflosung der Gleichungen finften Grades* (Leipzig, Teubner, 1884)
niedergelegt hat, Insbesondere vgl. man dort das IV. Cap. des 1., sowie das IL
und III. Cap. des II Abschnitts; ferner, was die Weiterfilhrung dieser Ideen
betrifft, den Aufsatz: Zur Theorie der allgemeinen Gleichumgen 6. und 7. Grades
in Bd. 28 dieser Ann., p. 499 ff. (1886).

*) {V/3 bedarf als dem Rationalitiitshereich von s angehdrig keiner be-
sonderen Erwihnung.
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adjungirt vorausgesetzt; sehen wir von dieser Adjunction ab, fragen
also nach der arithmetischen Gruppe des Problems, so haben wir es
mit 51840 Operationen zu thun. Es ist tbrigens dies & fiir unser
Problem eine ,,natlirliche® Irrationalitit.

An die Finfachheit der Monodromiegruppe G, auf die bereits
§ 39 a. E. hingewiesen ist, sei hier abermals erinnert.

§ 52.
Das Gleichungssystem der ¥; Reduction des Formenproblems auf dasselbe.

Wir konnen uns die Bestimmung der Y in der Weise vorgenommen
denken, dass zunichst aus den Gleichungen:

(1) Jo—o, J2op, JH—y, FH=0
(die sich noch in mannigfacher Weise durch andere ersetzen liessen)
die Verhiltnisse der Y bestimmt werden. Diese Aufgabe hat 25920
Losungen, denn die vier Raume:
Q) Jyy—ad,Jg=0, Jy,—pJ?=0, J—pJ3=0, Jg—08J3=0
schneiden sich in:
10-12. 12 . 18 = 25920

Punkten, Aus den Losungen dieses Gleichungssystems miissen®) sich
nun die Losungen des urspriinglich vorgelegten Formenproblems —
die Werthe der Y selbst — rafional erhalten lassen, da die homogene
Substitutionsgruppe der Y mit der zugehdrigen Collineationsgruppe
holoedrisch 1somorph ist (vgl. § 38). Diese Bestimmung wird er-
moglicht, wenn wir noch die Form Jy; mit heranziehen: mit ihrer
Hﬂfe konnen wir gebrochene Invarianten bilden, welche in den ¥
vom ersten Grad sind, z. B. die folgende:
@ £ = 55
Ist dann ausser a, 8,7, 0 noch der Werth von ¢ gegeben, so konnen
wir die Y selbst folgendermassen berechnen:

Sei eine Losung des Gleichungssystems in der Form bekannt:
6) Yo: Xy XY, Yy Yy==p 30 0 155 Ny,
so wird die entsprechende Losung des Formenproblems sein:
6) Yo=om, Yy=on, Yo=0m Yy=ou, Y, =en,
wo nur der Factor ¢ noch zu bestimmen ist. Fiir diesen aber er-
halten wir aus (4):

()

¥) Vgl, Ikosaeder, p, 124, 220.

—t- It
J45(?2)
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Die bei dieser Auflésung benutzten Grissen «, B, y, 8, &, ¢ sind
definirt als rationale Functionen der J; umgekehrt sind aber auch die
J rational durch jene Grossen ausdriickbar; wie man unter Benutzung
der Relation (6) des § 50 erkennt*).

§ 53.
Resolventen des Problems der Y.

Die Auflosung eines Gleichungssystems galt frither wohl als eine
wesentlich zusammengesetztere Aufgabe, als die Auflosung einer einzelnen
Gleichung. Dem entsprechend pflegte man die Untersuchung eines vor-
gelegten Gleichungssystems damit zu beginnen, dass man aus demselben
durch Eliminationsprocesse eine geeignet scheinende Einzelresolvente
herausschélte; an diese hatten dann die weiteren Entwicklungen an-
zukniipfen. Man war sich zwar dariiber klar, dass man auch anders
vorgehen konne; aber man hielt dieses Verfahren fiir das im Allge-
meinen zweckmissigste**). In den letzten Jahrzehnten hat sich diese
Auffassung gedindert; es ist vielleicht nicht tiberfliissig, das einmal aus-
driicklich hervorzuheben, wenn damit auch den speciell algebraischen
Untersuchungen Nahestehenden sicherlich nichts neues gesagt ist***),
In der That: diejenigen Fragen, welche gegenwirtig im Vordergrund
des Interesses stehen: gruppentheoretische Natur der Probleme, Re-
duction von Problemen mit isomorphen Gruppen auf einander, bezw.
auf typische Fundamentalirrationalitsten, Beziehung zu transcendenten
Functionen — alle diese lassen sich fiir cin vorgelegtes Gleichungs-
system direct angreifen, ohne dass man dasselbe erst durch eine
Einzelresolvente zu ersetzen brauchte.t) Man wird vielmehrit) ,,zu-
ndchst untersuchen, mit welcher kleinsten Variabelnzahl man eine
Gruppe homogener linearer Substitutionen construiren kann, die mit
der Gruppe des vorgelegten Problems isomorph ist; dann wird man
das Formenproblem oder Gleichungssystem aufstellen, welches zu
dieser Gruppe gehort, und nun versuchen, jenes Problem auf dieses
zu reduciren‘’. Ist diese kleinste Variabelnzahl zwei, so fithré dieses
Princip in der That auf Einzelresolventen; ist sie grosser, so wird
man wohl zu , resolvirenden Gleichungssystemen gefiihrt, hat aber

*) Vgl Ikosaeder, p. 220, Glchgen. (20), (21).
**) Man vgl. die in dieser Hinsicht charakteristischen Bemerkungen in Serret’s
Handbuch der Algebra, art. 64 a. E.
¥¥¥) Vgl etwa Kronecker, Monatsber. der Berliner Acad. 1861, p.609 und
Klein, Ikosaeder p. 86, p. 95.
1) Wie steht es in dieser Hinsicht mit der Absonderung der Wurzeln und
ihrer piherungsweisen Berechnung bei Problemen mit numerischen Daten?
1) Klein, Tkosaeder p.220; vgl. aunch die dort citirten fritheren Arbeiten
desselben, namentlich Bd. 15 dieser Ann., p. 257 (1879).

»
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keine Veranlassung, die Betrachtung einer einzelnen resolvirenden
Function und der Resolventengleichung, der sie geniigt, in den Mittel-
punkt der Untersuchung zn stellen. Wenn im Folgenden gleichwohl
einige Resolventen des Problems der Y herangezogen werden, so ge-
schieht dies nur, um an frithere Arbeiten Anschluss zu gewinnen; eine
weitergehende Bedeutung soll denselben damit nicht zugesprochen werden.

Die explicite Aufstellung der Gleichung, welcher eine bestimmte
resolvirende Function gentigt, wird im Allgemeinen ziemlich ausge-
dehnte Rechnungen verlangen. Noch verhiltnissmissig am wenigsten
wird das der Kall sein, wenn einmal die Anzahl der Werthe, welche
die Resolventenfunction bei den Operationen der Gruppe annimmdt,
(der Index der zugehdrigen Untergruppe) moglichst klein ist, und
wenn zugleich der Grad der Function in den Y moglichst niedrig ist;
wir mogen etwa das Product beider Werthe als anniherndes Mass der
zu erwartenden Weitliufigkeiten betrachten. Sehen wir zu, wie sich
in dieser Bezichung bei unserm Problem der Y die Verhilinisse
gestalten.

Die Untergruppe von niedrigstem Index, welche uns begegnet ist,
war die Gruppe L des § 43, vom Index 27, Dieselbe besass eine
Invariante 4. Grades, von der sich aber herausstellte, dass sie zugleich
Invariante der Hauptgruppe, also fiir unsere jetzigen Zwecke nicht
geeignet ist, Die niichst hohere Invariante von L war das Product
oM Nuls g, YoM Grade 5; die Coefficienten der Resolventengleichung,
welcher dasselbe geniigh, steigen also bis zum Grade 135 in den Y
an. Ferner hatten wir die Gruppe M des § 44 vom Index 36, und
die Gruppe G, des § 40, vom Index 40, jede mit einer absoluten
Invariante 2. Grades; die Coefficienten der zugehdrigen Gleichungen
steigen also bis zum Grade 72, bezw. 80. Ueber die beiden letzten
Resolventen mogen dementsprechend noch einige Angaben gemacht
werden; doch sei nicht unerwihnt gelassen, dass die vorher genannte
Resolvente 27. Grades vor ihnen sich dadurch auszeichnet, dass unter
ihren Coefficienten auch J,; vorkommt, was bei jenen nicht der Fall ist.

§ 54.
Die Resolvente 36. Grades der ¢.
Von den Warzeln ¢ unserer Resolvente 36. Grades gehen
(vgl. § 44, Glehg. (8)) 9 aus
(1) Y2 444Y,Y, +482Y, 7,

dadurch hervor, dass man Y,, ¥,, ¥;, ¥, unter sich vertauscht und
fiir A jedesmal O, 1, 2 setzt, die 27 andern aus: .

@) — 3 (T2 H4Y, 27, + 4572 — 42X, 7))

- LY
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dadurch, dass man
¥, Y, Y, Y,
durch &Y, &Y, &Y, ey,

ersetzt und nun 1, g, » unabhingig von einander die Werthe 0, 1, 2
durchlaufen lisst. In den symmetrischen Functionen dieser Grossen
fallen dann alle diejenigen Glieder weg, welche von 1, g, v abhingen;
es bleiben also nur diejenigen Glieder iibrig, in welchen nach Heraus-
nahme einer gecigneten Potenz des Products Y, Y, Y, Y, alle Expo-
nenten von Y, Y,, Y¥;, Y, durch 3 theilbar sind. Die iibrigen
Glieder braucht man nicht zu berechnen. Es miissen dann diese
symmetrischen Functionen ganze Functionen von J,, Jy, Jyy, Jiy, Jys
sein (§ 50), sich also aus denjenigen Verbindungen dieser Grissen,
welche den entsprechenden Grad in den Y haben, mit Hilfe rein
numerischer Coefficienten linear zusammensetzen. So findet man zu-
nichst fiir die Potenzsummen '

Zq =0,
Zg* =12J,,
Z¢® = 8J,
28
2Q4 = 3 ‘742’

(4)

80 1600
Zg° = Y Jyds — 3 J30

und hieraus mit Hilfe der Newton’schen Formeln folgende Gestalt der
Anfangsterme der g-Gleichung:

4) 936“6J4934—"§”J6€l33+%J42432+ j‘géJ4J6+‘§§ngo)q3I+"'=0-
§ 55.
Die Resolvente 40. Grades der Y.

In ganz #hnlicher Weise berechnen sich die Anfangsterme der-
Jenigen Resolvente, deren eine Wurzel Y2 ist. Von den 39 iibrigen
Waurzeln haben 12 die Form:

) — (¥, + 241,
die 27 andern die Form .
@ (X, +28Y, 4247, + 20 Y,  2e-s— T,y

(fir ¢=1,2,3,4; 4,p,v=0,1,2). PFir die Wurzelsummen
ergiebt sich hier:¥)

i . . . . .
+. %)} Die Summenzeichen sind wie in § 47 zu verstehen.



Hyperelliptische Modulfunctionen, IL 219

®  ZTE =0;
@) 38IY —=8Y, 4+ 64Y,ZY3+384Y,Y,Y,Y,

=84
6) 213Y,8 =16Y,5 —320Y,2Y,*— 128 7,6 4 1280 3Y 3 Y,
4 51602Y,2 Y, Y, Y, Y,

(6) 2433Y,2 =280Y,* -} 4480Y,5 XY, 4 26880Y,'Y,Y, Y, Y,
4+ 17920Y,2 XY, 36840 Y 2 X Y3 ¥,3
4 215040Y, XYY, Y, Y, 4 645120 Y 2 Y2 Y,2 ¥ 2
) = 280 ,2%; :
(7) 21872 Y, = 2080, — 23 . 3120 ¥, Y3
4 2¢.5040Y %Y, Y,Y, Y, —26. 5460 Y 2 XY "
4 264200 Y 2t ZY 3 Y3 —27.25200 Y 2 2 Y 4 Y, Y, Y,
4 28.113400Y 2 Y2 Y,2 Y2 Y,2 — 29260 Y, X Y,?
4 20.840Y,2Y,6Y,% + 216800 Y, XY, 2 Y, ¥,3
4 210.7202Y,"Y, Y, Y, 4 21°.63002Y 4 Y, Y, X,
= 2080J,J; 4 7680003
(8) 19683 XY,'? = 20008 Y,124-144320Y,° ZY;>}- 190080 Y 8 Y, Y, ¥ ¥,
+ 4849152 Y X Y,6 + 1182720 Y S XY 3 X,3
-+ 21288060 Y 3 XY 4 Y, Y, ¥, - - - -
= 147603 4 5248 J;2 — 1904640 ,.
(Die Ausdriicke fir XY% ZY,5 XY8 Z¥,'° geben zugleich eine
Controle der Richtigkeit der in § 47 fir J,, J;, Jy, angegebenen
Werthe. Fiir J,,, J;; wiirde die Berechnung auf diesem Wege nicht
zu empfehlen sein, da man diese Invarianten dabei mit unbequem
grossen Zahlencoefficienten multiplicirt erhalten wiirde, wie schon
Formel (8) erkennen lisst).

Aus diesen Werthen der Potenzsummen der Wurzeln ergeben sich
die Anfangsglieder unserer Gleichung in folgender Gestalt:

4 16 146
@) Y — LY — g S Lo+ o T

+ sigr (160, — 163600J,) ¥y™
+ ooy (— 8028J,3 — 147272 + 952320J,,) Y,

+...=—_=O,

Was das absolute Glied unserer Gleichung betrifft, so ist dasselbe,
wie aus den Erorterungen von § 49 hervorgeht, gleich dem Quadrat
der dort in Glchg. (11) angegebenen Form Fyy. —
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Es bleibt noch die Frage iibrig, ob die vollstindige Losung einer
der Resolventen dieses oder des vorhergehenden Paragraphen eine mit
der Losung ,,des Problems der Y* vollkommen #Hquivalente Aufgabe
ist oder nicht, In dieser Beziehung erkennt man ohne Schwierigkeit
folgendes: Ist das Problem der Y vorgelegt und hat man dasselbe
durch eine der genannten Resolventen ersetzt, so kann man nach
Losung der letzteren auch die einzelnen Y rational bestimmen, indem
man zunichst die Verhidltnisse der Y als rationale Functionen der
Wurzeln der Resolvente und aus diesen die Y selbst wie in § 52
findet. Gehen wir aber von der Gleichung der Y2 oder der ¢ als ge-
geben aus, so konnen diese erst dann auf das Problem der Y2 zuriick-
gefiihrt werden, wenn man noch J;, d. h. die Quadratwurzel aus einer
bestimmten Funtion ihrer Coefficienten, adjungirt®*). Diese Adjunction
muss also vorgenommen werden, wenn die beiden Aufgaben als voll-
kommen #quivalent angesehen werden sollen. Bei der in § 53 a. E.
erwihnten Resolvente 27. Grades ist das anders: dort brauwcht J
nicht erst adjungirt zu werden, da es unter ihren Coefficienten bereits
vorkommt #*),

XTII. Abschnitt.
Beziehungen zur Multiplicatorgleichung.
§ 56.

Allgemeine Erlduterungen.

In den 3 letzten Abschnitten sind die Y als unabhiingige Ver-
anderliche betrachtet und als solche den linearen Substitutionen des § 37
unterworfen worden, Wir kehren jetzt zur urspriinglichen Auffassung
zuriick, indem wir die Y wieder als Functionen der v, z, p,,, ihre
Substitutionen als durch lineare Periodentransformationen hervorge-
bracht ansehen. Auch mbge zunichst unter » wieder irgend eine un-
gerade Primzahl verstanden werden.

Insbesondere wollen wir, um Anschluss an den I. Theil dieser
Untersuchungen zu gewinnen, die specielle Voraussetzung:

(1) vy =10y =0
eintreten lassen. Dabei reducirt sich Y2 = X, auf:
4 = 52(0: ) ’
(2) yoz pa— £, p— 02(1&-—1) p’n—l ._..M]_c)_ ’
D* 12 13'2"’ (0; 1”‘)

*) Die Sache liegt also hier ganz ebenso, wie bei dem ,,Problem der A%
und der Jacobi’'schen Gleichung 6. Grades, (Ikosaeder p. 224).
##) Vgl. das Verhalten der Resolvente 5. Grades des Problems der A (Tkosaeder

p. 226).
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also von dem Factor » abgesehen auf eine derjenigen Grissen, welche
in I, § 21 ff. als Wurzeln von Multiplicatorgleichungen betrachtet
worden sind. Daher muss unsere ,Resolvente der Y2¢ (§ 5b) fiir
v, = v, = 0 mit jener Multiplicatorgleichung identisch werden; diese
Uebereinstimmung wollen wir nun noch im KEinzelnen nachweisen.

Zu diesem Zwecke multipliciren wir zundchst alle ¥ mit dem ge-
meinsamen Nenner und schreiben:

1

B) Wap)=Yap 18/ ZE:C‘IPQ 9 (@) FBTygy 4T y1-PTys5 Ny, Wiy NT4)5

die Invarianten, welche aus diesen (y) ebenso gebildet sind, wie die
J aus den Y, bezeichnen wir mit (¢). Von diesen Invarianten (4)
gelten dann ganz dieselben Entwicklungen, welche in 1., § 24—26

fiir die Coefficienten der Multiplicatorgleichung fiir VD durchgefiihrt
worden sind. Fiihrt man daher wieder die beiden cubischen bindren
Formen ¢, 3 ein, welche in der algebraischen Definition der zur
Bildung der X,s benutzten (urspriinglichen) Sigma-, resp. Theta-
functionen auftreten®), so kann man folgenden Satz aussprechen:

Jede Imvariante (i) ist eim Product aus ewmer vationalen ganzen

symmetrischen Invariante von @ und ¢ i eine Potenz von ]8/17 , deren
Exponent B mit dem Grade o der Invarianmie in den (y) durch die
Congruenz

¢ 4+ 58 =0 (mod. 8)
verbunden 1st. . Beim Zusammenyiicken der Nullstellen von ¢ und
werden die (i) i der a. a. 0. p. 429, 430 ndher angegebenen Weise
unendlich klein.

Es folgt hieraus und aus den Entwicklungen von (I), dass sich
1 1 3

(24), (%), (240) bezw. von D—z_, BDI, BD* nur je um einen Zahlen-
factor unterscheiden konnen, wihrend (z,,) von der Form
1

D? @D + BE + yB?)
sein muss. Fir (4,;) wiirden wir einen analogen Schluss machen kénnen,
wenn in (I) die Entwicklung weit genug durchgefithrt wire,

Zu bemerken ist iibrigens, dass die b Grossen (24)y (t6); (By0)r (312,
(¢,5) nur von den 4 unabhingigen Verinderlichen py,, 7, 79, T
abhiingen; es muss also zwischen ihnen eine Relation bestehen, und
es geht aus dem eben Gesagten-hervor, dass diese die Form:

(4) 4(ig) (4) + w(iy) =0

haben muss.

*) Vgl. Klein, dieser Ann. Bd. 27, p. 437; Grundz. § 2421,
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§ 5H1.
Reihenentwicklungen der Invarianten.
Um die im vorigen Paragraphen noch unbestimmt gebliebenen
numerischen Coefficienten zu bestimmen, bedienen wir uns” der Reihen-

entwicklungen nach Potenzen von p, ¢, r; die Potenzen von ¢¥p,,,
welche tiberall noch beizufiigen wiren, mogen dabei wie in (I) als
selbstverstindlich weggelassen werden. Man erhilt zunidchst folgende
Entwicklungen der (y):

W) =14 2%+ 79 + - - -
W) =2 {1+p+r@+a) + -}

1

(1 () =" {1 +r+p3<q +q—2) + e

1

2 8

(%) -—p3 gq +pq —f—rq —,—prq + .. .};
11y 2 4 2 -8

(?/4)"—273 3{q 3+pq3+rq3+prq 3+}

(Die durch Punkte angedeuteten Glieder sind in p, » von hdherer

als der dritten, bei (y,) von hoherer als der 4. Ordnung). Aus diesen
Werthen erhédlt man fiir die Invarianten die Entwicklungen:

(t) =1+ 8(p + 7) + 24(p* + *) + 32pr + 32(p® 4- %)
4 0(p2r + pr?) + 24(p* + 1Y) — 128(p%r + pr9)
— 192p%r? 4 8prs? 4-- - -;
(1) =1 — 20(p + 7) — 68(p* + 1*) + 480pr — 96(p® + #%)
B — 4009 + prt) — 260(pt + 74) + O(r + pr)
+ 184272 — 20prs® - - - o5 ’
(i) = 8p7 — 32(p*r + pr?) — 32(p°r + pr%) + T68p2s? 4 - - 5
(bye) = 6p°7% + - - -3
(hier sind die nur durch Punkte angedeuteten Glieder von héherer als
der 4. Ordnung in p,r und s==¢q 4 ¢~'). Fiir (¢,,) dagegen findet
man, dass es keine Glieder von vierter oder niedrigerer Ordnung ent-
hélt; daraus folgt zun#chst:
Die Relation (§ 56, (4)) , welche zwischen den 5 Grissen (y) be-
stehen muss, ist einfach: :
(3 (410) = O.
Ausserdem aber ergiebt die Vergleichung der Entwicklungen (2) mlt
den in (I), § 17 enthaltenen die folgenden Gleichungen:

1 5 1

@  @)=3D%; (i) =3"BD*; (i) =32ED*.

]H

1
z
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Setzt man diese Werthe und ausserdem z fiir (y,)? /3 in die Gleichung
(9) von § 55 ein, so erhilt man:

1 1 3
&) 790 x—108 D2 23 — 16 BD* 2374 3942 D 236480 B.D* 2%
1
-+ D? (—216756 D — 13248 B> 90280 E) 2344 -+ = 0.

Die 6 ersten Glieder stimmen hier mit der Schlussgleichung von I,
§ 28 iiberein, das folgende tritt neu hinzu. Setzt man ferner noch®):

3
) 4 "y
(6) (i) = 212 217,

so erhilt man fiir das absolute Glied der z-Gleichung aus § 49, (11)
den Werth: :

(7) = DS(3(3°D — 2¢E) — 2 BZ)’,

was wegen B = 2J2?— 97 mit dem in (I), § 29 angegebenen Werth
iibereinstimmt**), Damit ist also auch der oben (4) noch fehlende
Werth von (¢,5) bestimmt.

Durch diese Entwicklungen sind die Resultate von I aufs meue
bestiitigt.

§ 58.
Die Invariante ().

Es bleibt noch iibrig, die Invariante (i) durch die Simultan-
invarianten von ¢ und ¥ auszudriicken. Zu diesem Zwecke gehen
wir davon aus, dass fiir z,, =7, (%) — (¥,), also auch (i) =0
wird. Aus den Entwicklungen von Herrn Bolza***) geht aber her-
vor, dass fiir 7,, = 7,, die sechs Grundpunkie von f= @% in In-
volution liegen miissen, und zwar so, dass jedes Paar der Involution
sowohl von g, als von ¢ einen Grundpunkt enthdlt. Nun ist die Be-
dingung hiefiir das Verschwinden einer alfernirenden Invariante sechsten
Grades; die einzige alternirende Invariante sechsten Grades von ¢
und ¥ ist aber nach (I), § 12:

¢)) G, = PS* — R=>
Dieses G, (zu irgend einer Potenz erhoben) muss also jedenfalls ein

*) Im Auszug in den Gott, Nachr. steht filschlich 35 stath 34.
#%) In (I) § 20, Glchg. (5) ist das Vorzeichen von DK zu 4ndern.

*+%) On Binary Sextics with Linear Tramsformations into Themselyes, American
Journ, of Mathem, Bd. 10, p. 47 ff. (1887); vgl. insbes. p. 64, 66. (Ein Auszug
aus dieser Abhandlung findet sich in Bd.30 dieser Ann.). — Die Bezeichnung der
Verzweigungspunkte und Querschnitte ist in (I) dieselbe wie bei Bolza, nur steht
in (I) &, fir B’s a,
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Factor von (i,) sein; und aus der Irreducibilitit dieser letzterew Form
im Rationalitidtsbereich der Invarianten J folgt, dass sie ausserdem nur
noch Potenzen von R und D zu Factoren haben kann. Mit Riicksicht

auf den Satz von § 56 folgt hieraus, dass (i,;) von der Form sein muss:
7

+__.
@) (i) =c- G- RF-D " F,
unter «, f, y ganze Zahlen verstanden, die der Gleichung
3) 120 4+ 68 4 8y = 38

genligen miissen. Diese Gleichung besitzt zwei Losungen, die in
Betracht kommen kénnten, nimlich:

0 — 1 3 ﬂ == 3, y === 1
und:

“=27 =1, p=1
Von diesen kann aber nur die erste hier statthaben; denn aus der
zweiten wiirde sich fiir (¢,;) ein Ausdruck ergeben, dessen Quadrat
nicht rational und ganz durch (4,), (%), (4,), (45) ausdriickbar wiire,
wie es doch nach § 50 a. E. sein muss. Es ist also, bis auf einen

numerischen Factor, (i) gleich:
15

(4) (PS* — R3?). R3.D°.

Damit seien diese Betrachtungen vorliufig abgeschlossen ; in einem
dritten Theil soll noch die Gruppe der Z behandelt werden.

Gottingen, November 1890.




