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Zweiter Theft. 

Von 

HEINRICtt BUI~KHARDT in Gs~ingen. 

Um die ~tellung der folgenden Entwieklungen gegenfiber denen 
des ersten Thefts*) zu pr~cisiren,  knfipfen wit  an die Schlussbe- 
merkungen desselben an. In  densetben ist darauf hingewiesen,  dass 
dort  eine wesentliche Eigenschaf t  der Mult ipl icatorgleichung unber[iek- 
sichtigt  geblieben ist:  die Eigenschaf t ,  dass die Quadratwurzeln aus 

~2 +, Gr6ssen mit ihren Wurzeln sieh homogen und linear aus nut  2 

Hilfe yon numerischen Coe/ficgenten zusammensetzen lassen. Solche 
Ausdrficke hat  Herr  W i 1 t h e i s  s **) vermittelst  gewisser Func~ionen, 
die er mit  cp(hl, h2) bezeichnet,  fiir die transformirten Thetafunetionen 
selbst (nicht  nu t  flit ihre Nullwerthe) gegeben;  diese Funct ionen 
r he) sind denjenigen nachgebi ldet ,  welche seit J a c o b i  in der 
Theorie der elliptischen Funct ionen zu entsprecheadem Zweck benutzt  
zu werden pflegen. Nun hat  Herr  F. K l e i n  *~*) aus den le~zteren 

*) Der in Bd. 36 dieser Ann. p. 371 ft. erschienene erste Theil dieser Unter- 
suchungen soll im folgenden kurz mlt I citirt werden, die ,, Grundzi~ge einer all- 
gemeinen Systematik der hyperdli)~tischen Funetionen I. Ordnung, ~aeh Vor- 
Zesungen yon ~'. Klein" (dlese Ann. Bd. 35, p. 198 ~.) wie ia I mit Grundz. - -  
Eine ungenaue Literaturangabe in I (p. 421, Fussnote) sei hier richtig gestellt: tier 
Satz, um welchen es sich dort handelt, ist yon tterrn Krause  bereits in Bd. 20 
dieser Ann. p. 58 (1882) bestimmt ausgesprochen worden. 

**) Zur Theorie der Transformation hyperelliptischer 3Funetionen zweier 
Argumente, Journal f. d. r. u. a. Mathematik, Bd. 96, p. 17ft. (1883). Vgl. dort 
aueh p. 27 die Notiz fiber nicht verSffentHchte Untersuchungen des Herrn 
Kronecke r .  

***) Vgl. die zusammenfassende Dar~telhng im 13, 8d. der Abhandl. der 
math;phys. CI. der s~ichs. Gesellschaft der Wissensehaften: Ueber die elliptischen 
l%rormaleur~en der Nten Ordnung und zugehSrige Modulfunctionen der f~ te~ Stufe, 
(1885), sowie die dort cihirten ~ilteren Arbeiten desselbea. 

~athematisch~ Annaleu. XXXVII!.  11 



162 H~,~RwH BUR'~.ARD~'. 

durch Zufiigung bestimmter Factoren andere Functionen X~ gewonnen, 
welche in mancher Beziehuug sich einfacher erweisen. N~imlich bei 
linearer Transformation der Perioden erfahren die Functionen, um welehe 
es sich handelt, selbst lineare homogene Substitutionen; die X~ sind 
dadurch ausgezeichnet, dass bei ihnen die Coefiicienten dieser Sub- 
s~itutionen rein numerisch sind. Herr Klein hat dann wetter in seinen 
Vorlesungen angedeutet, wie die Ueberlegungen, welche zu den 
elliptischen X~ hingeleitet hatten~ sich auf den hyperelliptischen Fall 
fiber~ragen lassen und dort zu anulogen Functionen :X~fl fiihren. Niiher 
ausgef~ihrt wurde diese Untersuchung in zwei Arbeiten des Herrn 
W i t t i n g , * )  welche jedoch yon einzelnen Unrichtigkeiten nicht fret 
sind und auch abgesehen davon mehrfach Vereinfachungen und Er- 
gRnzungen zulassen. Es set daher gestattet, die Theorie der hyper- 
elliptisehen X ~  bier nochmals im Zusammenbange darzustellen. (Damit 
treten wit allerdings fiber den Rahmen der Uebersehrift hinaus in das 
Gebiet der ,, eigentlichen"**) hyperelliptischen Functionen; inde~sen 
mSge der einmal gew~ihlte Titel beibehalten werden). Aus den X~ 
werden dann andere Functionen Y~fl, Z~fl erhalten,***) yon welchen 
die einen wie die anderen bet linearer Periodentransformation sich nut 
unter sich linear substituiren. Die Gruppe der linearen Substitutionen 
der Z ~  fiir n ~---3 ist yon den Herren Wit t ing '~ ' )und Maschkej~ ' )  
nach verschiedenen Riehtungen hin eingehend untersucht worden; fiir 
die der Y~ (ebenfalls ffir n ~ 3) soll das Gleiche in der vorliegenden 
Arbeit geschehen. Es ftihrt diese Untersuchung auf ein auch alge- 
braisch interessanfes Gleichungssystem, yon welchem die im I. Theil 
untersuchte Multiplicatorgleichung ais Resolvente eines Specialfalls 
befrachtet werden kann. 

Demzufolge gliedert sich der vorliegende Theil dieser Unter- 
suchungen wie folgt: die allgemeine Theorie der X~fl fiillt den VIII. Ab- 
schnitt aus; der IX. handelt in geometrischer (wenn man will hyper- 
geometrischer) Betrachtungsweise yon der quinKren Gruppe linearer 
Substitutionen, nach welcher sich die Y~ im Falle n---~ 3 umsetzen, 
sowie yon der durch diese Gruppe bes~immten Configuration yon 45 

*) Ueber Jacobi'sehe Punctione~ ~er Ordnung zweier VariabZer, diese Ann. 
lid. 29, p. 157ff. (1886) . -  Ueber eine der ~tesse'sehen Configuration der ebenen 
Ourve drifter Ordnung analoge Configuration im Raume, auf weZche die Trans- 
fo~nna~ionsthem'ie der hyperelliptischen Eunctionen (~ ~ 2) fiihrt. GS~inger Diss. 
(Dresden 1887). 

~) Grundz. w 15 a. E. 
***) Wi~r diese Ann. Bd. "29, p. 167. Diss. p. 16. 

t )  In der Diss. 
.~ ) Aufstellung des vollen •ormensystems ether quatern~iren Crrutrpe yon 51840 

linearen Substitutionen, diese Ann. Bd. 33, p, 317fl~.; vgl. auch den Auszug in 
den GSttinger Nachricht:en v. J. 1888~ p. 78ff. 
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Punkten und 45 Riiumen im vierdimensionalea Gebiet; der X. yon den 
Invarianten dieser Gruppe; der XL yon dem , Problem der Y "  und 
yon Resolventen desselben; der XII. Abschnitt endlich enthi~l~ die 
Anwendung der Resul~atm auf die Multiplicatorgleichung nnd kehrt 
damit in das Gebiet der Modulfunctionen zuriick. Nur dieser letzte 
Abschnit~ setz~ die Kenntniss des I. Theils dieser Untersuchungen voraus; 
in den iibrigen wird nut an ganz wenigen Stellen auf Resultate desselben 
Bezug genommen. 

Dass die leitenden Ideen tier Entwicklung aus den VerSffent- 
lichungen des Herrn F. K le in  stammen, wird einem rail der Literatur 
vertrauten Leser nicht entgehen und soll ausserdem an geeigneten 
Stellen durch Citate nacbgewiesen werden; class der Verf. Herrn K l e in 
auch darfiber hinaus fiir manchen Wink zu Dank verpflichtet ist, sei 
an dieser Stelle ausdriicklich beigefiig~. 

Ein Auszug aus der vorliegenden Abhandlung ist in Nr. 10 der 
GSttinger blachrichten v. J. 1890 erschienen u. d. T. : , ,Zur Theorie 
der Jacobi'schen Gleichungen 40. Grades, wdche bei der Transformation 
3. Ordnung der Thetafunctionen yon zwei Veriinderlichen auftreten." 

VIII. • 

~llgemeine Theorie tier hyperelliptischen X~p fiir p - ~  2. 

w 30. 

Jacobi'sche Functionon yon zwei Variabeln.*) 

Als Jacobi'sche Functionen yon zwei VariabeZn bezeichnen wir, 
wie es bereits vielfaeh geschieh~ ~ede ganze transcendente ~'unction 0 
der beiden Argumente u 1, u2, weZche bei Vermehrung derselben um 
gewisse Gr6ssen co (,,Perioden I. Ar t " )  den FunctionaZgZeichungen 
geniigt: 

(1) O(u I + eo~,, u 2 + eo2~) -~- e ~ l ' ~+~ 'u~+~  �9 O(ul, u2), (i-~1,2,3,4) 

�9 ) In diesem und den ngchstfolgenden Paragraphen schliesst sich die Dar- 
stellung eng an einerseits an die yon Herrn H u r w i t z  in Bd. 27 dieser Ann. 
p. 185ff (1885) fiir den elliptischen F.~ll gegebene Entwicklung (Ueber end2iche 
Crruppe~ Zinearer Subs~itu~ionen, writhe in tier Theorie der e~Ziptische~ T~a~s~.  
denten auftre~en), andererseits an die allgemeine Theorie des Herrn F r o b e n i u s  
(Ueber die G.mndlagen der Theorie der Jaeobi'schen Fume~hraen, Journal f. d. r. 
u. a. Mathematik, Bd. 97, p. 16ft., p. 188ff., 1883/4). Dass ich, start einfach auf 
beide Arbeiten zu verweiseh, die Sache gerade fiir unseren Fall p-----2 und mater 
angemessener Beschr~nkung der Voraussetzungen nochmals darstelle, ist vielleicht 
manchem Leser nicht uuwillkommen. --  Uebrigens vgl. man auch die Abhaudlung 
des Herrn A p p e l l :  Bwr ~ fo~c~ions quadrup~em~ ~dod'~ue~ de ~rai~r~e 
eslo~ee (Annalea de r6ex)Ie normale, s6r. ~, t~ 7, 1890). 
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in welchen die a, b yon den u unabMingige Gr6ssen bedeuten. Zwei 
Jaeobi'sche Functionen, in welchen dieselben einzeln iibereinstimmen, 
nennen wir gleichiindro. *) 

Dass in dieser Definition die co, a,  b nich~ ganz willkiirlieh an- 
genommen werden dfirfen~ lehrt folgende Ueberlegung: Man bilde 
O(u I + eoli + eoi~, u 2 + eo2~ + eo~) anf zwei versehiedene Arten, 
indem man einmal zuerst col,-, r dann eo~, ~ zuf~g~, das andere- 
real in umgekehrter Reihen/blge verfKhrt; dutch Vergleichung der 
beiden so entstehenden Formeln erhiilr man als erstes Resultat, dass 
die sechs Ausdriicke: 

1 
(2) ni~ ~- ~d--( (aaicol~ + a2~ea~--a~ eo, i ~a~eo~O 

gan~e Zahlen sein miissen. Ferner multiplicire man, unter ( i k l m )  
eine gerade Permutation der Zahlen (I 2 3 4) verstanden~ jeden der seehs 
Ausdrticke (2) mit der entsprechenden Determinante: 

(3) = co2  - -  

und addire die 6 Produete; in der Summe werden die Coeffieienten 
der einze]nen a zu Null und es folgt: die co miissen die l~elation: 

(4) nl2Pa4 "JU n13P42 + nj4P23 + n23~914 + n34~012 + ~ta2pl 3 ~-- 0 

5efriedigen, wenn eine Function der verlangten Art existiren soU. 
Werden start der ea geeignete lineare Combinationen derselben ein- 
geftihrt, so kann die in (4) auf der linken Seite stehende bilineare 
Form durch eine reducirte Form ersetzt werden. Ffir unsere Zwecke 
geniigt es, anzunehmen, diese reducirte Form sei:**) 

n( ,3 
Auf diese Form wird man sogleieh geftihrt, wenn man voraussetzt~ 
(was wir spiiter ja doch thun mfissen), dass uj, u2 ~wei ~inear unab- 
hiingige Integrale I. Gattung auf einer l~iemann'schen ~liiche vom 
Geschlechte 2 und die co kanonische***) ~erioden dersdben seien. Denn 
alsdann hat die zwischen den eo bestehende Bilinearrelation die Form: 

(6) + P u  0;  

die in (2), (4) auftretenden ganzen Zahlen haben also in diesem Falle 
die Werthe: 

(7) nj~ ~ ~t14 ~-- n23 --- n34 ~ O, n13 ~- n24. 

An der hiermit bezeiehneten Voraussetzung soll im f6lgenden fest- 
gehalten werden. Den gemeinsamen Werth der beiden Ietzten Zahlen (7) 

*) F r o b e n i u s ,  a. a. O. p. 39. 
**) Der allgemeine Fall wird yon Frobenius a. a. O. welter verfolgt. 

***) Grundz. w 2. 
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bezeichnen wir mit n und nennen ihn*) die Ordnung der betrachteten 
Jacobi'schen Function. 

Dutch Multiplication mit einem Exponentialfactor der Form: 

(8) e M: :+  ~ ~'-~' ~-+ M~ ~:+~' ~' + ~ u~ 

(einer Jacobi'schen Function nulIter Ordnung) gehen die zu einem be- 
stimmten System der GrSssen a, b gehSrenden Jacobi'schen Functionen 
in andere iiber~ welche zu andern Werthen a', b" dieser Gr5ssen ge- 
hSren; die letzteren bestimmen sich dutch die Gleichungen: 

ali ~ 2M~l ~i~ + 2 Mz, eo~i + a l i ,  

(9) a'~,-~- 2 M , ~ , ,  + 2M:~eo.,., + a~,, ( i~-  1,2,3,4) 

Aus diesen folgl zun~ichs~, dass die neuen t~unctionen yon derselben 
Ordnung wie die urspriinglichen sind; ferner aber der Satz: 

Durch geeignete Wahl der M kann man yon jedem den Beding,ungen 
(2), (7)geniigenden Werthsysteme der a zu jedem andern gelangen, 
welches denselben Bedingungen fiir den gleichen Werth yon n geniigt; 
ist das geschehen, so kann man noch dutch geeignete Wahl  der 27 und 
Modification der u um 
schaffen. 

additive Constante den b beliebige Werthe vet- 

w 31. 

Der Itermito'scho Satz. 

Das Fundament aller unserer weiteren Entwickelungen-bilde~ der 
sogenannte H e r m i t  e' sche Satz,**) welcher folgendermassen laute~: 

Alle gleich~ndrigen Jacobi'schen Functionen n t~ Ordnung setzen sich 
aus n ~ linear unabhiingigen unter ihnen linear und homogen mit yon 
den u un~bhgngigen Coefficienten zusammen. 

Zum Beweise desselben ftihren wir statt der u ,i%rmalintegrale***) 
v" ein, ffir welche: 

(1) eol~ --~ 1~ eoj~ ~ co21 ~ 0, e%2 -~- 1, 

0~13 ~ "gll ~ lo t4  ~ 6"~23 ~ "gJ2~ fO24 ~ - -  T22 

isg; ferner machen wir yon dem letzten Satz des w 31 in der Weise 
Gebrauch~ dass wit dafiir sorgen, dass: 

(2) a1'I -~- a[2 ~ a~'l ~- a~'~ = b l' -~- b2' --~- 0 , .  

bs" _~. --  n ~ i v l j  , b 4" ~ --  n z i ~  

*) Uebereins~immend mi~ Witting (der nut k start n schreib~), aber ab- 
weichend yon Frobenius, tier das Quadrat der im Tex~ n genannten Zahl als 
0rdnung einer solchen Jacobi'sehen Function bezeiehnet. 

**) Sux la SMorie de ~a ~ransforraa~ion des fonctions abeTiennes, n o X (Comptes 
rendus de Facad. des sciences, ~. ~0, 1855). 

*~*) Grundz. w 3. 
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wird. Wegen der Relationen (2), (7) des w 31 muss dana auch 
(3) �9 �9 ' " a~3 ~-- a~4 ~--- ~ 2nrci~ a~a -~-- a~4 ~ 0 
geworden sein; die Functionalgleiehungen, welchen die so gewonnene 
Function cp (vl, v~) genfigt, lauten also: 

~ ( v  1 q-  1, v~) = qo (vl ,  v2) , 

q)(v,, v 2 n t- 1) = (p(v,, v2) , 
(4) ~(v~ + ~ . ,  v~ + ~ )  = e-"~' (~ . ,+~ ,~  (v~, v2), 

Wir setzen ferner: 

(5) e ~m', z~, , p, = q, =- r; 

dann geht ~(vl, v~) fiber in eine Function f(z~, ~ ) ,  welche in Folge 
der beiden ersten Gleichungen (4) und der zu Anfang des w 30 ge- 
machten u in eine Reihe der Form: 

I n i i l i l ' i ' l t i l  12 �9 

entwickel~ werden kann, und welche ferner in Folge der beiden letzten 
Gleichungen (4) den Functionalgleichungen geniigt; 

f ( r ~ , ,  q~:) _-- p - ~ - ~ f ( ~ , ,  ~), 
(7) f(q~ zl ,  r~z~) - -  r -~z . ) - ' f ( z~ ,  z~). 

Diese geben flit die Coefficienbn der En~wicklung (6) die Recursions- 
formeln: 

A ~ r ~  , ,~ ~ p~",+~ ~ A~. . ,~ , 
A~,,  "~l" ~ q~m, r~,~-~ Am,, ~ ; 

derselben lassen sich alle A~. ,~ aus denjenigen n ~ unter 
in welchen jeder der beiden Indices eine Zahl der 

(8) 

mi~ Flttlfe 
ihnen bestimmen, 
Reihe: 

O~ 1, 2~ . . .~ n-- 1 

ist. So erh~lt man fi& die atlgemeinste den Bedingungen geniigende 
Function ~ den folgenden mit n 2 willBirlichen Constanten behafteten 
Ausdruck : 

~ 1  i ,--1 

(9) 
0 0 

Die n ~ Functionen ~B sind dabei definir~ durch die unendlichen 
Reihen:*) 

*) Ueber die an und ffir sich noch willkfirlich zu w~lenden mul~plica~iven 
Constanten in der Definition tier einzelnen ~a~ ist dabei in besthnmter Weise 
verf~g~. 
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sie lassen sich also, wie folg~ durch The~afunc~ionen ausdriicken: 

(tl) 

Uebrigens convergiren die Reihen (10), sobald d i e ,  den bekannten 
Ungleichhei~sbedingungen genfigen; und jede in der Form (9) ent- 
haltene Function besitzt wirklich die verlangten Eigenschaften. Fern er 
geht aus der Form der Reihen (10) unmittelbar hervor, dass ~wischen 
ihnen keine lineare ~elation mit yon den u. unabhtingigen Coefficienten 
bestehen kann. 

Nachdem uns die speciellen Functionen (p soweit gefiihrt haben, 
kehren wir wieder zu den ursprfinglichen Variabeln und Funcfionen 
zurfick, indem wit die zu Anfang des Paragraphen vorgenommenen 
Ver~nderungen riickg'~ngig machen; dann erhalten wit den /zrerm/te'- 
schen Satz in der an die Spitze gestellten Form. Uebrigens haben 
uns unsere Ueberlegungen auf ein gauz bestimmtes.**) Fundamental- 
system linear unabh~ingiger Jacobi'scher Functionen n ter Ordnung 
gefiihrt; mit der Discussion desselben mfissen wir uns nunmehr be- 
schiiftigan. 

w 32. 

Vorlguligo Definition tier X.~. 

Die im vorigen Paragraphen gewonnenen n 2 Func~ionen 9~$ sind 
fiir manche Zwecke bereits volls~ndig ausreichend; fur andere abet 
wird es zweckm~ssig sein~ sie noch durch Zuftigang eines Exponential- 
factors yon der in w 30, 8 angegebenen Form zu modificiren. Ira 
ellip~ischen Fall is~***) die Wahl dieses Factors durch die Forderung 
begriinde~ worden~ dass in dem zu betrachtenden Systeme Jacobi'scher 
Funcfionen auch eine solche .der erste~ Stufe u vorkommen solle. Eine 
genau analoge Forderung kann in unserem hyperelliptischen FaI~e 
nicht gestellt werden, well hier nich~ fiir jede Ordnungszahl Jacobi'- 
sche Functionen L S~ufe existiren. Somit werden wit wieder darauf 
hingewiesen~ Anschluss an die Functionen zweiter S~ufe zu suchen. 

*) Vgl. Witt ing,  Diss. p. 14. -- Die Bezeichnung ~a~ l~uft dem Xafl bei 
Witting parallel; bei For~bildung der in den ciYXrten Arbeiten yon Klein und 
Hurwitz f~r den eUiptischen Fall benutzten Bezeichnung mfisste man die Func- 
tion (11) q0_a-8 nennen. 

**) Bis auf die in der Fussn. po 166 erwii~uMa condsantmn Fac~re~. 
***) tturwitz, diese Anm Bd. 27, p. 187 (1886). 
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Es bedingt dies, dass yon nun an die F~lle eines geraden und eines 
ungeraden n verschiedenen Charakter zeigen; indem wir den ersteren 
ganz bei Seite lassen, beschr~nken wit uns im folgenden durchweg 
auf den Fall, dass neine  u~gerade Zahl ist. 

Wit fragen also zun~chst nach Jacobi'schen Functionen zweiter 
Stufe. Solche sind die 16 Sigmafunclionen;*) and zwar sind sie im 
Sinne der w 30 benutzten Definition Jacobi'sche Functionen erster Ord- 
hung. In der That, die Sigmafunction mit der Charakteristik 

genfigt den Funetionalgleichungen: 

(2) a(u,-~eo~,, u2@eo~,)-~-(-- 1)g': ' ' (~ '+~ ' ' )+ '~ ' (~~  a(u~, us); 

(i - 1, 3, 4) 

und die ,,Perioden II. Gattung" ~, welche hier in der Rolle der a des w 30 
auftreten, erffillen die bekannten BilinearreIationen yon der Form der 
Relationen (2), (7) des w 30 mit n ~-- 1. 1)ie n t~ _Pote~zen der Sigma- 
functionen sind dann Jacobi'sche _Functionen zweiter Stufe und n ~ Oral- 
hung; sie gen~igen den Func~ionalgleichungen: 

@-- 1, 3, 4). 

Die Forderung nun, welche wit an den zu Eingang dieses Paragraphen 
erwiihnten Exponentialfactor**)-stellen wol]en, ist die folgende: die 
dutch Zufiigu~# dessdben aus de~ ~ erhaltenen Functionen ~ die 
X~# ~ sollen mit einem bestimmten a"(ua u2) gleichgndrig sein, also der 
Functionalgleichung (3)geniigen. Wir wollen solche mit dem a" einer 
bestimmten Charakteristik (1) gleichiindrige Functionen kurz als 
Jacobi'sche Functionen nt~ Ordnung yon der Charakteristik (1) bezeichnen. 

Start nun solche Functionen aus den ~ #  des w 31 dutch Zuffigung 
eines Exponentialfactors abzuleiten: kSnnen wir sie auch auf s 
Weise gewinnen: Zufolge der in 
Darstellung der cp~# ist: 

+ 
(4) 

w 31, 11 gegebenen analytischen 

*) Klein ,  diese Ann, Bd. "27, p. 435, 442 (1886). 
**) Streng genommen mfisste hier ausser yon der Zuffigung eines Exponent~ial- 

factors auch noch yon u der Argumen~e um additSve ConstanCe die 
Rede sein; es wird sich abet zeigen, dass dies letz~ere nicht erforderlich is~. 
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unter e ist dabei bier wie im Folge~de~ stets die b es t i  m m t e n t~ •in- 
heitswurzel : 

( 5 )  ~ ----- e 

verstanden. Hieraus und aus den beiden letzten Gleichungen (4) des 
w 31 ergiebt sich, dass ~ und demzufolge auch X~fl eine zu dem 
Periodensystem : 

- -  1 
( 6 )  ~ =  ~k ~ '  (~ = ~2 = n ,  n3 = n~ = 1), 

gehSrende Jacobi'sche Function erster Ordnung ist. Sie kann sich 
also yon der zu denselben Perioden gehSrenden Sigmafun&ion*) nut 
durch einen Exponentialfactor der mehrerw~hnten Ar~ und durch, zu 
den Argumenten tretende, additive Constante unterscheiden. M . a . W .  
wir diirfen ansetzen: 

(7) C.  e M''~'~+~'~'~+M~-~:+N'~'+~~ ~(u, + k , ,  u.~ + k2; ~ k )  

= X ~  ( u , ,  u2;  co,~), 

und haben dana nut mehr die M, N,  l; in geeigneter Weise als 
Functionen der Perioden zu bes~immen, damit X ~  die Functional- 
gleichungen (3) befriedigt. 

Wir werden die dabei sich ergebenden Resultate iibersichtlicher 
darstellen kSnnen, wenn wir, analog wie es yon Herrn Kle in**)  fiir 
den elliptischen Fall geschehen, Sigmafunctionen mit Indices einffihren. 
Wir wollen ngmlich setzen: 

( 8 )  ~ h . a ~ h . ( U , ,  U2) - - -  e 

indem wir abkiirzend: 

eo~ ffir hleoil -{- h2COi2 -{-- bali3 "]- h4 col4 ] 
(9) und ebenso: ~/~ ftir hl~il -1- h2~qv2 -~- hanna Jr- h ~ j  ~ (i ~- 1 

2) 

schreiben; Perioden und Charakteristik sind dabei in die Bezeichnung 
nicht; mit aufgenommen~ kSnnen aber, wo erforderlich, beigeff~:rt werden. 

Nach dieser Vorbemerkung kehren wir zuriick zu Gleichung (7). 
Soll X,~ eine mit a~(ui, u:; eo~) gleichiindrige Function werden, so 
miissen zun~ichst die Gleichungen bestehen: 

(lO) (i = ~, 2, a, 4), 
1 

*) Die Erwi~mung der Charak~ristik kann bier wegbleiben, wie leicht 
zu sehen. 

**) Abh. der stichsischen Gesellsch. der Wissenschaf~n (math. phys. C1. 
Bd. VIII, p. 345). -- Wegen der abweichenden Vorzeichen vgl Fussn. p. 167. 
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in welehen mit; ~/ die zu den D gehSrenden Perioden II. Gattung be- 
zeiehnet sind. Aus ihnen folgen ftir die M die Werthe: *) 

M22 ~ 

2Ti~r 

1 

2Pik 

Die mit diesen M als Coefficienten gebildete ganze Function zweiten 
Grades: 

02) a~(~)(~,, ~ ) =  M, ~,~ + ~ ,~u ,  ~ + M . ~  
l~isst sich ausdrfieken durch diejenige, welche in der den Uebergang 
yon den Sigma zu den Theta vermittelnden Gleichung:**) 

(~3) ~(~,; ~,~) = cV~S~ V~ e ~''; ~'~) ~(u,;  ~,~) 
im Exponenten auftritt; es is~ niimlich: 

Mit Hilfe der angegebenen Werthe der M redueiren sich ferner 
die noeh iibrigen Bedingungsgleiehungen auf: 

n~ 

unter den 1~ sind dabei beliebige ganze Zahlen zu verstehen. Die Auf- 
15sung dieser Gleiehungen geschieht leicht mi~ ]~ilfe der Bilinear- 
rela~ionen und ftihrt zu folgenden Werthen der Constanten N und k: 

06) 

1 

1 

" 

Setzen wir die ge~ndenen Wer~he der M, N~ k jn (7) ein und 
ber~cksich~gen dabei die in (8) enthaltene Definition der Sigma- 

*) Die Gleichheit der beiden ffir ~ n  angegebenen Werthe, sowie die Un- 
abh~ugigkei~ der M yon den Indices i, ~ ist eine Folge der Bilinearrelationen; 
vgl. die yon Glchg. (19) zu (23) ffihrende Rechnung. 

**) K l e i n ,  diese Ann. Bd. 32, p. 359. 
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func~ionen mi~ Indices, so erhal~en wit den folgenden Ausdruck ffir 
unsere Funetionen: 

C" e a:(n) (~' ~ a 
~.*-L, (u~, u~; ~,~); 

sf~t~ dessen kann, da die Vermehrung der Indices um ganze Zahlen 
nur eine Aenderung der Cons~ante C mit sieh bringt, der folgende 
einfachere gesetzt werden: 

~eo=(~) (u,, ~) 
�9 ao o ~ -  ~ (u~, u2; ~ ) .  

Nunmehr suchen wir den Ansehluss an die l~sul~a~e des vorigen 
Paragraphen; wir sehreiben ~, fl s~a~t l~, l~ und erhal~en so folgende 
vorliiufige Definition der X~#: 

(,17) X~fl(u t, u2; ~;~)~-- C.fle a#)(u''~) a o ._~(u~, u~; ~it). 
0 - 

Die C:fl bedeu~en dabei vorliiufig noch ganz wiIlktirliche Modulfunc- 
tionen, tiber die wir erst sparer (w 33, Glchg. (3); w 34, Glchg. (13)) 
geeignete Festse~zung treffen wollen; die Charak~eristik des Xafl is~ 
dieselbe wie die des rech~s auftretenden a. 

In diese Definifion des X=# s nun Thetafunctionen ein. 
Wir haben zun~ichst: " 

(18) ao o- :#- (ui; o~) : 

-~  

Dot Exponen~ kann noeh zusammengezogen werden; es is~ n~mlich: 

0o) a,(., + ~,,): a,(~,,) + (,,, + -~)(  0o, 
(~a, 3 + (": + 

ferner: 

(20) ~a, 

also: 

D~ni~ wird der Exponen~ yon e in (18): 

1 

I m m 



Zur weiteren Umformung desselben 
relationen; aus ihnen folg~;:" 

benu~zen wir wieder die Bilinear- 

(22) N [~(~,3~,,+~,~,~-~,,.I.)-~,.(~,,+~,~-~,~,3)] 

und 3 analoge Ausdrtieke, sodass der Exponent iibergeht in: 
2~ i  cot 

( 2 3 )  --G2(ui)+---d- [av, + fl v~ + 

Somi~ erhalten wir als den gesuchten Ausdruck~ des X ~  dutch eine 
Thetafunction den folgenden: 

(24) X~(ui; o/~)= ~ _ _ ~ e  
e V p,~ VD 

Vergleichen wit denselben mit Olehg. (I1) des w 31, so erhalten wir 
X~t~ durch das dor~ benutz~e :T~t~ ausgedrtickt in der Form 

(25) X~ = o ~  -.~(~; ~)  

Endlich mSge noeh die foigende Formel notir~ werden: 

(26) X ~ ( ~ ;  ~ )  = 

" "  ' " " [~176  
C"-' Carl Px: - - ~  e "~'* (v5 *i~) ; 

dieselbe stimmt im Wesentliehen tiberein mit derjenigen, welehe Herr 
W i t t i n g  (Diss. p. 12, 13) zum Ausgangspunkt seiner Entwieklungen 
genommen hat. 

w 33. 
Eigenschafton der X~.  

Bevor wir die vollst~iadige Bestimmung der Modulform C~fl vor- 
nehmen, wollen wir erst einige Eigenschaften der X~t~ ableiten, welche 
yon der Auswahl dieser Form unabh~ngig sind. Dabei werden in den 
Formeln die Elemeate der Charak~ristik (w 32, l) unserer Functionen 
fortw~hrend auf~reten; wir wol|en abet die Charak~eris~k selbst wie 
bisher unterdriicken. 
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I. Vermehren wir die Indices um Vielfaehe yon n, so erhalten 

Ca+an ~+b~, 
wir, (am einfaehsten aus w 32, 17): 

O) x~+o. ~+~. - -  ( -  1)o~,+-, 

diese Gleiehung reducirt sich auf: 

Xa,~; 

(2) X . + ~ .  ~+b.  -~  X ~ ,  
wenn wir unter C eine yon den Indices a,  ~ unabh~ingige Modulfune- 
~ion verstehen und: 

zti 

(3) Cas = e u C 

setzen. Das soll daher aueh yon jetzt an gesehehen. 
lI. Fiir den Uebergang zu en~gegengesetz~en Werihen der u finden 

wir unter dieser Voraussetzung die Gleichung: 

(4) X . ~ ( - -  u , ,  - -  u2) = ( - -  1)g,g,+g.g.X._r ._~ (ul, u~). 

III. :Nunmehr wollen wir zusehen, was aus den X~t~ wird, wenn 
wir ihre Argumente um Perioden-# el vermehren. Es wird dabei be- 
quem sein, die erste und zweite Periocle yon der dritten und vierten 
getrennl zu behandeln und erst nachher die l~esultate zusammenzu- 
fassen. Sei also zun~ichst 

S~; - -  hi co. + h2eoi~, 
- ,  1. q~ ; ,  

(5) H; ~-- h i 'qil -~ h2 */i2, 

so erhalten wir dureh einfaehe Rechnung*) einerseits: 

( 0~ ) 
(6) a ~ u i + - - g - ;  ~ ~ 

O 0 - -  
n n  

----- ( - -  l)"h'+"~" ~,a+~,t~ e e = 
o o - -  

andererseitm (vgl. w 32, GIehgn. (19)--(23)):  

~ '  G~ (ui; ~oi~) - -  n (7) G: ui-[----d-;eo~ - -  - - - -  ~ Q ; ) ,  

*) Bei derselben ist davon Gebrauch gemach~, dass aus den Bilinearrela- 
tionen zwischen den Perioden die Gleichu~g sich ergiebt: 
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darausfolgt:  

(9) 

Sei ferner : 

(~o) 

so haben wir einerseits: 

Qi" ~ haD~ + h~D~ = Qi', 

(::) 

andererseik~: 

(1 ' 2 )  

03) 

= . ~  (.,+ ~-~') 
a ~+~ ~+~, (u~; ~ ) ,  

O, O, 

. , ( . , + ~ ;  ) 2 ' " ; (  o:,. 

i= (2hay1 +2h4ve+h42vlt+2h3h4v~_{_h4~v~), ~b 

( -" ) ~ , - " (  o,~) --g-; ~ - -G~  (u~; ~ o ~ ) - -  

i~ (2h~nv~+ 2h4n % + ha~n~l~ .-{- 2hah4~vl~.. + h4"Znv~,~) ; 

daraus folgt: 

u " : ~ 7 )  • (.q,h,+g,~,) 
(14) X,a  , + -~-)  = e X~+~ fl+a. (u,)~ 

Um nun, wie oben in Aussich~ genommen, die beiden Formeln (9) 
und.(14) in eine zusammenzufassen, ffihren wir ein: 

i ~ - '  h t c - o i t ' - { -  h~r hacOi3" ~- h4~i4 , 
(15) Qi = q~' + f~" 

H~ ~-- HI + H { ' =  hi,i: + h2~i~ + h.~i3 + h4~i4 ; 
dann erhalten wir*): 

c~o) ,~.(.,+-~) = 
(__ 1)g,,,+g,~ 2."+~+~-(".".+".".) I " , ( - i + ~  . x 

e X~+~ ~+~, (u,) 

() -') 
steh~ ffir e ~ . Bemerkenswer~h an dieser Formel is~ dass der 

~ponentialfactor e ~ sich linearer Transformation der Perioden gegen- 

*) Wegen: Hi'~[' -- Ht"QI" + H~'~2" - I~"~" == 2=i(h~ha +/%h4). 
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iiber invariant verh~ilt; dadurch wird sparer (w 34) ihre Benutzung 
einfacher, als die der 4 besonderen Formeln, welche Herr W i t t i n g  
(Diss. p. 15) an ihrer Stelle henutzk 

IV. Endlich fragen wir noch, was aus den X,t; wird, wenn man 
ihre Argumente um (2n) t~ Theile der Perioden ro vermehrL Daza be- 
nutzen wir am bequemsten den w 32, G1. (24) gegebenen Ausdruck 
der X ~  durch Thetafunctionen. Auch ohne die Rechnung im einzelnen 
durchzufiihren, erkennt man, class das Resulfat i~olgendes sein wird: 
Sei der zuzufiigende Periodenbruchtheil: 

(17) 2n = un 

and set eine neue Charakteristik: 

(18) 
so kommt: 

�9 Ig, + ha 
c - -  ] g 3 + h l  

g~ + h4 
g4 + h2 

(19) zJ~ + = o . o(o) i -~(c--U- " 

dabei bedeutet 0 eine yon den Indites a, fl abh~ingige Einheitswurzel, 
q) dagegen' eine yon ihnen anabhKngige lineare Function der Argumente. 

w 34. 

Linoare Transformation dor X ~ .  

Nunmehr kommen wir zu derjenigen Frage, welche den Haupt- 
gegenstand dieser Untersuchungen bildet: wie verhalten sich die Xafl 
gegeniiber linearer Transformation der Perioden? Wir wollen zeigen, 
dass sie dabei selbst lineare und homogene Substitutionen mit constanten 
Coefficienten erfahren*). 

Wir f(ihren start der Perioden eo andere to" ein, welche durch 
eine lineare Transformation S aus jenen hervorgehen. Mi~ diesen 
neuen Perioden biIden wir Functionen X~fl ebenso, wie wir mi~ den 
eo die X~fl gebildet hatten; wir setzen also: 

~'(~ (u) -- X (~ (u; o% 

Dieses X ~  ) is~ aber eine Jacobi'sche Function, gleichKudrig rail der 
n t~ Potenz desjenigen Sigma, aus dessen Primchaxak%eristik c' c durch 
S hervorgeht; nach dem Hermi te ' s chen  Sa~ (w 31) muss es sich 
also durch die zu dieser Charakgeristilr gehSrenden X ~  in der Form 
ausdriicken Iassea: 

*) Witting, diese Ann. Bd. 29, p. 163; Diss. p. 18 f. 
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~ I  ~ I  

X '  (~) X (~') ( u ) ,  
y = O  0 . = 0  

in welcher die e~flra den u gegenfiber Constante bedeuten (die aber 
ev. noch Modulfunctionen sein kSnnen); und das ist die Formel, deren 
Existenz wit behauptet hagten. 

Die in ihr auftretenden Coefficienten e~#y~ lassen sich sofort auf 
eine yon ihnen, etwa Coo0o zurfickffihren, wean wir Glchg. (16) des 
vorigen Paragraphen heranziehen. Zu diesem Zweck vermehren wir 
die Argumente in (2) beiderseits um entsprechende Perioden-n *~I, etwa: 

( 3 )  n~ 1 , , , , , , , 

l__(h I r.oit + h  2 ~i~ + h a  roi3 + h  4 r 
~t 

die h und h' sind dabei dutch die Gleichungen (31) bezw. (31a) der 
Grundz. miteinander verbunden. Wenden wir dann beiderseits die 
eben citirte Gleichung an, so fallen die Exponentialfactoren vermSge 
ihrer dort hervorgehobenen Invariaaz heraus und es bleibt: 

, 1 
Z,; a + ~ fl + y (;h'Z,; +Z,-;hD 

( 4 )  ( -  ~y'~:+~'-"-:  ~ x '(~ 
a+hd fl+l~, " ~  

,~-y..~ n-  ~ 1) g'' ~,, +g~, ,~ h , r+~+  ~ (a,h~+~,q-~,'~,+g;~o) 
X (o3 

0 0 

vermSge der Definition der cat~r~ muss also: 

(5) e,,+,~:,~+,.o.~.+,.~+~. = ( - -  ~)g.',~.+~,~',~-(~,.,~.'+~,o,,') x 
1 I 'h  ' ' ' h, ~,+h~ r -- (hx" a+h~' fl) --}- -~ [(h~ ha+h2 h , ) - -  (ha'h,'+ ho' h , ' ) ]  ~ (g* a-l-g, h,--g~ha --gd, ,  ) 

sein. Von dieser Formel bildet einen speeiellen Fall die fo]gende: 
1 

(6) e~.,~,,~.~, ~-- (-- 1)~:~,,+~;~,-(~,~,,'+~,~;) j~ ,~+~,-(~;a '+~ '~;)~ CooooX 
I ! f I ~ (g~ h~+g; h~--g~ --g~h~ ) 

diese reicht in allen Fiillen aus, um s~mmtliehe e dureh Co0oo auszu- 
driicken. Beim Beweis dieser Behauptung mfissen wir 3 F~lle unter- 
scheiden. 

I. Die betrachtete Transformation S kann so beschaffen sein, dass 
sie gestattet den 4 Zahlen ha, h, ,  h~', hA" ganz beliebige Werthe rood. n 
beizulegen; das wird dann der Fall sein, wenn keine lineare ganz- 
zahlige Verbindung yon eo/~ und r allein einer solehen yon r und eoi~ 
aUein bis auf n - f  ache Perioden gleich ist. Alsdann werden s~mmlliche 
c~r~ dutch (6) gegeben; man hat nur: 
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a----ha, /~----h4', 7 - - h 3 ,  8 - - h 4  
za setzen und dazu hi, h2, h(,  h 2" aus den Transformationsformeln zu 
bestimmen, was in diesem Falle stets und nur auf eine Weise mSglich ist. 

II. Existirt abet eine (und n u t  eine) lineare ganzzahlige Ver- 
bindung yon r und ~;'2, welche bis auf n-fache Perioden einer solchen 
yon r und eoi~ gleich ist*), so sind auch die Zahlen ha, h4, h.~', h 4' 
nicht ganz yon einander unabh~ngig, sondern durch eine Relation 
der Form : 

aa(ha--caha'--dah4') - -  aa(h --caha' dah;) = 0 (rood. 

(8) bezw.: ba(ha--c3ha'--dah4") - -  ba(h4--c4ha'--d4h4") ~ 0 

verbunden. W i t  kiJnnen also in diesem Fal l  aus (6) n u t  diejenigen c 
erhalten, deren Indices dieser t~edingung geniigen. Fiir diese erhalten 
wir dann allerdings nicht nur ein Werthsystem der hi, he, h~', h2" , 
sondern deren mehrere; aber eine einfache Reehnung zeigt, dass alle 
diese zu demselben Werth des betr. c~t~r~ fiihren. 

W a s  abet die iibrigen c~flr~ betrifft, "so soll gezeigt werden, class 
diese alle - - 0  zu setzen sind. Man kann niimlich in diesem Falle: 

ha - ~  h a ~ ha" - -  h4" --= 0 (rood. n) 

setzen, ohne dass damit gleichzeitig aueh h i , h 2 ,  h( ,  h.~" durch n thoil- 
bar werden; man erh~lt so aus (5): 

(9) c~r  ~ ~ (__ 1)g,a,'+g~'-g;,,--g,'~ ~ , r+hJ-~ , ' , -~ '~  c~flr~. 

Diese Gleichung abet ver]angt, dass h 1 7 - ~ - h 2 5 -  h l " a - - h ~  oder, 
was dasselbe ist: 
(10) h l (7  - -  eaa - -  da~) -]- h2(6 - -  caa - -  d, fl)----O (rood. n) 
sei, wenn nicht c~t~ro ~--0 aus ihr folgen soll. Nun sind aber bier 
h I u n d  h 2 nur durch die eine Relation: 

( l l )  aah 1 -~- a a h 2 - - O ,  bezw. bah I -~- b~h~--:O (rood. n) 

verbunden i wir kSnnen also hi, h 2 immer noch so annehmen, class 
die Congruenz (10) nicht erfiillt ist, ausser wenn (10) und (11) identisch 
sind. Im letzteren Fall abet erfiillen a,  ~ ,  7, ~, ftir ha" , ha" , ha, h 4 
eingesetzt, die Congruenz (8) und das betr. c~ro bestimm~ sich aus (6). 
Alle anderen c~t~ra sind also gleich Null zu setzen, wie behauptet war. 

II. Sind endlich oi'~, roi'~ beide dutch co/~, eois 5is auf n-faehe 
Perioden ganzzahlig ausdriickbar, so finder man auf demselben Wege 
wie unter (II), dass nur diejenigen c~r~ yon Null versehieden sind, 
fiir welche: 

7 = ca a + e3 [ ( (mo . 
J 

*) m.a~W, isr aab~--aab~:--O (rood. n). 
Mathematische Annalon. XXXVIII ,  12 
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(15) 

dass aber diese wieder dutch die Formel (6)aus Coooo erhalbn werden 
kSnnen. 

Zusammenfassend kSnnen wir sagen: 
I n  jedem Falle sind alle diejenigen c~flr ~ gleich Null  zu setzen, 

welche nicht dutch die Formel (6) erhalten werden kSnnen. 
l m  Falte I. ist jedes X ~  eine lineare Function der siimmtliche~ 

Xr~ , im Falle 1I.  yon nu t  je n unter ihnen; ira Falle I I I .  ist jedes 
X~fl nu t  dutch einen constanten Factor yon einem bestimmten Xr~ 
verschieden. 

Es bleibt noch iibrig die Bestimmung yon Coooo. Diese GrSsse 
wird nattirlich wesentlich davon abh~ingen, wie die in der Definition 
der X~t~ noch unbestimmt gelassene Modulfunction C (w 32, Glchg. (25), 
resp. w 33, G]chg. (3)) gewiihlt wird. Insbesondere wird man*) fragen, 
ob es nicht mSglich ist, C so zu w~ihlen, dass Coooo sich auf eine 
numerische Constante reducirt. Dass das flit eine einzelne Transfor- 
mation immer geschehen kann, sieht man sofort ein; dass es aber 
gleichzeitig fib alle Transformationen erzielt werden kann, scheint 
a priori nichf Ieicht bewiesen werden zu kSnnen. Es soll daher hier 
einfach das Resultat angegeben werden, dass die 2~eduction yon Coooo 
auf  eine Constante in der That  eintritt fiir : 

(13) C ---~ ] / - ~ ;  

dabei bedeute~ (wie in I, w 21ff.) D das zu der betrachteten Sigmafuaction 
gehSrende Discriminantenproduct**) und D- die durch die Transfor- 
mation (6) des w 32 aus D hervorgehende GrSsse. Der Beweis fib 
diese Behauptung wird im folgenden Paragraphen geftihrt werden; 
hier sei nur noch einmal im Interesse der Uebersichtlichkeit die volle 
Definition yon X ,  fl sowohl durch a- als durch ~-Functionen wiederholt: 

(14) X~fl(u) e~-(g~=+g, fl) s y ~  ~ a~(-)(~,) 
O 0 - - -  

~ i  n - - 1  a ~ 2 a #  fl~ 
- -  ( a ,  a + a . f l )  

~- e ~ c *-1 pl~ 2 "  q ~ r~" z~z~ ~ X 

a" (o; 
Dabei ist die Charakteristik 

g~ g2 
g3 g4 

*) Vgl. Klein, Abh. der sichs. Gesellschaf~ der Wissenschaften, ma~h.-phys. 
CI., Bd. 13, p. 385. 

**) Vgl. Kle in ,  dieser Ann. Bd. 32~ p. 359. 
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beiderseits weggelassen; die Function G2(~ ist w 32, Glchg. (14), die 
Sigmafunction mit Indices ebenda Glchg. (8) erklttrt; Io12 ist die Perioden- 
determinante (w 30, Glchg. (3)), c die beim Uebergang yon a zu den 

auf rot nOo Co  ,,to 

w 

Ueberfiihrung der zu einer bestimmten Charakteristik geh~renden X,~ 
in die zu einer andern Charakteristik gehSrenden. 

W~hrend im vorigen Paragraphen das Yerhal~en der X ~  bei 
linearen Perioden~ransformationen ganz im allgemeinen angegeben 
worden ist~ miissen wit nun noch weitere Unterscheidungen machen. 
Entsprechend der Art, wie die X ~  aus Functionen zwei~er Stufe 
durch Transformation n ter Ordnung abgeleitet sind, wird es dabei 
haup~s~ichlich auf die Charakberisirung der betreffenden Transforma- 
tionen einerseits modulo 2, andererseits modulo n ankommen; und die 
weitere Ueberlegung wird erleichtert, wenn wit uns des Grundz. 
w167 30, 54 gestreiflen Satzes erinnern, dass jede Transformation auf- 
gefasst werden kann als das Troduct yon zwei andern, yon welchen die 
eine ~nodulo 2, die andere modulo n ~ur Identitlit congruent ist. Es 
genfigt also, wean wir das Verhalten unserer Xa~ gegentiber diesen 
beiden Classen yon Periodentransformationen untersuchen; und wir 
wollen mit denjenigen der zweiten Classe beginnen. Diese gehSren 
s~mmtlich zu dem FaIle III. des vorigen Paragraphen; wir erhalten 
ffir jede derselben: 

~r(r (1) X',(~ ) =  coooo ~a,~, 

und zwar ist aus der ersten Form flir Xoo (w 34, Glchg. (14)) sofort 
zu entnehmen, dass coooo eine rein numerische Constante, niimlich eine 
achte Einheitswurzel ist. Wir kSnnen daher sagen: 

J~ei solchen linearen t)eriodentransformationen, welche modulo n 
�9 ur IdentitS~ congruent sind, gehen die au einer bestimmten Charak- 
teristik e gehSrenden X ~ ,  his auf achte ~Einheitswur~eln in die e~t- 
slorechenden X ~  iiber, welche zu der transformirten C. harakteristik 
gehiiren; dabd sind nati~'rlich c, d entweder beide gerade oder beide 
ungerade. 

Bei denjenigen Periodentransformationen aber, welche rood. 2 
zur Identit~ congruent sind, bleib~ die Charakteristik alter Xap un- 
ge~nderk Wir werden so auf Gru~vpen linearer Substitutionen geffihr~ 

*) N~here Angaben fiber diese Einheitswurzeln fiuden sich bei Wi~ting, 
dieser Ann. Bd. 29, la. 165. 

12" 
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welche die zu einer bestimmten Charakteristik geh6renden X ~  nur unter 
sich umsetzen. Von diesen Gruppen gilt der Satz: 

1)ie zu verschiedenen Charakteristiken gehgrenden Gruppe~ linearer 
Transformatiqnen der X ,  fl sind identiseh. 

Ffir zwei CharakteHstiken, welche beide gerade oder beide un- 
gerade sind, kann diese Uebereinstimmung der beiderseitigen linearen 
Substitutionen auf Gr~nd des vorhergehenden Satzes dadurch gezeigt 
werden, dass man die eine in die andere iransformirt mit Hilfe einer 
modulo n zur Identit~it congruenten Operation*). Ist abet die eine 
Charakterist~k gerade~ die andere ungerade, so versag~ d~ese Methode; 
man muss dann auf Glchg. (19) des w 33 zuriickgreifen, welche in 
allen F~llen den erforderlichen Schluss zu machen gestattet, wie im 
III. Theil dieser Untersuchungen noch im einzelnen zu zeigen sein 
wird. 

Die Untersuchung dieser Gruppen linearer Substitutionen der X,  fl 
ist nun unsere niichste Aufgabe; sie erfordert aber einige Vorbemer- 
kungen fiber die Gruppe derjenigen linearen Periodentransformationen, 
welche eine bestimmte (gerade) Charakteristik festlassen. 

w 36. 

Erzeugendo der 6ruppe derjonigen linoaren Periodontransformationo~, 
welcho eino gerado Charakteristik unver~ndert lassen. 

Ohne Beschr~nkung der Allgemeinheit d~irfen wir annehmen, dass 
die zu untersuchende gerade Charakteristik: 

to o 
!o o 

sei. Wir fragen dana nach der Gruppe derjenigen linearen Perioden- 
transformationen, welche diese Charakteristik in sich fiberfiihren~ ins- 
besondere nach er~eugende~ O~erationen dieser Gruppe. Diese Frage is~ 
berei~s in I., w 22 aufgeworfen und zum Theil beantwortet; dort isi 
gezeigt, dass die Gruppe entsteht, wenn man zu der Hauptcongruenz- 
gruppe**) zwe~ter Stut'e noch die 30pera~ionen ~, (7, 2) hinzunimm~. 
Da die Hauptcongruenzgruppe zweiter Stufe ihrerseits 5 Erzeugende- 
(Grundz. w 22, Glchgen 65) besitzt, so h~tten wires zun~chst mit 8 

*) In dieser Art beweist Herr W i t t i n g  diesen Satz (diese Ann. Bd. 29 
p. 167); p. 44 der Diss. beruft er sich aber auf diesen Beweis auch in einem Falle, 
in welchem die eine Charakteris~ik gerade, die andere ungerade ist. 

**) Diesen Ausdruek gebrauche ich im Folgenden (statt des bisher yon mir 
benu~zten ,Principaluntergruppe") im Anschluss an ,,•. J~lein, Vorles~tngen ~ber 
die Theorie der eUipt~chen Modulfunetionen. Ausgearbeitet und vervollstS/ndigt 
yon 1)r. 1?. F~icke".  I. Bd. Leipzig, Teubner, 1890; vgL daselbst p. 388. 
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Erzeugenden zu thun; wir kSnnen aber 4 yon diesen jedenfalls ent- 
behren. Denn man verificirt sofort, dass sich $1, $3, S~ S~ wie folgt 
dutch die iibrigen ausdrficken~): 
(2) s ,  = ~ 3 s ~ B ,  s~ = D S ,  D ,  ~ = 1 ) s ~ D ,  s~ = c - ~ ,  

sodass wir als erstes Resultat erhal~en: 
Die Gruppe derjenigen linearen Periodentransf ormationen , welche 

die Charal~teristik (1) in aich iiberfiihren, lmnn erzeugt werden aus den 
v ier Operationen 
( 3 )  B )  031 = - -  033 , 032 " = 032, tO3 = 033 ) 034 = 034 ; 

(4) O, o ,  = o t  + o~ ,  032 = 032,033 = 03, , 03~ ~ -  03, - -  %; 

(5) " " " .D~ 03! ~ 032 ~ 032 ~ 0317 033 ~ 034 ~ (94 , ~  f'O3 
�9 e �9 

(S) $2, 031 = 03, , 0 3 ; =  032, 033 = zs  - -  203,, 034 = 034 " 

Dies geniigt flit unsere Zwecke; in tier That scheint eine weitere 
Reduction der Zahl der Erzeugenden nur unter Verzicht auf ihre 
Einfachheit mSglich zu sein. Unter solchem Verzicht abet ist sie in 
der That mbglich, z. B. auf folgende Weise: Zun~chst kann die Gruppe 
derjenigen Vertauschungen der Verzweigungspunkte, (I, w 22) welche 
die Zerlegung derselben in die beiden Tripel (024), (135) lest lassen, 
statt wie a. a. O. aus B,  C, D, auch schon aus /~ und irgend einer 
Operation erzeugt werden, welche alle 6 Verzweigungspunkte in ge- 
eigneter Weise in einem Cyklus vertauscht, z. B. der folgenden: 

A ~--- D C B  D B  -= (012345)**); 
ihr enispricht u. a. die Periodentransformation: 
(7) A : c o t ' =  - -  03,~, 0 3 ( - =  - -  033 - -  034, 033 = 03, - -  ~ 2 ,  e~ -~- 032" 

In der That driicken sich die Verzweigungs~nmktvertauschungen C, D 
wie folgt dutch A und B ans: 
(8) C =  A~.BA~-B, 
(9) D ~--- -B3A3J~ '. 
Dieselben Gleichungen gelten abet auch yon den gleichbezeichneten 
Periodentransformatione% wie man ohne Miihe verificirt; unsere Grupye 
kann also auch yon den drei O~erationen A, :B,/32 erzeugt werden. 

w 37. 

Die Grupl~e linearer Substitutionen der X ~  einer bestimmten 
Claarakteristik. 

Nunmehr kehren wir zurfick zur Un~ersuchung der Gruppe der- 
jenigen linearen Subs~tutionen, welche die X@ einer besfimmten 

") Die Zusaramense~ung der Transforma~onen is~ wie in t, w 10 so ge- 
scl~rieben, dass aus t~" -~ ~ ( d ) ,  ~ -~- ~q(to) folgt ~" ~ 2~S(a0. 

**) D. h. es soll 0 durch 1 ersefz~ werden, ! dutch 2 e~o 
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Charakteristik erfahren, wenn man die Perioden in der Weise linear 
transformirt, dass die Charakteristik in sigh iibergeht. Den Resultaten 
des w 35 zufolge wird es dabei der Allgemeinheit keinen Eintrag thun, 
wenn wir vorauss~tzen, die Charakteristik sei: loox. 
Wir wollen zun~ichst die Ordnung der Gruppe bestimmen, d. h. die 
Anzahl der verschiedenen linearen Substitutionen, welche die zu dieser 
Charakteristik gehSrenden*) X ~  unter sich umsetzen; dazu mfissen 
wit wissen, welche Transformationen jedes X,t~ in sich tiberftihren. 
Wir wollen daher zeigen: 

Alle linearen t)eriodentransformationen, welche die Charakteristik 
in sich iiberfiihren and modulo n zur Identit~t congruent sind, - -  and 
nut diese - -  lighten tides einzelne X~fl in sich iiber. 

Es geht n]imlich aus w 34, III zun~ichst hervor~ dass bei allen 
solchen Transformationen die X~fl bis auf einen'allen gemeinsam zu- 
tretenden Factor unge~ia~dert bleiben. Aber dieser Factor muss ~ 1 
sein, die X~t~ miissen also vSllig ungeiindert bleiben. Denn das wird 
allgemein der Fall sein mtissen, wenn es fiir den Nullwerth yon X00 , 
also ftir 

gilt; und yon diesem kann es ebenso gezeigt werden, wie es in I, w 22 
yon seinem Quadrat gezeigt is~. Andererseits aber folgt aus den 
Congruenzen (12) des w 34,, dass auch bei keiner andern Transforma- 
tion jedes X,~fl in sigh fibergehen kann. Damit sind" beide Theile des 
ausgesprochenen Satzes bewiesen; aus ihm fol~ mit Rficksicht auf 
bekannte Entwicklungen des Herrn C. Jordan:**)  

Die Anzahl der verschiedenen homogenen linearen Substitutionen, 
welvhe die Xas erfahren, betr~gt: 
(1) N =  (n 4 - -  1) n s (n 2 - -  1)n .  

Dariiber hinaus aber ergiebt sigh noch: 
~,bensogross ist auch die Anzahl der Zinearen Substitutionen, welche 

die V e r h S l t n i s s e  der X~fi erfahren. 
Als ~rzeugende dieser Grulope benutzen wir die ~ ,  C~/) ,  S~ des 

w 36; wir wollen ffir jede dieser Operatlonen noch die zugehSrigen 
linearen Substitutionen der X~# angeben und zugleich" die rfickstRndige 
Constantenbestimmung erledigen. 

~) Wo im faIgenden nicht ausdrficklich das Gegent~heil bemerk~ is~, is~ 
immer nut yon solchen X~# die Rede. 

**) Trait~ des Substitutions p. 176 (1870). Vgl. Grundz. w 17, sowie die Er- 
g~inzungen Grundz. w 54 und I, w I0, 1 I. 
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Fiir /~ sind die Transformafionsformeln der Elementarcharakbe- 
ris~iken: 

hI-~h~, h2 h~, hs------hl', h ~ - h  4; 
also-substituiren sich die X ~  nach der Formel: 

~ 1  

(2) - -  c Xrt 
0 

Far die Constante c finde~ man den Werth:*) 

i 2 
( 3 )  C = 

unter / /n den positiven Werth verstanden. 
Ftir die drei iibrigen Erzeugenden redueir~ sich die rechte 8eite 

der Umsetzungsformel jedesmal auf ein Glied, und die Constante l~sst 
sieh &her dureh directe Untersuchung yon X0o bestimmen~'am be- 
quemsten auf Grund der Darstellung dutch g-Reihen (w 34, Glchg. 14). 
Dabei tritt nur eine Umordnung der letzteren ein; ausserdem is~ noch 
die Aenderung yon/~2 zu beaohten. Man erhiil~ so: 

(4) C: X;~ = X,,_r 

(6) = e-  

Dw Constante Coooo ist also bei tier getroffenen Wahl vo~ C (w 34, 
Glchg. 13) bei allen Erzeugenden, folglich iiberhau2t bei allen O2erationen 
unserer Grupl~e rein numerisch. **) 

w 38. 

Die Functionon Y.~ und Z~t~. 

Ganz wie im elliptischen Fall kSnnen wit nunmehr***) aus den 
X.~ auf Grund der Formel w 33, (4) gerade und u~gerade Jacobi'sche 

1 Funetionen bilden; niimlich die ~ (n2q - 1) Functionen" 

*) Vgl. die Reehnung des Herrn Witt ing,  Diss. p. 19, 20; es ist beim 
Vergleich nut zu beach~en, dass W.'s M und unser B reciproke Operafionen 
sind. -- Die Angaben fiir P und Q bei Witting miissen auf einem Irrthum be- 
rahen; lediglieh eine Folge dieses Irr~bums ist es, wenn Herr M a s c h k e  (dieser 
Ann. Bd. 33, p. 320) aus W.'s Erzeugenden eine Operation z~ ~-- iZo, z~ --- i z i  etc. 
ablei~en konn~e. Fine solche ist in unserer Gruppe keineswegs enthatf~n; M. hat 
sie daher mi~ Recht ffir seine weiteren Entwicldungen bei $eite geschgben. 

**) Man sieht, dass jede dieser ~ubstitut~onen die Determinante 1 hesitzt; 
was auch a priori ebenso gezeigt werden kann, wie p. 694 des oben p. 180 Fussn. 
genannten Buches yon Kle in  mad Fricke. 

***) Vgl. W i t t i n g ,  dieser Ann. Bd. 29, p. 167. Im Falls ungerader Charak~e- 
ristik nenne ich lr, was er Z nennt und umgekehrt, um mit der ~on Herrn Kle in  



184 tt~r~r~cn B~mrsaRD~. 

1 ( x ~ e +  x_~_e)  (1) r ~  = -;  

I (~2 l) Functionea: and die y - -  

(2) z~- - - -  x ~ -  x_~_~ ,  
fiir welche: 

(3) r=~ = r_~ _~, z ~  = - z_=_~ (Zoo = o) 
isL Es sind dann im Falle einer geraden Charakteristik die :Y~fl gerade, 
die Zafl ungerade Functionen der u; im Falle einer ungeraden Charakte- 
ristik ist es umgekehr~. 

Jeder linearen Transformation der X~fl entsprich~ eine solche der 
lra~ unter sich und eine solche der Z~t~ unter sich. Um die Zahl der 
verschiedenen unter diesen festzustellen, miissen wir diejenigen Perioden- 
transformationen aufsuchen, welche X ~  in c X._~_~ tiberftihren. Aus 
w 34, III geh~ hervor, dass alle diese modulo n zu der einen: 
(4) " ' �9 , t o i l ' =  - -  COil~ s = - -  r  r = ~ ~ i 3 ~  COl4 = - -  ~ i 4  

(d. i..B2D2~2~) congruent sind. Ffir diese aber ergiebt sich:*) 
(5) x ~ - - _  + x _ . _ ~  
also: 

(6) r;/~---- r-~-t~---- n u r~t~, Z;/~ = Z_=_t j - - - - -  Za~; 

und hieraus folgt ohne wei~eres: 
1 J~ei linearen t)erioclentransformationen erfahren die Y T N, die 

Z dagegen N lineare Substitutione~; 
und ferner: 
Die homogene Substitutionsgruppe der Y ist ~u der zugeh6rigen 

Collineationsgru~e holoedrisch, die der Z hemiedrisch isomorph. 
Die Gruppe der Z-Subsfitutionen fiir n ~ 3 is~ yon den Herren 

W i t t i n g  und M a s c h k e  in den mehrfach citirten Abhandlungen aus- 
ftihrlich untersucht worden; die entsprechende Untersuchung der Gruppe 
der Y, gleichfalls fiir n----3, bildet den Gegenstand tier fo]genden 
Abschnitte. 

im elliptischen Fall (Abh. tier s~chs. Ges. d. W., math.-phys. C1., Bd. t3, 1 o. 370) 
gew~flflten Bezeichnung in Uebereinstimmung zu bleibea. Damit stimmt auch die 
Bezeichnung yon Klein in Liouville's Journal, s4r. 4, t. 4, p. 172 (1888), wenn auch 

1 .  dort auf W. verwiesen isk Den Factor y m (1) setze ich bei, um sp~ere Formeln 
(3 57) bequemer zu haben. 

*) Man beachte den in dieser Formel liegenden Un~erschied gegenCiber dem 
elliptischen Fall, in welchem die entsprechende Formel (Klein a. a. O. p. 387): 

n- -1  

X~-~- ( - -1 )  ~ X a laute~ Aus diesem Grunde bietet in den folgendea S~zen 
der Charakter der Zahl n-modulo 4 nich~ wie im elliptischen Fall (a. a. O. p. 392) 
Anlass zur Unterseheidung. 
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Ix ,  Absehnitt .  

Die endliche Gruppe yon 25920 linearen Substutionen im quin~ren 
Gebiet, ~velche durch die Theorie der hyperelliptischen 

Functionen Y~ geliefert wird. 

w 39. 

ZusammenBtelluag dot erzeugonden Substitutionen. 

F~ir ~ ~ 3 erhalten wir ~ + 1 ~_ 5 Functionen Y ~ ,  welche wir 2 
zar Ersparung der Doppeli~dices wie folg~ schreiben wollen: 

Yo = Z o o -  Xoo, 

(1) i (X~o + X~o) YI-- Y~o = -~ 

= -c (x0~ + x0~), 

1 
Y3 = Y,, = T ( x , ,  + x ~ ) ,  

r~= Y. , -- T (X,2+ Xr 

Bei denjenigen linearen Transformationen der Perioden, welche 
die Charakteris~ik in sich iiberfithren, erfahren diese 5 GrSssen Y 
eine Gruppe yon 

J 

1 ~ = 25920 (2) y 

linearen homogenen Substitutionen, zu deren Untersuchung wit uns 
nunmehr wenden. Es wird sich diese Untersuchung besonders nach 
zwei Richtungen zu bewegen haben, indem wir einma] nach Unter- 
Gruppen yon G fragen, dann aber auch nach Invarianten yon G, d.h. 
nach solchen rationalen ganzen Functionen der Y, welche bei allen 
Operationen yon (~ in sich iibergehen. Beide Un~rsuchungsrich~ungea 
werden wir fibrigens in nahen Zusammenhang bringen, indem wit die 
]nvarianten yon G aus den Invarianten ihrer Untergruppen aufbauen 
werden. Eine Einkleidung der Untersuchung in das Gewand einer 
geometrischen (wenn man will hypergeometrischen) Redeweise wird 
sich vieIfach als fSrdernd erweisen: wir werden die Y als homogene 
Coordinaten eines Panktes in einem vierdimensionalen Raume deuten, 
die linearen Substitutionen der Y als Collineafionen dieses Raumes 
auffassen u. s.w. Eine !ineare Gleiehung zwischen deft Y stellt dana 
einen (dreidimensionalen, linearen) ,,t~aum" dar, zwei solche Glei- 
chungen eine ,,Ebene'~ drei eine ,, Gerade". Dass diese geome~xische 
Deutung die analstischen Beziehungea nich~ vollsK-indig umfasst, indem 
sie nur den Yerhiiltnissen der Y ein geometrisches Bild zur Sei~ stell% 
ist gerade fiir unsere Aufgabe yon sehr geringer Bedeutung, da zwischen 
der homogenen and nicht-homogenen Substitutionsgrupi~e der Y~ 
holoedrischer Isomorphismus statt6ndet~ vgl. p. 184. 
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Vor allem mfissen wit die Erzeugenden unserer Gruppe in ausfiihrlich 
geschriebenor Form zusammenstellen. Wit haben fiir die X:  

(~) 

X[o = 

X ; o =  

Xd~ = 

X&= 

X;~ = 

X ; ~ =  

i 
F~ ( xoo + x,o + x~o) 

i (Xoo+~ X,o+~X~o) 

(xoo + ~ X,o+ ~ Go) 

i (Xo, + x,, + G,) 

Xoo 

Xlo 

G, 

Xol 

Xll 

x,~ (Xo~+ x,~+ x~) F~ 

i (Xo~ + *  X, + ~2 X2~) X2~ 

i f~ (Xo~ + ~ x,~ + ~ x~) Xo~ 

- Xoo 

Xo, 

Xo~. 

Xio 

- -  Xlt 

--- X | 2  

X~o  

X21 

- -  X.~2 

Xoo 

~2 Zl ~ 

6~ X2o 

Xo, 

t2X,~ 

~2 X21 

Zo2 

~2 XI 2 

~2 X2 2 

und also ftir die Y: 

(4) 

B { C D $2 

0 J' 

IZ2"_.~_ 

Y3'~--- 

:Y4' 

(Yo + 2~,) fro 

Y~ 

- t o  

- G  

i 

v~ 

r~ 

Y~ 

r~ 

--I7, 

ro 

t 2 

r~ 
I 

~2 Y3 

t ~ Y~ 

Die Substitution A (w 36, Glchg. 7) sei noeh beigefiigt, da gelegent- 
lich yon ihr Gebraueh zu maehen sein wird; sie lautet.: 
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(5) 

Bei der 
Umstand zu 
uns haben: 

yo'----  

( t o -  Y , -  Y( ~ - -  T 

I (Yo+2Y,__ y~__ 

1 

, 1 ( t o _  r , _  r _ Y4 = ---=/- 

Aufsuchung der Untergru~pe~ 

Y,) ,  

uns der yon G kommt 
Statten, dass wir (~ nunmehr in doppelter Gestalt vor 

einmal in den modulo 3 betrachteten linearen Perioden- 
transformationen (sofern simultane Vorzeichen~,inderungen s~mmtlicher 
vier Periodea als irrelevante Operationen aufgefasst werden), dann in 
den linearen Substitutionen der Y. Ftir die erste Darstellung sind 
drei Arten yon Untergruppen yon Herrn C. J o t  dan angegeben worden 
(und zwar ffir beliebige n)*); diese wollen wit zun~ichst untersuchen. 
Zwei weitere bemerkenswerthe Untergruppen ergaben sich aus der 
Eigensehaft unserer Gruppe, dass sie isomorph ist mit der des Problems 
der 27 Geraden einer Fl~che 3. Ordnung**); einmal gefunden konnten 
sie dann leicht auch an der Gruppe der Y defmirt werden, wiihrend 
ihre Definition an den PeriodenCransformationen schwieriger zu sein 
scheint. Die ersten 4 yon diesen 5 Arten yon Untergruppen sind fibrigens 
ffir die Gruppe der Z bereits yon Herrn W i t t i n  g untersucht worden. 

Endlich mSge noch der folgende Satz des Herrn C. J o r d a n  
(a. a. O. p. 176) hervorgehoben werden: 

1)ie Gruppe Gis t  einfach. 

w 

Die erste Art Untergruppen yore Index 40. 

Eine erste im folgenden mit G o zu bezeichnende Untergruppe 
unserer Gruppe G ist dadurch charakterisirt, class bei allen ihren 
Operationen co~s und m~ sich (his auf n-fache P~o~) dutch eia und 
~4 allein ausdriid~en; ihre Ordnung ist --~ 648, ihr Index ~ 40. Die 
angegebene Eigensehaft kommt yon unseren Erzeugenden den folgen- 
den 3:-C~ 1), $2 zu, wir wollen zun~ichst zeigen, dass diese 3 Opera- 

*) Trait~ des substitutions p. 365,606; vgl. Grundz. w 39, wo die dritte Art 
Untergruppen und dieses Citat nachzu~ragen stud. 

**) Wie ebenfaHs yon Herrn C. Jordan gefunden worden ist, a, a. O. p. 369. 
Ich hoffe auf diesen Isomorphismus im 3. Theft dieser Untersuc~ungen noch n~her 
eingehen zu k6nnen. 
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tionen gerade zur Bildung der Untergruppe G ausreichen, und zwar 
kniipfen wir dabei an die Transformationen der Y an. In der That: 
aus C und D zusammen kann jede Vertausehung der vier Funetionen 
Yl, Y2, Ys, Y, erhalten werden (wobei nur mit jeder ungeraden Ver- 
tauschung ein Weehsel der Vorzeichen aller f'tinf Y zu verbinden ist). 
Daraus folgt, dass S 2 und diejenigen Operationen, welche aus S 2 dutch 
Transformation vermittelst C, D und ihrer Verbindungen hervorgehen, 
irgend drei jener vier Y mit e~ zu multipliciren gestatten; durch 
Zusammensetzung yon Se mit diesen seinen Transformir~en kann dann 
jede Substitution der folgenden Form erhalten werden: 

(1) Y'o'= Yo, 
wean x~ 2, l% v beliebige ganze Zahlen bezeichnen~ die nur der Be- 
dingung: 

(2) x + ~ . + ~ t + v ~ O  (rood. 3) 

zu geniigen haben. Die Anzahl dieser Substitutionen is~ 27; combiniren 
wit sie mit jenen 24 Vertausehungen, so erhalten wit gerade 648 ver- 
sehiedene Subst~itutionen, welehe alle zu G o gehSren; Go kann daher 
keine weiteren Operationen enthalten, w. z. b. w. 

Durch diese Betrachtung ist zugleich die Frage naeh tier Zusam- 
mensetzung yon G o erledigt: man sieht, dass die 27 Operationen der 
Form (1) innerhalb Go eine ausgezeichnete Untergruppe bilden, welehe 
ihrerseits in mannigfacher Weise aus 3 Gruppen yon je 30perationen 
aufgebaut werden kann. Redueirt wird Cr auf diese ausgezeichnete 
Untergruppe vermittelst einer ,Factorgruppe" *), welche mit der Gruppe 
der Vertauschungen yon 4 Dingen isomorph, deren Zusammense~ung 
also bekannt ist. Die Faetoren der Zusammensetzung yon Go sind 
sonach: 

(3) 2; 3; 2 ,2 ;  3, 3, 3. 

Aueh die Invarianten dieser Untergruppe G o (d. h. die~enigen 
rationa/en ganzen homogenen Functionen der Y', welche bei allen Sub- 
stitutionen yon G o bis auf einen vortretenden Factor unge'~ndert bleiben) 
lassen sieh sofort angeben. Sie setzen sich n~mlich rational und ganz 
zusammen aus: 

I) Yo; 
]I) dem Produc~ Y~ ~ Y.~ Y4; 
III) den symmetrischen und den alternirenden Funetionen yon 

Die absduten Invarianten yon Go, d. h. diejenigen, f~r welehe 
jener vortre~nde Factor sich stets auf 1 reducirt~, setzen sich rational 
und ganz zusammen aus: 

*):Vg|. H S l d e r ,  dieso Ann. Bd. 34, p. 30. 
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I) dem Quadrat~ yon Yo; 
II) dem Produc~ I r, IF 2 17~ It4 (dessen absolute Invarianz daraus 

hervorgeht, dass die Exponenten yon e in den Substitu~ionen (I)  an 
die Bedingung (2) geknfipf~ sind); 

HI) den symmetrischen Functionen geraden und den alternirenden 
Functionen ungeraden Grades yon :y,3, y23, :y:3, y4~; 

IV) den Producten yon Yo in symmetrische Functionen ungeraden 
und alternirende Functionen geraden Grades dieser vier GrSssen. 

Setzen wir eine Invariante yon Go gleich :Null, so erhalten wir 
die Gleichung eines dreidimensionalen Raumes, der bei allen Collinea- 
tionen yon G O an seiner Stelle bleibt, bei allen CoUineationen yon G 
also in h5chstens 40 verschiedene Lagen iibergefiihr~ wird. Von diesen 
invarianten R~umen interessir~ uns besonders der lineare Raum: 

(4) I7o ~ 0 ,  

yon dem wir in der That 40 verschiedene Lagen sofor~ angeben k5nnen. 
Denn aus 1to entstehen dutch .B und seine Transformirten vermSge 
G O die 2 . 1 2  paarweise entgegengesetzten Werthe:*) 

i ( r o + 2 ~ . r ~ )  ' Z - -  0, 1, 2, 
(5) = 1, 3, 4. 

und dutch A und seine Transformirten verm5ge G O die 2 . 2 7  paar- 
weise entgegengesetzten Werthe: 

(6) 

Keine dieser 39 neuen Lagen des Raumes Yo bleib~ bei allen 
Operationen yon Go an ihrer Stelle; daraus folg~, dass 40 mi~ Go 
gIeichberechtigte Untergruppen existiren, dass also G o in keiner grSsseren 
Untergruppe yon G ausgezeichnet enthalten is~. 

Wir wollen das System der 5 Riiume 

(7) 17o--0, r,=O, r~=O, r~--O, L=O 
als ein l?entatop erster Art**) bezeichnen und ebenso aneh die 39 
andern Systeme nennen, in welche dasselbe bei den Operationen yon 
G iibergeffihr~ wird. Seine fiinf R{iume sind fibrigens keineswegs alIe 
gegeniiber G gleichberech~igt; vielmehr steh~ :Yo ~--0 ffir sich als 
Hau2otraum erster Art  und nimmt nur 40 verschiedene Lagen an, die 
4 andern ,,2%benriiume" sind unter sich gleichberechti~, und jeder 
derselben kann 160 verschiedene Lagen annehmen, n'~mlich: 
die 4 Lagen: 
(s) = o; 

*) Pentatope zweiter Ar~ werden i~ w 43 eingef-ahr~ werden. 
**) Vgl. Wii the iss ,  3ourn. f. d. r. u. a. Mathem. Bd. 96, p. 2t. 
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die 12 Lagen: 

(9) 
die 36 Lagen: 
(lO) 
die 198 Lagen: 

17o -- ~Y~ = 0 ;  

+ t':Y  + --- O; 

(% j6, 7, ~ bedeuten yon einander verschiedene Zahlen aus der Reihe 
1, 2, 3, 4; 2, ~, ~ gleiehe oder verschiedene aus tier Reihe 0, 1, 2). 
Die JForm ~o nimmt fibrigens 80, die Form Y~ 960 verschiedene 
Werthe an. 

Dem Hauptraum I. Art 1to ~--0 entspricht dual der Hauptpunkt 
Z Art: 

ro: L :  Y3: r , = l  : o : o : o : o ;  
auch dieser wird bei den Collineationen yon G in nur 40 verschiedene 
Lagen iibergefiihr~. Ebenso entsloreehen den 160 Nebenr~iumen eben- 
sovie]e Nebenpunkte. 

Dutch einen Haupfpunkt I. Art gehen 40 Nebenriiume, dagegen 
kein Hau~traum I. Art; durch einen Nebenpunkt 10 Hauptr~ume 
I. Art und 21 Nebenr~ume. 

w 41. 

Die zweite Art Untergruppen vom Index 40. 

Eine zweite Untergruppe*), die im folgenden mit H bezeichnet 
werden m~ge, ist im Gebiete der Periodentransformationen dadurch 
charakterisirt, dass sich bei allen ihren Operationen eo~l, eoi~, eoi3 his 
auf n-fache ~erioden dutch eo~l, eoi2, eo~s allein ausdriicken. Auch die 
Ordnung dieser Gruppe ist ~ 648, ihr Index ----40. Von unseren 
erzeugenden Operationen gehSren 2~, C, S 2 zu ihr; wit zeigen wieder 
aa den Substitutionen der ~ dass diese drei Operationen zur Bildung 
yon .H ausreichen. In der That: bei allen diesen drei Operationen 
substituiren sich Yo and lrl unter sich bin~ir, Y:, Y3, Y4 unter sich 
tern~r. Die tern~ire Grupl3e in It2, Ir :F4, welche auf diese Weise 
zu Stande kommt, ist~ keine andere als die bekannte**) ,,Hesse'sche" 

*) VgL p. 187, Fussnote. 
**) Gruppentheoretisch zuerst wohl yon Herrn C. Jordan behandelt, Journal 

f. d. r. u. a. Mathematik, Bd. 84, p. 206ff. (1877); ferner yon den Herren Wit t ing 
(Diss. p. 28ff.) und Maschke (dieser Ann. Bd. 33, p. 322ff.). Bei ~[aschke 
handelt es sich um eine Gruppe yon 1296 Substitutionen, die ausser den auch 
bier auftretenden noch Vorzeichenwechsel aUer Coordinaten enth~l~. Seine A, 1), E 
(p. 324). sind der Reihe nach gleich unseren C, S~ --1, ~,  das letzte abgesehen yon 
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Gru~e yon 648 linearen Substitutionen, welche ein sy~ygetisches t~iischd 
yon Curven dritter Ordnung in sich iiberfiihren; wir erhalbn also aus 
B, C, $2 bereits die fiir H erforderliche Anzahl yon Opemtionen, 
w. z. b. w. 

Die bingre Gruppe~ nach welcher sich Yo, YI bei H umse~zen, ist 
eine homogene Tetraedergruppe;*) in diesem bin~iren Gebiet reducir~ sich 
n~mlich C auf die Identitiit, w~ihrend ~ ,  $2, BS2 bezw. die Perioden 
4, 3, 3 besitzen. Die Ar~, wie diese Tetraedergruppe mit der terniiren 
Hesse'schen Gruppe sich zu unserer quin~iren Gruppe H vereinigt, 
kfnnen wir folgendermassen schildern: Die Parameter ~ : ~  des syzy- 
getischen Formenbiischels: 

(i) + 
(wo" 

gesetzt ist) substituiren sich bin~r nach einer Tetraedergruppe~ wenn 
die I r den Substitutionen der Hesse'scher~ Gruppe unterworfen werden ;**) 
und nun ist die Sache einfach die, dass sich bei jeder einzelnen 
Operation yon H 6 Y1 uud Yo genau so wie ~ und X substituiren~ 
sodass: 
(3) u = + 6 y ,  
eine absolute Invariante unserer quin~ren Gruppe H ist. Es vereinigt 
sich daher jede der 648 Operationen der terniren Gruppe nut mit 
einer der biniiren, wie es sein muss. 

Diejenigen Substitutionen unserer Gruppe H ,  bei welchen jede 
einzelne Form des Biisehels (1) absolut invarian~ bleib~, bilden eine 
aus 27 Operationen bestehende ausgezeichnef, Untergrulrpe derselben. 
Diese ihrerseits hat wieder zur ausgezeichneten Untergruppe eine solche 
yon 90perationen, bei welchen Y~, Y.~, Y~ nur mit Einheibwurzeln 
multiplieir~ werden; alle Operationen dieser letzbren Gruppe sind 
untereinander vertauschbar. Reducirt wird H auf die erstgenannte 
Untergruppe durch eine Factorgruppe, welche mit der homogenen 
Tetraedergruppe isomorph ist. Die ~actoren der Zusammensetzu~g yon 
H sind daher: 
(4) 3; 2, 2; 2; 3; 3, 3. . 

den Vorzeichen; sein B ist, ebenfalls abgesehen yon den Vorzeichen gleich seinem 
~ daher zwar ffir ihn uuentbehrlich (vgl. seine Fussn. p. $3t), abet nicht fiir 
uns; sein G kann aus seinen A,  B , / )  abgeleite~ werden. -- EinzeIne Angaben 
auch bei M u t h ,  Ueber ter~iire ~'orme~ mi$ linearen Transformatio,aen ~ sieh 
selbst. Diss. Giessen 1890, insbes, p. 15ft. 

*) Vgl. F. K l e i n ,  Vorlesungen fiber das Ikosaeder (Leipzig 1884), p. 50ft. 
Zu beach~en ist 6brigens, dass ~ im bin~ren Gebiet nich~ die De~rmi~aute I hat~ 

**) M a s c h k e  a a. O. p. 327. 
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JDie beiden Gruppen G o und H sind daher "~neswegs isomorph 
(vgl. w 40, 3). 

Die Ebenen, welche aus: 

(5)" r o ~ 0, r ,  ~- 0 

und die Geraden, welche aus: 

(6) r~ ---- O, r~ ---- O, I74 = 0 

dureh die Operationen yon G erhalten werden, sollen ttauptebenen 
und Hauptgerade heissen. Die Anzahl der einen wie der andern kann 
hSehstens 40 betragen; dass sie auch nicht kleiner ist, folgt aus den 
sogleicb aufzustellenden Si~tzen fiber ihre Lage zu den Hauptr~umen 
I. Art. Man find& niimlich: 

Jeder Hauptraum I. Art wird yon jeder der vier zugeh6rigen 
1Vebenr~iume in einer ttauptebene geschnitten ; die drei andern zugehSrigen 
~ebenr~iume schneiden sich jedesmal in der jener gau~vtebene ents2rechen. 
den Hauptgeraden. 

Umgekehrt gehen dutch jede Hauptebene vier Hauptrgume erster 
Art, sammt je einem zugehSrigen Nebenraum, dutch jede ttauptgerade 
vier Tripel zusammengeh6riger ~ebenr~ume. 

Wit ffigen noch die beiden folgenden S~tze bei: 
In .Bezug auf einen ttawTtraum 1. Art (w 37~ 4) slgalten sich die 

39 iibrigen in 12 (w 37, 5), welche mit ibm zu je dreien je eine seiner 
4 ttauptebenen gemein haben, und in 27 (w 37, 6), deren Schnittebenen 
mit ibm keine tIauptebenen sind. 

In l~ezug auf ei~e ttauptebene e2alten sich die 39 iibrigen in 12, 
welche mit ihr je eine Gerade, und in 27, welche mit ihr nut je einen 
:Punkt gemein haben. 

Dass jedem dieser S~tze ein dualistiseher gegenfibersteht, bedarf 
wohl keiner niiheren Ausffihrung. 

Es bleiben noch die Invarianten der Gruppe H aufzuz~ihlen. Zu 
ihnen gehSren erstens die Invarianten der bin~iren Tetraedergruppe~ 
naeh weleher sieh Yo, Y~ substituiren, n~mlieh:*) 

die Tetraederform: 

(7) r = r0 4 + s ro r ~ ;  

die Gegentetraederform: 

(8) v -  r ? r ~ -  ]r 

die Oktaederform: 

(9) t = ro ~ - 20 yo3 L 3  _ 8 ~ o ;  

*) Klein, Ikosaeder p. 51. 
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sie sind verbunden durch die Relation: 
.(1.0) r _ 64.~3. S_~ ~...~' 

-u ]hnen.si~d .r und't:absolu~ in.var!aat~)~.~.aber, gehfi,bei An~endang 
yon S 2 in e2W fiber, soda,s erst ~3 absolut invariant ist. 
....... Z,J~eStens.., gehSren,, hierher. 4ie.,.In,~arianten. ,,de~ ~. tern~r~n.. C~uppe, 
nach welcher sich Y2 It3 174 umsetzen;,, ~ieselben,,siad yon He~rn 
M a s c h k e  in der mehrfach erw~hnten'Abhandlung (p. 326) angegeben 
worden und soIlerY yon" "d6rt "~it- ihren- Bezemhnungen ~ ~ - -  ' : 

.e.i~fac, h .heyiibergengmme n werden; 
,,.D.r.it1~..,.gnd.!ich._k'.6..gnefi, ~.i~.. auch di~eje.laige9 "Ipvariante.~...v~p.a..]/ 

.0.hne..,~cl!wierigk.eit ' g e.wjnn.enj . in  ,.~elc..hen b.e.i,de. R eil~ep vo~. ,grSs~n 

.ypr~koo~nen, Den.n a u c h  diese kpnnea  ,wi.e .die Be!.ra.9.h.tpog, d er 

.Qperatjop.en.B~,.~...S~ !.e.hrt, die ~..~, Y~ Y~ n u~..j.n de.a v o.a..M.a..s.e~ke 
(a. a. O. qc,.z .C  bez,e.ichoe.t.en ye .bi.n upgCn.,en t- 
halten; und yon diesen wieder kann C~ als einzige alternirende Form 
nur als Factor auftreten. Eine invariante Form aber, welehe Y~, Yz ~ 
nur in den Verbindungen r ~P, ~-enthiilt, kann naeh dem yon Masehke 
(a. a. O. p. 327) angegebenen Verfahren in. eine Reihe der Form: 

, J==. .~ .C~ZJ~.  . 

_en.twjeke!t werden,, in weleher .die J~ selbst wieder I nvariapten.pnserer 
G rupPe sing, a~er .Y~,_.Y~,...y~ nur mehr in den, V, erb!nd, ungen.,~ und 

enthalten ~.ausserdem natfirlieh eventuell noeh ,Y0 und lr~. D i e  Ja 
sin.d a.~.o.In, va~anten mit  den beiden" cogredienten biniiren Variabeln.- 

ganz aus durc.h, die i,~n.tis~e.I.nvariante, u (s, 9, qlc],g. 3).un, d.,durch 
.~olaren, tier. Forme~ m it nur.e~ne.r..,V,6riabelnreih.e:. ~ D.e.r .p.glarisations- 
"process, weleher, dabei in Frage kon~mt, ist dutch den Operator: 

,definirt..,-Fiir .spKtere .Benutzung ~in w seien ven,diesen..Formen 
�9 .iasbesondere, die. folgenden, not~rt.:. 

.(14) " ~' ,  . . . . . . . . .  ~p'(~'Yo~-I-.4"Y,U'~ 18r  :Y0~.Y,; " (6) 

(16.)....r ~,..Ya .-]=. !.8~.~.X,.: ' t  - !O8~ a .Yz; .... (].0.) 
(17) ta-~-- o a ( Y o a + 8 Y ~ ) - 5 4 ~ p c , : Y o ~ Y ,  -1- 324q~p.I'~o Y, ' 

:t: 2 ~ 6 ' ~ ( r ' o ~ ' : - ' Y i ~  , (12) 

�9 ) Die hierin liegende Abweichung v~ den Angaben bei Klein finder ihren 
Grund in dem p. 191, Fussn. erw~thnten Umstand. 

. .  �9 ~ �9 

Matlaemati~cb~ Annaleu.  X X X ~ ' I I I .  "" "13""  
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Dabei ist durch den angeh~ngten Index bezeichnet, wie oft die be- 
treffende Form ,,polarisir~" worden ist; tiberfiassige Zahlenfactoren 
sind beseitigt und der Gesammtgrad in den Y ist in Klammern bei- 
gefti~. 

Zwischen diesen Formen und r W, t selbst bestehen die Relationen : 

(1.8) ~ ,2~ -  16~W 2 o r- u~(1); 
(,19) q*l a ~ 2(!)~ (Pa - -  t t  a - -  3u2r _ uat. 

Die erste derselben wird erhalten, indem man auf qtl ~ und q*~= 
G o r d a n ' s c h e  Reihenentwicklungen anwendet und das in beiden auf- 
tretende Glied (W~)~ eliminirt; ebenso folgt die zweite aus den Reihen- 
entwicklungen von qta, (1)~.(1)a, tt3, (1)W~ durch Elimination yon ((1)a)a , 
(t:)a, (q)~)~. Bet der Aufstellung dieser Relationen ersehien es tibrigens 
als zweckm~issig, nut ihre Existenz und Gestalt auf diesem Wege zu 
erschliessen; die numerischen Coefficienten sind dutch wirkliches Ein- 
setzen der expliciten Ausdriicke berechnet und controllirt. 

w 42. 

Untergruppon vom Index 45. 

.Eine dritte Untergrulope ~) • unserer Grup~e G wird gebildet, 
wenn wi t  zu allen denjenigen Operationen, welche tat: und eoi3 unter 
sich, co,~ and roi4 unter sich substituiren, noch die Operation D hin- 
zunehmen, welche beide t)aare (co~1, coi3 und eo**, eo~4) vertauscht; sodass 
also K auch noch diejenigen Operationen enthiilt~ welche co': und to'3 
durch a~i~-und a~i4, a~'i~ und co~ durch a~il und coin ausdriieken. Die 
Anzahl dieser Operationen betriigt 1152; ihnen entsprieht eine Gruppe 
yon 576 Substitutionen der Y, deren Index also 45 ist. 

Von unsern erzeugenden Operationen gehSren zu dieser Unter- 
gruppe ~ ,  D,  S~; wir wollen zeigen, dass sie znr Bildung yon K 
ausreichen. In der That,  B u n d  S 2 erzeugen, wie aus der Theorie 
der elliptisehen Functionen bekannt ist, die Gruppe derjenigen Sub- 
stitutionen, welehe ~ und % nur unfcr sieh umsetzen, ~2 und ~4 
unge~ndert lassen; dureh Transformation vermSge / )  entsteht aus ihr 
die Gruppe derjenigen, welehe c% und co 4 unter sich umsetzen, oh 
und a~ unge~ndert lassen; beide vereinigt m i t / )  geben die Gruppe K. 

Im Gebie~e der i7 stell~ sich diese Gruppe tibersich.tlich dar, wenn 
wir ein neues Coordinatensystem dutch die Gleichungen einftihren: 

die Erzeugenden lauten dann: 

*) Vgl. p. 187, Fussn. 



Hyl0orellipti~che Modulfuactionen, II. 19~ 

n 0 1  ~---  
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Bei allen diesen Operationen bleibt also der Raum: 

(3)  

an seinem Platze; wir nennen ihn und die dureh Transformation ver- 
mSge G aus ihm hervorgehenden Riiume Haul~tr~ume zweiter Art. 
Ihm entspricht dual der tgau~t!~unIct zweiter Art: 

(4) no : nl : n2 : n3 : n4 ~--- 0 : 0  : 0 : 0 : 1. 

(Absolut invariant gegentiber K bleibt fibrigens erst ~h6). Die viex 
andern ~ substituiren sich quaterniir in der Weis% dass die tr/~/che 
II. Ordnung 
(5) F--=  ~o n3 ~ n~ n2 -~ 0 

in sieh iibergeht, w~ihrend ihre beiden Geradenschaaren sowohl jede 
unabh~ngig yon der andern*) nach einer Tetraedergruppe in sich 
linear transformirt, als auch mit einander vertauscht werden kSnnen 
(Absolut invariant ist dabei wieder erst F3). 

Die Anzahl der Hauptr~ume zweiter Art kann hSchstens 45 be- 
tragen; in der That finder man so viele, n~mlich: 

die 18 R~ume: 
/ 

(6)  - -  = o 

und die 27 R~iume: 

(a, 3 ~-- 1, 2, 3, 4;  x, Z,/~ ~ -  0, 1, 2 ) .  

Diesen Formeln entnehmen wir folgende S~tze: 

~*) Diese Unabhii~gigkeit besteht vollst~ndig nut  for die nich~e, homogenen 
Substitutionen; f6r die homogenen ist sie dadurch e i n g e ~ 4 n k t ,  da~  mit ~o" ~ ~o, 
~t ~ t  nut ~o ~ o ,  ~ , '~--~,  nich~ ~o -~---~o, ~/2 - ~ - ~  verbunden werden 
kann. In Folge dessert kann ]ede Subst~tution yon ~o, ~1 (oder ~2, ~s) auch nut 
mit 12, nicht mit 24 Substitu~ioaen yon ~o~ ~ (oder 7h, ~a) verbunden werden. 
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1)ie Hauptrtiume und Hauptpunkte zweiter Art  bilden eine Con- 
figuration 451,, ~n. a. IV. jeder dieser, R~iume enth~ilt 12 dieser _Punlcte, 
durch jeden dieser Punkte gehen 12 dieser Rdume. 

Gegeniiber .einem H auptraum �9 Art. spalten sich die 45 Hauptriiume 
II .  Art  in 18, welche eu dreien je zwei tier gu dem ersteren gehSrenden 
4 Hauptgerad.e~. enthal.t.en, untiL,2.7 , f~.r welche das nw..ht der ~'all ist. 

Gegeniiber einer Hauptgeraden spalten sich die 45 Haulgtrdume 
I I .  Art  in 9, welche s~ entha!t.~ , .u.nd 36, welche sie nicht enthalten. 

Dutch die beiden letzten Siitze is t 'd ie  Verschiedenheit des Ver- 
haltens unserer U~tergruppe ~.. gegeniiber den beid.en Untergruppen 
veto Index 40 charakterisirt. 

w 43. 

Untergruppon yore Index 27. 

W~ihrend wit bei der Aufstellufig der bisher untersuchten Unter- 
grfipiS~i/"~}'~) '" 42) "Vbh"' b~kah fiten"~Eigeiis'ch'affyh de'r '"~odul~ 3' be'- 
trgeht&'eti' lin'ggr&i 'Peribdefit~imsf6rmat~'bnen"atiggiffgeh " fffid tliese 'atff 
unsere quiniire Subsfitiaffbiisgruppe"tiberttugen~ Wolleta " wir'"ffir'"d~e 
noeh folgenden 4ire&-an. ,die, .letzt.r .~nk~.tipf,em ..Zu diesem Zweek 
.fra.gen, .wir. z.unii~.hst .nae h .der,..g.ege.n.seitigen. Grupp!run, g..der.,H,a, Ul~t- 
r~u.m,e I./,A~.,.des" w lusssatz desselben folgt:.  

Jeder Hauptraum II .  Art  enthalt" 

(1) ,9.40 -~.. 8 Hauptgerade. 
45 

so z. "]~:" der"Hauptraum II. Art: 

. ;2)  . . . .  . = 9 ,  
die 8 Geraden: , . .  

. . . . .  -1 . t o -  
(3) Y2--o, ] Y . , ~ o ; [ e r ,  + , ~ r g  qzr~=o;-[, "r; ~ - " ~ , ' r g ~ : Y a - - - - o ,  

Y3==0; lye=0; /~L+~ Y2+Y,=0; /~2Yiq:~"Y~q-lr3=0. 
' ( z  = ~), 1 ,  2)- 

Jede dieser 8 Geraden liegt noch (w 42a. E) in-welter4fi Hiifliit•gumen 
II. Art, z. B. di.e. erste ~n,: 

(4) Y~--~ ,~Yfl. -{2=0 , . l r21  a, fl.~. .1,2, a): 
Die 8 Geraden liefarn-.s.o.,64 .w.r ~Ia.~pt~Rome.,. ,w.elehe..aber. paar- 
weise identiseh sind; so z. B. wird l r ~ -  $ Y~ = 0 sowohl yon der 

.g.~.~..,~.,..~.l.$.xgp d..er .~we.{te.n .G...erad.e~ (3)ge!.iefort. D.ar..a.u..s .sehlie.ssen wir: 
.... . .... "~. "*u~n.. 2 t a u ~ * r a u m  ! I . . A r t  . g e g e n i i b e r  . . z e r fa l l e~ .  . d ie  . 45 . andez.en, i,z 
�9 32~ ,wet~e..mit 'ibm ]e z~ei .$tauptgerade,.gemein l~aben, Und ,1.2,..wel~ 
�9 m~tihm ,keine solehe, yemei~'h'aben:" 
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Nehmen wir nun welter zwei Hauptriiume ]I. Ar~, welche keine 
I]auptgerade gemein haben, z. B. (2) und: 

(5) r 3 -  r =o, 
so haben yon den 11 Hauptr~umen II. i r% welche mit (2) keine Haups 
gerade gemein haben, noch 8 mit (5) je zwei solche gemein; es bleiben 
also noeh 3, welche weder mit; (2), noch mit (5) eine Hauptgerade 
gemein haben, n~mlich: 

(6) r o- r,- Y~- r~- r,=o, 
(7) y~ - ~ z ,  - ~ y~ - ~ r~ - ~ A  = o, 

(~) t o -  ~ y ,  - ~ r ~  - ~ y~  - ~ y ~ = o .  

Da man sich nun leith% tiberzeug~, dass aueh je zwei yon diesen keine 
Hauptgerade gemein haben, so kann man den Satz aussprechen: 

Man kann auf verschiedene Weisen fi~nf Hauptrgume II.  Art so 
auswi~hZen, dass keine zwei derselben eine Hau_~tgerade gemein haben. 

Ein solches System yon f'tinf Hauptr~umen wollen wit ein _Pentatop 
I I .  Art nennen. Die Anzahl dieser Pentatope bestimmt sich folgender- 
massen: der erste Seitenraum eines solchen kann auf 45 Arten gew~hlt 
werden, der zweite auf 12, die 3 andern sind dann bestimmt. Jedes 
Pentatop wird so 20 real erhalten; also ist die gesuchte Anzahl: 

(9) 45.12 
2o = 27. 

Das zuerst betrachtete Pentatop ]I. Art muss demnach in sich 
iibergehen bei allen Operationen einer Un~rgruppe L vom Index 27"), 
also yon der 0rdnung 960; einer yon 27 gleichberechtigten Unter- 
gruppen, deren jede eines der 27 Pentatope in sich iiberfiihrt. Um 
uns in die Natur dieser Untergruppe L Einsich~ zu verschaffen, ftihren 
wir die Seitenr~ume unseres Penfatops als neue Coordinatenr~ume ein 
durch die Gleichungen:**) 

~ 2 - ~ - Y , - - Y 2 ,  

i 0o) (yo- 

i (yo__ * y1__ ~ y 2 _ ~ 2 y 3 _ ~ 2 y D , .  

i 

�9 ) Diesex Schluss wiirde na~firlich nieht zu~effen, wean alle Sub~itut~ionen, 
welche ein bestimm~es Pentatop II. Art in sich Gberfi~hren, auch noch ein zwei~es 
in aieh fiberffihr~n; man sieht aber aus den sogleich aufzustmllenden Form eln, 
dass das nicht der Fall is~. 

�9 *) Die ~ haben al~o bier eine andere Bedeutung, als w 42. 
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Alsdann kSnnen wit aus unseren Erzeugenden (w 39) sofort die folgen- 
den 40perat ionen ableiten, welche diese neuen C~ordinaten N, yon 
multiplicativ zutretenden Einheitswurzeln abgesehen~ nur unter sich 
vertauschen; n~imlich : 

(11) 

Dabei ist: 

# 

% = - -  % 

D 

% % 

(12) ~= (23s~:)~; 2~= (13o~)~. 

Aus diesen 4 Substitutionen l~sst sich nun eine Gruppe von mindestens 
960 Operationen ableiten, welche alle das Pentatop II. Art in sich 
fiberffihren. Denn sieht man f~ir den Augenblick yon den zutretenden 
Einheitswurzeln ab, so kann man aus ~B, •, /;' jede der 60 geraden 
Verf~uschungen der 5 GrSssen ~ erhalten. Transformirt man D dutch 
diese Operationen, so erh~lt man Vorzeicheniinderungen yon irgend 
vier der ~/ and dami~ auch yon irgend zwei derselben, also eine Gruppe 
yon 16 Operationen, welche n i t  jenen 60 combinirt gerade 960 Opera- 
tionen liefern. Alle diese lassen das Pentatop II. Art (10) ungeiindert, 
und es giebt kein zweites Pentatop II. Art, welches sie alle unge~indert 
lassen. Sie bilden also in der That die gesuchte Gru~e L vom Index 
27 und der Ordnung 960. 

Es ist mir nicht gelungen, ein einfaches Kriterium zu finden, 
welches entscheidet, ob eine vorgelegte lineare 2eriodentransformation 
dieser Untergruppe L angehSrt. - -  

Was Invarianten yon L betrifft, so is~ eine einfach zu bildende 
absolute Invariante das Product aller ffinf ~: 

(13) J5 = ~2 ~3 ~4 ~5 %- 
Von noch niedrigerem Grade ist die folgende: 

(14) "/'4 ~--- ~22~/32 "1 L" ~22~/42 -t" ~/42~152 J r  9~42~62 + ~52~]62 

+ ~ ( ~2~ ~5~ + ~3~ ~6 ~) + ~ (~2 ~62 + ~3~ ~2) 
3 

diese bIeibt jedoch, wie wir sp~ter (w 47) sehen werden, nicht nur bei 
L~ sondern fiberhaupt bei allen Operufionen yon G absolut invariant. 
Mi~ ihrer HQlfe kann abrigens, wenn eine gerade Permutation der 
vorgegeben ist~ sofors entschieden werden, welche dritim Einheit~wurzeln 
man beizuf[igen hat, um eine Operation yon L z~ erha]{em 
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w  

Untergruppen veto Index 36. 
t 

Wir untersuchen nunmehr die gegenseitige Gruppirung unserer 
27 Pentatope II. Art. Gehen wit aas yon einem dersdben, das e~wa 
A t heissen m5ge, so sehen wir, dass sieh ihm gegeniiber die 26 andern 
spalten in 10, welehe mit ibm je einen Haurtraum I! .  Art gemein 
haben~ und 16~ fiir welehe das nicht der ]Fall ist. Greifen wir eines der 
letzteren h e r a u s -  es heisse A S - - s o  sind unter den 15 tibrigen noch 
10 enthalten~ welche auch mit A S keinen Hauptraum gemein haben. 
Sei A a eines yon diesen, so bleiben 6, welche mit Aj,  As, A3; sei 
A 4 eines yon diesen, so bleibea zwei - -  As, A o - - ,  welche mit A~, 
A,, As, A 4 und wie sich herausstellt, auch unter sich keinen Haupt- 
raum II. Art gemein haben. So gelangen wit zu einem System yon 
6 Pentato~en II .  Art, welche zusammen 30 verschiedene Hauptrgume 
1I. Art enthaIten. Solcher Systeme giebt es, wie aus der eben be- 
sehriebenen Art ihrer Herleitung hervorgeht: 

(1) 27.16. lo. 6 = 72; 
6 .5 .4 .3  

eines derselben ist z. B. das folgende: 

Al  

A2 

3) - -  Y~ + Y,, 

i (Zo-- Y,-- Y,-- Ira-- Y,), 4)~ 
i 5) ~ ( Yo -- ~ Y, -- e Y2 -- e~ Y3 -- e2 Y,), 

6) 

a) - ~ r ~  + ~ r~, 
i 4) ~-- (Yo - ~Y, - 

( Y e -  s) H 

i ( Y o - e : Y , - -  Y.o-- 6) ~ -  

Aa 

1) ~ : r , - ~ , Y = ,  

�9 4)  ~ 

i 

i 
: 6 ) T g ( Y  o -  Y , - ~ Y ~ - ~ Y : , -  r ,) :  
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A+ 

( Y o -  

~ ( y o -  y , -  ~) ~ -  

(Yo ~ 

5) ,+ L - + ~ y ~ ,  

. y . -  y , -  y,), 

A~ 

i 

i 

i 3) -~-(Yo--  Y, -- OY~-- ~ Y a - - E ~ L ) ,  

4) Y2-- :Y4, 

A~ 
(Yo 

3) ~ 

4) y, 
5) ~ y~ 

:Ya, 

Die den einzelnen Hauptriiumen beigesetzten Zahlen sollen sogleich 
erfurt werden. 

~ie 30 vorstehend in Aa, A 2 , . . . ,  A 6 enthaltenen t~iiume lassen 
sich abet noch auf eine andere Art zu 6 t)entatopen II .  Art anordnen, 
n~mlieh wie folgt: 

(3) 

B~ 

3) - + 1~, 

i 5) ~(yo 

- -~Y4,  

+ ~ ,  



B~ 

.B a 
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a) ~ Y ~ - a ~ ,  
i 4) -~-(Yo - z ,  Y= - ~ Y~ - ~ Y,), 

5 ) ~  

~) ~ 

2) _ ~2 Y1 + ~ Y~, 
i 

4) - ~  ( ~ o -  ~Y, - ~ Y , -  

5) - ~  - n - ~  ~ 

i 

Y, - r , ) ,  

- * ~ L ) ,  

- ~  :Y,); 

~ ( ~ o -  Y , -  r ~ -  Y ~ -  ~',), ,1) ~ -  

i ~, y,), 

i (yo__ ~ y~ ~ . y~), 3)-~- -- Y , - - ,  Ya--, = 

5) r~- Y,, 
.6) Y , - -  ra; 

i 

i 2) g g ( r o -  Y , - ~ Z ~ - ~  I % -  ~,), 

i 

~) VT(Yo - a Y, - a ~ - ,  ~ - ,  Y,), 

2) ~ ~7(Yo - �9 z, - Y~ - Y~ - -  a y,), 

i 

4) PY2--* Y*, 
Ls) a r ,  - ,  r~; 

201 
/ 
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und zwar h~ngen, wie man sieh~, diese beiden Systeme yon je 6 
Pentatopen in der Weise zusammen, dass jedes Ai mit jedem /~t flit 
i ~ k je einen Hauptraum, dagegen rai l /~ keinen Hauptraum gemein 
hat. (In den Tabellen (2) und (3) ist jeder einzelne Hauptraum mit 
der Nummer desjenigen Pentatops bezeichnet, zu welchem er im andern 
System gehSrt). 

Untersuchen wit nunmehr n~iher die Beziehung zwischen A tund  
/~1 (d. h. also zwis~hen irgend zwei Pentatopen II. Art, welche keinen 
Hauptraum gemein haben). Benu~zen wir wieder (wie w 43) ftir die 
R~ume yon A~ die Bezeichnung ~ fiir die yon /~ in analoger Weise 
die Bezeichnung ~, so erhalten wit durch Elimination der Y die 
Relationen: 

~s + ~/~ + t ~ + t:~6), 
1 

1 

1 

1 

1 

deren Umkehrungen 

( ~/~ + ~s + ~ + ~) ,  

sind: 

+ V6), 

1 

1 

1 
(5) v4 ~-- -~( r + r + 

1 

1 (t r + t2 ~3 + ~4 + 
~6 ~ T 

Aus dem Fehlen der Diagonalglieder in 
folgt zun~ehst: 

)~, 

+ r + t r + t2 ~6), 

~ + r 

+ r 

~'~ ). 

beiden GleichungssysSemen 

.Die beiden _Pentatope II .  Art A~ and .B~ si, d einander gleichzeitig 
ein- ~nd umbeschrieben. 

Ferner aber folgt aus der Symmetrie der Coefficientensysteme 
gegen die ]~tauptdiagonale: 

Die beiden t)entato~e A 1 und B 1 sind einander conjugirt in Bezug 
auf den quadratischen Raum: 

oder: 
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(7) ~2~3 + ~ 4  Jr- ~3~4 + ~4~5 + ~4~/6 Jr ~51% "~- e(~'2~5"~'~/3~) 
+ e 2 ( ~ 6 + ~ 3 ~ 5  ) ----- 0 

oder e~dlich : 
(8) q =  ro ~ + 4~ 17, Y~ + 4 ~  r~r3 =- o. 

Die letz~e Form der Gleichung dieses Raumes zeigt, dass derselbe 
unge~ndert bleibt, sowohl wenn man 171 mit Y, vertauscht, als auch, 
wenn man Y~ und Y3 mit e, Y~ und 174 mi~ ~ mul~iplicirt. Bei 
diesen Operationen und den aus ihrer Combination sich ergebenden 
werden die 6 Paare (A~B~), ( A ~ ) , . . . ,  (A6B6) transitiv vertauscht; 
daraus folgt, dass die beiden Pentatope jedes solchen Paares in Bezug 
auf ~ =  0 einander conjugirt sind. Zusammenfassend kSnnen wit 
also sagen: 

Iron unseren 27 Pentatopen II .  Art ordnen sich 36 real je 12 zu 
einer ,, 1)o~pelsechs" wie : 

A~ A~ A 3 A~ A~ A 6, 

B~ B~ B3 B~ B~ Be 
zusam~nen. Jedes t)entato~ der einen Htilfte ei~r solche~ Do~elsechs 
ist dem entsprechenden (mit gleichem Index bezeichneten) der anderen 
"tl~lfte gleichzeitig ein- und umbeschrieben und in Bezug auf einen 
quadratischen l{aum conjugirt; dieser l~aum ist fiir alle 6 Paare der 
~oppelsechs derselbe. 

Eine solche Doppelsechs -- und dami~ aueh die Form ~ - -  geht in 
sich fiber bei allen Operationen einer bestimmten Untergruppe unserer 
Hauptgruppe G; dieselbe mSge mi~ M bezeichne~ werden. Sie besteht 
aus: 

~59~o = 720 
(9) s6 

Operationen: die sechs Paare kSnnen n~imlich auf alle mSglichen Arten 
mit einander vertauscht werden. Jede ungerade Vertauschung der 
6 Paare ist dabei mit einer gleichzeitigen Vertauschung der beiden 
H~ilften verhunden. Die Gruppe ist also holoedrisch isomorph mit der 
Grup2~e der Vertauschungen yon seehs 1)ingen. 

w 45. 

A.doro Darstellung dieser Untergruppe M. 

Eine mit der Gruppe der Vertauschungen yon 6 Dingen isomorphe 
Gruppe P yon 720 Collineationen wird im quin~iren Gebiet auch erhalten, 
wenn man iiberz~ihlige, dutch die Relation: 
(1) ~, + ~ + ~ + ~ + ~ + ~ =-0 
verbundene Punk~coordina~n ~ einf~hr~ und die dutch die Ver- 
tauschuugen der ~ darges~ell~n Collineationen ins Auge fassk Es lieg~ 



204 Hz~s~c~ B ~ z ~ x .  

und: 
(3) 

die Frage nahe, ob die Gruppe M des vorigen Paragraphen in dieser 
Weise dargestellt werden kann, und wir wollen zeigen, dass das in 
der That mSglich ist. Angenommen n~mlich, es existirten 6 solche 
lineare R~iume ~i ~ 0, so muss der einzelne derselben bei 120 yon den 
720 Operationen yon M in sich iibergehen. Nun enth~l~ abet die 
Gruppe der Verhuschungen yon 6 Dingen (hier der 6 Paare yon 
Pentatopen) zweierlei Untergruppen yon ~e 120 Operationen; n~mlieh 
einmal die Gruppen der Vertausehungen yon je fiinfen, dann die yon 
C a u c h y  u. a. untersuchten zweifach transitiven Gruppen, ~iber welche 
man etwa S e r r e t ' s  Handbuch der Algebra a r t  452 vergleiehen mSge. 
Wit wollen nun zeigen, dass zwar nieht bei einer Untergruppe der 
ersten dieser beiden Arten, wohl aber bei einer solchen der zweiten 
ein linearer Raum in sich iibergeht. 

Was den ersten Theil dieser Behauptung betriff~, so wird es genfigen, 
den Beweis fiir die in der betreffenden Untergruppe enthaltenen geraden 
Operationen zu ffihren. Werden aber unter Festhaltung yon A 1 und/31 
die iibrigen Paare auf alle mSglichen geraden Arten unter sich ver- 
tauscht, so erleiden auch die Seitenr~ume yon A,,  also die ~/, alle 
mSglichen geraden Vertauschungen; dabei tritt nur zu jedem ~/ eine 
bestimmte dritte Einheitswurzel *). Dass kein linearer Raum bei allen 
diesen Operationen in sich iibergeht, ist sofort zu sehen. 

Anders verh~lt sich die Sache bei den Untergruppen der zweiten 
Art. Fassen wit aueh bei einer solchen zun~hst nut diejenigen ihrer 
Operationen ins Auge, welche A 1 und/ / l  unge~indert lassen; diese ver- 
tausehen die ffinf fibrigen Paare, also auch die ~, halbmetacyklisch (wieder 
abgesehen yon den zu den ~ tretenden dritten Einheitswurzeln). Eine 
solche Gruppe wird z. B. erzeugt yon den beiden Operationen: 

$ �9 �9 �9 �9 

~h ~ -  ~1~, ~a" ~ e2~6,  ~4 --" ~ ~ -~- ~2~4, '16 --" *~3;  

bei baden geht der 2ineare Baum:  

in s/ch ~ber. Er geht aber auch in sieh fiber bei der zu M gehSren- 
den Operation: 

(5) Y0'=-ro, Y,'=-r4, y ; = - r 2 ,  y ; = - r , ,  
welche A 1 mit B4, A2 mit Bs~ A 3 mit //6 und ebenso B t m i t  A4, 
/12 mit As, //smit A s vertauseht. Die 30perationen (2), (3), (5) 
erzeugen abet in der That eine aus 120 Operationen bestehende 

*) Wdche dfitte Einheitswurzeln zuzusetzen sind, beztimm~ sich daraus, dass 
q in aiah fibergeht (GI. 7). 



Hyperelliptische Modulfunctionen, II. .205 

Untergruppe yon M. Die fibHgen Operationen yon M k5nnen dana 
�9 . . . . . . . . .  �9 . . . . . . . . . . . .  . .  . . . . . . . . . .  ~ . . . . . . . . . . . . .  ~ . . . .  , ~  . . . .  : ~  - ~ . . ~  . . . . . . .  d : J  � 9  den l~um (4) nut m noch o andere Lagen ubeffuh~en. Auf ]ese 
We~se gelangen Wit zu folgendem Satze: 

S~elleii a~s" ~//e'720 Vei.la(isehu*ge;n"ders~h~s ~ufen', "2urch'die ~elation:" 

v . e r ~ n d c m ~  .Coor~.inat~n : " �9 �9 , . 

(6) 1~2= Yo-- 2, Y2-  2 ,  II-3, '~5 = --:Y~ +" 2'{':Y;":I"2~vYi'"" 

Z)abei ist rail jedex ungeraden .Verta~?iung" ein Zeiclienwechsel ~mmt- 
licher ~ zu verbinden.*) . . ~  , . . . ~  �9 * *  . , .  , , *  . ~  , . . . . . . . . . . . .  , . . . . . . . . .  . .  . ,  , . ~  �9 , . ~  . . . . .  . 

Die Invarianten yon M, sind. nich~.a.plder.e~ .als. dje...sy.m..m.r 
bez. alternirenden Functionen dieser ~; so ist z. B. die in w 44 bereits 
aufgestellte Invariante 2, Grades: -. - .  

1 2. �9 2 

. 

Obwohl noch ver~chiedene naheliegende Fragen zu erSrtern sain 
wfirden, brechen w!r doch die Unte.rsq.chung.der Untergruppen hier 
ab, um uns der Aufstellung der Invarianten yon G zuzuwenden. 

. , . ~ ~ . , ,  " . . ,  , ,  

-X. Abschait~. 

Invari.~ten der Gruppe G. 

{} 46. 

Mothodo zur Abloitaug der Invarianten. 
Wir kbnnen die I,{varian~n unsere~Hauptgruppe G ohne Schwierig- 

kei~ aufstellen, wenn'  wir d~e* Resultate der {}w 40, 41 combinireE:-es 
sind diejenigen ganzen Funci~onen der.Formen des w 41, welche zugleich 
symmetrisch oder alternire~d:Sn YI,..Y~, .Y3"~: I74 sind und diese--Y 
nur im Product oder-in Pos mit dutch 3 theilbaren Expo~enten 
enthalten. Wegen der in der ]etztgenannten Bedingung enthal~enen 
Beschrrmkung kommen yon den Formen d e s w  4I"f i~ ' :  ~ 

(,)  r t, %; c,,i" r e,,; C,, 
in Betracht; n~mlich die'-Produete und: Potenzen wie ~s, ~ ,  ~ 1 2 ,  
~ 2 ,  ~q), u. s. w. lassen sich durch die l 0  Farmea.(!). .mit. .Hilfe 

2 

*~ Hiernach ist die ent~e~enstehende An&~.be in dem in d~n G~tipge~ Nach- 
. . . . . j  . , ,  o . 

nchten erschienenen Auszug zu bemchtigen. 



G or d a n '  seher Reihenentwicklungen rational und ganz ausdrticken.*) 
Dadarch ist der Weg zur Berechnung der ]nvarianten vorgeschriebenen 
Grades yon G vorgezeiehnet: man bilde aus den ~'ormen (1) die aZZ- 
gemeinste ~'unction dieses Grades mit unbestimmten Coefficienten und 
bestimme die letzteren dutch die ~orderung, class die entstehende In- 
variante in Y , ,  ~'2, Ya, Y4 symmetrisch, bezw. alternirend ausfallen soll. 

Der Gang der Reehnung mSge am Beispiel der Invarianten 12. 
Grades erl~iuter~ werden. Die ailgemeinste Verbindung dieses Grades 
aus den Formen (1) ist: 

soil diese die verlangten Symmetrieeigenschaften besitzen, so miissen 
ihre Coeffieienten den Gleichungen gentigen: 

(1) 24a --  40fl-~- --  7 + ~, 

(2) 192a + 384/~------ ~ ,-{- ~, 

(3) 24 7 -}- 166 ~-- 2 ~ - -  10~/, 
(4) - -  360 7 -]- 966 = - -  3e -{- 12~, 

(5) 512a 2 c- 320fl ~--- 0 ~ ~ - -  x,  . 

(6) - -  72 7 -~ 64d ~ - - - -  e ~ 8 ~ - -  20~- 

(6a) ~ 3 0  -{- 3t -~- 9z ,  
(7) - -  2e + 16~ -[-. 200~ --~ 222,~ -{- 6t --~ 30x, 

(8) - -  1447 + 3846 ~ -  54~ -F 18~ -F t s z ,  
(9) - -  lSe  + 288~------ 3240 -{- lOSt, 

(10) 3e -~ 96~ ~-- - -  108# -]- 36, - -  180u, 

(11) 64fl--~ Z -{- t~, 
(12) - -  32 7 = 8 0  -~- 4x  

(12a) = 4 Z -  20/~, 

(13) ~ -  s~ = 6z + Io2~, 
(14) 2~ -~- 8 O r / ~  24~ - -  36x 

(14a) = 228,~ + 180/~. 
Wir setzea in denselben: 

7 - =  
dann liefert (1); 

6 ~ 24a 

hierauf folgt aus (2), (3), (4) 

40# + 3r" 

-F 3~'; 

*) In den folgenden l~echnungen i~t stellenweise ~-s stats t 2 und W% statt 
~21 ~ benutz~ i vgl. w 4t ,  Glchgen (10) und (18). 
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~ 64oo~ + 3o47", 

~-- 192a -}- 400,8 -}- lOy', 
g 

~ 7 =  --  1 6 0 - -  1 0 7 ,  

und diese Werthe befriedigen gleichzeitig (6), was auch a, fl, ~" sein 
mSgen; dan~ tblgt aus (5), (6a), (8): 

# ~  - -  117" , 

~ 5 1 2 a  -I t- 97", 

~ -  ~ 3 2 0 f l - -  2 7" 

und (7), (9), (10), (14)sind yon selbst befriedigt; endlich aus ( l l )und(12):  

Z ~ - -  47' , 

/~ ~ 64fl --}- 47 '  

und damit sind auch die a l m a  noch iibrigen Gleichungen (13) und 
(14a) erfiillt. Es existiren also 3 unabhgngige LSsungen unseres 
Gleichungssystems, d. h. 3 linear unabhiingige Invarianten 12. Grades. 
Wir kSnnen als solche etwa wghlen: 

I. q)~ -]- 2 4 u r  ~ --}- 192u~r -Jr- 512u 3 ~-- (r 

II. t 2 -I- 40tW~ -Jr- 400~'~ 2 -  16tC~ - -  320(36 ~ -}- 64C62 

(t .+ 2 0 + , -  8 o~)~; 

I lL 3tW~ 2 r- 3 u r  ~ -+- 1 9 ~  2 - -  9 u : r  - -  lOCot - -  llt~ + 9u a 

- -  2CoY , - -  4C,2 -}- 40o 2. 
In gleicher Weise gestaltet sich die Reehnung in jedem Falle: 

das System linearer Gleiehungen, aus welchem die Coefficien~n zu 
berechnen sind, zerfiillt jedesmal in Theilsysteme, welche ein successives 
Vorgehen gestatten. 

w 47. 

Zusammenstellung der Resultate. 

Auf dem im vorigen Paragraphen erlguterten Wege gelang~ man 
nun zu einer Reihe yon Invarianten unserer Gruppe. Die Werthe 
derselben sind im folgenden in drdfacher Form zusammengestellt: 
einmal ausgedriickt dutch die Formen des w 41, dann explicite in den 
2", endlich ausgedriiekt dutch die symmetrischen Functionen yon 
r 3 ,  y : ~  y3 ~, y '~ (w 40),  ngmlich: 

~, = _  r , . -  Y / -  r ~ -  r?,  
a 2 =  ~rl 3 Y23 --~-- ~'i 3 Y33 --~ ~rl 3 Y43 --~- ~K2a ~ 3  --~- Y33 IT43--[- 1743 Y2~ 

O) ~ = _ r,3 r~3 r ~  - r ?  r e  r ?  - r ,~ Y3 ~ I743 - -  y 3  r ?  r ? ,  

a, = Y,3 Y23 Y33 Y43 
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In den. an zweiter  Stel le  s t ehenden  Ausdrficken sind die S u m m e n z e i c h e n  
\ . , ,  . . . s  . . .  �9 

auszudehnen  fiber a l le 'versdi iedenen Glieder,  we lehe  aus dem jedesmal  
darunters tehenden Ausdrfick- ddrch'Vertafl~ctiun~g-von Yj , Y2, Y~, Y4 
h e r v o r g e h e n .  Die  Foemen  sin'd': . . . .  .' 

...... ein.e Iavaria,~.te-u/erten (3fades *) . . . . . . . . . . . . .  " . . . . . . . . . . .  

(~) J , = r  + 8u . . . . . . . . . . . . .  . . . . . . . . . . .  . . "  . . . .  

=- Yo, + S Yq'Z .Y,~ .+ 48 Y, y~ y~ ~5-- ,. 

= to ,  - 8a,',Yo:+ 4SVa,;-'" - " . . . . . . .  

eine Invariante  sed~ten Grades': 

(2) ,/6 = t + 2 O r ,  -2-, . 8 0 ~ . . _  

= ro ~ - 20 ~ . z  Y,~ + ~ o  ro~ Y, r ~ Z ,  + 8o z r,~ r a  
- 8 s Y , ~  

. . . . .  ebae: t~vaa, i a n ~ ,  ce/mten--Gr-a4es : -  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  . -,.- . . . . . . . . . . .  

( ~ )  J , , -  .~, (r  ~ ! . +  e r  2 ~ v ,  - 2 % -  ~ G ) .  

-- 2 2: Y,' Y, Y~ Y, + 2 Z Y,' Y. .f Y~ Y, 

= - -  a2 Iio ~ -+- (9a~ - -  a,a~) Y o-+ ~ [_Yo~..=at_Yd~.-(-6a~-2a, ~] 
+ ~ V ~ r o ' ;  . .  

. . . . .  eine-I~,aria~te ~6tflen, G~de.~:--~ . . . . . . . . . . . .  " . . . . . . . . . . . . .  ~ . . . . .  

- -  2C6W , - -  4 C , :  -+- 4C6 2) 

= 3 yo ~ Y, G Y~ Y, + 5.~o~z Y, ~ I723 - 33 Yo~Zy,,  z_~ Y~ y, 
+ 243 Y . ~ t Z ? _ Z ~  Y 2 _ ~ _ = - . _ . . ~ _ d ~ L ~ G  ~ 

- -  10~ yo~Zy,~ Ya I733 + 3 0 . y g x ~ , ~  y~ r~ y~ 

: . . . . . . . . . . . . .  ..--..az Y j X ~  +. . ta  z r , ~  re . - . ~ :  Y,o t:,3 r~ . . . . . . . . . . . . . . .  

. . . . . . . . . .  ~--  5-a~ Yo~+-(99~i-~.a~a2) Y~-~-2t6.a, ""36aia~~24a~*'""4at,~a., 
+ '~ ,  [3 Y :  - 33~, ro ~. + (lSa~ 4 3 o a , ~ ) r : ]  - - 

+ V . ~  [24.3 to,  - 108% ~-o]; - 

_') D.ies.klbe-,- welebe ans-be~i~'w 4~,- G l~hg (-14)'.begegn.et~.--- ~-n~r V-a, 
ist "natfirlich Yt ]r, Y3 Y4 zu verst~hen. 
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eir, e Invariante achtzehnten Grades: 

(5) Jls 1 (72t~VtV 2 .~_ 9uq):vd, + 9u2(Pt _~ 288C6,/3 =- -~y  

q-- 4(I)~(~3 - -  18tt 3 - -  42u20Pvdl - -  20u3t - -  18C~t"/, 

- -  18C~aP~-u + 84C12t - -  72u6P• q- 162u+"/1 
- -  240C6"f~/2 q- 12 C6u2(~--6C62t-~-24v/1C12--36u~a 

- 6 G t ~ -  1 8 Q u 3 - 1 2  G ~ v , - 4 c ' , ~  + 6 G  v , ~ -  2 G 3) 
~-- 3 ro '~ I7, 2 Ir~ 2 Y32 Y42 - -  4 ro92~y~ 3 I72 s Y33 ~- 12 YoS2~Y~ 4 Y24 Y3 lr4 

- 36 ro7Zr,~ r~2 r d  Yd - r d z  Y, Or~ + ~Oro~Z Y,~Y.,~rd 
~- 96 ro 6 y 3  y23 I(33 y 3 _  12 ro 5 2~ y 7  Y2' Y3 Y4 
- - 9 0  I7o ~ 2~ i74 y24 1734 Ya -{- 27 ro 4 23 y s y22 Y32 y 2  

+ l O S r o ' Z r / r ? r d r ~ + 2 r o ~ r / r ~ ~  
@4 Yo32~ y 6  y26 r 3 _  168 ro 3 2:Y~ 6 Y23 Y33 1743 

-}-6 Yo2Z Y, '~ Y: '  ra Y4--  24 yo2 2~ r ,  7 y 7  ra y ,  

+ a2 ro 2 z L  7 G ~ Yd Y, +3~5 ro 2 Y~, y~ y ~  Y2 
"4-12 Yo2~r, '~ Y2 ~ Y3~,Y~ ~ q- 18 YoZY~ s Y2 ~ Y3 ~ Y4 ~ 

+ 2 z  r,9 Y d -  ~ ~ r d  r~o r d - s  ~Y~ ~ r ~  r d  Y,~ 
+ 6 ~ r, o Y~ Yd + S ~ r~ r?  r d  Y2 

= 4a  3 Yo ~ q- (54a a -~- 12a~ a~--a~ 2) Yo 6 @( 16 2 a~ a 4 - -  18a.~a~ 

q-- 12 a, ~" a3--2 a~ a2 ~) Yo 3 + (27 a3 ~ - -  18 a~ a2 a 3 n t- 4a,  s a 3 

q- 4a2S--a~ 2 a22) 

q- V ~  [ 12 a~ I7o s -~ (54 a a -[- 12 a~ a~) I7o ~-[- (243 a4 -J~ 54 a~ a s 

- -  36 a2~-+- 6 a,2 a2) I7o ~] 

q- v a ~  [3 ro ,~ + 3 6 a ,  I717 q- (54 a2 q- 27 a, 2) I7o 4 

-}-(45a~ Jr  18 a~ a 2 - -  12 a~ a) I7o]. 

Die bier aufgeftihrten ,Ilo, J~e, J'Is sind vor andern Invarianten 
desselben Grades, die sich yon ihnen um Verbindungen der niedrigeren 
Invarian~en un~erscheiden, dadurch ausgezeichne~, dass sie an tier SteIle: 

r , = o ,  r ~ = o ,  r ~ = o ,  Y , = O  

and also in siimmthchen Hauptpunkten I. Art (w 40) yon m5glichst 
hoher Ordnung Null werden. 

Ausser den aufgeffihrten Invariant~n gerad~m Grades besi~zt unsere 
Gruppe noch eine Invariante ungeraden~ ngmlich fiinfundvierzigsten 

Grades: das Product der 45 Lineafformen (w 42, (6), (7)), welche gleich 

Nhll gesetzt Hau~triiume I I .  Art  darsielleu. 

Mathematische Ama,~len. XXXVIII.  14 
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w  

Die Functionaldetermi~ante der ffinf Invarianten geraden Grades. 

Ffir den in w 50 zu ffihrenden Beweis der Volls~ndigkeit unseres 
Formensystems" ist es nothwendig zu zeigen, dass die 5 _Formen 
J4, Js, J~o, J12, Jls yon einander unabhgngige Functionen der :Y 
sind, m. a. W. dass ihre Functionaldeterminante nicht identisch l~ull 
is~. Das aber wird bewiesen sein~ sobald wir ein specielles Werth- 
system der Y anzugeben im Stande sind~ ffir welches sie einen yon 
Null verschiedenen Werth besi~zt. Zu diesem Zwecke setzen wir (mit 
der bekannten Bezeichnungsweise der Func~ionaldeterminanten): 

,o y,  y ,  ya y 4 ) ~ - (  J4 J6 Js ) . (  as a, a3 a4 (1) 
Yoal a2 a3 a4 Y1 Y2 Y3 Y4/  

und berechnen die beiden-Factoren rechts f'dr: 

Yo=0, a l - -0 ,  a2=0. 
Der erste Factor wird dabei: 

(2) 

2 
0 0 0 0 16a 4 

0 0 96 0 0 

0 0 0 

0 --  36a 3 0 0 216 

45 a3 ~ 0 0 54 a a 0 

2 

212 3S a33 a 4-  ~-. 

Der zweite Factor wird gleich dem Product aus 34a4 ~" in das Differenzen- 
product der y3; das letztere abet reducirt sich fiir a l=0~  a2---0 aaf: 

(3) 4 f256a43 -- 27 a34, 

sodass wit schliesslich erhalten: 

Unsere Functiona~minante reducirt sich fiir Yo ~-" O, a 1 ~--O, 
a2 0 au f  : 

(4) 21~ 312 aa a ~/256aa a - -  27 a3 4, 

ist also sicher nicht identisch l~ull. 
Isl aber das erst bewiesen, so kann man~ wie folg~, weiter schliessen: 

Wegen des zwei~en Factors in (1) ist die Functionaldeterminante 
dutch Y1 - -  Y2 theilbar; wegen ihrer invarianten Natur muss sie also 
durch ~5 theilbar sein; da sie aber seIbst yore 45. Grad ist, kann 
sie sich yon ~'~5 nut dutch einen rein numerischen Factor unterscheid~. 
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w 49. 

Eine besondero Invariante 40. Grades. 

Das Product der 40 Lineafformen (w 40, (4), (5), (6)), welche ~--0 
gesetzt Hauptr~ume I. Art darstellen, is~ ebenfalls eine Invariante 
unserer Gruppe. Wir wollen dieselbe mit ~'40 bezeichnen und ihre 
Beziehungen zu den Formen des w 47 untersuchen. Zu diesem Zwecke 
verschaffen wit uns eine gauze Function yon J4, JG, J~o, Jl: ,  J~s, 
welche dutch Yo theilbar ist; vermSge ihrer Invarianteneigenschaft 
muss sie dann dutch 2'40 theilbar sein, und es wird sich herausstellen, 
dass sie sich yon 2'40 nut dutch einen Zahlenfactor unterscheideL 

Diese Rechnung gestahet sich nun folgendermassen- Fiir Yo ~ 0 
reduciren sich unsere Invarianten J~ auf gewisse Terme~ die wit fiir den 
Augenblick ihre ,,Leitglieder" nennen und mit Z~ bezeichnen wollen. 
Da diese 5 GrSssen Z nur yon den 4 GrSssen a abh~ngen, so muss 
zwischen ihnen eine Relation bestehen, welche auf folgendem Wege 
durch Elimination der a erhalten werden kann. Wir eliminiren zu- 
niichst aa, indem wir: 

(1) L s ,  2~L,o - -  3a:  - -  al 2, L, 
(2) L~-~-  29L12 ~ L4 :~ ----- 2u(  - 9ata~ + 6a22 - -  at:a2) 

einfiihren. Hierauf besfimmen wir die yon L s" freien Glieder des 
Resultats*), indem wir fiberall 3a 2 dutch at ~ ersetzen; dadurch re- 
ducirt sich: 
(3) L 6 auf M6 ~" 24al 2, 

, 1 a14) ' (4) L12 auf MI~ ~- 211( ~ 9ata  3 --{- 

1 
(5) Lls auf Mjs---~ 27aa ~ -  2ataaa + ~ a16. 

Zwischen diesen Formen M besteht die Relation 

- 2 M l s  = o ,  

daraus folgt, dass L~'~ z - -219LsLls  dutch L s' theilbar sein muss. In 
der That finder man: 

(7) L1'22 --  219LsLls = 224L((at3a.~ + 9ata2a 3 -- a 2 3 ~  27a32) 
2:4 L 8' L~'~. 

Die hierdurch definir~ Function Lz's wird fiir at z--- 3a~ m i t -  Z~s 
identisch; daraus folgt dass L~ + Lts dutch Le" ~eilbar sein muss. 
So fortschliessend finder man: 

2ta 2~t '3  f " 22t '4 
(8) Lt22 - -  2 ta L s Z l s  = - -  2 24 L6'  Lls-1 (- - -~ Lr  2.L1,2 - -  ~ L  e ~s-- l-  V "Le " 

*) Diese ~erden uns otmehin spi~te~ be~ondera.iaCeressiren, vgl. w 57 & E, 

14" 
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Aus dieser Gleichung ergiebt sich die gesuchte t~dation zwischen den 
Leitgliedern L ,  wenn wir ffir L s' und LI'~ ihre Werthe setzen und mit 
/,44 multipliciren, in folgender Form: 

(9) L44[ (29Lj2-  L43)2 - -  2~gL6L,s] -~- 3 .  '227L43L~oLls 

- -  3 .2~gL42L~(29L~2 - -  L43) -~- 2 a ~  - -  3 .  2 3 6 L ~  0 
oder: 
(lo) [L/(~9 L I ~ -  L 2 ) -  3 -  ~'~L~] ~ 

- -  219[ZaL6 --  3 .2SLlo]  [ L 4 3 L l s -  211L1~]-~ O. 

Setzen wir hier in dem auf der linken Seite stehenden Aggregat start 
der L wieder die J ,  so wird der entstehende Ausdruck durch 17o, also 
wegen seiner Invariantennatur durch ~'4o theilbar sein mtissen. Da er 
aber selbst yore Grade 40 in den Y ist, so kann er" sich yon 2'4o nur 
um einen numerischen Factor unterscheiden; diesen bestimm~ man 
sofort aus dem (rechts nur in Ja l~ vorkommenden) Glied mit 17o 4~ 
So erh~i!t man*):  
(11) 33a~-'ao ~-- [ J 4 2 ( 2 9 J l ~ -  J43) - -  3-2~S4o2] 2 

_ 2~9 []~j~ _ 3.2~J~o] [ J / J , s  - -  2~J~]- 

w 50. 

Beweis der Vollst~ndigkeit des Formensystems. 

Nach den in den beiden letzten Paragraphen getroffenen Vor- 
bereitungen kann nunmehr der Beweis fiir die Vollst~indigkeit unseres 
Formensystems ganz ebenso geffihrt werden, wie ihn Herr M as c h k e**) 
ffir das Formensystem der z geffihr~ hat. Denn zun~chst folgt aus 
dem Ergebniss yon ,w 48, dass fiir hinl~inglich allgemeine Wer~he 
a~ b, c, d, e das Gleichungssystem: 

(1) J ,  f a , J 6 - ~ b ,  Jl  o = C , J12 --- d , J ,  s ~ e 

weder zusammenfallende LSsungen besitzen kann, noch unendlich viele. 
Ferner kann wie folg~ bewiesen werden, dass dieses Gleichungssystem 
auch nicht dutch unendlich grosse Werthe der Y befriedigt werden 
kann: Angenommen, das sei mSglich, so mtisste es auch m5glich sein, 
das Gleichungssystem: 

(2) J 4 ~ - o ,  J 6 - - o ,  J,o-O, J,~=o, J,~--o 
dutch Werthe der I7 zu befriedigen, welche nicht s~immtlich 0 sind. 
Abet fiir ein Werthsystem der Y, welches den Gleichungen (2) ge- 
ntigt, ist wegen Glchg. (11) des w 49 auch: 

*) Im Auszug in den GStt. l~achrichten ist Glchg. (8) dement~prechend zu 
cOrr-igiren. 

**) Dieser Ann. Bd. 33, p. 340 if. 
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(3) F,o - o ,  
also muss ftir ein solches Werthsystem auch mindestens einer der 40 
Factoren yon ~4o verschwinden. Ohne Beeiutr~chtigung der All- 
gemeinheit kSnnen wir annehmen, dieser verschwindende Factor sei Yo- 
Aber wenn Yo ~--0 ist, kann ,74 nicht 0 sein, wenn nicht zugleich 
eines der 4 andern Y Null ist. Sei e~wa neben Yo---0 noch Y I ~  0, 
so wird auch Jlo "= 0, w~ihrend die 3 andern Gleichungen (2) sich auf: 

(4) co---o, o+3- o+o, +2o1+=o 
redueiren. Diese aber lassen*) keine anderen LSsungen zu als: 

(5) r~----o,  r 3 = o ,  I 7 4 = 0 .  

Es kSnnen also die Gleichungen (2) nicht dutch yon 0 verschiedene 
und fo]glich die Gleichungen (1) nicht durch unendlich grosse Werthe 
der Y befriedigt werden. Halten wir dieses Resultat mit dem zu 
Beginn des Paragraphen ausgesprochenen zusammen, so ergiebt sich: 

Das Gleiehungssystem (1) besitzt fiir allgemeine Werthe der a, b, c, d, e: 

(4) 4 . 6 .  1 0 . 1 2 . 1 8  ~ 51840 

endliche und yon einander verschiedene L6sungen. 
Von diesen LSsungen gehen dutch die SubstituCionen unserer 

Gruppe G 25920 aus einer yon ihnen hervor; die iibrigen 25920 er- 
h~ilt man ads diesen durch Anwendung der Substitution: 

(5) Zo'=--ro, Y,'=-- Y~, 22"-~-- Y2, Y3"------- Y3, Y4"=-- Y4, 
welche unserer Gruppe G nieht angehDrt, abet J4, Js, J10~ J12, "/Is 
ungeKndert l~ss~. Hieraus folg% nach dem yon Herrn Klein an- 
gegebenen, yon Herrn Maschke a. a. O. mitgetheilten Schlussver- 
fahren: 

Jede rationale Invariante geraden Grades unserer Gr i l l e  G i s t  
eine rationale 2'unction yon J+, J6, Jlo, J12, Jls, jede rationale In- 
variante ungeraden Grades das l~roduct einer so,chert 17unction in eine 
bestimmte Invariante ungeraden Grades - -  z. ~.  die w 47 a. E. er- 
w~hnte J+5. 

Beachtet man ferner, dass die siimmflichen J als rationale Panc- 
tionen yon unabh~ngig ver'~iaderlichen GrSssen --~ eben den Y -  
dargestellt sind, und dass, wie oben gezeig~, endlichen Werthen der 
J immer n~r endliche Werthe tier Y ent~prechen, so kann man neben 
den letz%en Satz noch den folgenden s~ellen: 

Jede rationale gan~e Invariante geraden Grades unserer Grup~ 
G ist eine rationale ganze Function yon J4, ,Is, glo, gl~, JJs, jede 

*) Vgl. Masehke, a~ a. O. p. 340 unten. 
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rationale gan~e Invariante ungeraden Grades das Product einer solchen 
l~unction in J4s. 

Insbesondere folgt, dass das Quadrat yon J4~ eine gauze Function: 

(6) J4~----G(J4, J~, J,o, J,~, J,s) 
yon r J~, J~0, J,~, ~ s  sein muss. 

XI. Abschnitk 

Das Problem der 1 r und seine Resolventen*). 

w 51. 

Einleitende ErSrteraugen. 

Bereits in w 50 war gelegentlich yon der Aufgabe die Rede, die 
Wer~he der 1 r zu berechnen, wenn die Werthe der Invarianten: 

(1) J 4 - a ,  J o - b ,  J,o---e, 
gegeben sind. Ist ausserdem noch: 

(2) J ~  = f 
gegeben - -  natiirlich in Uebereinstimmung mit der Relation (6) }les 
w 50 -- so besteht das ,Formenproblem der Y "  eben in der Aufgabe, 
die Y aus den Gleichungen (1)und (2) zu berechnen. Mit eliesem 
Problem wollen wit uns nunmehr beschiiftigen. 

Wir fragen zuniichst nach der Anzahl der L6sungen, welche dieses 
Problem besitzen mag; dabei betrachten wir natfirlich die rechten Seitea 
yon (1), (2) als unbestimmte, nur dutch die erw~ihnte Relation ver- 
bundene GrSssen. Dann folgt aus den Entwicklungen yon w 50: 

1)as ~roblem der Y besit~t 25920 L6sungen. Sie gehen s~immtlich 
aus einer yon ihnen hervor dutch Anwendung der 25920 linearen Sub- 
stitutionen der im vorigen Abschnitt discutirten Gr~/t~ G. 

Es reprfisentirt also diese Gruppe die ]lo~odromie2ruppe unseres 
Problems in Bezug auf a, b, c, d, e, f als Parameter. Die in unsern 
Formeln (w 39, (4)) auf~retende dr/tte Einheitswurzel ~**) ist dabei als 

*) Fiir diesen g~zen  Abschnitt~ sind die Begriffsbildungen und Me~hoden 
massgebend, welche Herr F. K le in  in seinen ,,VoHes~gen iiber das ~osaedec 
und die Auf~6sung get GZ6eh~ngen f~inften Grades" (Leipzig', Teabner, 1884) 
niedergeleg~ ha~. Insbesondere vgl. man dor~ das IV. Cap. des L, sowie das II. 
und HI. Cap. des II. Abschnitts; ferner, was die Wei~rffihrung dieser Ideen 
be%rifft, den Aufsatz: Zur Theo~e dec aJtgen~ine~ Gleichunge~ 6. ~ 7. Grades 
in Bd. 28 dieser Ann., p. 499 if. (1886). 

**) iV3 bedarf als dem Ra~ionalit~abereich yea e angeh~rig keiner be- 
sonderen Erw~.uung. 
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adjungirt vorausgesetzt; sehen wir yon dieser Adjunction ab, fragen 
also nach der arithmetz:schen Gruppe des Problems~ so haben w~r es 
mit 51840 Opera~ionen zu thun. Es ist ~ibrigens dies e ffir unser 
Problem eine ,,nat[irliche" Irrat~onalitR~. 

An die ~E/n[ach/~/t der Monodromiegruppe G, auf die berei~s 
w 39 a. E. hingewiesen ist, sei bier abermals erinner~ 

w 
Das 61eichungssystem tier Y; Reduction des Formenproblsms auf dasselbe. 

Wir kSnnen uns die Bes~immung der I r in der Weise vorgenommen 
denken, (lass zunRchst aus den Gleichungen: 

(1) J 4 J .  = ~ '  s ~  = ~ '  j ,8- = 7 ,  j--r  --- 

(die sich noch in mannigfacher Weise dutch andere ersetzen liessen) 
die F'erh~iltnisse der Y bestimm~ werden. Diese Aufgabe hat 25920 
LSsungen, denn die vier R~iume: 

schneidea sich in: 
10 .12  �9 12- 18 = 25920 

Punk~en. Aus den L5sungen dieses Gldvhungssys~zs m~issen*) sich 
nun die LSsungen des urspr'tinglich vorgelegten Forment~'obl~ms --  
die Werthe der Y s e l b s t -  ratiwnal erhalten lassen, da die homogene 
Substitutionsgruppe der Y mi~ der zugehSrigen Collineationsgruppe 
holoedrisch isomorph is~ (vgl. {} 38). Diese Bes~immung wird er- 
mSglicht, wenn wir noch die Form J45 mi~ heranziehe,: mit ihrer 
Hilfe kSnnen wir gebrochene Invarianten bilden, welche in den Y 
yore ersten Grad sind, z.B. die folgende: 

Is~ dann ausser a, ~, 7, ~ noch der Werth yon ~ gegeben, so kSnnen 
wir die 1 r selbs~ folgendermassen berechnen: 

Sei eine LSsang des Gleichungssyste~ns in der Form bekann~: 

(5) t o :  y~:  r~:  r~:  r , =  ~ o : ~  : ~ : ~ : ~ , ,  
so wird die entsprechende LSsung des Formenproblems sein: 

(6) r0 = Q~,, r~ = ~ ,  r~ = ~ ,  r~ = Q~,  r 4  - - -  ~ ,  

wo nut der Factor ~ noch zu best-hnmen is~. F~r diesen aber er- 
halten wit aus (4): 

(7) e = ~- s,~(~> " 

*) Vgl. Ikosaeder, p, 12A, 220. 
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Die bei dieser AuflSsung benutzten GrSssen a, ~, 7, ~, ~, ~ sind 
definir~ als rationale Functionen der J ;  umgekehrt sind abet auch die 
J rational durch jene GrSssen ausdriickbar; wie man unter Benutzung 
der Relation (6) des w 50 erkennt*). 

w 53. 

Resolvent6n des Problems der Yo 

Die AuflSsung eines Gleichungssysterns galt frfiher woh! als eine 
wesenflich zusammengesetztere Aufgabe, als die Aufl5sung einer einzdnen 
Gleichung. Dem entsprechend pflegte man die Untersuchung eines vor. 
gelegten Gleichungssystems damit zu beginnen, dass man aus demseIben 
dutch Eliminationsprocesse eine geeignet scheinende Einzelresolvente 
heraussch~lte; an diese batten dann die weiteren Entwicklungen an- 
zukntipfen. Man war sich zwar dariiber klar, dass man auch anders 
vorgehen kSnne; aber man hielt dieses u fiir das im Allge- 
meinen zweckm~ssigs~e**). In den letzten Jahrzehnten hat sich diese 
Auffassung ge~ndert; es ist vielleicht nicht iiberfliissig, das einmal aus- 
driicklich hervorzuheben, wenn damit auch den speciell algebraischen 
Untersuchungen Nahestehenden sicherlich nichts neues gesagt ist***). 
In tier That: diejenigen Fragen, welche gegenw~irtig im Vordergrund 
des Interesses stehen: gruppentheoretische Natur der Probleme, Re- 
duction yon Problemen mit isomorphen Gruppen auf einander, bezw. 
auf typische Fundamen~lirrationalit~ten, Beziehung zu transcendenten 
F u n c t i o n e n -  alle diese lassen sich fiir ein vorgelegbes Gleichungs. 
system direct angreifen, ohne dass man dasselbe erst dutch eine 
Einzelresolven~ zu ersetzen brauchte.t) Man wird vielmehrtt) ,,zu- 
n~ichst untersuchen, mi~ welcher kleinsten Variabelnzahl man eine 
Gruppe homogener linearer Substitutionen construiren kann, die mit 
der Gruppe des vorgelegten Problems isomorph ist; dann wird man 
das Formenproblem oder Gleichungssystem aufs~ellen, welches zu 
dieser Gruppe gehSrt, und nun versuchen, jenes Problem auf dieses 
zu reduciren ~'. Is~ diese kleinste Variabelnzahl zwei, so ffihr~ dieses 
Princip in der Tha~ auf Einzelresolventen; ist sie grSsser, so wird 
man wohl zu ,,resoIvirenden Gleichungssystemen" geffihr~, hat aber 

*) Vgl. Ikosaeder, p. 220, Glchgen. (20), (21). 
**) Man vgl. die in dieser Hinsicht charak~eris/~schen Bemerkungen in Serret 's  

Handbuch tier Algebra, art. 64 a. E. 
***) VgL e~wa Kronecker,  Mona~sber. der Berliner Acad. 1861, p. 609 und 

Klein,  Ikosaeder p. 86, p. 95. 
t) Wie s~eh~ es in dieser Hinsicht mit der Absonderung der Wurzeln und 

ihrer nr~herungsweisen Berectmung bei Problemen mit numerischen Daten? 
j-~) Klein, Ikosaeder p. 220; vgl. auch die dor~ citir~en frfiheren Arbeiten 

desselben, ~m.en~h Bd. 15 dieser Ann., p. 257 (1879). 
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keine Veranlassung, die Betrachtung einer einzelnen resolvirenden 
Function und tier Resolventengleichung, tier sie genii~o~, in den Mittel- 
punkt der Untersuchung zu stellen. Wenn im Folgenden gleichwohl 
einige Resolventen des Problems der Y herangezogen werden, so ge- 
schieht dies nur, um an frfihere Arbeiten Anschluss zu gewinnen; eine 
weitergehende Bedeutung sell denselben dami~ nicht zugesprochen werden. 

Die explicite Aufstellung der Gleichung, welcher eine bestimmte 
resolvirende Function genfigt, wird im Al]gemeinen ziem]Jch ausge- 
dehnte Rechnungen verlangen. Noch verh~ItnissmRssig am wenigsten 
wird das der Fall sein, wenn einmal die Anzahl der Werthe~ welche 
die Resolventenfnnc~ion bei den Opera~ionen der Gruppe annimmt, 
(der Index der zugehSrigen Untergruppe) mSglichst klein ist, und 
wenn zugleich der Grad der l~unction in den Y mSglichst niedrig ist; 
wir mSgen etwa das Product beider Werthe als ann~iherndes Mass der 
zu erwartenden Weitl~ufigkeiten betrachten. Sehen wit ~u, wie sich 
in dieser Beziehung bei unserm Problem der Y die Verh~Itnisse 
gestalten. 

Die Untergruppe yon niedrigstem Index, welche uns begegne~ ist, 
war die Gruppe L des w 43, yore Index 27. Dieselbe besass eine 
Invariante 4. Grades, yon der sich abet herausstellte, dass sie zugleich 
Invariante der Hauptgruppe, also ffir unsere jet2.igen Zwecke nicht 
geeigne~ ist. Die niichst hShere Invariante yon L war das Product 
~a~d/s~/~, veto Grade 5; die Coefficienten der Resolventengleichung, 
welcher dasselbe gentigt, steigen also bis zum Grade 135 in den Y 
an. Ferner hatten wir die Gruppe 2~/ des w 44 veto Index 36, und 
die Gruppe Go des w 40, veto Index 40, jede mit einer u-bsoluten 
Invariante 2. Grades; die Coeflicienten der zugehSrigen Gleichungen 
steigen also bis zum Grade 72, bezw. 80. Ueber die beiden letzten 
Resolventen mSgen dementsprechend noch einige Angaben gemaeht 
werden; doch sei nicht unerw~ihnt gelassen, dass die vorher genannte 
Resolvente 27. Grades vor ihnen sich dadurch auszeichnet, dass unter 
ihren Coefficienten auch J4s vorkommt~ was bei ~enen nicht; der Fall ist. 

w 

Die Resolvente 36. Grades der q. 

Yon den Wurzeln q unserer Resolvente 36. Grades gehen 

(vgl. ~ 44, Gichg. (8)) 9 aus 

(1) Yo= "~" 4~  Y, Y2 + 4~s* I73 I74 '~ 
dadarch hervor, dass man Iz~, Y2, Ya, ~ un~r sich vert~usch~ und 
f/it Z jedesmal 0, 1, 2 seize, die 27 andern aus: 

1 ('2) - y ( yo2 -[- 4 Yo X -F 4 x y,2 - 4 r ,  



218 ~ C H  BU~K~.~m~. 

dadureh, dass man 

y,, Y3, r, ,  
durch # r t ,  #' lr2, ~- Ir3, ~-.~-t+-, ra 

ersetzt und nun ~, ~, v unabh~ngig yon einander die Werflle 0, 1, 2 
durchlaufen l~issL In den symme~rischen Func~ionen dieser Gr5ssen 
fallen dann alle diejenigen Glieder weg, welche yon ,~, ~ v abh~ngen; 
es bleiben also nur diejenigen Glieder fibrig, in welchen nach Heraus- 
nahme einer geeigneten Po~enz des Products 171 Y2 Y3 Y+ alle Expo- 
nenten yon YI,  Y2, Y, ,  Y4 dutch 3 theilbar sind. Die iibrigen 
Glieder braucht man nicht zu berechnen. Es miissen dann diese 
symmetrischen Func~ionen ganze Functionen yon ,3"4, Jo, Jlo, J12, Jls 
sein (w 50)t sich also aus denjenigen Verbindungen dieser GrSssen, 
welche den en~sprechenden Grad in den 1 r haben, mir Hilfe rein 
numeHscher Coefficienten linear zusammensetzen. So finde~ man zu- 
niichst ftir die Potenzsummen: 

(4) 

I q  ---- O, 

l ~  ~ = 12J+, 

Z q 3 = 8,7o, 
l q  4 ~8 

= S-J+ 2, 
zq = 80 1600 j~0  

3 

und hieraus mit Hilfe der Newton'szhen Formeln folgende Gestall der 
Anfangsterme der q- Gleichung : 

128 320 t 

w 55. 

Die Resolvente 40. 6rades der Yo 2. 

in ganz ~i,hnlicher Weise berechnen sich die Anfangsterme der- 
jenigen Resolvente, deren eine Wurzel Yo 2 is t  Von den 39 iibrigen 
Wurzeln haben 12 die Form: 

o> - , 

die 27 andern die Form 

(2) 
(flit a ~ 1 , 2 , 3 ,  4; X, ~ , v ~ - - 0 ,  1 ,2 ) .  Fiir die Wurzelsummen 
ergieb~ sich bier:*) 

l 
++ *} Die Summenzeichen sind wie in w 47 zu verstehen. 
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(3) ZYo 2 ---- 0; 
(4) 3 Z Y o" ~- 8 Yo4 -}- 64 Yo Z Y~S -}- 384 Y, Y~ Y3 Y, 

= 8 J 4 ;  
(5) 27ZYo 6 = 16yo6--320YoZY~ 3 -  1282Y~ 6 + 12802y, sy23 

+ 5760ZYo~Y,Y~Y~Y4 

= 16jo; 
(6) 243ZYo s = 280Yo s n u 4480YoSZY, 3 -t- 26880Y04Yt Y2Y3 Y, 

-~- 17920 Yo2 Z Y~ 6 -{- 35840 Yo2 Z Y13 Y23 
-~- 215040 Yo2YY 1" Y~ Y3 Y4-{- 645120 YI 2 y 2  y32 y42 

= 280 J42; 

2080 Yo 1~ - -  23 �9 3120 YoTZYi 3 
-{- 2 ~ . 5040 Yo 6 Y~ Y2YsY4 -- 26. 5460 Zo' ZY, 6 
-at- 26"4200 Yo' ZY~ 3 Y2 s-27"25200 A 3 Z Y, 4 Y~ Ys Y4 
-{- 2 s �9 113400 17o 2 y2 y2 y~ y,2 __ 29.260 yozzo 

+ 2 o �9 s~o Zo zy,6 y? + m.168oo Zo zz,~ Y? z? 

-}- 2~o. 720 Z y,7 y2 y3 Y 4 n u 2*o . 6300 Z Y,' Y2' Y3 Y4 

= 2080 J , ]6  + 768000 j,o; 
(8) 19683 $Yo '2 = 20008 Yoa2nu144320YogZY~S-~ 190080 Yo s Y~Y~Y3Y~ 

Jr. 4849152 Yo6 Z Y, 6 ~- 1182720 Yo6 Zr~ 3 Y23 

~- 21288960 Yoz X r, ' r2 Y.~ r4 n u . . . 
__~ 14760,/4 s -}- 5248 J62 -- 1904640 J ,  2. 

(Die Ausdriicke ffir 2~Yo ~, ZYo 6, ZYob ZYo ~~ geben zugleich eine 
Controle der Richtigkeit der in w 47 ffir J~, J~, '/lo angegebenen 
Werthe. Fiir Jn,  J~s wfirde die Bereehnung auf diesem Wege nich~ 
zu empfehlen sein, da man diese Invarianten dabei mi% unbequem 
grossen Zahlencoefficienten multiplicir% erhalten wiirde, wie schon 
Formel (8) erkennen l~st). 

Aus diesen Werthen der Potenzsummen der Wurzeln ergeben sich 
die An[angsglieder unserer Gleichung in folgender Gestalt: 

(9) Yo s~ ~: Yo 76 ~6 Y07~ *46 :Y072 --~J, 8~ J6 + ~-~- J? 

(160J,  J 6 -  153600J, o) ro 7~ ~" 2187 
1 -]- 59049' ( -  8028J~a-- 1472J~2 + 952320J,~) Yo 6s 

+ . . . ~ 0 .  
Was das absolute Glied unserer Gleichung betriffr so ist dasselbe, 

wie aus den Er'6rterungen yon w 49 hervorgeht, gleich de~ Quadra~ 
der dort in Glchg. (11) angegebenen ~orm ~ '~o ' -  

(7) 2187 Z:Yo ' ~  
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Es bleibt noch die Frage iibrig, ob die vollsfi4ndige LSsung einer 
der Resolventen dieses oder des vorhergehenden Paragraphen eine mil 
der L5sung ,des Problems der Y" vollkommen ~iquivalente Aufgabe 
ist oder nicht. In dieser Beziehung erkennt man ohne Schwierigkeit 
folgendes: Ist das Problem der Y vorgelegt und hat man dasselbe 
durch eine der genannten Resolventen ersetzt, so kann man nach 
LSsung der letzteren auch die einzelnen Y rational bestimmen~ indem 
man zuni~chst die Verh~ltnisse der Y als rationale Functionen der 
Wurzeln der Resolvente und aus diesen die Y selbst wie in w 52 
finder. Gehen wir aber yon der Gleichung der y2 oder der q als ge- 
geben aus, so kSnnen diese erst dann auf das ProbIem der Y~ zuriick- 
geftihrt werden, wenn man noch J45, d .h.  die Quadratwurzel aus einer 
bestimmten Funtion ihrer Coefficienten, adjungirt*). Diese Adjunction 
muss also v()rgenommen werden, wenn die beiden Aufgaben als voll- 
kommen ~quivalent angesehen werden sollen. Bei der in w 53 a. E. 
erw~ihnten Resolvente 27. Grades ist das anders: dort bratlch~ J45 
nicht ers~ adjungirt zu werden, da es unter ihren Coefficienten bereits 
vorkommt**). 

XII. Abschnitt. 

Beziehungen zur Multiplicatorgleichung. 

w 56. 

Allgemeine Erl~iuterungen. 

In den 3 letzten Abschnitten sind die Y als unabh~ingige Ver- 
i~nderliche betrachte~ und als solche den linearen Substitutionen des w 37 
unterworfen worden. Wit  kehren jetzt zur urspriinglichen Auffassung 
zuriick, indem wir die Y wieder als Functionen der v, v, P1:, ihre 
Substitutionen als durch lineare Periodentransformationen hervorge- 
bracht ansehen. Auch mSge zuni~chst unter n wieder irgend eine un- 
gerade Primzahl versfanden werden. 

Insbesondere wollen wir, um Anschluss an den I. Theil dieser 
Untersuchungen zu gewinnen, die specielle Voraussetzung: 

(1) vl - = - v 2 = 0  

eintreten lassen. Dabei reducirt sich Yo2- - - Xo~ auf: 

/ (0; 
(2) y02 --- ]/ -=-~ c~(~-1) 

*) Die Sache lieg~ also hier ganz ebenso, wie bei dem ,,Problem der A" 
und der Jacobi'schen Gleichung 6. Grades. (Ikosaeder p. 224). 

**) Vgl. das Verhalten der Eesolvente 5. Grades des Problems der A (Ikosaeder 
p. 226). 
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also yon dem Factor n abgesehen auf eine derjenigen GrSssen, welche 
in I., w 21 ft. als Wurzeln yon Multiplicatorgleichungen betrach~et 
worden sind. Daher muss unsere ,Resolvente der y2 , ,  (w 55) fiir 
v 1 ~ v 2 ~ 0 mit jener Mul~iplicatorgleichung identisch werden; diese 
Uebereinstimmung wollen wit nun noch im Einzelnen nachweisen. 

Zu diesem Zwecke multipliciren wir zuniichst a l l ey  mit dem ge- 
meinsamen l~enner und schreiben: 

1 
8 

(3) (y,~)_~_y~ ~/A~ ..~_c_11~13 3aCavl~.{_~1~, av~.~flv22; nv~l, nv12, nv~2); 

die Invarianten, welche aus diesen (y) ebenso gebildet sind, wie die 
J aus den I r, bezeichnen wir mi~ (/). Yon diesen Invarian~en (0 
gelten dann ganz dieselbefl Entwicklungen, welche in I., w 24- -26  

fiir die Coefficienten der Multiplicatorgleichung fiir ~/~- durehgefiihr~ 
worden sind. Ffihrt man daher wieder die beiden cubischen bin~iren 
Formen r ~p ein~ welche in tier algebraisehen Definition der zur 
Bildung tier X,t~ benutzten (ursprtingliehen) Sigma-, resp. Theta- 
functionen auffreten*), so kann man folgenden Satz aussprechen: 

Jede Invariante (i) ist ein t)roduct aus einer rationalen ganzen 

symmetrischen Invariante yon ~ und ~p in eine ~oten~ yon V-~, deren 
~,xponent ~ m i t  dem Grade a der Invariante in den (y) dutch die 
Congruenz 

a -{- 5 ~ 6 ~ 0  (rood. 8) 

verbunden is t . . t~eim Zusammenriicken der l~Tullstellen yon ~ und ~p 
werden die (i) in der a. a. O. p. 429~ 430 niiher angegebenen Weise 
unendlich klein. 

Es folgt hieraus und aus den Entwicklungen yon (I), dass sich 
1 1 3 

(i4) , (i8) , (ilo) bezw. yon / )3 ,  jBD4 , ~B/) 4 nut je am einen Zahlen- 
factor unterscheiden kSnnen, w~hrend (i12) yon der Form 

1 

1)3 Cal) § + r/ 2) 
sein muss. Ffir (ils) wiirden wir einen analogen Schluss machen kSnnen~ 
wenn in (I) die Entwicklung welt genug durchgefiihrt w~re. 

Za bemerken ist tibrigens, dass die 5 GrSssen (i4) , (i6) , (/to), (i~), 
(ijs) nur yon den 4 unabh~ngigen Ver~inderlichen ~l~ v ~  ~ ,  %~ 
abh-~ingen; es muss also zwischen itmen eine Relation bes~ehen, und 
es geht aus dem eben Gesagten-hervor, dass diese die Form: 

(4) Z(i,) (i~) -1- ~(/~o)~-0 
haben muss. 

*) Vgl. Klein,  d/eser Ann. Bd. 27, p. 437; Grundz. w 24-'27. 
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w 57. 
Reihenentwicklungen der Invarianten. 

Um 'die im vorigen Paragraphen noch unbestimm~ gebliebenen 
numerischen Coefficienten zu bestimmen, bedienen wir uns-der Reihen- 
entwicklungen nach Potenzen yon ~,  q, r ;  die Potenzen yon c//p--~, 
welche tiberall noch beizuftigen w~iren, mSgen dabei wie in (I) als 

erhi~lt zun~chst folgende selbstverstiindlich weggelassen werden. Man 
Entwicklungen der  (y) : 

(Yo) ~ 1 -}- 2(p3 _}_ ra) + . . . ;  
1 

(y~) = ~s { 1 + p -1- r a (q~ -~- ~-~) + . . . } ;  
1 

(1) (y:) ~--- r 3 { 1 -}- r -1- p3 (q~ _{.. q-~) _{. . . . .} ;  

(Ya)---PSr ~ - k P q  3 - k r ~  ~ -klorq 3 + - - . I ;  

( y g ) = p a r 3  . ]_pqa .+ . rqa2 f_p rq  a_}_ . . . .  

(Die durch Punkte angedeuteten Glieder sind in p,  r yon hSherer 
als der dritten, bei (Yo) yon hSherer als der 4. Ordnung). Aus diesen 
W e l ~ e n  erhiilt man fiir die Invarianten die Entwicklungen: 

(i4) ~- 1 -[- 8 (p  -4- r) -{- 24(p 2 -}- r 2) -{- U2/~r -]- 32(p 3 -~- r a) 
+ o(p~r + pr') + 24(v' + r 4) - -  12s@3r + pr~) 

1 9 2 p : r  2 2 r- 8 p r s  z - ] - . . . ;  

(2)(io) - = -  1 - -  20(_~ -]- r) - -  68(1o 2 -1- r ' )  -}- 4802r  - -  96(p a -{- r a) 
- -  4 0 0 ( p 2 r  2 r- ~ r  2) - -  260(p4 -{- r 4) -J- o(par -+- ~ r  3) 
-{- 784~2r 2 - -  2 O p t s  2 z r- . . .; 

(i12) ~-  8 2 r  ~ 32 (p2r  -~- ~ r  ~-) - -  32 (par  -f- p r  3) -{- 768p~r ~ -+- �9 �9 . ; 
(i~s) ~- 6P :r2 -~- " �9 "; 

(hier sind die nut  durch Punkte angedeuteten Glieder yon hSherer als 
der 4. Ordnung in p ,  r u n d  s-~-q-f-q--~).  Fiir (i~o) dagegen findet 
man, dass es keine Glieder yon vierf~r oder niedrigerer Ordnung ent- 
h~ilt; daraus folg~ zuniichst: 

.Die t~e2ation (w 56, (4)), welche zwischen den 5 G.rgssen (y) 

s~ehen muss ,  ist einfach: 

(3) q,o)  ~ -  o. 
Ausserdem abet ergiebt die Vergleichung der Entwicklungen (2) 
den in (I), {} 17 en~altenen die folgenden Gleichungen: 

1 5 1 I 

(4) (~ , ) -  3~D~ (~6) - -  3 ~ D z ;  (~.) = 3 ~ 2 - ~ D  ~- 

be- 

mit 
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Setzt man diese Werthe und ausserdem x f[ir (y0) ~ ~/3 in die Gleichung 
(9) yon w 55 ein, so erh~lt man: 

1 1 3 

x 4~ * - -  108 D u x 38 - -  16 B D u x s7 -]- 3942 D x 36-]- 480 B D u x ~5 
(5) 

-~-/)* ( - -216756 / ) - -  13248JB2n u 90280/~)x3*n u ... -~- 0. 

Die 6 ersten Glieder stimmen hier mit der Schlussgleichung yon I, 
w 28 fiberein, das folgende tritt neu hinzu. Setzt man ferner noch*): 

3 

3 '~  Z/)Z, (6) q ,~)=  2,0 

so erhi~lt man ftir das absolute Glied der x-Gleichung aus w 49, (11) 
den Wert~: 

1 - - (7) 3~ 

was wegen ~B ~ 2 J  2 -  9 / '  mit dem in (I), w 29 angegebenen Werth 
iibereinstimmt**). Damit ist also auch der oben (4) noch fehlende 
Werth yon (ils) bestimmt. 

Dutch di~se ~ntwicklungen sind die l~esultate yon I aufs neu~ 
best~itigt. 

w 58. 
Die Invarianto (in). 

Es bloibt noch iibrig, die Invariante (i45) dutch die Simultan- 
invarianten yon r und ~b auszudrfickefl. Zu diesem Zwecke gehen 
wit davon aus~ class fiir ~11 ~-v22 ( Y l ) -  (Y2), also auch (/45)-~-0 
wird. Aus den Entwicklungen yon Herrn Bolza***) geht abet her- 
vor, dass flit vii ~ �89 die sechs Grundpunkte yon f ~  ~ r  in In- 
volution liegen miissen, und zwar so, dass jedes Paar der Involution 
sowohl yon ~,  als yon ~p einen Grundpunl~ enth~lt. Nun ist die Be- 
dingung hieftir alas Verschwinden einer algernirenden Invariantm sechsten 
Grades; die einzige alternirende Invariante sechsten Grades yon 
und r ist abe~ nach (I), w 12: 

(1) G6 ~- P S  2 - / t  2~2- 

Dieses G~ (zu irgend einer Potenz erhoben) muss also jedenfalls ein 

*) Im Auszug in den G~tt. Nachr. steht f'alschlich 3 ~ staf~ 34. 
**) In (I) w 20, Glchg. (5) ist das Vorzeichen yon D ~  zu ~ndern. 

***) O~ Binary Bextics with Linear Transformations into ~ ~ e s ,  American 
Journ. of Mathem. Bd. 10, p. 47 if. (1887); vgl. insbes, p. 64, 66. (]~in Auszug 
aus dieser Abhandhmg tinder sich in Bd. B0 die,er A n n . ) . -  Die Bezeichnung tier 
Verzweigungspunkte und Quetschnitte ist in (T) dieselbe wie bei Bolza, nut steht 
in (I) ~o ffir B's a~ 
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Factor yon (i45) sein; und aus der Irreducibilit~it dieser letztereu Form 
i m Rationalit~tsbereich der lnvarianten J folgt, dass sie ausserdem nur 
noch Potenzen yon ~ und D zu Factoren haben kann. Mit Riicksich~ 
auf den Satz yon w 56 folgt hieraus, dass (i45) yon der Form sein muss: 

7 

( 2 )  ( i45)  = c .  G 6  o �9 ff+ , 
unter a ,  t6, 7 ganze Zahlen verstanden, die der Gleichung 

(3) 12a -.~ 6fl -~- 87 = 38 
geniigen miissen. Diese Gleichung besitzt zwei LSsungen, die in 
Betracht kommen kSnnten, n:,imlich: 

a ~ l ,  f l ~ - 3 ,  7--~-1 
und: 

a ~ 2 ,  fl----- l, 7 ~  I. 

Von diesen kann aber nur die erste bier statthaben; denn aus der 
zweiten wtirde sich fiir (i45) ein Ausdruck ergeben, dessen Quadrat 
nicht rational und ganz durch (i4) , (i8) , (i12), (i~s) ausdriickbar wiixe, 
wie es doch nach w 50 a. E. sein muss. Es ist also, his auf einen 
numerischen Factor, (i4~) gleich: 

15 

(4) (pS2 __ RZ:~) . ~3. D s .  

Damit seien diese Betrachtungen vortiiufig abgeschlossen ; in einem 
dritten Theil soll noch die Gruppe der Z behandelt0 werden. 

G 5 t t i n g e n,  November 1890. 


