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l]ber eine Ungleichung zwischen den Normen 
von [ ,  1'  u n d  I "  

Mort 

W O L F G A N G  1VIOLLER 

Ziel der folgenden Arbeit ist der 

SATZ. Ist /(X) in a<--x<--b zweimal stetig di/]erenzierbar, so gilt /r }'edes 
e > 0 die Ungleichung 

b b b 

f { f 4s (t) / ' ( x )2dx<e .  / " (x )~dx+K(e)  /(x)=dx mit K(e) - -  {b_~,) ~ + T "  
o, a 

Eine analoge Ungleichung wurde von NIRENBERG in [1 t auch ffir den Fall 
des unendlichen Intervalles bewiesen. Seine Ungleichung ist fiir den Fall des 
endlichen Intervalles schwacher als (t), da in [1] nur hinreichend kleine e > 0 
zugelassen sind und der entsprechende Koeffizient K(e) gr6Ber ausf/*llt. Der 
beste Koeffizient K(e) in (t) ist nicht bekannt. '  HALPERIN und PITT geben 
in [2] allgemeine Ungleichungen an, die (t) enthalten, allerdings wird dabei 
nicht auf die explizite Angabe des K(e) eingegangen. 

Zum Beweis werden zwei elementare Ungleichungen benutzt: 
I. Ist l(x) in 0c <_-- x =< /5 einmal stetig differenzierbar, so gilt mit der Setzung 

I I ' (~ ) ] - -  Min ll,(x) I 
3 

(2) .{lS(x) dx >_ (3 _~)a12 if(x,)'. 
= 

II. I s t / (x)  in =____ x<= 3 zweimal stetig differenzierbar, so gilt mit I l '(. ,)l = 
Min [/'(x)[ und II'(x=)l= Max Ir(x)l 

3 
f 1 (/,(~) _/ ,( ,~))~.  (3) a / " ( x ) ~ d x  >= # - 

= 

Beweis zu I. Mit der Setzung I/(%)] ==Mine]/(x)l folgt aus dem Mittelwert- 
satz 

l ( x ) = / ( x a ) + ( x - - % ) l ' ( ~ ) ,  ~ = x a + O ( x - - % ) ,  0<=0<--<1, 

dab [(x3) und (x--xa)/ '(~) nicht verschiedenes Vorzeichen haben. Daher ist 

l(x)~ __> (x - x~)~l'(~)~ >-_ (x  - x.)~ l'(xl) ~ 
und 

�9 = ~ o; 
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Beweis zu I I .  Nach der Schwarzschen Ungleichung ist 

(/3 - =) f l"(x? dx ~ (x2 -- xl) f t " (x?  dx > l " ( x )  dx = ( t ' (x=)  - -  l ' ( x , ) ) , .  
o; x 1 

Beweis des Satzes. O. B. d. A. setze m a n  a = 0 und b----1. Denn dig Sub- 

s t i tut ion ~ = x - a zeigt ftir alle in den be t rach te ten  In terva l len  zweimal stet ig 
b - - a  

differenzierbaren Funkt ionen  g (~) --= / (x) : 

1 1 1 { A u ~  fg'(e)=de<_<_qfg"(el=d~+~@(e)'~de 
o o o 

(4) b b b 

c~ f /(x)~dx. folgt f 
a a a 

Das In te rva l l  [0, 11 werde in n gleichlange Teile zerlegt. Ftir  jedes Teil intervall  
Ira,/3] gilt 

c / ( x l  , c >  1 o < t/'(x=) V~- 

und daher  

(/3 - ~ )  t ' ( ~ )  '~ -<_ ~( /3  - ~ )  (1 ' (~=)  - 1 ' ( ~1 ) )  = + - 1 (/3 - ~) t '  (x~)* 

f f 12 c f/(x)2dxnach(2)u.(3)" / '(x)=dx< c(/3 -- ~)" l " ( x ? d x +  (~_~V ~ -  

W e g e n / 3 -  ~ = t in  folgt durcti Aufsummieren  tiber alle Teil intervalle 
1 1 1 

f/'(x) = d. < 12n' 2 f/(x)=dx, > 
= C t -  " 

o o o 

Setzf man  c/n== e, so ist 
1 / 1 1 

f /'(x)=dx<= @"(x)=d. + f /(x)=dx 
o o o 

und es b rauch t  nur  noch  gezeigi: zu werden, dab  es zu jedem e > 0 ein n gibt ,  
so d a B n  = e > l  und  

(n2e)2 < 4 + 2 e  ~ _ - - ~  = 

ist, oder 
y 2 e ~ - -  4 y e  + 4 + 2e --  2 y 8  2 

= o  
7 e - - 1  

ftir mindestens  ein y = n  2. Ftir jedes feste e ist das quadrat ische  Po lynom des 
Z~ihlers und dami t  der Bruch ftir beliebig reelles y zwischen den NullsteUen 

Yl = t + - 2 - - - V t  + }  e e und y 2 = l  + 2 ~ + V I +  2~- e e 
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negativ, weil der Fak tor  von 72 posit iv und  

? e - - t > 0  

ist. Es genfigt daher zu zeigen, da0 zwischen den Nullstellen 71, 72 das Quadrat  
einer ganzen Zahl liegt, und dazu reicht bin, dab ]/?-~2 - -  V ~  > l i s t .  Die Null- 

d 
stellen sind v o n d e r  Form x 2 -  x bzw. x * + x mit  x > t. Da ~ y  Vy- monoton  
f/illt, ist 

V y 2 + a - V ~ <  y ~ l + a - V ~  ffir Y l < Y 2 ,  a > 0 .  

Also gilt fiir die Differenz der Wurzeln aus den Nullstellen 

Unter  Beachtung  yon (4) ist damit  der Satz ftir beliebige endliche Intervalle 
bewiesen. 

Die gegebene Beweisfiihrung 1/iBt sich auf die Ungleichung 
b b b 

fi/'(x)[Pdx<=ef[/"(x)lPdx+K(s,p)f]/(x)lPdx t<__p<o~ 
gb a~ a 

ausdehnen. 
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