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Uber eine Ungleichung zwischen den Normen
von f, f und f”

Von
WOLFGANG MULLER

Ziel der folgenden Arbeit ist der

Satz. Ist f(x) n a<x=b 2weimal stetig differenzierbar, so gilt filr jedes
&> 0 die Ungleichung

. b b b
(1) ff'(x)zdxggff"(x)-zdx+K(s)ff(x)2dx mit K(s)z(})—_zj'a2—+i§.

Eine analoge Ungleichung wurde von NIRENBERG in [1] auch fiir den Fall
des unendlichen Intervalles bewiesen. Seine Ungleichung ist fiir den Fall des
endlichen Intervalles schwicher als (1), da in [I] nur hinreichend kleine ¢ > 0
zugelassen sind und der entsprechende Koeffizient K(¢) grofer ausfallt. Der
beste Koeffizient K(g) in (1) ist nicht bekannt.  HALPERIN und PITT geben
in [2] allgemeine Ungleichungen an, die (1) enthalten, allerdings wird dabei
nicht auf die explizite Angabe des K(¢) eingegangen.

Zum Beweils werden zwei elementare Ungleichungen benutzt:

1. Ist f(x) in « < x< 8 einmal stetig differenzierbar, so gilt mit der Setzung
[//(3)] = Min |1'(2)
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8
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II. Ist f(x) in = x< B zweimal stetig differenzierbar, so gilt mit |/'(x,)| =
Min |7 und | (x| = Max, [0

#
6) [1apas= 220 () — 1)

Beweis zu 1. Mit der Setzungi f(xs)| = llﬁgﬁl {(x)] folgt aus dem Mittelwert-

satz aErE
Fx) =f)+ (x —x) F(E), E=x:+0O(x—1x), 0=0=1,
daB f(x;) und (x — x,) f'(£) nicht verschiedenes Vorzeichen haben. Daher ist
P = (2 — %) P ()2 = (% — %) f'(%)?
und
B i 8 . s

[1@edsz ren) [ (= sdx 2 f(w)? [ (x = 250w = C ()2,

x [«
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Beweis zu II. Nach der Schwarzschen Ungleichung ist
8 R Xy 2
B—u) [ ()25 2 (vg — ) [ 1" 2 ( £ 170 da] = (7 () — 7 ()2

Bewers des Satzes. O.B. d. A. setze man a=0 und 5=1. Denn die Sub-

stitution &= Z — : zeigt fiir alle in den betrachteten Intervallen zweimal stetig

differenzierbaren Funktionen g (§) = f(x):

1 1 1
Aus f g ErdE<c f g (§)2dE +cy f g&2ds

4
folgt ff 2)2dx<c,(b—a ff”x)zdx—i— ff x)2dx.

Das Intervall [0, 1] werde in # gleichlange Teile zerlegt. Fiir jedes Teilintervall
[, 8] gilt
—— 2
0 (Vo1 — = im)), o>

und daher

B—o) f(x)*=c(B—a) (f’(xz) — () +

B—o) f ()

c~—1

B
ff X2dr<c(f —« ff” 2dx—|—ﬁ )260—1ff(x)2dx nach (2) u. (3).

o

Wegen f—a=1/n folgt durch Aufsummieren iiber alle Teilintervalle

1 1
ff’(x)2 s’ ff”(x)2 dx 4 12m2
0 0

Setzt man c¢/n?=¢, so ist

1
- ff(x)zdx, c>1.
0

1/ 1 e 1
F(x2dx=<¢ ]‘”(x)zdx—]—’% Fﬁ:—éz— f(x)2dx
Jrome=e] !

und es braucht nur noch gezeigt zu werden, daB es zu jedem £>0 ein # gibt,
so daB n2¢>1 und

(n? e)? =4+ 2¢

nie —1
ist, oder
y2e?—4ye+ 44 28 — 2y ¢ <0
ye—1 -

fiir mindestens ein y=u2. Fiir jedes feste ¢ ist das quadratische Polynom des
Zghlers und damit der Bruch fiir beliebig reelles y zwischen den Nullstellen

2 2
y1=1—|——;—|/1+~é- und =1+ 2 4 ]/1+2
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negativ, weil der Faktor von 2 positiv. und
ye—1>0

ist. Es geniigt daher zu zeigen, daB zwischen den Nullstellen 3, , ¥, das Quadrat
einer ganzen Zahl liegt, und dazu reicht hin, daB }y, —}y,> 1 ist. Die Null-

stellen sind von der Form 2 — x bzw. 224 x mit x> 1. Da ;}W monoton

fallt, ist
Vyata —Vy.<Vm+a—1Vy fir <y, a>o0.
Also gilt fiir die Differenz der Wurzeln aus den Nullstellen

Vet x—Vt—a>Vapa+ 2t —Vat—x+1l=1, x>1.
Unter Beachtung von (4) ist damit der Satz fiir beliebige endliche Intervalle
bewiesen.

Die gegebene Beweisfithrung 148t sich auf die Ungleichung

b
(7 dxse |/ @Pdr + K p) fli@Pas 15p<o

ausdehnen.
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