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KARL STRUBECKER 

Einleitung ~) 

Die klassische Elastizit~itstheorie verwendet zur mathematischen Behand- 
lung von Spannungszustdnden Z der (x, y)-Ebene mit Vorteil den Begriff der 
Airyschen Spannungs/unktion, d.h. die L6sungen z---z(x, y) der Bipotential- 
gleichung ~ Az (x, y) = O. 

Man kann, wie F. KLEIN 3)gezeigt hat, haufig auch die geometrische Deu- 
tung der Airyschen Funktion als Fl~che �9 im Raum (x, y, z) ftir die L6sung 
ebener Spannungsprobleme verwenden. Man hat jedoch, soviel ich weil3, noch 
niemals den Versuch gemacht, die Di/]erentialgeometrie dieser Bipotential- 
fl~ichen z=z(x,  y), die wit als Airysche Spannungsfldchen ~ (oder kfirzer als 
Airysche Fldchen) bezeichnen wollen, zu studieren; wahrscheinlich deswegen, 
well dabei mittels der gew6hnlichen euklidischen Differentialgeometrie des 
dreidimensionalen Raumes, dessen Bogenelementquadrat in kartesischen Ko- 
ordinaten (x, y, z).die Gestalt d s 2 = d x ~ + d y2 + d z ~ hat, keine besonderen Ein- 
sichten zu erzielen sind. 

Zu wirklichen Erkenntnissen und einfachen Ergebnissen kommt man erst, 
wenn man dem Raum die verein/achte Metrik ds ~ = d x 2 + d y~ aufpr~igt, wodurch 
er eine sog. isotrope Struktur erh~ilt und zu einem sog. isotropen Raum wird. 
Tats~ichlich gestattet die isotrope Fldchentheorie der Airy~chen Spannungs- 
fl~ichen ~b sehr einfache geometfische Deutungen aller wesentlichen Grund- 
begriffe des zugeh6rigen ebenen elastischen Systems 27. Es bestehen dann 
n~imlich die folgenden einfachen Zusammenh~inge und Ergebnisse: 

Die Airyschen Spannungs/ldchen ~ sind im isotropen Raum als jene FHichen 
gekennzeichnet, auf denen die isotrope mittlere Kri~mmung H harmonisch ist. 
Die zu einer Richtung (dx, dy) geh6rende Normalspannung a bzw. Schub- 
spannung z eines ebenen elastischen Systems Z stimmen auf seiner Airyschen 
Spannungsfl~iche # mit der isotropen Normalkrammung t/R bzw. tier isotropen 
geoddlischen Torsion ~ der zugeh6rigen Richtung tiberein. Den Hauptspan- 

~) ~3ber den Inhalt  der vorliegenden Arbeit babe ich am 6. 2. 1961 vor der Berliner 
Mathematischen Gesellschaft und am t4.4.  t961 bei den Celebrazioni archimedee del 
secolo X.X in Syrakus (Sizilien) vorgetragen. 

2) KLEIN, F.,  u. i K.  YVIEGHARDT: ~3ber Spannungen und reziproke Diagramme, m i t  

besonderer Berficksichtigung der Maxwellschen Arbeiten. Archly d. Math. u. Phys. (3) 
8, 1-- t0 ,  95--1t9  (1905). 
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nungslinien bzw. Hauptschublinien des Spannungszustandes 27 entsprechen auf 
der Airyschen Spannungsfl~che r daher die isotropen Kri~mmungslinien und 
die Linien extremer isotroper geod~tischer Torsion, die beide Orthogonall~etze 
bilden, und sich gegenseitig tinter Winkeln yon 4-45 ~ durchsetzen. 

I .  Die Grundformeln des ebenen elastischen Spannungszustandes 

1. Wir betrachten ein ebenes elastisches System 27 (z. B. eine dtinne Scheibe), 
auf das Kr~fte einwirken, die in seiner Ebene liegen und nur in Randpunkten 
angreifen. Im Innern angreifende Massenkrttfte sollen fehlen. 

Im Punkte P des Systems 27 mit den kartesischen Koordinaten P = (x, y) 
wirken dann in den Koordinatenrichtungen die Normalspannungen 

(1) ~ , = ~ , ( x , y )  und ~ y = ~ ( x , y )  

sowie die Schubspannung 
(2) , , ~  = , , ~ ( x ,  y ) .  

Nach den Lehren der Elastizit~tstheorie a) bestehen dann zwischen diesen Ko- 
ordinaten des ebenen Spannungstensors 

"~xy fly] 

die beiden Gleichgewichtsbedingungen 

~ax ~zv" -- 0 und Say 0,~y _ 0 (4) e ,  ~ ~y 0y + ~x 

und die VertrSglichkeitsbedingung ( KompatibilitStsbedingung) 

(5) A(a, + ~)  ----0. 
I s t  

(6) z = z (x, y) 

eine viermal stetig ableitbare Funktion, und bezeichnet man ihre Ableitungen 
erster und zweiter 0rdnung na.ch L. EVLE~ mit 

zx(x,y)=p(x,y)=p," z,(x,y ) =q(x ,y)=q,  
(7) z ,~(x ,y)=r(x ,y)=r,  Z:;y(X,y)=s(x,y)=s, zvy(x,y)=t(x,y)=t,  

so kann man, wie B. G. AIRY (l 862) erkannt hat, die Gteichgewichtsbedingungen 
(4) in allgemeinster Weise dutch den Ansatz. 

(8) ~ ,  = t (x~ y) ~,~ = = s (x, y) ,  ~ = r (x, y) 

~) TIMOSH~.~I~O, S., u. J . N .  GOODIER: Theory of Elasticity, 2. Aufi., S. t t - - 5 4 .  
New York-Toronto-London t95t .  ~ L. F6VVL, Drang und Zwang, 3. Band, '  (Der e b e n e  
Spannungszustand),  Mfinchen 1947. 
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befriedigen. Die Vertr~glichkeitsbedingung (5) ist dabei dann und nur dann 
erftillt, wenn die AiI3~sche Funktion (6) der (von AIRY noch nicht beachteten. 
s0ndern erst im Jahre t 88t von J. C.MAxWELL angegebenen) Bipotentialgleichung 

(9) A • z (x, y) = 0 oder ~ (r + t) = 0 
geniigt. 

Jeder ebene elastische Spannungszustand 27 der betrachteten Art kann 
also durch eine der Bipotentialgleichung (9) gentigende Airyschr Spannungs- 
]unktion (6) beschrieben werden, die allerdings nut his au] eine additive lineare 
Funktion tier Form c + cl x + c2 y bestimmt ist. Die Spannungskoordinaten ~,, 
ay, z,y im Punkt P(x,  y) des Systems ergeben sich dabei aus den Airyschen 
Formeln (8). 

2. Im Punkte P----(x, y) werde nun durch das elastische System 27 ein 
Schnitt mit der Richtung (d x, d y) gelegt. Wie die Elastizit~itstheorie lehrt 3), 
wirkt dann in diesem SChnitt die Normalspannung 

d p ( x ,  y) d x  + dq(x ,  y) d y  _ _  r (x ,  y) dx  2 + 2 s ( x ,  y) d x d y  + t (x ,  y) dy  2 
(Io1 a =  

d x  2 + d y  ~ dx  2 + dy  ~ 

und (bei geeigneter Vereinbarung der Vorzeichen) die Schubspannung 

dp(dy) dy 
dq (x, y) s dx  2 + (t -- r) dx  dy  -- s dy  2 

( ] ] )  "C - -  dx  2 + dy  ~ ~-  dx  ~ + dy  2 

Zu zwei orthogonalen Richtungen (d x, d y) und (d x*, d y*) = (--dy, d x) ge- 
h6ren dabei in jedem festen Punkt P =  (x, y) Normalspannungen a und a*, ' 
deren Summe deft [esten Weft 

(t2) a + a *  = r  + t  

hat, ferner Schubspannungen z und z*, deren Summe verschwindet 

(13) z+~* =0, d.h. ~=-- ~*. 

Es gibt dann, wenn nicht zugleich r----t und s=O ist, in jedem Punkt 
P=(x ,  y) des Systems 27 zwei zudnander orthogonale Richtungen (dxt, dyl) 
und (d x 2, d y~), in denen die Normalstgannung (t0) extreme Werte 

( !4)  ~1 = ~t (x, y ) ,  ~ = ~ (x, y) 

annimmt. FOr diese beiden Hauplspannungsrichtungen verschwindet die 
Schubspannung; fiir sie gilt also 

(15) z----0; d.h. s d x ~ + ( t ' r )  d x d y - - s d y ~ = O .  

Ftir die beiden Extremwerte (t4) der Normalspannungen, die man als 
die Hau#tnormals#annungen bezeichnet, gelten die Formeln 

( t6)  { ~l+cr~.=r+t,  
a l a ~ = r t - -  s ~. 

13" 
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(22) 

oder 

Durch Integration der Hauptspannungsrichtungen erhiilt man das ortho- 
gonale Netz der Hauptspannungslinien des ebenen elastischen Systems 2:, das 
dutch die Differentialgleichung (15) beschrieben wird. 

In Punkten P =  (x, y), ili denen gleichzeitig 

(t7) r = t und s ~ 0 

ist, hat die Normalspannung a nach (t0) in allen Richtungen (dx, d y) d e n  
gleichen Weft 

(t8) a=ax  = a 2 = r = t .  

Alle Richtungen (dx, dy) sind dann Hauptspannungsriehtungen; ihre Schub- 
spannung verschwindet (z = 0). Diese besonderen Punkte (t 7) "sind nach (15) 
singuldre Stellen des Orthogonalsystems der Hauptspannungslinien. 

3. Es gibt ferner in jedem Punkt P =  (x, y) des ebenen elastischen Sy: 
stems 2:, in dem nicht gleichzeitig r = t und s-~ 0 ist, zwei zueinander ortho- 
gonale Richtungen (d x'l, d Y'I) und (dx'2, d y'~), in denen die Sehubspannung (11) 
extreme Werte . 

(t9) z~ = .1 (x, y ) ,  *~ = ~2 (x, y) 

annimmt, die sich nach (t3) nur im Vorzeichen unterscheiden, ftir die also 

(20) ,~ (x. y) + , .  (x, y) = o 

ist. 
Man findet ftir diese Hauptschubrichtungen (Gleitrichtungen) yon 22 die 

Diiferentialgleiehung 
(21) (r -- t) dx  '= + 4s dx" dy' + (t -- r) dy' ~ = 0 

und erkennt aus  dem Verschwinden der bilinearen Invariante der beiden 
quadratischen Formen (t5) und (21), dab in jedem Punkte P des Systems Z" 
sich das orthogonale Paar der Hauptspannungsrichtungen und das ebenfaUs 
orthogonale Paar de r Hauptschubrichtungen harmonisch trennen, d.h. sich 
gegenseitig unter Winkdn yon :h45 ~ durchsetzen. 

Fiir die zugehSrigen Hauptschubspannungen: (t9) gilt dabei 

"~1%', = GIG~ - -  ( ~ ) 2  = - -  ( ~ )  2 

(23) ~ ~ ' -  ~ - + V ( ' - - ' i  ~ z ~ 4 -  2 V~ 2 I + s Z ~ - •  

Zu den beiden Hauptschubrichtungen gehSren dabei Normalspannungen, 
deren gemeinsamer Wert gleich der mittleren Normals~annung 

(24) ~, .-- el + a2 
2 

ist. 
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Durch Integration der Hauptschubrichtungen erh~lt man das orthogonale 
Netz der Hauptschublinien oder Gleitlinien des ebenen elastischen Systems •, 
das dutch die Differentialgleichung (2t) beschrieben wird und das Orthogonal- 
system der Hauptspannungslinien unter Winkeln yon ~45  ~ schneider. 

In Punkten P----(x, y), in denen gleichzeitig wie in  (t7~ r----t und s = 0  
gilt, verschwindet die Schubspannung z nach (11) in allen Riehtungen (d x, d y), 
d.h. alle Richtungen sind dort Haupischubrichtungen. Diese besonderen Punkte 
sind nach (2t) singul~re 5tellen des Orthogonalsystems der Hauptschublinien. 

4. Zwischen zusammengeh6rigen Werten der Normalspannung a und der 
Schubspannung z besteht nach (10) und (1t) die Gleichung 

(25) a ~ - (r +t)  a + z ~ + ( r t -  s ~)=0,  

die man nach (16) auch in der Form 

(26) (a -- al) (a -- a2) + 72 = 0 

oder schlieBlich in der Form 

schreiben kann. In einer (a, ~)-Ebene gedeutet, ist dies die Gleichung des 
Mohrschen Spannungskreises f~r den Punkt  P =  (x, y) des elastischen ebenen 
Systems Z', mit dessert Hilfe man sehr einfach zu jeder der beiden Gr6Ben a. 
und ~ die andere bestimmen kann. 

II. Isotrope Differentialgeometrie der Airyschen Fl~che 
und ebener Spannungszustand 

5. Um zu den einleitend angektindigten diHerentialgeometrischen Zusammen- 
h~ngen zwischen dem in der (x, y) Ebene angenommenen ebenen dastischen 
Spannungszustand ~ und der  zugehSrigen Airysch, en Spannungs]l~che # i m  
(x, y, z)-Raum zh gelangen, bemerken wir, dal3 erstens dieser Zusammenhang 
zwischen 2~ und ~# gegen Bewegungen der (x, y)-Ebene, d.h. gegen Trans- 
formationen der Form 

x ' - - a + x c o s  9 - y s i n  9 

(28~ y' -~ b + x sin ~ + y cos 

Z ~ : Z  

invariant ist, und dab zweitens die SpannungsflAche # als L6sung der Dif- 
ferentialgleichungen (8) nur bis auf lineare Trans]ormationen der Gestalt 

(29) X ---- x, Y ---- y, Z ----- c + Cl x + c2 y + z 

bestimmt ist. 

Insgesamt ist also der Zusammenhang zwischen dem ebenen Spannungs- 
zustand ,F, und der A iryschen Spannungs]l~che # bei der sechsgliedrigen a][inen 
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Gruppe 

(30) 

X---- -a+xcosg--ys in90 

G 6 Y = b + x s i n  9 +ycos~0 

Z--c~-qx+c~y+z 
invariant. 

6. Diese Gruppe Ge der Darstellung (30) besteht aus den volumstreuen 
Affinit~tten des (x, y, z)-Raumes, welche die Riemannsche Metrik mit dem 
Bog endementquadr at 

(3t) ds 2 = d x ~ + dy ~ = I 

invariant lassen. Den mit der Metrik (3t) versehenen (X, y, z)-Raum flennen 
. ~ ' "  ~ 

wir einen isotropen Raum und die Transformatlonen der Gruppe (30) seine 
Bewegungen. Als Geometrie des isotrgpen Raumes erklliren wit die Invarianten- 
theorie der Gruppe G 6 der isotropen ~3ewegungen (30). 

t ~  Daraus folgt, dab sich die alas ischen E~genschaflen des ebenen Spannungs- 
zustandes 27 im Raume in isotropen (d.h, bei tier Gruppe G e "mvarianten) 
Eigenscha/ten der zugeh6rigen Airyschen Spannungsfl~iche q~ spiegeln und 
umgekehrt. Man kann im Sinne dieser t3bertragung die Elastizit~tstheorie 
der ebenen Spannungszust~nde 27 identifizieren mit der isotropen Differentia!- 
geometrie ihrer Airyschen Spannungsfl~ichen ~b. Ebene Elastizit~tstheorie ~nd 
isotrope Di//erentialgeometrie der A iryschen Fliichen z = z ( x, y) mit A A z ( x, y) -~0 
sind somit zueinander dquivalent..Die Formeln und Invarianten der beiden 
Theorien entsprechen einander vollkommen. 

Dem Punkt P = ( x ,  y) und der Richtung (dx, dy) des ebenen elastischen 
Systems 27ist dabei im isotrope_n Raum auf der Airyschen Spannungsfl~iche 
~b in (6) der Puni~t {x, y, z(x, y)} und die Tangentenrichtung {dx, dy, d z =  
p (x, y) d x + q (x, y) d y} zugeordnet. 

Die nach der Formel (3t) im is0tropen Raum und auf der F1Ache r herr- 
schende Riemannsche L~ngen- u nd Winkdmetrik kann im NormalriB auf die 
Ebene z = 0 ( Grundrifl) direk t als gewShnliche ebene euklidische M etrik abgelesela 
werden. Insbesondere sind im iSotrop,I1 Raum und auf tier Fliiche r solche 
Richtungen zueinander ortliogonal, deren Grundrisse aufeinander im euklidischen 
Sinne vrthogonai sind. 

7. Die von mir frtiher entwickelte is*trope Fliichentheorie ~) lehrt, d~3 die 
Air.ysche Fldchr (6) im L_~nienelepaent (x, y; dx, dy) die isotrope Normal- 
kriimmung 

t r ( x , y )  d x ~ + 2 s l x ,  y) d x d y + t ( x , y ) d y  ~ II 
(3 2) ~-  = a.~ + ,~y*. = W 

und die isotrope geodatische Torsion 

[ dx dy 
I dp dq s d x  z +  ( t - - r )  d x d y - - s d y  2 IV 

(33) *(g-- dx 2 + dy 2 - -  dx z + dy 2 = I "  

4) STRUBECKER, K. : Differentialgeometrie des isotropen t~aumes. I I :  Math. Z. 47, 
7r (t942); I I I :  Math. Z. 48, 369--427 (t942); IV: Math. Z. 50, t - - 9 2  (1945). 
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besitzt. I, II  und IV sind die erste, zweite und vierte Grund]orm der is0tr~pen 
Fl~tchentheorie. 

Dutch Vergleich mit  den Formeln (t 0) und (t l) fiir die Normalspannung 0" 
und die Schubspannung z des ebenen Spannungszustandes irn Punkte P = (x, y) 
in der Richtung (dx, dy) folgen die ffir unsere Entwicklungen grundlegenden 
Formeln 

1 II 

(34) R I ' 
IV ~ = r g =  g .  

Somit gilt ffir jede betrachtete SteRe (x, y) der 
SATZ t. Die isotrope Normalkr i immung t/R der Airyschen Spannungs- 

flache qb in der Richtung (dx, dy) ist gleich der Normalspannung  a des 
zugeh&igen ebenen dastisehen Systems 27 in dieser Richtung. Ebenso ist die 
isotrope geodatische Torsion r e der Airyschen Fl~che ~ in der Richtung 
(dx, dy) gleich der Schubspannung z des ebenen dastischen Systems Z in 
dieser Richtung. 

8. Den beiden (zueinander orthogonalen) Hauptspannungsrichtungen (dx 1, 
dyl) und (dx~, dy2)des ebenen elastischen Systems mit 0. = Extrem (also 
z--0)  entsprechen dabei auf der Airyschen Spannungsfliiche ~b die beiden 
isotropen Hauptkr~mmungsrichtungen mit l / R = E x t r e m  (also re=0) ,  die auf 
~P wegen 

(35) dx, dx~ + dy a dy 2 = 0 

zueinander (im isotropen Sinne) orthogonal sind und aul3erdem wegen 

dp dy (36) I V =  dx 
dq = 0  

auf der Fl~tche ~ zueinander konjugiert sind. 
Die beiden an der Stelle P = (x, y) von 27 vorhandenen extremalen Haupt- 

spannungen 0.~, 0"3 sind dabei gleich den beiden zugehSrigen extremalen iso- 
tropen Hauptnormalkri~mmungen t/R, und t/R2 der Airyschen Fl~che q} 

l 1 
(37) a l -  ~ , ,  a s -  R2 �9 

Die beiden Invarianten (t6) des ebenen Spannungszustandes 2: stimmen daher 
,mit der doppelten isotropen mittleren Krigmmung 2H und der sog. isotropen 
Relativkri~mmung K der Airyschen Fl~iche ~5 fiberein, n~mlich mit den gegen- 
fiber der Gruppe (30) der isotropen Bewegungen invarianten Gr5Ben 

' ~ = r + t = 2 H ,  a l + a 2 =  R, r R2 
(38) 

0.10"2-- R ,R 2 - - r t - - s  2 : K .  
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9. Weil die Airyschen Fl~chen # der Bipotentialgleichung (9) gentigen, 
gilt fiir sie wegen A z = r + t = 2 H  

(39) A A z = A ( r + t )  = 2 . z l H = 0 .  

Daraus ergibt sich fiir sie die folgende invariante Kennzeichnung: 

SATZ 2. Die zu ebenen elastischen Systemen 27 gehSrenden Airyschen Span- 
nungs]lgchen qb sind durch die Eigenschalt gekennzeichnet, daft au] ihnen die 
isotrope mittlere Kri~mmung 2 H = r + t eine harmonische Funktion (AH---- O) ist. 

Zu zwei in einem festen Punkt (x, y) orthogonalen Tangentenrichtungen 
(dx, dy) und (dx*, dy*)=(- -dy ,  dx) der Airyschen Fl~iche geh6ren dabei 
isotrope Normalkriimmungen I/R und l/R*, deren Summe den [esten Weft 

(40) -' + ~ . -  = r + t = 2 H  

hat, ferner isotrope geoddtische Torsionen zg und V*, deren Summe verschwindet 

* = 0 ,  d.h. z * = - - , ~ .  (4t) *~ + zg 

Die 13bertragung dieser S~ttze der Fl~ichentheorie auf den ebenen Spannungs- 
zustand fiihrt auf die Formeln (12) und (t3). 

10. Dutch 'Integration der isotropen Hauptkrtimmungsrichtungen erh~lt 
man die isotropen Kri~mmungslinie~r der Airyschen Fl~iche q), welche der Dij- 
[erentialg!eichung IV = 0 geniagen und auf ihr zugleich kon iugiert und orthogonal 
sind, d.h. deren Normalrif auf die (x, y)-Ebene ein orthogonales Netz ist. 
Daher gilt 

SATZ 3" Den H a u p t s p a n n u n g s l i n i e n  des ebenen elastischen Spannungs- 
zustandes 27 entsprechen au] der Airyschen Fld3he qb die i sotropen Kri~m- 
mungs l in i en ,  welche wegen zg=0 der DiHerentialgleichung I V = 0  geniigen 
und au] der Fliiche ~ zugleich orthogonal und koniugiert sin& 

11. Zu den beiden (ebenfalls orthogonalen) Hauptschubrichtungen oder 
Gleitrichtungen (dx'1, dye) und (dx~, dye) des ebenen elastischen Systems Z' 
mit z = Extrem gehSren schlieBlich auf der Airyschen Spannungsfl~iche 
die beiden Richtungen extremer isotroper geod~tischer Torsion (~ = Extrem), 
die wegen 

(42) d x; d x~ + d y; d 3'~ = 0 

zueinander (ira isotropen Sinne) orthogonal sind und die Winkel der isotropen 
Krtimmungslinien halbieren. In diesen beiden Richtungen, welche der G1. (2t) 
gentigen, ist die isotrope Normall~riimmung t/R' der Airysehen Fl~iche nacil (24) 
gleieh ihrer isotropen mittleren Kriimmung, also 

' :~ ( '  R~) =H.  (43) n' -- -2 ~ -  + 
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Ffir die wegen (22) nut  im Vorzeichen verschiedenen Extremwerte der 
isotropen geod~tischen Torsion zg findet man aus (23) 

1 
(44) (Tg)2 ] 2- 

Durch Integration der Richtungen extremer geod~tischer Torsion erh~tlt 
man auf der Airyschen Fl~tche ~b das orthogonale Netz der Linien extremer 
geod~tischer Torsion, welches die Winkel der isotropen Kriimmungslinien hal- 
biert, und den 

S~TZ 4. Den H a u p t s c h u b l i n i e n  (Gle i t l in ien ,  z ~ Extrem) des ebenen 
elastischen Systems ~, entspreehen au/ der Airysehen Fl~che q5 die L i n i e n  
extremer geod~tischer Tors ion  (vg~-Extrem). Diese Linien, wdehe der 
Di//erentialgleichung (2i) geniigen, bilden au] der Airyschen Fl~ehe qb ]enes 
Orthogonalnetz, das die Winkd der isotropen Kri~mmungslinien halbiert. 

12. Den (gemeinsamen) singul~ren Punkten der Orthogonalnetze der Haupt- 
spannungslinien und Hauptschublinien des ebenen elastischen Systems Z, die 
nach (t7) dutch r-~t und s = 0  gekennzeichnet sind, entsprechen auf der 
Airyschen Fl~che ~ die isotropen Nabdpunkte, ftir welche nach (32) 

1 l l - ~ r = t ~ H  
(45) R -- R 1 -- R~ 

und nach (33) und (44) 

( 4 6 )  = ( g)l = = 0 

gilt, d.h., ~iir welche die isotrope Normalkri~mmung I/R in allen Richtungen 
denselben Weft hat und die isotrope geod~tische Torsion vg in allen Richtungen 
verschwindet. 

13. Zwischen den drei  in (3t), (32) und (33) erkl~irten Grund/ormen I, II 
und IV der isotropen Fl~ichentheorie besteht die quadratische Relation 

(47) K I '  -- 2 H I . I I  + I I '  + I V ' =  0 
oder 

(48) (II - H.I)~ + I V , =  (H 2 -  K) I~. 

Division durch I '  ergibt nach (32) land (33) die Beziehung 

' H ' - -  K ,  (49) (R- -- H) 2+ zg = 

welche wegen (34) und (38) mit der G1. (27). des Mohrscheh Spannungskreises 
tibereinstimmt. Man kann nach dem Vorbilde von (26) die Relation (48) auch 
noch in der Form 

(50) - k 7  R 2  
schreiben. 
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Diese Relationen gelten fibrigens fiir alle Fl~ehen z = z (x, y) des isotropen 
Raumes, nicht blol3 ffir Airysche Fl~chen.  Sie gelten w6rtlich ebenso ffir 
Fl~chen des euklidischen Raumes und gestatten, bei .Kenntnis der beiden 
Hauptnormalkrfimmungen 1/R 1 und t/R~ zu j edem Wert der Normalkrtimmung 
t / R  den zugeh6rigen Weft der geod~tischen Torsion Tg zu berechnen und 
umgekehrt. 

14 Man erkennt aus obigen Darlegungen deutlich die v611ige Identitiit der 
.J . / . 

Elast, zitgtstheor*e des ebenen Spannungszustandes • (ohne mnere MassenkrAfte) 
m i t  der isotropen Di]]erentialgeometrie seiner Airysehen Fldche qS. 

Die eigentliche Wurzel ~fir die M6glichkeit dieser Identifizierung zwischen 
beiden Theorien liegt in der Aufcleckung der Immunit~t des Zusammenhangs 
zwischen dem elastischen System 2~ und seiner Airyschen Fl~che q~ gegen- 
fiber den Transformationen der Gruppe (30), die wir als Gruppe G 6 der Bewe- 
gungen des isotropen Raumes deuten konnten. Dieser Zusammenhang ist 
bisher noch nicht bemerkt und daher auch noch nicht ausgeniitzt worden. 

Die Einfachheit der aufgedeckten geometrischen Zusammenh~nge und 
Deutungen 1513t weitere Anwendungen und Fortschritte erwarten. 

Insgesamt scheint mir damit das seit ARCHIMEDES bewRhrte Zusammen-  
spiel zwischen Geometrie und Mechanik um ein weiteres interessantes 'Beispiel 
bereichert zu sein. 

Karlsruhe, Mathematisches Institut der Technischen Hochschule 

(Eingegangen am8. Mai 1961) 


