
Zur effektiven Stabilit~t des Mondes. 
Von 

Auzel Wintrier in Leipzig, z. Z.*) in Kopenhagen. 

Die Regularisierungstheorie des restringierten DreikSrperproblems ist yon 
Thielel) beg~iindet, yon den Herren Burrau2), Levi-Civit~ 8), 41 und Birkhoff ~), a) 
n~her ausgebaut worden und liegt ~ in der Thie!eschen Fassung ~ den 
Str6mgrenschen nume~isehen Untersuchungen 7) iibe~ massennahe Bahnfonnen 
zugrundeS). In dieser Arbeit sollen zun~chst gewisse Veral]gemeinerungen 
der Transformationen yon Thiele-Burrau bzw. Levi-Civita-Birkhoi~ auter- 
sucht werden. Auf Grund einer dieser verallgemeinerten und iibrigens v611ig 
expliziten Transformationen geling~ sodann der Naehweis, daft das restringierte 
DreikSrperprob|em in einen Dirichletschen (konservativen) regul~ren OsziUator 

verwandelt  werden kann, der zwei kanonische Freiheitsgrade und an Stelle 
der Massensingularit~t eine stabile Gleichgewichtslagehat. Die massennahen 
Bahnen des restringierten Dreik6rperproblems gehen dabei in Schwingungen 
um diese stabile Gleiehgewichtslage fiber. -- Es handelt sich nieht nur um 
periodische LSsungen, sondern um die allgemeine LSsung der Bewegungs- 
gleiehungen, vor allem im Innern einer Hillscben Grenzlatrve, wie im Falle 
des  Erdmondes. 

w 
D i e  isotherme Transformation. 

Die totale Differentiation nach der Zeit t soll mit einem Akzent, die 
totale Dif[erentiation nach einer sp~iter einzufiihrenden Zeitvariable ~ mit 
einem Punkt,  endlich die partielle Dif[erentiation nach einer Variable z 
mit dem Zeiger ~ bezeichnet werden: 

dz dz ~A (I) x' =--~-, ]c= d-~, A ~=  a-T" 
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Die Koordinaten des restringierten Planeten sollen auf das urn den Sehwer- 
ptml~ rotierende Achsenkreuz (~, ~) bezogen sein, dessert ~-Aehse die 
Syzigienachse und dessen Ursprung der Schwerpunkt ist. Die Masseneinheit 
sei die Summe der beiden anziehenden Massen, die also mit p und 1--/~ 
bezeiehnet werden kSnnen ( 0 < / ~ < :  1), und zwar sei die Bezeiehnung 
derart gewiihlt, dab die Masse l - - / ~  reehts, also die Masse ~ links yon 
dem Schwerpunkt liegt. Wird dann die Entfernung der beiden Massen 
(d. i. der Radius der Jupiterbahn in dem siderischen heliozentrischen Achsen- 
kreuz) zur Liing~einheit gewiihlt, so sind die Koordinaten der beiden 
(in dam rotierenden Achsenkreuz ruhenden) Massen offenbar 

1 --/~: ~ / ~ ,  ~ 0  
(2) , : ~ - - : ~ - - 1 ,  ~ = 0  ( 0 < ~ < 1 ) .  

Wird endlich die Zeiteinheit dadureh festgelegt, daft die siderische Um- 
laufszeit dieser beiden Massen um den Schwerpunkt gleich 2n wird 
(d. h. die siderische Drehgeschwindigkeit der Syzigienachse gleich 1 ist), 
so ist nach dem dritten Keplerschen Gesetz auch die Oravitationskonstante 
gleich 1. Die Bewegungsgleichungen des restringierten Planeten sind dann 
unter Benutzung der Schreibweise (1) offenbar 

(~) ~ " =  2 7 ' + ~ + G .  7 " = -  2~'+7 + r~ 
mit dem Jacobischen Integral 

(4) ~ (~" + 7 ''~) --  ~ ( ~  +. 7 ~) --  r ( ~ ,  ,1) = C, 
wot~i [vgl. (2)] 

(5)  r = r ( ~ . 7 ) =  ! f ~ : ; ) o + , . !  + I r ( ~ = ~ ) ' + , ' l  

das Gravitationspotential, ~(~-~-7 ~) das zentrifugalpotential bedeutet 
and die aus dem Energieintegrai (4) herausfallende Corioliskraft (2 7', -- 2 ~') 
daa ,Scherhlgsche Potential" $ 7 ' - ~ '  besitzt, so dal] eine (von t un- 
abhiingige) Lagrangesche Funktion L existiert: 

~ (~'~ ' ,;'~) -~ (~7' 7 ~') + ~  (F" + 7") + r (~ .  7). (6)' L =  o ~- , --  

d.h .  

(6) L = L (~, 7,~', 7') = :~ [(~' - ~)" + (y'  + Z)"] + F(~,  7), 

mit deren Hilfe (3) in der Gestalt [vgl. (1)] 

(7) (L~.)'-- L~ = 0. (L.,.)'-- ~., ---- 0. 
d. h. ~) 

l 

(7~) ~ f L ( $ ,  7, ~', 7")d~ -~ O, 
0 

~) In (7~2) (sowie in (34~) sind die Integrationsgrenzen sowie die Anfangs- und 
Endwerte der Koordinaten festzuhalten: 



Zur effektiven StabilitJtt des Mondes. 677 

also auch in  der Hamiltonschen kanonischen Form geschrieben werden 
kannl~ Von (7) kann man n~mlich zu einem kanonischen System 

(8) ~'=Hx,  X ' = - - H e ;  ~'-----Hr, Y'-----H~; H = H ( ~ , ~ , X , Y )  

mit dem Energieintegral 

(9) H =  H(~, ~, X,  Y) = C 

bekanntlieh dadurch iibergehen, daft man an Stelle der Geschwindigkeiten 
~', ~1' die Impulse 

(10) X = L~,, Y = L~, 

einfiihrt, im Ral~men der Legendreschen Transformation 

(11) H =  ~'L~. + ~'L~,- L 
setzt und die Funktion (11) der Koordinaten und tier Oeschwindigkeiten 
vermSge (10) als eine Fanktion der Koordinaten und der Impulse aus- 
driiekt. Zu diesem Ende braueht man aber nur zu beaehten, dal~ naeh (10) 
und (6) 

(10)' X ~ - ~ ' - -  ~: Y--= ~'q- ~, 

also einerseits nach (10), (10)' 

( l l a )  ~'L~,+~'L,f .=(X~--I-Yg)--(~Y ~X), 

and andererseits nach (6), (10)' 

( , l lb) L---- ~ (X e + Y e )  + F(~,  7), 

also endlieh nach (11), ( l l a ) ,  ( l l b )  

(12) H = H ( $ , ~ , X , Y ) f � 8 9  Y ' ) - - ( $ y - - ~ X ) - - F ( ~ , 7 )  

i~t. 
Wit wo]len sagen, die Variablenvertauschung 

i13) (~, tl, X, r)§ v, U, V) 

sei eine konservative Liesehe Punkttransformation, wenn die folgende Be- 
dingung erfiillt ist: Die Transformationsformeln, welche yon den alten 
Vafiablen (~, 7, X, Y) zu den neuen (u, v, U, V) iiberfiihren, enthalten 
weder t noch Di6erentiale, und driickt man H----H(~, 7, X, Y) vermiige 
der Transformationsformeln als Funktion der neuen Variablen aus und 
bezeichnet man die so entstehende Funktion der neuen Variablen mit H, 
setzt man m. a. W. 

(14) H(u, v, U, V) ~.H($, 7, X, r), 

to) Die hier und sparer benutzten Methoden der analytischen Meoha~ finder 
man z.B. in dem beimnnten Lohrbuoh yon Whittaker. 
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so geht (8), auf die neuen Variablen umgereehnet, in 

- - -  ' ~ v'  - ~ . ;  ~ r - - H ( u ,  v, v, v) ,  (15) u ' - - - R v ,  u'  R . ;  v = v ,  = 

also (9) in 

(i6) HCu, ,~, v ,  v) = a 

fiber. Damit nun eine konservative Punkttransformation (13) eine solche 
Bert~'ungstransformation ist, ist bekauntlich notwendig und hinreichend, 
daft die Pfaffsche Form 

(17) Xd~ q- Yd,l -- Udu -- Vdv 

verm6ge der Trausformationsfonneln das vollstiindige Differential einer 
Fmaktion S = S(~, ~/, u, v) der Koordinaten wird. Insbesondere ist also 
hinreichend, dal3 die Pfaffsche Form Xd~ -+- Yd~l eine Invariante der Trans- 
formation darstellt; denn gilt 

(17)' Xd~ + Yd~l ~- Udu + Vdv, 

so ist (17) das vollsts Differential der Funk~ion 8($, 7, u, v) ~ 0. 
Handelt es sich insbesondere ura eine Transformation, welehe die Koordinaten- 
paare (~, 7), (u, v) auf eine yon den Irapulsen (X, Y) bzw. (U, V) un- 
abhiingige Weise aufeinander bezieht: 

(13") (~, ~/)§ v) 

(w~ihrend umgekehrt die Transformationsformeln der Impulse aueh die 
Koordinaten enthalten diirfen), so geht (17)' unter Benutzung der Schreib- 
weise (1) in 

(17") X~.  + Y% = U, X ~  + Y% : V 

fiber. D.h.  wird die Variablenvertauschung (13) naeh (13"), (17") vor- 
genoraraen, so geht (8) unter Benutzung yon (14) in (15) fiber. Dabei 
soll die Abbildung der (u, v)-Ebene auf die (~,'~)-Ebene stetig differentiier- 
bar sein und einen h6chstens in isolierten Punk-ten versehwindenden Ab- 
bildungsraodu] 

(18) D =  D ( u , v )  a(~,~) I~,~, 
= 0 -~7~  = t v.,V 

haben. Wir wollen ein ffir allemal annehmen, daft die Abbildung der 
(u, v)-Ebene anf die (~, ~)-Ebene eindeutig ist; die inverse Abbildung 
wird abet im sllgemeinen nur .ira kleinen", und anch .ira kleinen" nut 
in der Uragebung derjenigen Punkte eindeutig sein, ffir welche (18) nieht 
verschwindet. - -  Nehraen wir nun mit Levi-Civita ~) an, dal~ die stetig 
differentiierbare Abbildung der (u, v)-Ebene auf die (~, ~)-Ebene konforra 
ist, genauer, dal~ durchweg 
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gilt, also die Abbildung dutch eine gauze Funktion 

(20) ~ + i ~ = f ( u + i v ) ,  lmrz ~ =  f(w) 

geleistet wird mad demnach nut an den Nullstellen des Abbildungsmodule (18), 
der nach (19), (20) in 

(21) D = i f ( , ) ( u + i v ) t ,  (f(x) = ~___~) 

iibergeht, nicht winkeltreu ist. Die AuflSsung yon (17") ist nach (18) 
aUgemein 

(17")' X . D =  U ~I~ Y.D .~ V 
V % .' -=- ' 

also in dem Cauchy-Riemannschen Falle (19) 

~u Y. D = also ( X + i Y). D = (13"*) X . D ~  V tu ' V ~/,,!' 

d. h. wegen ~ , , + i ~ u = f ( 1 ) ( u + i v )  

( X + i Y ) . D = f a ) ( u + i v )  t U - - i  i 
! V  1 ' 

also endlich nach (21) 
f~l) (u+iv) 

(22) X + i Y - =  If'~'(u+iv)i "z (U +iV). 

[Herr Levi-Civita ~) g~bt 

(22)' X + i r =  1 ( U + i V )  
# ' ( u - i v )  

an; dies steht im Einldang mit (22), da Herr Levi-Civita stillschweigend 
annimmt, daft 

i 

(28) f (u  + i v) f (u  -- i v) = i f (u  + i v)I s 

grit, d.h. daft f (w) in konjugielr komplexen Punkten konjugiert kompiexe 
Werte besitzt. Die Betraehmng soleher kbbildungsfunktionen ist sowieso 
sirmgemiidl, da das Feld der konservativen, d.h. Gravitations- und Zentrifugal- 
kr/~fte symmetrisch ist in bezug aui die Syzigienachse t /=  0.] Zusammen- 
iassend kSrmen wit sagen, daft die dutch (20) und (22) detlnierte reelle 
Punkttransformation (13) des Phasenraumes eine Beriihrungstransformation 
ist, d.h. (8) in (15) iiberiiihrt. Dabei is* nach (18), (21) mad (22) 

(24) I d~.d~]l:ldu.dv ) = [ f x ) ( u + i v ) l  s, ]dX .dY t : ldU.dVl=l f  (x)(u+ 

d.h. das Flitchenelement sowoM der Koordinatenebene als auch der Impuls- 
ebene erhiilt dutch den ~bergang yon den alten zu den neuen u 
den Faktor ] f(x) (u + i v) I -z, es liegt also nahe, aueh das Zeitelement mit 
demselben Abbfldungsmodul zu versehen, d.h. analog zu (24) an Stelle der 

U %--  i~,,] 
V ~ - i ~ , ,  ' 

iv)[', 
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alten Zeit t verm6ge der Diferentialgleichung I dt ]:t d ~2 ] = I f(z) ( u + iv) I ~" : 

(25) ~ i 
-~7= i f . . (u+iv) t~  

eine neue Zeit ~ einzufiihren; in (25) sind u und v selbstverst~ndlich als 
dutch (8) definierte Funktionen yon t aufzufassen. Dann geht (15) i n  

�9 ,). - -  I f " '  (u § ,;,,) I ' . ~ ,  O-~-lfc"(u+iv)l'~,,; (26) 

fiber, wobei der Ptmkt, wie bereits unter (1) angegeben, totale Differentiation 
naeh V bedeutet. Der TJbergang yon (26) ~.u (15)gesehieht dadurch, 
dab man in 

(25)' d~ I' ~ -- It "~'~ (u + i~) 

u und v diesmal als dutch (26) definierte Funktionen yon ~ anffa6t 
und t aus (25)' als ~'hml~ion von yJ dutch eine Qua~lratur bestimmt. Da 
das Integral (16) yon (15)die  Zeit t gar nicht enthiilt, so ist (16) anch 
fiir (26) ein Integral. Man kann diesen Umstand dazu benutzen, um (26) 
bei gegebener Jacobi,cher Konstante C, n~imlieh dutch Einfiihrung der 
Hamiltonschen Fnnletion 

(27) H =H(u, v, U, V; C)=  I ( ' ( u + i v ) l ' [ ~ ( u ,  v, u, v) - o ]  
in der l~nonisehen Form 

(28) u = H v ,  U = - - H . ;  b - - H v ,  I Z = - - H .  

zu schreiben, wie das Herr Levi-Civita 8) bei seiner quadratischen Abbildung 
f (w)  = f f  + w  ~ und spiiter bei der Thieleschen Kosinusabbfldung 1~) getan 
hat. Bedeutet v~imlieh x irgendeine unter den vier Variablen u, v. U, V, 
so gilt nach (27) identiseh 

H. = J f ( t ' (u + i v ) ' l ,  . [H (u , v ,  U, V) - -  C] + l ( " (u  +iv)i ' .~,,(u,v, U, V), 

also mit Riicksicht anf (16) einfach H , - - - - I f " ( u + i v ) l " . ~ . ( u , v , U  , V), 
wodurch (26) und (28), wie behauptet, ineinander fibergehen. Nut ist zu 
beaehten, dal~ die ,Energiekonstante" H-----lronst. yon (28) nieht willkiir- 
rich ist, sondern wegen (16) und (27) dutch die Energiekonstante C yon 
(26) eindentig bestimmt wird zu 

(29) H (u, v, U, V; C) = 0. 

tt) a.a.O. 4). Zur Bequemlichkeit des Leser~ sei erw&hnt, da~ Herr Levi-Civita 
nicht den Sghwerpunkt zum Ursprung des rotierenden Achsenkreises w&hlt, was eine 
neue ,Scheinkmft" und eine Ab~eichung yon den Burrauschen Formeln ~ g t  
(sobald $ r �89 ist). 
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w 

Das Regularisierungsprinzip im kleinen. 

Der ~bergang von (8) oder (15) zu (28) bezweckt nun folgendes. 
Die Hamiltonsche Funktion H yon (8), also nach (14) anch die Hamiltonsche 
Funktion H yon (15) kann Unendlichkeitsstellen haben. Diese sind bei 
dem restringierten DreikSrperproblem mit Riicksicht auf (12), (5) die beiden 
Massen (2). Da nun diese, Singularitiiten aufweisende Hamiltonsche Funk- 
tion mit Riicksieht auf (27) noch mit dem Abbildungsmodul I f(1) (u + iv) 19 
zu multiplizieren ist, bevor man die Hamiltonsche Funktion H yon (28) 
erh~lt, so kann man dutch passende Wahl der Abbildungsfunktion f(u + iv) 
erreichen, dal~ die Unendliehkeitsstellen von H bzw. H in Nullstellen des 
Abbildungsmoduls fallen, derart, dab (27) keine Singularitiiten mehr besitzt. 
So setzt Herr Levi-Civita 

(30) ~ + i  T--- f(u + i v )  ~ ~ + (u + iv) ~, 
wodurch freilieh die Regularisierung nut in einer der beiden Massen (2) 
erreicht wird, so dal3 (30) yon Herrn BirkhoiI durch 

(31) $ + i ~ / =  f ( u + i v )  ~ (u+ iv )2+~(1 -v )  

ersetzt wurde, und so ist es bei tier Kos'musabbildung, die yon Euler 
(Z~eizentrenproblem) mad Thiele (restringiertes Dreikiirperproblem) benutzt 
wurde und die in den numerischen Untersuehungen auf der Kopenhagener 
Sternwarte eine fundamentale Rolle spielt. -- Allen diesen Transformationen 
ist es gemein, dal~ die Ableitung der Funktion f(w) far die zu regularisierende 
Stelle, wo elne der beiden Massen liegt, nut in der ersten Ordnung ver- 
sehwindet, d. h. da~ in diesen Punkten die Abbildung derart aufh6rt winkel- 
treu zu sein, da$ sie die Winkel halbiert. Dies ist, wie es sich in unserem 
aUgemeineren Zusammenhang zeigen wird, far numerisehe Zwecke iiul3erst 
wesentlich, indem bereits eine Nullstelle zweiter Ordnung yon f(1)(w) jede 
numerisehe Extrapolation mit Riieksieht auf eine dadurch bedingte aUzu 
langsame zeitliche Anderung der Koordinaten (unter Zeit die Variable ~p 
verstanden) vereiteln miillte, iriir unsere theoretisehen Zwecke sind aber 
Nullstellen erster Ordnung yon f(X)(w) noeh ganz unbrauehbar (vgl. weiter 
unten), ieh werde vielmehr, indem ieh reich aus Bequemliehkeitsgriinden 
anf Nullstellen ungerader Ordnung far f(1)(w) besehriinke, 

(a2) + + iv) - t, + (,, + i v ) "  [vgl. (3o)1 
bzw. 

(33) ~+i~l --------'f(u+iv) =-- ~'(u+iv+l--~')'"+(1-~')(u+iv--g)~"~-~~,,~g-~ [vgl. (31)] 
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zu setzen haben und dabei die positive ganze Zahl n v511ig b~tiebig, nut 
eben nicht gleich 1 w~itflen kSnnen, und entsprechend kann man auch die 
Thielesche Transformation yon n----1 auf n :> 2 iibertragen. 

Es sei noch erw~ihntl~), dab (28) in der Lagrangeschen Form 

(34) ( ^ ~ ) - ^ ~ f f i o ,  (^~)'--Ao----0, d.h. ~ f A d , = 0  
mit o 

(~5) , ^  - -  A (u, ~, ~, ~; c) ,  
die in dem Thieleschen Spezialfall den Kopenhagener Rechnungen in massen- 
nahen F~illen zugrunde liegt, bei beliebiger Abbildung yon Herin Plummet 
und yon ihm unabh~ngig und mit ibm und mit den Unte~suehungen yon 
tIerrn Levi-Civita ungefiihr gleie~eitig von Herin Birkhof[ gefunden worden 
ist. Herr Plummet reehnet einfach (7) auf die neuen Variablen u, v; yJ tun, 
Herr Birkhof[ benutzt zuerst die natiirlichen Gleiehungen und sodann das 
Hamiltonsche Prinzip (7a). Mit Riicksicht auf den involutorischen Cha- 
rakter der Legendreschen Transformation, welehe die Lagrangesehen Glei- 
chuhgen in die Hamiltonschen iibediihrt [vgl. S. 677], sind freilich (28) 
und (34) vSllig ~luivalente Schreibweisen. -- Die explizite Gestalt yon (34) 
ist bei beliebiger Abbfldtmgsfunktion f(w) 
(343)' i / - 2  If(1)(u+iv)12.~=Q,,  ~ + 2  If<l'(u+iv)12..u Q~., 
mit dem 'Jaeobischen Integral 

(34b) '  � 8 9  ~ ) - -  Q ( u , v ;  C) = 0, 

wobei das regularisierte Potential 

(35)' "~ = Q(u, v; c) If(~)(u+/,){3. [ �89 + r(~, ,) - c] 
der konservativen, d.h.  Zentrifugal- und Gravitationslcriifte verm6ge (20) 
als Funktion der neuen Koordinaten u, v au{zufassen ist. 

In der Literatur sind, wie erw~ihnt; nut die folgenden drei Abbildungen 
verwertet worden: 1. Die Levi-Civitasche Abbildung (30), die die Regu- 
larisiemng nut in einer der beiden Massen (2), n~mlich in 

(36) 1 - - t t :  ~ = / t ,  ~ = 0  

leistet; 2. die Birkhot~che Abbildung (31), die aueh die andere Masse be- 
riieksiehtigt, ebenso wie 3. die Euler-Thielesche Kosinusabbildung, auf welche 
ich weiter unten ausfiihrlich zuriickkomme. Da bei allen diesen Abbildungen 
die erste Ableitung der Abbildungsfunktion in der zu regularisierenden 
Masse nut in der ersten Ordnung verschwindet, d a  ferner es auf die Werte 
der hSheren Ableitungen v o n d e r  ersten nicht verschwindenden Ableitung 

l~) Wegen Literatur vgl. weiter unten. 
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an gar nicht ankommt, da endlich die Umgebung der Masse 

(37) p :  ~ = p - - 1 ,  ~ = 0  

(lurch die Abbildung 

(38) ~ + i~ ~- f (u  + iv) -~-/~ -- I + (u +iv)" 

genau so regularisiert wird wie die Umgebung yon (36) dutch (30), so 
kiinnen wit uns zun~chst a ~  die Abbildung (32) beschriinken, welche zu 
(36) gehiirt; die zu (37) gehiirige Abbildung 

(39) ~ + i7 = f (u  + iv )  = ~ - I + (u + iv ) '"  

braucht doch dann nicht besonders untemucht zu werden, und die Abbfldung 

(40) ~+~,~+1-~,  ( , ,+ i , ,+1-~ ,~ ' -  ~ + ~ - ~  ----<-~-T~-~ ] ' 

die mit (33) identisch ist mad in dem Spezialfall n = 1 in (31) iibergeht, 
leistet gleichzeitig flir die beiden Massen (36), (37) dasselbe, wie (32) 
flir (36) oder (39) ~ (37), indem die ~-te Ableitung f(') fiix beide Massen 
versehwindet, wenn 1 ~ v < 2 n -  1 ist, nicht abet flit v = 2n. Nach 
demselben Prinzip k6nnen wit yon (32) zu einer zu beliebigem n ~ 1 
geh6rigen Abbildung iibergehen, die d~eh  eine ganze Funktion geliefert wird. 

Zur Orientierung sei nut die Thiele-Burrausche Transformation 

~ + iT = f(u + iv) ----- p - -  ~ + {eos(u + iv ) 

erwiihnt, bei weleher also n noch = 1 ist trod die oflenbar nur eine Schreib- 
weise flir elliptische oder bipolare Koordinaten darstellt. Die Ableitung 
ist -- { sin(u +iv) ,  Verschwindet also nut fiir u =k=,  v ---- 0, und zwar 
yon der ersten Ordnung, und flit gerade k ist 

~ + i T = f ( k = + i . O ) = l ~ ,  d.h. ~ = ~ ,  7-----0, 
fiir ungerade k abet 

~ + i T = f ( k ~ + i . O ) = l ~ - - l ,  d.h. t - - p - - l ,  7----0 

entsprechend den beiden Massen (37), (36), womit alles erreieht ist. --  Es 
ist zu beaehten, daft die Breite des Periodizit~tmtreifens 2~, die Breite 

t 

des Fundamelatalstreiferm, worauf die ($, 7)-Ebene eineindeutig bezogen 
ist, nut ~ betr'~gt. Der rs Periodizit~it zufolge braucht eine in 
der (2, 7)-Ebene geschlossene Kurve, d. h. eine periodische LSsung, in der 
(u, v)-Ebene nicht notwendig geschlossen zu sein13). In den Punkten 

+ i 7 = k~, d.h. in den Massen, werden die Winkel halbiert (vgl. hierzu 

,s) Dies ist z.B. der Fall, wie man sich leicht tiberzeugt, bei den Kopenhagener 
Gruppen 1 und m (die in Betracht kommenden kreisiihnlichen grotlen, also nieht 
massermahen Bahnen aind nattirlich nicht in elliptischen Koordinaten, sondern in 
(~,~/) berechnet worden). 
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S. 693 weiter unten), sonst ist die Abbildung koniorm. : Uber die Regu- 
larisierung im groBen mittels der Thieleschen Transformation vgL S. 689 
bzw. S, 693 weiter unten. Bewegt sich das Thielesohe ~ yon --ov bis + oo, 
so erhglt man die ganze t-Achse, was keinesfalls selbstverst~ndlich ist, und 
ausschli~lich darauf beruht, daI~ n = 1 gewiihlt ist. Vgl. S. 696~ 

w 
Die normierte Transformation. 

Wit haben also zuniichst die regularisierende Hamiltonsche Funktion H 
fiir den Fall der normierten Abbildung (32) auszurechnen, wobei n e i n e  
beliebig gewiihlte positive ganze Zahl ist (der Levi-Civitasche Grenzfall 
n----1 soil also nicht ausgeschlomen werden), die wir als einen irgendwie 
lest gew~ihlten Parameter aufzufassen haben. Nach (27), (14), (12) ist 

(41) H=If(a~(u+ir)IL[{(X2+Y~) (~Y- -~X)- -F(~ ,~) - -C] ,  
und wir haben in (41) vermiige (32) und (22) [d. i. (22)'] die Vatiablen- 
vertausohung (13) vorzunehmen, um die Funktion (27) zu e rha l ten . -  Zu- 
n~chst ist nach (32) 

(42) .f(')(u + iv) = 2~ (u + iv) ~"-~, 
also 
(43) If(1)Cu + iv)]" - -  4n" (u" + v~) ""-1, 
und nach (32) mad (5) 

1 - p  . p  I ~ = - - +  
(u '+v ' )"  l l + u + i v l ' "  ' 

d.h. nach (43) 

r .  I t~)(~ + i ~ ) l ' - -  4n ' (1  - ~)(~'+ ~')--~ + 4~'~ (~'+ ~)'--15 (~, ~i~ 
[unter 

1 
(45) ~(U,v)~--ii+u+ivl,,,, ~ ( 0 ,  O) = 1  
eine in der Umgebung 

1 1 1 1 
(46) 2 < u < ~ ,  2 < v < ~  

der zu regularisierenden Masse 

(47) 1 - - / , :  u----O, v = O  (vgl. (32) mit (36)) 

gewifl konvergente (reelle) Potenzreihe verstanden]," ferner nach (22) 

(48) I f(t)(u + iv) l ' .  �89 + y')  ..~ { (U~ + V g) 
und, wenn in (22) [mater' q~tx~"-ll(u,v) und O~~ zwei reelle 
bin~re ganze Formen mit dem Homogenitgtsgrad 2 n -  1 verstanden] mit 
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Riicksicht auf (42) 

(49) f l ) (~  + i~) = ~I""-" + ,'""-"~, 
gesetzt wird, oflenbar auch 

] f ' ( - + i~ )1 ' . x=  v~l "'~ ~ ' " ' ~  

(50) If (" (u + iv)  I'" r = v~-"'-~J + v O l ' : - " ,  

ferner nach (32) [ unter q~.~'~"I ( u, V ) und ~['* -I (u, v) zwei ebensolche Formen 
mit dem HomogeniCAtsgrad 2n  verstanden] ebenso 

(51) ~ = /~  + @~-J, , / =  @[-~,1, 

also endlich nach (50) and (51) [unter ~,~I~"-'}t'~+~, v) und -~t'"-l](u,o~ v) 
zwei ebensolche Formen mit dem Homogenit~t~grad 4 n -  1 veratanden] 
offenbar 

/.a) (u + iv) i ~. (~ Y -  ~ X) "'"t'~"-li + .-' , .  

Setzt ~ n  . . n  (44), (4S), (52), (43) in (41) ein, so folgt 
1 

H = 2 ( U ' +  V ' ) - -  4 n n ( 1 - -  p)  ( u ' +  v') " - ~ -  

- { 4 . " ( u ' +  v") ""-~ ( 0 + ~ $ ) - "  " [ " " - ~ '  ~ " " - "  . . . . .  .~t~.-~ 

wobei der { }-Ausdruek in bemag auf die Koordinaten u, v yon hfherer 
Ordnung ist als die in der ersten Zeile yon (53) stehenden beiden Terme 
yon H ; denn was die ( yon den Impulse~ U, V unabh~ingigen) mit deutschen 
Buchstaben bezeiehneten fiinf Funk~,ionen der Koordinaten anlangt (C ist 
die Jaeobische Konstante), so sind die beiden @ mad die beiden ~ biniire 
ganze Formen mit dem als oberer Zeiger angegebenem Homogenitgtsgrad, 
und ~ = ~B (u, v) ist eine .flit absolut hinreichend kleine Werte der Koordi- 
naten, niimlich in dem Gebiete'(46), gewii] regul~ire Potenzreihe. Fiir (53) 
kSnnen wir also 

(54) H -- �89 (U ~ + V ~) -- 4 n:(1 -- ~) (u '  + v') "-~ § P{~"-'} (u, v; U, F, O,/,) 

sehreiben, wobei P { ~.-x } eine Potenzreihe yon seehs Ver~nderliehen bedeutet, 
die in bezug auf U, V, C./~ linear ist, in bezug auf u, v aber mit Gfiedern 
v o n d e r  ( 2n - -1 ) - t en  Ordnung beginnt und in dem Gebiete (46) jeden- 
falls konvergiert; die beiden in (54) explizit angeschriebenen Hauptterme 
von H sind hingegen in bezug auf u, v nut yon der mfllten bzw. yon der 
( 2 n -  2)-ten Ordnung, also weniger hoch als P{~"-~}, so dab wit p{~,-,I 
spiiter (S. 698) ganz im Rahmen der klassischen Lagrangeschen StSrungs- 
theorie als eine StSrungsfunktion auffassen werden: 

(55) H = H o + P; H o = .~ (V" + I '~) -- ~.(u" + v"-) "-~, 
= 4n'(1 --/~) > 0, 
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wobei der Kiirze halber 
( 5 5 ) '  p = p{e.-1} 

g ~ z  t istl 1 ~ t  d~n S ~ i c ~ g e n  ( ~ ) ge~ iibngens dam Energie- 
integral (29) in 

(56) H o = - - } ( U ' - F F ' ) - - ~ ( u ' - F v ' ) " - I - - - - - - - P ( ' " - ' } ( u , v ; U , F , C , p )  

tiber..Da die Poten,reihe P(~"-'} (u, v; U, F, C, F) in dem Variablen- 
paar U, V nut linear ist, so h~ngt ihre nach U oder V genommene partielle 
Ableitung erster Orduung weder run U noch yon F ab, ist also eine in 
dem Gebiete (46) regul~e und mit Gliedern mindestens ( 2 n -  1)-ter Ord- 
hung beginnende Potenzreihe ausschlieislich in den Koordinaten u, v, ent- 
h~lt also nicht die Impulse, sondem nur die Konstanten C,/z (und auch 
diese nut linear), so dais mit der dritten Bezeichnung (1) 

(57) - 
"U .~__el{21m 1}(~,~2); "FP{gn-1} =e2{2n-1}(u'f)~ 

g~t, unter ~}~-.-z} : p~ . - , }  Potenzreihen in u, v verstanden, die nicht yon 
den Impulsen, sondern nur yon den sowieso lest zu w~hlenden ]inearen 
Parametern C,/~ abh~ngen und mit Gliedern yon der Ordnung 2 n -  1 (in 
bezug auf u. v) beginnen. Aus (28), (55), (57) folgt nun 

(58) u = Hv ~ U +  PJ~"-l}(u, v), ~ Hv ~- V-b -~ t" ,  

so dab der (auf ,p bezogene) Gesohwindigkeitsvektor (~, ,)) sich yon dem 
Impulsvektor (U, F) nut in einem additiven, ]ediglich von den Koordinaten u, v 
abh~ngigen und fiir u~ - v~--. 0 stark gegen Null konvergierenden Vektor 
(P1, P~) unterscheidet, trotzdem ug~ - v ~--~'0 mit Riicksicht auf (47) den 
Einsturz in die Masse (36) bedeutet. Da damit das Verhalten der Im- 
pulse U, V auf das Verhalten der Gesohwindigkeiten ~, ~ zuriickgefiihrt ist, 
haben wir noch das massennahe Verhalten yon 

(59) o ----- ~ "  + i,' 

zu untersuchen, und da nach der Lagrangeschen Form (34b)' des Jacobi- 
schen Integrals 

(60) �89 + - -  Q (u ,  a) 

ist, so handelt es sich nur datum, die Funktion (35)' in u, v explizit dar- 
zusteUen. Nun ist abet nach (32), wenn ~[enj die (reelle) Form 

(61) " ~'~''('u',iv) = (u ~- i v )  ~" -F (u - -  i v )  ~" 

2n-ten Grades bedeutet, 

(62) ~' + ~' = ~ '  + ~ ~" ' (u ,  ~) + (u" + ~ ' )~" ,  

a~d a~  (35)', (44), (43), (62) folgt mit Benutzung der unter (55) deft- 
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nierten Konstante x offenbar 

(63) f l - ~ t ( u ' + v ' ) " - t + ( u ' + v ' ) ' " - t p ( u , v ; p ,  G), 
wobei p oine (yon den. Oesohwindigkeiten ebenfalls unabh~ngige) in dem 
Oebiete (46) konvergente Potenzreihe bedeutet, so daIl nach (60), (63) 
ffir ug + v~-,O 

(64) 
oder nach (58) anch 

v 

(65) U ' + V ' = 2 ~ . ( u ' + v ' ) " - l + O ( [ u ' + v ' ]  '"-x) 

gilt. Fiihrt man noch analog zu dem Oeschwindigkeit~qusdmt (59) flit das 
Quaxlrst der Entfernung und fiir das Impulsqusdrst die Abkiirzung 

(66) Q = u ~ + v g bzw. (67) 

ein, so kann man hierfiir kurz auch 

(65)' o - - - - 2 x e " - l + O ( 0  '~-~) bzw. (66)' 

schreiben, wobei nach (55) 

(68) 2u = 8ng(1 - -  p) > 0 

v -=  U g +  V g 

v =  2~0"-1+ 0(0 ' '-~) 

(o<z<l )  
ist und die Landauschen Zeichen sich anf 0 - *  0, d.h. auf unbegrenzte 
rdumliche Anniiherung an die zu regularisierende Masse (36) [vgl. (47)] 
beziehen, so dal~ diese Beziehungen etwas ganz Merkwiirdiges, n~imlich 
folgendes aussagen: 

Zu jedem ganz im Innern der Umgebung (46) der zu regularisieren- 
den Masse u = v = 0 gelegenen Bereiche, also z.B. zu dem (u ---- v ~-- 0 
enthaltenden[) Kreisbereiche 

1 
(69) O=-u~'+v~ 

gibt es eine Kormtante A derart, dall, sobald die Koordinaten u, v der 
Ungleichung (69) geniigen, die Geachwindigkeiten it, b bzw. die Impulse U, V 
der Ungleichung 

(70) a < A . ~  "-1, d.h. i tg+b2s  "-" 
bzw. 

(71) v ~ A . e  "-~, d.h. U t + V ' ~ A . ( u ' + v ' ) " - "  
geniigen miissen, d. h. aus der erdennahen Lage des Mondes kann auf seinen 
ganzon (zum selben Zeitpunkt gehfrigen) Geschwindigkeitszustand ge- 
schlossen werden. Dabei hgngt 21 allerdings noch yon der Jacobischen 
Konstante C (und auflerdem natiirlich anch von dem Massenprozentsatz #) 
ab, kann aber fiir jedes endliche C-Intervall gleichmii~ig gew•hlt werden. 

Bisher durfte n sowohl = 1  als auch > 1  sein (vgl. den Anfafig 
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vonw 3). Jetzt zeigt sich abet der grundversehiedene Charakter dieser beiden 
]~iille. Ist n~imlich n :> 1, d. h. n -- 1 ~ 0, so gilt nach (70), (71) 

(72) i~--[--i~-~o(u~-bv~), U~-l--Vg----o(ug+v~), 
d.h .  die Geschwindigkeit oder der Impuls konvergiert bei unbegrenzter 
Anniiherung an die Masse gegen Null: die Regularisierung i~t so stark, 
dab sie ans der Masse eine Gleichgewichtslage macht. Ist .abet ,n  = 1, 
d.h. n -  1-----0, so folgt aus (70), (71) nut die Beschr~inktheit der Ge- 
sehwindigkeit bzw. des Impulses, und mehr, insbesondere (72), gilt ]etzt 
nieht mehr, das Quadrat der Geschwindigkeit bzw. des Impulses konvergiert 
vielmehr nach (65)' bzw. (66)' bei unbegrenzter A:nni~herung an die Masse 
gegen den yon Null verschiedenen (yon den Integrationskonstanten 
allerdings unabh~ingigen) Grenzwert 5) 

(68") 2g ----- 8(1 -- ~) > 0 (0 < /~  < 1), 

die Masse ist also keine Gleichgewichtslage mehr. Man kann deshalb den 
Fall n ~ 1 stationer, den Fall n ~ 1 niehtstation~r nennen. 

w 
Das Hauptlemma der Regularisierungstheorie im grogen: 

die liickenhafte Verteilung der stoSnahen Zeitgebiete. 

Voriibergehend miissen wit ietzt zu dem urspriinglichen Variablen- 
system ~, 7; t, also zu den Gleichungen (3), (5) zuriickkehren, wobei wir 
die Entfernung des kleinen Planeten ~, ~7 von den beiden Massen (2), d.h. 
seine zu dem Punktpa~r (2) geh6rigen bipolaren Koordinaten mit 

(73) r~ [ f ( ~ - - / , ) . ~ + 7  ~ , r i _ ~ =  ] / ( ~ - - / ~ + 1 ) ~ + ~ ' ] ,  

und die als Integrationskonstanten flit t = t o vorgeschriebenen reellen 
Anfangswerte mit 

tO (74) to, 70, f o  7 , 

endlich die aus (73), (74) bereehneten Anfangswerte (>  0) der bipolaren 
o t o ,  bezeichnen wollen; die "Jacobisehe Integ~ations- Koordinaten mit r~, 

konstante U ist eine durch (4) Iestgelegte Funktion der Anfangswerte ( 7 4 ) . -  
Es gilt nun  -- der Einfachheit halber bei irgendwie /est gewiihltem 
Massenprozentsatz p -- das folgende 

H a u p t l e m m a .  Es gibt bei jedem C zu jedem hinreichend kleinen 
e > 0 ein 5 ~ 0 derart, daB, sobard 

o 1 i (75), (76) e < r r ' < 7 '  e < r ~  
ist, die Funktioneza 

(77) ~ - - ~ ( t ) ,  7----(t), also auch ~'----~'(t), ~'----~'(t). 
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auf dem reellen t-IntervaU I ~ - - t  o l <  ~ regular und derart shad, daft 

2 2 
( 7 8 ) , ( 7 9 )  2 e < r ~ <  7, 2 e < r ~ _ ~ , <  7 g i l t f i i r  [ Z - - $ o ] < 8 .  

Dieser Satz ist, wie Weierstrag 14) gczeigt hat, eine nnmlgtelgare Folgerung 
aus dem Cauchyschen ,Existenzsatz im klcinen", sobald man das Energie- 
integral (4)beriicksichtigt.  Das Wesentliche ist dabei, daf t  ~ = ~ ( r ;  C) 
nicht yon allen vier Werten (74) abhiingt (und yon t o se|bstverstiindlich 
v611ig unabhiingig ist). Der eigentliche Inhalt des Hauptlemm~s ist schon 
in der Paragrapheniiberschrift angegeben. In der Tat folgt aus dem Haupt- 
lemma, dab die Thielesche Tran~ormation, die an sich nut eine (zu n = 1 
gehSrige) formale ,,Regularisierung im kleinen" liefern wiirde, in Wirldich- 
keit eine ,,Regularisierung im groBen" herbeifiihrt, die zu -- cx~ < t < -~- 
gehSrt; aus dem Hauptlemma folgt nSmlich unter Benutzung der Thiele- 
schen Transformation (aber auch nut der Thieleschen Transformation und 
nicht auch einer ira kleinen schi~fferen, d. h. zu n > 1 gehSrigen Abbildung), 
dab diejenigen (eventuellen) t-Werte, fiir welche ein StoB stattfindet, sich 
nur fiir t - ~  co hiiufen kSnnen. Das Thielesche ~p erledigt so - -abgesehen  
yon einem Entwicldungssatz --  die auf das restrJngierte Problem iiber- 
tragene Sundmansche Fragestellung, das sich den sich alff das eigentliche 
DreikSrperproblem beziehenden Sundmanschen Untersuchungen ~) an sich 
nieht unterordneg, obwohl bei Benutzung der Thieleschen Transtormation 
mutatis mutandis die Schlugweisen selbst aus der Sundmanschen Theorie 
iibernommen werden kSnnen. Der yon Herrn Sundman ausgeschlossene 
Fall eines terni~ren StoBes ist in dem restringierten Dreik6rperproblem 
natiirlich unmSglich. --  Das WeierstraBsche Hauptlemma erlaubt ferner, 
die Sundmansche Beweisanordnung fiir den Painlev6schen StoBsatz ~), der sich 
~auf das eigenthche DreikSrperprob|em bezieht, auf das restringierte Drei- 
kSrperproblem ohne jede ~nderung zu iibertragen, so dab es geniigt, den 
Satz ohne Beweis anzugeben, und zwar wie folgt. 

Set~t man 
[ = r ~ , ( e )  , wenn rs(t)<rl_~,(t ), 

(80) R ( t ) / = r ~ _ ~ ( t  ) , wenn r~_s(t)<rr 
[=:r~(t):=ra_~(t), wenn r .( t )=r,_.( t ) ,  

so sind mit Riicksicht auf das Weierstra~sehe Hauptlemma naeh Herrn 
Painlev6 nut  die folgenden beiden F~ille mSglich: 

~) K. WeierstraB, Acta Math. ~5 (1912), S. 37tf. 
~) K. F. Sundman, Acta Math. 36 (1912), S. 105ft. 
~) P. Painlev6, Stockholmer Vorlesung (1897, lith.), S. 582ff. Vgl. K. F. Sundman, 

a.a.O. ~'), S. l13ff., insb. S. 119-121 sowie T. Levi-Givita, Acta Math. 4 ~ (1918), 
S. 110-114. 

Mathematische Zeitscbrift. 5~ ~ 44  
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I. Der st~Bfreie Fall, wobei Funktionen (76) flit t o ~ t < + oo regul/ir 
mind und 

(81) n ( t ) > 0  ist f i it 

[Dabei sind noeh die beiden Unterfiille 

(81a) liminf R (t) > 0 bzw. (81b) liminf R (t) = 0 
t ..-~ -I- r t-,,*. + r 

zu unterscheiden; in dem Unterfalle (81a) soll die Bewegung reguliir 
heiflen, wiilLvend der ebenfalls stoBfreie Unterfall (81b) als der Fall des 
Pseudostolles bezeichnet werden kaun.] 

II. Liegt nicht der stol~freie Fall I vor, so gibt es einen Zeitpunkt t* 
mit to< t * <  + c o  derart, dab die Funktionen (76) fiir t o ~  t < t* regular 
sind und 

(82) R ( t ) > 0  ist fiir t e ~ t < t * ,  

abet es gilt dabei 

(84) lira R(t)-~O [also nicht nut (84)' l i m i n f R ( t ) - - 0 ;  
t - - ~ t * - - O  t - ~ t * - - O  

(84) /olgt vielmehr nach dem Hauptlemma aus (84)' sobald t * < + o v  
ist!]; nun kann (84) mit Riicksicht auf (80) in der Gestalt 

(84*) lira rs(t) .r l_s(t  ) = 0 
t--~ t * - - O  

geschrieben werden, und aus (84*) iolgt, dal~ im Falle II  zur Zeit t* ein 
effektiver Stog mit dner der beiden Massen (2) stattfinden muff, d.h. daft 
nieht nur (84*), sondern aueh die folgende Alternative richtig ist: 

(85) entweder ist lira r ~ ( t ) = 0  oder. lira r l _ ~ ( t ) = 0 ;  t * < ~ c c ,  
t ~ t  - 0  . t - ~ t * - O  

[was iibrigens mit Riicksicht auf (7~3) aueh in der Form 

(85)' entweder lim r a ~ ( t )  1 oder lira r ~ ( t ) = l  
t - ~ t * - - O  -- t - - ~ t * - - O  

gesehrieben werden kann]; wiirde n~mlieh (85) aus (84*) nicht folgen, so 
miiSte es [mit Riicksicht auf die Stetigkeit der Yunktionen rs(t), rx_~(t ) 
f i i r t  o ~ t < t*] of[enbar eine Folge {t,} geben derart, dal~ 

r~(t.) ----- r~_s(t.) , lira t. = t*- -  0, 
n - t ,  -t- ~ 

also nach (84*) auch r s ( t . ) =  r~_s(t .)" .  O, n--*-4-~ gilt, was aber im 
Widerspruch steht mit der aus (78) unmittelbsr folgenden, fiir alle t giil- 
tigen Ungleichheit r~ (t) + ra_u (t) > 1. 

Alles in allem sagt also der (auf das restringierte DreikSrperproblem 
iibertragene) Painlev6sche Satz folgendes aus: 

Es gilt entweder (81) oder (85). 
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w 

Das 0szillatormodell. 

Es seien nun zu t----0 die vier Antangswerte (74) vorgeschrieben, 
derart, daft die aus (73) berechneten Anfangswerte der bipolaren Koordi- 
naten yon Null verschieden sind, d.h. es sei 

(86) (~o, 70) + (#, 0) ,  (~o, 70) + (p _ 1, 0). 

Dann werden durch (3) die Funktionen (76)f i i r  0 __< t < t* al~ eindeutig 
bestimmte reguliize Funktionen definiert, wobei t* im Falle II den an 
t-----0 (flit t > 0) niichstliegenden StoBmoment bedeutet, in dem stogfreien 
Fall I aher t*----+ co gesetzt werden soil, und zwar der Bequemlichkeit 
halber auch dana, wenn nicht einmal ein Pseudostofl (81b) vorliegt, son- 
dem der durchaus reguliire Unteffall (81a) des Falles (81), d. h. des Falles I. 
Dann ist t* ausnahmslos erkliirt und es gilt nach (81) und (82) 

(87) R ( t ) > 0  0 < t < t * ( < + c o ) .  

Nehmen wit nun die lokale R%ularisierungstransformation (32) vor, wobei 
n ztmiichst beliebig ist, d .h.  eine willkiirlich (aber lest) gew~ihlte positive 
ganze Zahl bedeutet, die also auch = 1  sein darf. Da die Funktionen (761, 
iiir 0 ~ t < t* regular und derart sind, dab rs(t) uvd r l_s ( t  ) naeh (80) 
und (87) beide yon Null verschieden sein miissen, so dall also der Ptmkt 
($ (t), ~/(t)) nicht in einen der beiden Punkte (86), (87) hineinfallt, und 
da andererseits die Ableittmg (42) der Abbildungsfunktion mit Riicksi~ht 
auf (32) nur in dem Punkte (36), d. h. im Punkte (47) verschwindet, so 
werden dutch (32) 

(88) = u(t), ,, = , , ( t ) ,  
also vermfge (88) auch 

t 

•= y dr 1 sowie (89)" q, (t) ----- 
(89) IP ' ( t ) l  If'~'('~+iv)l o I f ' "( ' : ) l~ 

als fiir 0 < t < t* reguliire Funktionen erkliirt, und zwar ist dabei die 
Ableitung (89) yon ~ ( t )  durchweg > 0, so dab V' fiir t--~ t * - - 0  gegen 
einen Grenzwert ~* konvergiert, der allerdings auch = + co sein daft. 
Damit ist schon die durch (25)iestgelegte neue Zeitvariable V' eingefiihrt, 
indem die beiden Gebiete 0 ~ t < t*, 0 ~ V' < V~* aufeinander eineindeutig 
mid auf eine beliebig o f t  differentiierbare Weise bezogen sind: es gilt 
~.ch (89), ~89)' 

0 < V , ' ( t ) < + c o  fiir O.<2t<t*,  

also wegen ~, ,=  d,e_~ .--1 auch 0 < i ( ~ , ) < + c c  iiir 0 _ < ~ , < ~ *  
d t  t 

so dab t = t (V') eine fiir 0 ~ ~, < VJ* eindeutig erki~irte reguliire Funktion 
44* 
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ist. Ffihrt man t = t (t/,) in (88)ein, so folgt, daft u = u (t (~o)), v ----- v (t (V')) 
oder lmrz 

( 9 0 )  a l s o  au h 

flir 0 <: V' < 'P* reguliire Funktionen sin& 
Ich behaup~ zun~chst, dal~ in dem stoflf~eien Fall I die Funktion 

~- yJ(t) f l i r t  -~ t* bei jedem n (also auch fiir n = 1) fiber alle Grenzen 
wRchst. Mit anderen Worten: 

(91) " Aus t~----+oo folgt ~ * = + o o  bei jedem n ~ l  

Zweoks Zuriickflihrung ad absurdum nehmen wir an, daft y~* < q- 
ist. Dann ist die L6sung (90) des regularisierten Diflerentialsysgems fiir 
0 =< ~p < ~* nicht nut regul~ir, sondern aueh beschr~aakt. Dies folgt naeh 
einem bekannten Satz fiber regutiire Diflerentialsysteme, weleher auch er- 
gibt, dal~ die Funktionen (90) auch noch fiber y~ = W* hinaus, also etwa 
ffir 0 ~ y, < ~p*+ e*(>  ~p*), eive reguliire LSsung darstellen. Dann ist aber 

~p 

a u c h  ' " 
0 

eine ffir 0 < 't' < ~*~-e*  regul~ire Funktion yon yJ, und zwar ist die 
Ableitung t = If(~)(~)!" jedenfalls. ~ 0 und hSchstens in isolierten 
Punkten ( ~ 4 ' * )  gleich Null, da t fiir 0 < ~ < yJ* positiv und flir 
0 < ~ < y~* ~- e* regul~ir analytisch ist. Es liegt also eine stetige und ein- 
eindeutige Abbildung des Intervalles 0 ~ y~ < ~ * +  e* auf ein Intervall 
0 ~ t < t* ~ ~* vor, wobei ~* > 0 ist. Dies enth~lt aber einen Wider- 
spruch, da nach Voraussetzung bereits zu ~# = v2* der Weft t = t* ~ + 
geh6rt. Damit ist (91) bewiesen. 

Betrachten wir jetzt den Fall t * ~  -~ ~ ,  d.h. den Fall eines eflektiven 
StoBes (Fall II, S. 690) mit einer der beiden Massen (36), (37). Es kann 
angenommen werden, dal~ der Stofl mit der Masse (36) stattfmdet [vgl. ,% 683], 
also mit Rficksicht auf (32), (47) darin besteht, daft uO'-]-v ~ flit y)-< y)* 
positivist und Iiir ~ , - .  y~* gegen Null konvergiert. Wenn wit nun, im 
Oegensatz zu (91), den Fall n----1 ausschliel~en, so gilt (abet auch nut  
unter dieser Voraussetzung) die Abschiitzung (72), d. h. alle vier Funktionen 

,92) u('~,), v (y , ) ,  iz(,t,), ~)(~) (0 ~. y~ s y,*) 

konvergieren flit ~,--, ~o* gegen Null, und andererseits ist dann 

(93) u ( ~ ) - -  O, v(v,) ~ O, ~ ( ~ ) - -  O, ~(V,) -- 0 

eine LS~ung der regularisierten Bewegungsgleichungen, indem im Fa l len  ~- 1 
(aber such nut in diesem Falle) die Abbildung eine so starke Regul'ari- 
sierung herbeifiihrt, dal~ die Masse eine Gleiehgewichtslage wird (vgl. S. 688). 
Daraus folgt nun, da[~ 

(94) auch aus t * < q - o c  fol~ y ) * = + ~  bei jedem n # l .  
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Gesetzt niimhch, dal~ 9 " <  ~-oo ist; dann k5nnen zu 9 - - - -9"  willkfirliche 
Integrationskonstanten vorgesehrieben werden. Wir sehreiben die Anfangswerte 

vor, die nach dem Eindeutigkeitssatz der regulgren Differentialsysteme nut 
eine LSsung der regularisierten Differentialgleiehungen festlegen kSnnen. 
Da (92) flit V--~ V* versohwindet, miiBten daher die beiden LSsungen 
(92), (93) auch ffir 0 ~ VJ < 9 "  identisoh sein, im Widerspruch damit, 
dab u 2 § v a flit 0 ~ ~ < ~* yon Null verschieden ist, indem der Stol~ 
erst ffir V - ~  9 "  zustande kommt. ~ Damit ist (94) bewiesen. 

Was endlich das Verhalten des ef[ektiven StoflfaUes II  (t* < + oo) 
bei den yon Thiele-Burrau, Levi-Civita und Birkhoff betrachteten Ab- 
bildungen anlangt, bei welehen der Abbildungsmodul in der Masse zwar 
verschwindet, aber nut in der ersten Ordnung versehwindet (n ~-1), so 
dal~ die Gesehwindigket (~, b) bei unbegrenzter Anngherung an die Masse 
zwar endlich bleibt, aber nicht gegen Null konvergiert und daher keine 
Verwandlung des restringierten DreikSrperproblems in ein konservatives 
Oszillatorenproblem mit Oleichgewichtslage herbeifiihrt (vgl. S. 688 und 
S. 692), so gilt, wie man sich leicht fiberzeugt, 

(95) fiir t * < + o o ,  n----1 

[so dab in (94) tats~ehlieh alles auf der Annahme n > 1  beruht] .  Da 
das Quadrat der Geschwindigkeit, n~anlieh ~ + ~ ) z ,  fiir y~----yJ* nicht 
verschwindet, sondern naeh (68) gleieh 8 ( 1 - / u )  > 0 ist, so kann die 
Kurve u == u ( ~ ) ,  v----v(y~), d . h .  die regularisierte Bahnkurve, beim 
Ubergang yon v 2 ---- y~* 0 zu 9 -~ YJ*-~- .0 keine Spitze haben, und da 
andererseits die i n  der Masse gelegenen Winkel beim Ubergang v o n d e r  
(~, ~) -Ebene  zuI (u, v) -Ebene wegen n----1 halbiert werden (vgl. S. 683), 
so muff die Kurve ~ = ~( t ) ,  ~ = ~/($), d.h.  die nicht regularisierte Bahn- 
kurve, flit t ~ t * = - 0  eine Tangente haben, die mit ihrer zu t - - - - t * + 0  
gehSrigen Tangente zusammenfiillt a 7). 

.w  

Anwendung aul  das Mondproblem.  

Wir wollen zun~chst unsere Resultate fiber den Fall n > 1 zusammen- 
stellen. 

1~) Zusatz bei der Korrek tur  (26. 6. 1930). Ich benutze die Gelegenheit, 
um ein Versehen "con mir [Sitzber. der s~chs. Akad. d. Wiss. zu Leipzig 1930, S. 105-119] 
zu berichtigen: Aus der allgemeinen Giiltigkeit yon (15) a. a. O. folgt (11) mit (13) a. a. O. 
dann und nur dann, wenn eine ganzzahlige Kommensurabilit~t stattfindet, wie  das 
Herr Moulton in seiner a. a. O. zitierten Ulitersuchung vollst~ndig richtig angegeben 
hatte. Meine, sich auf (11) stiitzenden Bemerkungen sind also binf~llig. Leider habe 
ich dies erst jetzt nachtr~glich bemerkt. 
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Zu t = 0 seien die Anfangswerte (74) vorgeschrieben, flit welehe die 
Bedingung (88) erfiillt ist. Kommt dann fiir 0 < t < + o v  bei einem 
t = t* ( <  + or) ein effektiver Stofl zustande (wobei das Gebiet 0 < l < t* 
noch stol~frei ist), so kfnnen wir annehmen, dali dieser StoI~ mit der 
Masse (36) stattfindet, da die andere Masse, niimlich (37), ebenso behandelt 
werden kann. Dem sto~freien Fall I sei hingegen t*-~ + oo zugeordnet, 
und zwar auch dann, wenn nicht (81b), sondem (81a) g i l t . -  An Stelle 
des Variablensystems 

(Or*)' 

fiihren wit mittels 

= , + ( u  + i & " ,  

neue Variable 

(96) 

~, ~, X, Y; t. 

X + i Y =  
t~ 

U+iV , 1 of dt 
2~(u_iv).,,,- t, ~v : 4n-- ~ (u~+v~) ~'-~ 

u, v, U, V; 'q, 

ein, wodurch die zu t = 0  geh6rigen Anfangswerte (74) in zu 'W~ 0 ge- 
hSrige Anfangswerte 

(97) ~~ v~ ~~ b~ (u~ + (v~ > 0 (V, = 0) 

und die Bewegungsgleichungen in 

(98) ~=Ht- ,  U= - -Hu ,  b-----Hr, I) '=--H,,  

iibergehen, wobei 
dx ~H 

~ 99) ~ = d-~' Hz ~ ~-~ 

gesetzt ist und, tinter C die aus (74), (4), (5) eindeutig berechnete Jacobi- 

sehe Integrationskonstante und unter pl~,,+l} (u, v; U, F, C) eine in bezug 
�9 auf das Argumentsystem U, V, C lineare, etwa in dem Bereiche u" + v ~ ~ �89 
gewil~ regul[ire reelte Pote~zreihe verstanden, die in bezug auf das Variablen- 
paar (u, v) mit Gliedern ( 2 n -  1)-ter Ordnung beginnt, 

(100) H = H o + P  I=''+~), H o ~(V'+V~ "-~ 

ist und das Jacobische Integral, unter p ~u, v; C) eine yon den Geschwindig- 
keiten oder Impulsen unabh~ingige, fiir u ~ + v ~" ~ �89 wieder reguliire Potenz- 
reihe verstanden, in der Gestalt 

(101) �89 + i , ' 2 )=4n ' (1 - -p ) (u '+v ' ) " -~+(u '+v ' )* ' " ' :ap(u ,v ;  C) 

oder auch Ho-~ ~ pt-~,,-al, d. h.H ~--0 geschrieben werden kann, d. h. der 
Energiekonstante H ~ k daft nut der Weft h ~ 0 ertei]t werden (da H 
bereits die Integragionskonstante C enthiilt, also analog zu dem Prinzip 
der kleinsten Wirkung). -- Die zu den Aniangswerten (97) geh6rige LSsung 

002) ,,(v'), ,,(,;,), tr(v,), v(v,) 
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von (98)geniigt  den Bedingungen 

(103) fi(~o)~q - b(,p)%--~O, U(q,)'q--V(y,)~---,.O flit u(v)'-k-v(V)'L--,O, 

ist fiir 0 < : V ) <  q - o r  regul~ir und derart, dab u(v2)~Wv(v2)~>O ist. 
Und zwar gehSrt V)= q-ov zu t = t* < q - w  oder zu t = t * ~ - q - o r ,  je 
naeh dem Fall II oder Fall I vorliegt. Die Koordinaten der Masse (36), 
mit weleher ira Falle II  zur Zeit t ----- t* < q- or, d.h. 4' ---- q - ~  ein ettek- 
tiver Stoll zustande kommt (ira Falle I gibt es iiberhaupt keinen StoB), sind 
u = 0, v = 0, so daft die Pr~imisse yon (103), niimlieh u(w) ~ -p v(w)%-*0, 
die natiirlieh nieht zeitlich, sondern rdumlieh gemeint ist, d.h. nieht 

(lO4) r ~ [ . ( ~ ) ' +  ~(~)'] = o 

sondern nut 

(105) liminf [u(v,)%q - v(~,)'] = 0 
t p  - .~- i -  c o  

b-.w. l ~  [,~(u,)'+ ,)(v,)'] = 0, 
'qt--~..-l- o~  

bzw. liminf [~(~/,)~-4 - b (~ )  ~] = 0 

verl~n.gt bzw. zu behaupten ge~tattet, r~iumlich unbegrenzte, zeitheh abet 
nieht notwendig auf einem zusammenhgngenden ,~o-Gebiet edolgende 
Ann~iherung an die Masse (36) bedeutet: 

~1o3') ,~(v)' + ~(v,)' = o(u(,p)'- + v(v,)"), 
u ( v ) '  + v(~,)" = o(u (v,)' + v (v)'). 

Dies besagt aber, daft der Punkt 

(106) u ---- 0, v ~ 0 ,  

d.h. die Masse (36), eine Gleichgewichtslage des regul~ren Oszillators (98) 
ist. In der Tat ist 

(107) " (V)  -- O, "(V') = O, V(,p) --  O, V(V) -- 0 

rbit Riieksieht auf (100) wegen n > 1 eine L6sung des Differentialsystems (98). 
Die Hillsche Nullgeschwindigkeitskurve [vgl. (101)] 

o = ~ rd (1 - ~,) (u" + v')"-~ + (u'- + v'~) '"-~ p (u, v; o) 
ist naeh bekannten S~itzen bei hinreichend groBem C eine reelle Kurve in 
der (u, v)-Ebene, die einen kreisiilmlichen Zweig hat, der fiir C--* -~- co 
auf die Masse (106), die er ums.chfieBt, zusammenschnmapft und die Eigen- 
schaft hat, dab wenn der Planet --  bei gegebenem Werte von C - -  zur 
Zeit ~----0 in dem Innengebiete der Ovale war, dies iiir alle F der Fall 
sein mu~, d. lL das Au~engebiet der Ovale ist dann ein flit 0 < v / < - k - o e  
verbotenes Gebiet. Bei hinreichend groi~em C i st die andere Masse auBer- 
hall) der ,Ovale" gelegen. Der Erdmond befindet sieh im Innern einer 
solchen Ovale, d. h. der numerische Weft von G i s t  im Falle des Erd- 
mondes ,hinreichend groB". Ich will bier auf die Rechnung nieht eingehen, 
da die Sache mit Riicksicht auf die HiUsehen Rechnungen ohne weiteres 
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einleuchtet. --  Betrachten wit nun die beiden F~ille I, II  (d. h. t* = - } - ~ ,  
t* < + or) gesondert, und zwar zun~i~hst den zweiten Fall. 

Ist. t * <  + or, so konvergiert der Mond flit t--* t * - - 0  gegen die 
Masse, d.h.  es gilt 

+ = o, 
t - } t  - o  

oder da t - -~ t*- -  0 zu V~--* +cx) geh~rt (S. 692), einfach (104), und daher 
mit Rticksicht auf (103) oder (103)' 

(107") lira u(V,)=O, lira v(t/ ,)=O, lira V(~,)=O, lira V(V,)=0,  
.t/,--} + ~ ~p.-~ + r ~-.-~ + oo "-- " ~o.-*. + Go 

d.h. der Sto~ besteht darin, da~ die Lfsung gegen die Gleichgewiehts- 
16sung (107) konvergiert. Die e//ektiveTz Sto~sungen (Fall II) erschdnen 
also als asymptotische L6sungen im Binne yon Poi~w~ar~ 18), sie konvergieren 
fiir ~v--~ 4- co gegen die Gleichgewichtslage, d. h. die Masse, und zwar mit 
einer gegen Null konvergierenden Geschwindigkeit. Die Bewegung wird bei 
wachsendem VJ so langsam (also de~ Formelsystem ftir numerische Zwecke 
ebens~ unbrauchbar wie vor der Transformation, wobei die Geschwindigkeit 
fftr t--*t* unendlich wird), da~ flit W-~ + o r  nut der erste Stoflmoment 
t = t * < - 4 - 0 o  erreieht wird, wiihrend im Thieleschen Fall ( n = l )  zu 
~--~ + ov stets t--* + ~ gehSr~, d.h. man kann die Bewegung tiber den 
Sto~ hinaus fortsetzen mad zwar bis t = + ~ ,  wobei sich auf j edem end- 
lichen t-Intervall nut endlich vide StSl~e ergeben; vgl. S. 683, S. 689, S. 693. 

Da es Stol~16sungen tats~ichlich gibt, so existieren auch unsere asym- 
ptotischen L6sungen. Sie bilden abet in dem Fhasenraume eine ,Aus- 
nahme". Bezeichnet n~mlich I /  den vierdimensionalen (reellen) Raum der 
zu VJ = 0 vorgeschriebenen Anfangswertc (.97) und S diejenige Teilmenge 
y o n / l ,  deren Punkte Anfangswerte yon effektiven StoB16sungen, d. h. yon 
asymptotischen L6sungen der G|eichgewichtslSsung darstellen, so fo]gt aus 
einem von Hen'n Painlev6 vermuteten, yon .Herin Levi-Civita 19) sicher- 
gestellten Satz, dab S a u f  einer dreidimensionalen analytischen Fl~ehe des 
vierdimensionalen Phasenraumes iT/ (also in R erst recht nicht iiberall 
dicht) liegt, s o  daft das Nichtvorliegen einer eflektiven Sto~bahn in kon- 

is) Dieser Umstand wirft, mit~ Riicksieht auf die Untersuchungen der Herren 
K. F. Sundman [Aeta Soc. Seient. Fennicae 84 (1907), Nr. 6, S. 18ff.] und J .  Chazy 
[Bull. Astr. 35 (1918), S. 821 if.l, ein neues Lieht auf das zur Zeit durchaus ungel6ste 
funktionentheorei~isehe Problem bei einem terniLren Sto~ in dem eigentlichen Drei- 
kSrperproblem: es w~re denkbar, dab die Sehwierigkeiten nut  durch die Beniitzung 
einer nieht sinngem~13en Zeitvariable bedingt werden, in welcher die Bewegung 
asyrnptotisch ist. Die exakten Lagrangeschen LSsungen des DreikSrperproblems, die 
zugleich tern~re Sto~16sungen sind, zeigen, daft eine analytische Fortsetzung sehr 
wohl mfglieh is~, trotzdem die Sundman-Chazy~ehe Zeitvariable versagt, d .h .  eine 
asymptotisehe Bewegung ergibt. 

~) T. Levi-Civita, Annali di Mat. (3) 9 (190~), S. lff .  
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kreten Fiillen prinzipiell beweisbar ist. Es hat also einen guten Sinn zu 
sagen, dab der Fall II eines e~ektiven StoBes sin Ausnahmefall ist. Nun 
ist abet iiir die eiieJ~ive Stabilitiit einer festen L6sung noch nicht hin- 
reichend, dal~ sie einerseits im Innern eines geschlossenen massennahen Ovals 
(108) liegt und andererseits keine eflektive StolM6sung ist. 

Betrachten wir niimlieh den stoBfreien Fall I, d.h. die Mannigfaltig- 
keit R -  8. Hier sind zwei UnterfiiUe m6glich, n~imlieh eine vollst~ndig 
reguliire Bewegung mit (81a) und eine PseudostoBbewegung mit (81b), 
d.h. mit (105) [ohne (104)]. Die entspreehenden Teilmengen yon R -  S 
sollen bzw. mit P ,  Q bezeichnet werden, so daft also / t  = S + P + Q ist. 
Die dutch die vier Integrationskonstanten (97) definierte Bewegung kann 
nut dann eflektiv stabil genannt werden, wenn (97) nieht nut nicht auf 8, 
sondern nicht einmal auf der Mannigfaltigkeit Q des PseudostoBes gelegen 
ist. Nun weiB man abet yon (~ gar nichts, man weil~ nicht, ob f~ nicht 
leer ist, man weiB abet auch nicht, ob Q in /~  nieht iiberail dieht liegt, 
man weig nicht einmal, ob P im Innern einer Grenzkurve nicht lauter 
periodische L6sungen und keine weiteren Babnen darstellt. 

Beschriinken wit uns nun auf Punkte (97) yon / ~ -  S, bei welchen 
der Punkt (u ~ v ~ innerhalb der zugeh~rigen Ovale (i08) liegt, welche 
die Masse u = v----0 umsehlieBt, die andere Masse aber ausschlie~t. Da 
u = v = 0 die Oleichgewichtslage eines konservatiren kanonischen Oszilla- 
tots i s t ,  miiflte man dann naeh den (zur Zeit weder bewiesenen noch 
wider|egten) Prinzipien tier staf.is~ischen Mechanik annehmen, daft diejenigen 
Punkte yon / t  -- 8, bei welchen die abgeschlossene Hiille der zugeh6rigen 
Bahnkurve in der (u, v)-Ebene nicht ein die Oleiehgewichtslage u ~-v = 0 
in seinem Innern enthaltendes Fliiehenstiick ist, die Regel, d. h. eine Menge 
mit einer vierdimensionalen Nullmenge als Komplement~irmenge oder wenig- 
stens eine iiberall dichte Menge bilden, womit der Umstand, daft die Levi- 
Civigasche Theorie der adiabafisehen Invarianten yon Herin Oeppert auf 
einem yon der statistischen Mechanik unabh~ngigen Wege, einfach aus der 
Theorie der Integralinvarinten hergeleitet werden konnte, in gutem Ein- 
ldang steht. Mit Riicksicht auf unser Korrespondenzprinzip, das d~s Mond- 
problem in ein reguliires Oszillatorenproblem verwandelt, wiire also im 
Rahmen der statistisch~ ~echa~ik folgendes zu behaupten: Die Pseudo- 
stoBmannigfaltigkeit ~ liegt, im (~egensatz zu der e[[ektiven Bto~mannig- 
faltiokeit S, iiberall dieht in der Phasenmannigfaltigkeit R .  Es ist abet 
nicht zu vergessen, dab die Jacobische Konstante lest vorgesohfieben ist, 
also es sieh yon vomherein um isoenergetische Mannigfaltigkeiten handelt ~o). 

~o) Wegen der in Frage kommenden Hypothese vgl. irish. H. Kneser, Math. 
Annalen 8~ (t921), S. 294. 
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Unser Korrespondenzpzinzip, welches dieser Betrachtung zugrunde liegt, 
war fr/iher nicht bekannt, da es, wie wit wissen, erst.durch den ~bergang 
yon n ~ 1 zu n ~> 1 erm~iglicht wird. --  Herr Levi-Civita vertrat jedenfalls 
die Ansicht, dal~ Q eben~ abgegrenzt (,lokalisiert") werden kann wie 8, 
und hat hierfiir auch einen Beweis in Aussicht gestellt ~). Genauer handelt 
es sich dabei um ,kreis~lmliche" massennahe Bahnen und um eine B e -  
ntitzung einer auf Poincar~ ~") zuriicl~gehenden Reduktion auf einen Freiheits- 
grad, die yon Herin Levi-Civita gs) n~iher untersucht worden ist; einem alle 
Einzelheiten durchfiihrenden Beweise stehen abet zur Zeit noch manche 
Schwierigkeiten im Wege. Ich stiitze reich clabei auf freundliche miind|iche 
Mitteilungen yon Herin Levi-Civita. --  Mehr kann man heute jedenfalls 
nicht behaupten, als daft das Mondproblem mit dem Problem der Bahnformen 
eines reguliiren Oszillators iiquivalent is t ;  genauer haben wir bei jedem C 
einen Oszillator mit der Energie h~---0 zu betrachten. 

So hat man auch einen bequemen St6rungsapparat zur Behandlung 
yon massennahen Bahnen in tier Hand. Da n~imlich H in (100) in H o 
und P additiv zerf~llt und H o yon der Ordnung n -- 1 ( ~  0), P aber nur 
yon der Ordnung 2n ~ 1 ist, so kann man P a l s  eine St~rungsfunktion 
auffassen, also in (98) H zun~ichst dutch H o ersetzen. Die zugeh6rige 
Hamilton-Jacobische Dii~erentialgleichung H o ~ 0 ist mit Riicl~sicht auf 
(100) in den Polarkoordinaten der kartesischen (u, v)-Ebene oflenbar 
separierbar, die ,ungest6rte" (der Keplerschen entsprechende) Bewegung 
ist bef beliebigen Werten der massennahen Integrationskonstanten periodisch, 
sind fernbr a, ~, A , B  die bei der Integration der Hamilton-Jacobischen 
Diflerentialgleichung H o ~- 0 erhaltenen kanonischen Integrations]~onstanten, 
so kann (98) nach der Theorie der Variation der Konstanten in der Gestalt 

yon L~BT~gesehen St~rungsgleiehungen ge.qchrieben werden, womit abet, 
was ein Verhalten fkir ~p --, -t-oo ~lang~, wegen der dioph~tisehen kleinen 
Divisoren ~) genau so wenig gewonnen bt  wie in der kla~isehen ~heorie. 
(Damit diirfte auch die eigentliche Quelle der Schwierigkeiten aufgewiesen 
sein, auf welche Herr Levi-Civita gestoBen ist.) 

Kopenhagen ,  den 28. Mai 1930. 

~1) T.Levi-Civits, ComptesRendus du 2m'Congr.lntern.deM6c.Appl., Ziirich (1926). 
2r H. Poincsrd, M6th. nouv. 2 (1898), S. 36~ff. 
~s) T. Levi-Civita, Annali di Mat. (3) 5 (1901), S. 2~)1-308. 
~4) Vgl. J. Horn, Journ. f. reine u. angew. Math 126 (1903), S. 219ff. 

(Eingegangen am 3. Juni, 1930.) 


