Uber die Randwertaufgaben der Hydrodynamik ziher
Fliissigkeiten.

Von
F. K. G. Odqvist in Steckholm.

In dieser Arbeit werden wir die Randwertaufgaben des folgenden
Systems von Differentialgleichungen, der sogenannten Navier-Stokesschen
Gleichungen fiir die stationire Bewegung einer zdhen raumbestindigen
Fliissigkeit, betrachten:
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Hierbei bedeutet u, die Geschwindigkeitskomponenten, p den Druck, und
X, sind die Komponenten der &ufleren Krifte. u und o seien gegebene
positive Konstanten. Es sind Losungen des Systems (0.01) in einem ge-
wissen riumlichen Gebiete aufzufinden, auf dessen Begrenzung u; vor-
gegebene Werte annehmen.

Zwei Schwierigkeiten, die uns bei der Losung dieser Randwertaufgabe
nach bekannten Vorbildern entgegentreten, liegen auf der Hand. Es sind
einerseits die drei ersten Gleichungen, wegen der linker Hand auftretenden
Produktglieder, nicht linear, und andererseits miite man, um p eliminieren
zu konnen, die Ordnung der Gleichungen von zwei auf vier erhhen. : Unsere
Methode wird sein, anfinglich die Produktglieder wegzulassen und die
Losungen der allgemeineren Gleichungen (0.01) durch Losungen der so
entstandenen ,linearisierten Gleichungen aufzubauen.

In einer Stockholmer Dissertation?) bat der Verfasser eine Theorie der
linearisierten Gleichungen entwickelt, die mit derjenigen von Fredholm und
Plemelj fiir die entsprechenden Probleme der Potentialtheorie aufgesteliten

1) ,Die Randwertaufgaben der Hydrodynamik ziher Flissigkeiten®. Stockholm
1928, P. A. Norstedt o. Soner.
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vollkommen analog ist. Fiir die Randwertaufgabe des nichtlinearen Glei-
chungssystems (0.01) wurde sodann mit Hilfe eines Greenschen Tensors
ein System von quadratischen Integralgleichungen hergeleitet, von dem
gezeigt wurde, daB es bei geniigend kleiner Geschwindigkeit und geniigend
Kleinen Abmessungen des betrachteten Raumgebietes eine wohlbestimmte
Losung besitzt. :

Seit dem Erscheinen meiner Dissertation hat Herr L. Lichtenstein
eine Abhandlung iiber denselben Gegenstand verdflentlicht?). Er stiitzt sich
beziiglich der linearen Randwertaufgabe auf eine Arbeit von U. Crudeli und
gewinnt sodann die Losung des allgemeineren Problems durch sukzessive
Approximationen. Es gelingt dadurch, die Randwertaufgabé der nicht-
"linearen Gleichungen (0.01) fiir jede GroBe des betrachteten Gebietes zu
Iésen, falls nur die Geschwindigkeiten hinreichend klein sind.

Ferner hat Dr. H. Faxén neuerdings eine Arbeit bei der Schwedischen
Akademie der Wissenschaften eingereicht?), in der unter anderem gezeigt
wird, wie die in meiner Dissertation angewandte Methode zur Behandlung
der Oseenschen Differentialgleichungen verallgemeinert werden kann. In
dieser Arbeit, von der mir der Verfasser freundlichst die Korrekturbogen
zur Verfiigung stellte, wird auch ein Satz bewiesen, von dem wir im fol-
genden Gebrauch machen werden.

Zweck der vorliegenden Arbeit ist einerseits zu zeigen, da an meiner
Losung der Randwertaufgabe des Systems (0.01) nur eine kleine Abande-
rung erforderlich ist, um zum selben Grad der Allgemeinheit zu gelangen,
wie es Lichtenstein mit seiner géinzlich verschiedenen Methode tut. Anderer-
seits werde ich zeigen, wie meine Methode imstande ist, auf natiirlichem
Wege zum Studium der Verzweigungen der Lésungen der Randwertaufgabe
zu fiihren. In meiner Dissertation waren bei Behandlung der linearen
Probleme einige Irrtiimer noch vorhanden, anf die mich Herr Dr. Faxén
freundlichst aufmerksam machte. Diese werden hier berichtigt, und um
Hinweise auf meine Dissertation und die obenerwihnte Faxénsche Arbeit
moglichst zu vermeiden, wird iibrigens die ganze Theorie hier neu dar-
gestellt und teilweise mit neuen Beweisen versehen.

Es werden im allgemeinen die dreidimensionalen Aufgaben betrachtet.
Gelegentlich werden wir am Ende von § 4 die fiir das entsprechende ebene
Problem nétigen Modifikationen andeuten, wodurch unter anderem die
Loésung der biharmonischen Randwertaufgabe des Auflenraumes einer ge-
schlossenen Kurve erledigt wird.

%) Vgl. L. Lichtenstein, Uber einige Existenzprobleme der Hydrodynamik, Dritte
Abhandlung, Math. Zeitschr. 28 (1928), 8. 387—415; Grundlagen der Hydromechanik,
Berlin 1929, S. 493 —-506.

3) Arkiv f. mat,, astr. o. fys. 21 A, Nr. 14.
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In den ersten vier Paragraphen werden die linearen Randwertaufgaben
gelost, und die Eigenschaften der Losungen in dem Umfange studiert, wie
sie fiir das Folgende nétig sind. In § 5 wird ein Greenscher Tensor kon-
struiert, und seine Eigenschaften niher untersucht. § 6 enthalt die Losung
der Randwertaufgabe fiir das System (0.01). Die letzten zwei Paragraphen
enthalten einige Bemerkungen iiber Verzweigung der Losungen der Rand-
wertaufgabe (0.01) sowie die Anwendung des Greenschen Tensors auf
nichtstationire Strémungen und auf das Stabilititsproblem. Gelegentlich
wird angedeutet, wie man die Losung der folgenden, mit einem bekannten
Problem von Oseen analogen, Randwertaufgabe bekommen kann: Man be-
stimme unter Beriicksichtigung der ,halbquadratischen Glieder* die von
einem eingetauchten Korper in einer rotierenden Fliissigkeit hervorgerufene
Strémung.

§1.
Definitionen. Bezeichnungen. Greensche Formeln.

Wir betrachten im folgenden réumliche Gebiete ¢, die von endlich
vielen, endlichen, stetigen Flichen begrenzt sein sollen. Die Punkte von Q
werden auf ein festes, rechtwinkliges Koordinatensystem z,, z,, z, bezogen.
Innere Punkte von @ mit den Koordinaten z; (=1, 2,3), bzw. y,,
werden kurz (z), bzw. (y) bezeichnet. Raumelemente werden mit d@ be-
zeichnet. Der Bezugspunkt wird, wenn nétig, d.Q, d,Q usw. angedeutet.
Jedem Gebiete @, als ,Innengebiet mit @ bezeichnet, kénnen wir ein
AuBengebiet @, zuordnen, so da8 @ +- @, den ganzen Raum ausmacht.

Die gesamte Begrenzungsfliche (,,Randfliche“) eines Gebietes @ heifle T
und besitze eine stetige Tangentialebene. Punkte auf 7' werden mit
(&), (#), ..., und Flichenelemente mit dT, bzw. d, T, ... bezeichnet. Die
innere Flichennormale soll mit n, (¢ =1, 2, 3) bezeichnet werden.

Funktionen von den Koordinaten z;, &, ... eines Punktes werden wir
kurz mit f(x), (&), f(z, &), ... usw. bezeichnen. Es gilt dann z B.
n; =, (§)

Der Abstand zweier Punkte (z) und (z') soll 7., bezeichnet ' werden.

Eine Funktion f(z), von der wir wissen, da fiir irgend zwei Punkte
(z) und (2’) eines Gebietes @ eine Ungleichung der Form

|f(z) —f(2)] < Crex
besteht mit A reell, positiv und kleiner als eins, und C eine positive, nur
von h abhingige Konstante, soll als H-stetig mit dem Exponenten A
(Holder) bezeichnet werden.

Eine Fliche T soll in der Umgebung eines jeden Punktes eine Dar-
stellung der Form &, = f(&,, £,) gewihrleisten, falls das Koordinatensystem
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passend gewihlt wird. Besitzt die Funktion f({,, £,) erste Ableitungen, die
H-stetig mit dem Exponenten % sind, so gehore die Fliche der Klasse 4.
Sind dariiber hinaus die zweiten Differentialquotienten von f£(£,, £,) vor-
handen und H-stetig, so gehore 7' der Klasse Bh. Die entsprechenden
Gebiete @ gehoren den Gebietsklassen A% und Bk.Y) Unsere endgiiltigen
Ergebnisse in § 6 werden fiir Gebiete der Klasse Bk gewonnen. Trotzdem
wird iiberall mit den geringeren Voraussetzungen der Klasse A% so weit
" gearbeitet, wie dies moglich ist. ' ‘

Im folgenden soll das zweimalige Vorkommen eines Index in irgend-
einem Produkte, Differentialquotienten usw. zur Folge haben, dal in bezug
auf diesen Index summiert werden soll. Es schreiben sich dann die Glei-
chungen (0.01) kurz

oy, op
Ay, — TP _ X,
(1.01) T e,
. auk 0 f
PP
k

Wir werden zunichst nur diejenigen Bewegungen einer zahen Fliissig-
keit studieren, die den einfacheren Differentialgleichungen gehorchen, die
man dadurch bekommt, da man die sogenannten quadratischen Glieder

Quk'éz;
wegstreicht. Wir haben dann die ,Stokesschen Gleichungen“

9
FAui:—a—ipT—_g'Xi’
(1.02) ouy

om

Wir werden als erste Stokessche Randwertaufgabe das folgende
Problem bezeichnen: :

Man bestimme in einem Raumgebiete ¢ der Klasse A2 die Funk-
tionen u;, p, so daB einerseits in @

__ep duy,

(1.03) udu, ==, 75:—‘——0
erfiillt ist, und andererseits die Funktionen u,(x) bei Heranriickung an
die Randfliche T von @ vorgeschriebene Werte u,(&) annehmen.

Der in der Fliissigkeit wirkende Spannungstenspr wird durch

o, du,
T = —paik+/‘<_'—5‘f+‘ﬁi’>

%) Man vergleiche L. Lichtenstein, Neuere Entwicklung der Potentialtheorie.
Konforme Abbildung. Enzyklopidie der Math. Wissenschaften. I1C3. Teubner 1919.
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s 1, i=k,
10, k.

Die auf ein Flichenelement mit der Normalen n, wirkende Spannung ist

dargestellt, wobei

Tymy.
Die Aufgabe, die Gleichungen (1.03) in einem Gebiete @ so zu integrieren,
daB die auf die Begrenzungsfliche T' wirkenden Spannungen T, 7, vor-
gegebene Werte annehmen, werden wir als zweite Stokessche Rand-
wertaufgabe bezeichnen.

Die Gleichungen (1.03) werden wir die homogenen Stokesschen Glei-
chungen nennen.

Betrachten wir nun zwei beliebige, zweimal stetig differentiierbare
Vektoren %, und v, und eine beliebige, stetig differentiierbare, skalare
Grofle p, dann gilt die' »Oreensche Identitat“

(1.04) f (T.,v,]dQ= f K (0% a“k) fﬂ+a_”k)_p_‘?l’k_

Bx,‘ ox; /] \ox, ' oz, oy
o %

[t — gy ()] np a0

dy
__f [P 80— n(3m+ a“*)]nkv dT.

Die ersten Integrale sind Raumintegrale iiber das Raumelement d@ von @,
und das letzte ist ein Flichenintegral iiber das Flichenelement 47 von 7.

Vertauscht man in (1.04) u; und v,, setzt man — g fiir p und sub-
trahiert man die so gewonnene Gleichung von (1.04), so ergibt sich die
nGreensche Reziprozititsformel“

(1.05) f{[,mu,.—j—;:—m{;—(—gg)]vi-q—j—:f
) ’
SITIRE SURACY PR
--J (T W)y~ Th(0)m} T,
worin
8 é
(1.06) T;k(“) : — D8, +ﬂ('¢—,—:‘ +‘5%)’

Tzi’k(”)= ' qa;.‘f‘“,“(av' ﬂ)L‘)

ox, ox;
gesetzt worden ist.
Setzt man nun in (1.04) %, = v; und wihlt man fiir u;, p, Funktionen,
die den Gleichungen (1.02) gehorchen, so ergibt si¢h die ,Greensche
Energieformel“ '
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[
00 [ Tu(0)11dQ = — [ T (w)m a7

Q(;‘)
— 6u,, ou,
f d“’k —eX u,‘}dQ,

worin die physikalische Tatsache zum Ausdruck kommt, daB die von den
Oberflichenkriiften geleistete Arbeit gleich ist der Reibungsarbeit vermin-
dert um die Arbeit der &uBeren Krifte. Der Verfasser erblickt in der
heuristischen Bedeutung dieser, keineswegs einzig moglichen®), Greenschen
Formeln die wahre Ursache, daB es spiter gelingt, analoge Bild\ingen der
Potentiale von doppelten Flichenbelegungen zu konstruieren, aus denen
Integralgleichungen mit ,regulirem“ Kern hergeleitet werden kénnen, was
mit den bisher bekannten, dhnlichen Methoden nicht méglich war®).

- s2
Hydrodynamische Potentiale.
Um eine partikulare Losung von (1.02) zu bekommen, kann man

sich bekanntlich des Fundamentaltensors bedienen. Hierunter verstehen wir
die Ausdriicke :

Txy

{ (Z—v)(m—w)
v (T Y) =g ety
(2.01) { s "{ }

_ Yx
a(z9) = 252,

und die fragliche Losung lautet °):
{ Ui(2) =e [ ou(=, 9) Xi(v) Q.

P(z) = eéqu (=, 9) X, (y)dQ.

Der Fundamentaltensor entspricht bekanntlich vollkommen der Funktion
1/r,, der Potentialtheorie, und wir konnen den Inbegriff der Funktionen
U, P als hydrodynamisches Raumpotential bezeichnen. Es gelten fiir
(z) #+= (y) die wichtigen Beziehungen

(2.02)

] ]

(2‘03) pd v, = a—:k" 6—2‘5—0’ Azqk:"o’
2 v,

(2.04) pd, v, = a;f ay"‘ 0, 4,q,=0,

(2' 05) s'k(z’ y) = v,‘.-(y, z)'

%) Man vergleiche a.8.0. 1), S, 49. ' ' '
%) Man vergleiche C. W. Oseen, Hydrodynamik. Leipzig 1927.

") Dabei miissen X, (y) gewissen Stetlgkeltsbedmgungen gentigen. Vgl. unten,
Satz I, 8. 337.



Randwertaufgaben der Hydrodynamik zaher Fliissigkeiten. 335

Ferner haben wir, falls wir mit v;;, ¢; nach (1.06) die Ausdriicke 7j,(v),
und Tz(v), bilden,

(2.06) — T, (v), = T (v), = 8 (2 —9) (%~ 9) (% —t)

dardy

Der letzte Ausdruck wird auch mit 7} (v;z, y) bezeichnet, um die Ab-
héngigkeit zweier Punkte anzudeuten. Die bei den Differentiationsoperatoren
angebrachten Indizes deuten den betreffenden Bezugspunkt an.

. In Verfolgung eines aus der Potentialtheorie her wohlbekannten Ver-
fahrens betrachten wir nun dasjenige Teilgebiet @, unseres Gebietes @,
das zwischen der Begrenzungsfliche 7' und der Fliche einer kleinen Kugel 7},
vom Radius r, rings um einen festen inneren Punkt (z) von @ liegt, und
wenden auf @, die Formel (1.05) an, indem wir fiir v, ¢ die Funktionen
¥;,, ¢, 8is Funktionen von (y) wihlen. Fiir u,, p denken wir uns eine im
Bereiche @ + 7T stetige Losung der Gleichungen (1.02), fiir die der Aus-
druck 7, (u) am Rande stetig bleibt. Lassen wir dann r, gegen Null
streben, so gibt nur der 7;(v) enthaltende Teil des iiber T, erstreckten
Integrals einen von Null verschiedenen Beitrag, und wir bekommen

u,(x) = QQ(J:, vik(x’ y) X,‘(y) dQ
=] T (w)m(n) vz, n) AT
l +1_!:.ﬁ'k(v; z, n)n,(n)u;(n)aT,

wobei wir den Quellpunkt von 7' mit (5) bezeichnet haben, und also
T (v; z, n) nach (2.06) zu bilden ist, indem man 7 fiir y einsetzt. Um
den- entsprechenden Ausdruck fiir » (z) aufschreiben zu konnen, bemerken
wir, daBl gemiB (1.06), (2:03) und (2.06)

4, Ty (v; 2, )

_ / _ G 2 8 [,
= Aszk(”),, =4,4;6;, "‘l‘{mdzv.',- +—a‘542"kj_| = —_ax_,[zﬁﬂ )

(2.07)

und bekommen somit
P(x);= ee.l; ¢.(2, ¥) X,(y)dQ
(

=] (@) m(n) (2, m)dT

l _2"‘_[‘;’2' n (n)u;(n)dT.

(2.08)

Falls der Punkt (z) in @, auBerhalb der geschlossenen Fliche T liegt, so
kommt links in (2.07) und (2.08) die Zahl Null Die in (2.07) und
(2.08) auftretenden Integrale sind offenbar die zweckmiBigen Analoga
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der gewdhnlichen Potentiale. In der ersten Zeile der beiden Formeln steht
das schon e igefiihrte hydrodynamische Raumpotential, in der zweiten und
dritten entsprechend die hydrodynamsschen Potentiale einfacher bzw. dop-
pelter Flachenbelegungen.

Wir wollen nun, unter Zugrundelegung beliebiger stetiger Flichen-
belegungsvektoren 2y,(7) und 2¢;(n), die Eigenschaften der hydro-
dynamischen Potentiale einfacher und doppelter Belegungen einer geschlos-
senen Fliche 7' der Klasse Ak studieren. Wir fithren fiir diese Funktionen-
komplexe die Bezeichnungen V,(z), 2(z) bzw. W,(x), II(z) ein und
bekommen mit Riicksicht auf (2.01) und (2.06)

Pile) = oo [{ + E= B0 () a
(2.09) ‘ IT o [ wn) |
Q(z)=——§;5—@—gj :” aT,
Wile) = [ (&= 1) (2 — 1) (8= m) m) 95 () S
(2.10) 7
‘ I(z)=—%5— 7%, f(-’vk ﬂk)nk(n)%(n) ,.g

Fiir die: letzteren Funktionen werden wir auch die abgekiirste Bezeichnung
{ Wi(z) = [ Ky n) 9(n) 4T,

(2.11)
11(z) = [ & (<, n) ¢;(n)dT

gebrauchen.

Die Funktionenkomplexe V,(z), 2(x) und W,z), II(z) sind im
ganzen Raume auBer der Fliche T selbst analytisch. Aus der Herleitung
folgt, daB sie, jeder fiir sich, den Gleichungen (1.03) gehorchen. V,(z)

durchsetzt die Flache 7' stetig. Hingegen weist W;(x) einen Sprung, dhnlich
wie das gewohnliche Potential einer Doppelbelegung, auf, d. h. es gilt

12 W(Bo= @@ +W(E= o)+ ][K;E e (T,
2 . '
. Ws(f)(«) = ,‘Pi.(f) + Wi (&) = — ¢;(8) +JK.',' (&, m) ‘Pj,(’?) aT,

indem wir mit W,(&), und W,(£), die Grenzwerte von W;(x) bei An-
niherung von (z) gegen (£) von der inneren bzw. duBeren Seite her ver-
stehen.

Weiter bestiitigt man leicht die folgende Eigenschaft, die derjenigen
des GauBschen Tntegrals in der Potentialtheorie analog ist: Es sei ¢;(7) =¢;
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ein konstanter Vektor; alsdann gilt
: 2¢; fir () in @,
(2.13) Wi(z)=3 ¢, » (x) auf T ,
0 » (2) in Q.
Berechnen wir den Spannungstensor 7, (V) der von Vi(x), 2(=)
dargestellten Strémung, so ergibt sich nach (2.06)

(214)  Tu(V)=— 2 [z~ 1) (g~ 1) (5= m) wy(m) .
T

Speziell ergibt sich dann fiir die auf die Innen- bzw. AuBenwinde wirken-
den Spannungen T, (V),n, und — T (V),n,

T,.(V)oym ='—y;(§) +1-!‘I(ji(7l’ £) V’j(’?)dT:

2.15 o
(213) Tix (Vo= .V’i(é)—!—lKji("’g)Wj(ﬂ)dT'

§ 3.

Eigenschatten der hydrodynamischen Potentiale.

Wir widmen diesen Paragraphen dem Studium der Ableitungen der
hydrodynamischen Potentiale und ihrer Stetigkeitseigenschaften.

Um die Giiltigkeit einer auf S. 334 gemachten Aussage zu beweisen,
hat man auf das hydrodynamische Analogon eines bekannten potential-
theoretischen Satzes von O. Holder®) zuriickzugreifen. Wir betrachten die
durch eine stetige Funktion X, (y) nach (2.02) erzeugten Funktionen -
U,(z) und P(z) und haben dann:

Satz 1. Ist die Funktion X, (y) in einem Gebiete @ H-stetig, so
existieren die zweiten Ableitungen der Funktion U,(x) und die ersten
Ableitungen der Funktion P(z), und (2.02) im besonderen stellt eine
Lésung der Gleichungen (1.02) dar.

Will man den einem hydrodynamischen Potentiale einer emfachen
Flichenbelegung entsprechenden Spannungstensor T}, (V), bzw. beliebige,
erste Ableitungen ¢V,/2x, im Gebiete ¢, studieren, so zeigt sich, daf
die im vorigen Paragraphen gemachten Voraussetzungen hinsichtlich der
Belegungsfunktion nicht ausreichen, um die Stetigkeit am Rande der be-
treffenden Funktionen zu sichern. Wir beweisen den folgenden Satz, der
zugleich T, (V) und 9V;/ox, umfalt®).

%) Man vergleiche L. Lichtenstein a. a. O. 4), wo swh die zugehorige potential-
theoretische Literatur verzeichnet findet.
9 Der Beweis des entsprechenden potentialtheoretischen Satzes ist in unserem
Beweis enthalten. Vgl a.a. 0.4), S.201, FuBnote ). .
Mathematische Zeitschrift.  32. 22
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Satz II. Der Spannungstensor T, (V) eines hydrodynamischen Po-
tentials V,(x) einer mit dem Exponenten h' H-stetigen Belegung v;()
der Fliche T (der Klasse Ah) ist tm Gesamibereiche Q + T '°) H-sielig
mst dem Brxponenten %, wobei h die kleinere der beiden Zahlen h' und
h tst.

Der Beweis dieses Satzes wird fiir viele dhnliche Untersuchungen dieser
Arbeit grundlegend sein. Die spiteren Beweise werden zweckméBige Varianten
dieses Beweises sein und konnen deshalb oft kurz skizziert werden.

Wir beweisen zunichst, daB die Funktion T, (V) am Rande bestimmte
Grenzwerte besitzt. Es geniigt dabei das Integral

1 2 i) - |
J(a)= [ERE O ) gy ay, = [H(z, n)y (1) dnydn,

zu betrachten, wobei 2, derjenige Teil der Fliche ist, der von einem
Kreiszylinder vom Radius ¢, um die Flichennormale N als Achse heraus-
- geschnitten wird. N soll dabei durch denjenigen Flachenpunkt (&) gehen,
gegen welchen wir (z) konvergieren lassen wollen. Wir nehmen (&) als
Ursprung unseres Koordinatensystems und N als z,-Achse. Falls ¢, hin-
reichend klein fixiert wird, so wird sicher (%) eine auf 2| eindeutige
Funktion von 7, und #, sein, die H-stetig mit dem Exponenten h ist.

Man sieht nun, daB man alle vorkommenden Fille behandeln kann,
falls nur die den folgenden fiinf Indexkombinationen ¢, j, ¥ entsprechen-
den Integrale erledigt sind:

GO b e b,
N
oo o - E

2 3.

Wir haben uns zuerst davon zu iiberzeugen, daB der Hauptwert von
(3.01) H(z)= [ H(z, n)dn,dn,

_ existiert, auch wenn (z) gegen (&) strebt. Zudem beachten wir die Identi-
titen (r=r_)

1) Unter der Ausdrucksweise ,Stetigkeit usw. in Q-+ 7%, die wohl als ein-
gebiirgert anzucehen ist, verstehen wir, daB die betreffende Funktion in @, stetig
sein soll und dariiber hinaus bestimmte Grenzwerte am Rande T besitzen mége.
Vgl. a.a.0.4), S 183.
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(g, —n) _ 1 8 12 (= —m)
arolpfeto],
(”1""11)2(‘”: M) = _[_6_ 1, a2 (%"'h)(%"'la)]
r8 8lan, r ' oy rs. ?
. (B—m)(m—m)® _ 1 0 (m—n)
(3.02) T =3 T |
( —ng)® [ 6 1_ 2 (2 —m) (%~ 'la) 8 (zg—ng) (my— 'h)]
5 Blopr o rd T o, r$
) (=) (B—my) 1 2 (s — ’7:) (25~ ’h)
rd — 32 rd ’

In denjenigen Gliedern von (3.01), wo Ableitungen nach 5, und #, vor-
kommen, lift sich partiell integrieren, und es entstehen Kurvenintegrale
iiber die Randkurve L, von 2. Diese Kurvenintegrale sind auBerhalb
der Belegungskurve L, selbst analytisch. Die iibrigen Glieder haben die Form

. 8 1
Wir untersuchen den Hauptwert dieses Integrals, wenn (x) gegen (&) strebt.
Wir setzen (z, — 9,)" =+ (2, — n,)* + 22 = r{,’ und haben somit

(3.04) (=) “‘f[i{ == x,] dr, dn, +f73 dy dny=1i,{z)+1,(z).
Es gilt nun unabhingig von der Lage des Punktes (x)
|21 s 1 sl Clusl _ Cly
o = m ) () — B < < S

falls wir #2472 = o? setzen und den Punkt (z) auf das Innere eines
geraden Kreiskegels Kg mit der Spitze in (£) um N als Achse vom Offnungs-
winkel 2¢ < 7 beschrinken. C soll hier und spiter eine Konstante be-
deuten, die in den verschiedenen Ungleichungen verschieden sein kann.
Nun gilt fiir Flichen der Klasse Ak -

ml< O,
also ‘
8 1_=&m|__C
3']3 8 g"",

und folglich konvergiert das erste Integral ¢, (x) in (3.04) absolut und
gleichmiBig, auch wenn (2) gegen (&) riickt. Speziell gilt

(3.05) J'(;;]— —rl_ - _’ia_) dn,dyy = 0(c?),

-0

falls =2, xrgendem Teilgebiet von Z, ist, dessen -lineare Abmessung o ist.
22¢
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Der Hauptwert des zweiten Integrals in (3.04) existiert bekanntlich
und ist gleich dem korperlichen Winkel, unter welchem der Kreis -
72+ 5l=p9f in der u,n,-Ebene von (z) aus beobachtet werden kann.

Betrachten wir nun wieder J(z), so gilt

(3.06) J(z)= w(e)fH(x, dmdn,HH(x,n)[w(n) w (] dn, dr,.

und das erste Integral besitzt hier, nach der eben durchgefiihrten Betrach-
tung, einen wohlbestimmten Grenzwert, wenn (z) gegen (&) konvergiert.
Unter Benutzung der Abschitzungen

{|H(x,n>‘|<§,

iy (n) —y(£)| < Co?
ersieht man, daB auch das zweite Integral in (3.06) absolut und gleich-
miBig konvergiert, und daf somit J(z) einen wohlbestimmten Grenzwers
besitzt, wenn (x), immer in Kg, auf beliebige Weise gegen den Rand-
punkt (&) heranriicken darf.

Wir bilden nun die Differenz der Funktionswerte J(z) fiir zwei
Punkte (z) und (z') im Abstande o und in beliebiger Orientierung in der
Nihe der Randfliche. Wir verbinden die Punkte (2) und (z’) durch eine
geradlinige Strecke, deren Mittelpunkt (Z) sei, und ziehen die Flichen-
normale N durch (%). Diese moge die Fliche 7' in (£) durchsetzen. Wir
nehmen (£) als Ursprung unseres Koordinatensystems und N als 2;-Achse.
%, sei derjenige Teil der Fliche 7, der von einem Kreiszylinder X vom
Radius g9, um N als Achse herausgeschnitten wird. Gleichfalls sei =, der
vom koaxialen Kreiszylinder vom Radius o < ¢, herausgeschnittene Teil
von T. Die Lote von den Punkten (z) und (z") auf die #, #,-Ebene
mogen die Flache T in (&) bzw. (£') durchschneiden. Die Tangentenebenen
der Fliche in (&) und (&) mégen K bzw. E heiBen. Der Kreiszylinder K
soll dann aus E und E' die Ellipsern £, und E; herausschneiden.

Um zuerst eine Schitzung des Hauptwertes von H(x) — H(z") zu
bewirken, konnen wir uns nach dem oben Gesagten damit begniigen, die
Differenz

(3.08) z‘(x>—-z‘(x')-jan Langdn, — [ 2 Lan,an,
: ¥

(3.07)

zu betrachten, wo r fiir r,, und 7’ fiir 7., steht. Im ersten Integral von
(3.08) schreiben wir

und im zweiten
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Hier soll r, der Abstand von (x) zur Projektion ({) des Punktes (n) auf
die Ebene E bedeuten, und 7§ eine dhnliche Bedeutung in bezug auf (")
und (') auf E’ besitzen. Die Integrale

o 1 .
fct ,d’hdﬂe und J;"Cz‘;gd’hd'is

koénnen nun durch Drehung des Koordinatensystems, so daB die neue
#5-Achse auf E bzw. E’ senkrecht steht, nach Abspaltung von Kurven-
integralen iiber die Randkurve von 2|, die mit Faktoren von der GréBen-
ordnung o" multipliziert sind, wiederum als korperliche Winkel gedeutet
werden. Die Differenz der Integrale wird bis auf Grofen der Ordnung o*
gleich der Differenz derjenigen korperlichen Winkel, unter welchen E, von (z)
und Ej von (z") aus beobachtet werden kénnen. Jene Differenz wird also
selbst von der Ordnung o sein, da der Winkel zwischen den Ebenen E
und E’ von dieser Ordnung ist. Wir kénnen also schreiben

8 1 1
(3.09) i(2)—i(2)= J'a%"-ﬁ;-)dq,d% f(g;,—a, 353 77) @1 g

—o

2 1 a1 2 1
+ 181 a1,
f[a"" FI S P S T ro]dnldn“+0(° )

"'l T a0

Man beweist nun leicht, dhnlich wie bei (3 05), da8 die beiden ersten
Integrale in (3.09) von der GroBenordnung ¢* sind. Es gilt ferner identisch

a1 o1 é 1 a1
3. 10 T T et T "'i e
( ) ong T acs To ong 7 +0‘,£ g
Xy — - x -—C 1 1
1 1 1 l 1 1 ¢ &
‘“(“5“"8)(;ﬁ“r:‘w“‘ﬁ+;5)+’7s(m“;;f)+;f'“ B
: ri—r"  rg—r ro— 1
) [(zs x3) S P (%*’ia)(ﬁﬁg—u“ - )+ Mo iz |
m+n=4
m,n>0
¢ ¢
+5 ]
Es ist
ri—~1"  reg—r I
(3.11) prps — gy = (16— 1) — (ry — 1)) ey
1 1
+ (1'0 - 7') [;‘7;'7'27' - r!lr(;l},
und
1 1 1 1y 1
(3 12) f”"‘"é" rmr‘;; (;Tn ;.m) 7.77:'
1 W1 _ r—r 1 To —14 1
+<;'—"—r")r—"= " 2 r'?r"+w-rT"— 2 ri?rd
ptoe=m+1 Pte=n+l
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Nun gelten, wie dies sofort eine geometrische Betrachtung lehrt, auf 2, — 2,
die folgenden Ungleichungen, unabhiingig von der GréBe von o, auch wenn
(x) und (z’) sich beliebig der Fliche T herannaben (%7 4 5} = %)

2y — 25| <o,

1y ] < Co**?,

|2g— ns <17,

1 1 1 1 c

(3.13) : T T ‘;‘;<Ea
|r—r'| <,

["o" f' < 091+h’

|re—1,| < C(a+ 00",

[(r6— 1) —(ro—1)| < C(e"** 0"+ " o).

Mit Hilfe von (3.10), (3.11), (3. 12) und (8. 13) gewinnen wir die Abschitzung-

21 21 sl 8 1 14 L)
(3' 14) &, r & 1y ang v’ 34‘, r{ [r’ ;3’_’];
¢ a*
éo(e,_,,'f‘e,—_;),

gleichmiBig giiltig, auch wenn (z) und (2’) an T heranriicken wiirden.

Nun ist
[ [&~ &) an,an,

als ein Sonderfall des oben auf 8. 341 behandelten Integrals von der
GroBenordnung o®. Fithren wir die Abschiitzung (3.14) in das letzte Inte-
gral von (3.09) ein, so zeigt sich, daB der iibrigbleibende Teil dieses Inte-
grals absolut und gleichmiiBig konvergent und von der GréBenordnung o”
wird. Damit haben wir bewiesen, daB eine Ungleichung der Form
(3.15) |H(z) — H(a')| < Cray
gilt, gleichmifig in @ -+ 7, wobei & der Exponent der Flache (der
Klasse A%) und C eine Konstante ist, die nur von % und von der Fliche
selbst abhingt. Nach diesen Vorbereitungen kehren wir zu der Abschitzung
von 8J=J(z)— J(z'} zuriick.

Es gilt nach (8.06) bei zweckmiBiger Zerlegung der Integrale

(3.16) 8J = f[H(w,n%-H(z )] v (n)dn, dn,
= [{H(=, n)[w(n) — v (&)] — H(', 1) [v (1) — (&N} dn, dn,
+ ()~ y (NS B ) dnydn, + 9 () H(z) — H(=)
+ _J_ [Hz, n) — H', )] [y() — v(£)]dn, dn,

l"ﬂ

= 8J,+ 8J,+ 8J, + 8,
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und wir fithren die Abschitzung fiir die einzelnen Teile von dJ jedes fiir
sich aus.

Der Symmetrie wegen geniigt es bei der Schiatzung von 4J,, das
Integral

0= [ H(z, n)[w(n) — v(§)]dn, dn,
allein zu betrachten. Hier gilt wie bei (3.07)

c c
! —_—
lH(x,n)‘<'g<963)

lw(n) = w(8)i< Cel,
falls wir @3 = (1, — &,)° + (19— &,)" setzen. Dann ist

20 _
A -
a5 < 0 f fele - o,
(1]
o

und daher auch

(3.17) 8Jy= 0(oh).

Da H (z), unabhingig von der Lage von ('), beschrinkt bleibt, so gilt ferner
(8.18) 0J, = 0(o*).

Aus (8.15) folgt

(3.19) 8J,= 0 (oM.

SchlieBlich gelten auf 2, — 3, die Ungleichungen
H(z,m)~ Bz, 7)< C %,

W) —w(@)] <CeF,
falls wir o? = 5] + 5} setzen, und damit erhilt man

(3.20) |aJs'1<cf-"-‘-’%%5€—_—0(oi),

und endlich aus (3.16) bis (3.20)

dJ=0(c),
was zu beweisen war.

Es gelten die folgenden beiden Spezialfille des Satzes II:
Satz IIA. Der Hauptwert des Integrals (vgl. (2.11))

I J(x.m)d,T

existiert und ist etne in Q + T mit dem Exponenten h der Fldiche T
(der Klasse Ah) H-stetige Funktion von (z).
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Satz IIB. Das hydrodynamische Potential W, (z) der mst dem Ex-
ponenten h' H-stetigen Belegungsfunkison @; (n) 1t m Gesamtbereiche Q@ + T
(der Klasse Ah) H-stetig mit dem Exponenten h, wobei h die kleinere
der Zahlen h und b’ ist. - .

Wir fiihren weiter ein paar Sitze an, deren Beweise dhnlich oder gar
einfacher als derjenige des eben bewiesenen sind. »

Satz III. Die Funktionen

W(f)—f i (En) @;(n)dT
und
LAG) =[K,-.-(n,5) tpj(ﬂ)d_T

stnd auf der Fliche T (der Klasse Ah) H-stetig mit dem Exponenien h
der Fldche, falls () auf T schlechthin stetig ist.

Satz II1A. Falls die Fliche T der Klasse Bh angehort, so gilt fir
irgend zwei Punkte (&) und (£') esne Ungleichung der Form

(3.21) | W, (&) — W, (&) < Crep [logry |

und eine entsprechende fir W,(£).

Satz IV. Die Funktionen W,(¢) und W, (&) besitzen, falls die Be-
legungsfunktion o, (n) H-stetig mit dem Exponenten ' ist, auf der Fliche T
(der Klasse Bh) erste Ableitungen, die ebenfalls H-stetig mit dem Ex-
ponenten b’ sind.

Die Beweise der Sitze III und IV unterscheiden sich von demjenigen
des Satzes II daran, daB man bei den partiellen Integrationen, die zum
Existenzbeweis des Hauptwertes nétig sind, den Aufpunkt (£) (der nun-
mehr im Integrationsgebiet liegt) durch einen kleinen Kreis ausschlieBen
muB. Der Beitrag dieses kleinen Kreises zum Hauptwert verschwindet.

Wir betrachten nun die ersten Ableitungen von W,(z) in @ + T und
behaupten den

Satz V. Die ersten Ablestungen der Fwnktmn W.(z) oder aber die
Funktionen T,, (W) sind im Bereiche Q@+ T (der Klasse Bh) H-stetig
mit dem Exponenten h, falls die ersten Ablestungen der Belegungs-
funktion @,;(n) auf T H-stetig mit dem Exponenien 4 smd und h die
kleinere der Zahlen h und b’ ést.

Es geniigt, den Satz fiir den Fall zu beweisen, daB (z) in der Nahe
eines Randpunktes (&) liegt, den wir als Ursprung unseres Koordinaten-
systems wihlen, wobei die z,-Richtung mit der Flichennormale in (£)
zusammenfallen soll. Nach einer #dhnlichen Zerlegung der Fliche 7' wie
oben beim Beweise des Satzes II sicht man sofort, daB es darauf ankommt,
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die ersten Ableitungen der Funktion
(8:22) [K,;(2,m) @;(n) 8T = [ (2~ m) (2~ 1)) (=, m)"’(’"dmdﬂa

zu studieren, worin ¢ (%) eine mit dem Exponenten & H-stetig differentiier-
bare Funktion von #, und 7, ist. Es geniigt dabei, dieselben Indexkombi-
nationen ¢, j, k zu betrachten, wie beim Beweise des Satzes II. Dann
konnen wir die Identitéten (8.02) gebrauchen und iiberall dort, wo nach
7, und n, differentiiert ist, partiell integrieren. Die entstehenden Kurven-
integrale iiber die Randkurve L, von Z, sind auBer auf L, selbst ana-
lytisch, und fiir die bei der partiellen Integration riic_kbleibenden Glieder
sind wir auf den Beweis des Satzes Il zuriickgefiihrt worden. Ahnlich -
konnen wir auch mit den iibrigen Gliedern von (8.22) verfahren, wofern
es sich um die Ableitungen in die Richtungen 2, oder x, handelt. Es sind
nur noch die Glieder vom. Typus

J‘a* 1 dr.d
m;‘}’(ﬂ) 718,

-

zu betrachten. Hier benutzen wir die Identitiat

* 1 ?* ° 71
‘ an:7=_[ “"m]r
und koénnen dann auch diese Glieder auf die eben auseinandergesetzte Art
behandeln. Somit ist der Satz bewiesen.

Satz VA. Fiir Flichen der Klasse Bh existiert der Hauptwert von

8K,;(x, 1) '
[z

tn Q-+ T und ist dort H-stettg mit dem Exponenien h der Fliche.

Beim Durchgang der Fliche T' werden die Funktionen 7, (V),
% %V! usw., falls sie in @ - T stetig sind, im allgemeinen gewisse
Spriinge erleiden. Wir gehen hierauf nicht weiter ein und beschrinken uns
darauf, den folgenden von Faxén herrithrenden Satz zu erwéhnen?!). Wir
betrachten die Werte des Ausdruckes T, (W,(z))n, (%) fir Punkte (z),
die auf der Flichennormalen durch den Flachenpunkt (&) von T hegen,

und behaupten den

Satz VB. Es gilt, falls die Belegungsfunktion @; der Fliche T
(der Klasse Bh) H-stetig differentiserbar ist, die Limesgleichung

T (W) 7 (§) = Ty (W) 2. (6).

1) Arkiv {. mat., astr. o. fys. 2i A,
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Fiir die Flichen der Klasse 4% gilt als Analogon eines bekannten
Satzes der Potentialtheorie von A.Korn'?) der folgende

Satz VC. Fir die Werte des Ausdruckes T, [W,(x)]n, (&) in
Punkten (z) auf der Flichennormale n, (&) durch den Flichenpunkt (&)
gilt eine Abachatzung der Form

| 725 Tik[W(z)]nk a:E
gleichmdfig gultsg fir (&) auf T, wobei die Belegungsfunktion ¢; von
W,(x) H-stetig mit dem Exponenten b’ sein soll.

§ 4.
Die Stokesschen Randwertaufgaben.

Zur Losung der ersten Stokesschen Randwertaufgabe fiir cin Innen-
gebiet @, der Klasse A% setzen wir an

{ U= W;()

p=I(z),

und bekommen alsdann bei Benutzung von (2.12) in gewohnter Weise
(4.01) ; (£) +TfK.-,-($» 1) ¢;(n) aT = u,(§),

eine ,regulire Fredholmsche Integralgleichung zur Bestimmung des un-
bekannten Belegungsvektors ¢, (&). %)

Falls wir in (4.01) vor dem Integralzeichen ein Parameter  einfiihren,
so erkennen wir nach (2.12) und (2.15), daB die Gleichung

(4.02) %(E)—i—lf K, (&, n) 9;(n) dT = u,(¢)

der Aufgabe entspricht, eine Funktion W, so zu bestimmen, da8 auf 7'
die Gleichung

(4.08) W (&) — Wi (E)q+ AW (8) + Wi(§)o] = 2%,(8)
gilt, wogegen die transponierte Gleichung
(4.04) (&) + AL Epi(n, &) w;(n) AT =Tou (§) m ()
der Aufgabe gleichkommt, eine Funktion V, so zu bestimmen, dal auf 7
die Gleichung
(4.05) T (V) m— T (Wy me+ [ Tip (V) i+ T (Vi ™)
= 2T}, (§) n, (§)

1%) A. Korn, Potentialtheorie I, 8. 392. Dammler 1899.

%) ,Regulir¢, weil der Kern K, (&, y) fir (&) (xn) stetig ist und fiar (§)— (%)
wie r? % unendlich wird.
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erfiillt ist. Wir haben also ein vollkommenes Analogon zum Problem von
Poincaré in der Potentialtheorie.

Man sieht, da man mit der Gleichung (4.02) fiir 2= 41 und —1
die erste Stokessche Randwertaufgabe fiir das Innen- .bzw. Aullengebiet
16sen kann, und daB man entsprechend die zweite Randwertaufgabe durch
Gleichung (4.04) fiir A=—1 und +1 fiir das Innen- bzw. AuBengebiet
beherrscht. Zur vollstindigen Erledigung der Randwertprobleme gehért
eine Diskussion der Losungen von (4.02) und (4.04) fiir dic Parameter-
werte 4 =+ 1. Wir werden die Eigenschaften der Resolvente in derselben
Art herleiten, wie dies Plemelj im potentialtheoretischen Falle gemacht hat.

Falls wir die Formel (1.07) auf die durch ein hydrodynamisches
Potential ¥, 2 einer einfachen Belegung vy, der Fliche T dargestellte
Stromung anwenden, so ergibt sich einerseits

(4.06) f [az,, +aV"] dQ=—fTu(V)mnk V,dT,

: Qn T ,
andererseits, falls wir die Formel (1.07) auf den Raum zwischen 7' und
einer groBen Kugel vom Radius R anwenden und dabei das Verhalten
der Funktionen V;, T, (V) fiir R— oo beriicksichtigen,

1A V
(4.07) fz [gkara 30 = fT,,,(V)(,,n,V dT.
Qo

Welter ergibt sich, falls wir die Formel (1.05) aunf ‘die hydrodynamlschen
Potentiale V,, 2 und V/, — ' der Belegungsfunktionen y; bzw. y der
Fliche T anwenden, :

(4.08) f Ta(V)pm V; 4T = f T (V') m Vi 27,
und ﬁhnlicherwexse fiir das AuBengebiet
(4.09) J’ T (Vg m Vi 4T = f ,,(V)(,,n,V arT.

Es gelten nun die Sitze:

Satz VI. Alle Pole der Resolvente sind reell.

‘Mit Hilfe der Formeln (4.05)...(4.09) schliet man, genau so wie
bei Plemelj*), daB der Ausdruck

: 1-2

T+1
bei nicht identisch verschwindender Nulldsung der Gleichung (4.04) reell
sein muB, und also muB auch 1 reell sein.

14) Monatshefte {. Math. u. Physik, 15 (1904); vgl. insbesondere die Darstellung
bei Goursat, a. a. 0. 1), 8. 510.



348 F. K. G. Odqvist.

Satz VIL. 1= +1 ist esn Pol der Resolvente.

Es folgt dies einfach daraus, da die homogene Gleichung (4.04) fiir
A=1 mit der zweiten Gleichung (2.13) identisch ist, falls wir y,=n,
setzen.

Satz VIII. 1= —1 ist ein Pol der Resolvente.

Dies folgt daraus, daf fiir 1= —1 die homogene Gleichung (4.02)
fiir @; = ¢; = konst. mit der zweiten Gleichung (2.13) identisch wird.

Satz IX. Alle Pole der Resolvente sind dem absoluten Betrage nach
grofler oder gleich eins.

Aus der homogenen Gleichung (4.05) erschlieBen wir

( 1-1
1.!‘ T (Vo M V.dT= 157 f Ti(V)pn V;aT,
1'

und nach (4.06) und (4.07) miissen die Integrale verschiedene Vorzeichen
besitzen und also fiir .—1 < # < +1 beide identisch verschwinden. Dann
muB nach (4.06) und (4.07) der Ausdruck

2V, | oV

axk —5;
im ganzen Raume identisch verschwinden, und also ¥, die Bewegung eines
starren Korpers darstellen. Da indessen ¥V, im Unendlichen verschwindet,
so folgt daraus, daB V, im ganzen Raume verschwinden muB. Nun gilt

=4V, =0

fiir Punkte, die nicht auf der Fliche 7' liegen. Also mu 2 konstante
Werte in @, bzw. @, behalten. Da Q jedenfalls im Unendlichen ver-
schwindet, so muB £ und damit T}, (V) in @, identisch verschwinden.
In @, mu T, (V) die Form C9,;, mit C konstant haben. Nach (2.15)
wiire dann die einzige Moglichkeit einer Nullésung fiir diese 4

v, =mn,.
Da aber diese Losung dem Parameterwert i = -1 gehort, so muB sein:
;= 0, d. h. zwischen —1 und -1 existieren keine Pole der Resolvente.
Satz X. Fiir A= +1 besitzen die homogenen Gleichungen (4.02)
und (4.04) je eine einzige Losung.
Nach '(4.05) und (4.07) mul der Ausdruck
(4.10) 3—2 + 3—1&

in @, identisch verschwinden, und ¥, also die Bewegung eines starren
Korpers: darstellen. Da aber ¥, im Unendlichen verschwindet, so muB.7V,
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in @, identisch verschwinden. Nun bleibt ¥; beim Durchgang der Fliche 7'
stetig. Also muB der Ausdruck (4.10) auch in @, identisch verschwinden,
und ¥; auch in @, einerseits die Bewegung eines starren Korpers dar-
stellen, andererseits wegen des Verschwindens am Rande in @y identisch
verschwinden. Es muB ferner 2 in @, verschwinden und in @ konstant
bleiben, so daB der Spannungstensor die Form T, = C4,, mit C konstant
haben muB. Hieraus folgt unmittelbar, daB die homogene Gleichung (4.04)
fir A= 41 nur die einzige nicht triviale Losung 1, =n, haben kann,
denn gesetzt, es gibe deren zwei linear unabhingige, y; und v/, dann
wiirden die Spannungstensoren 7T und 7); dieser Lésungen in Qu die
Werte ('8, und C’3,, besitzen, wobei C und O’ beide Konstante sein
wiirden. Dann wiirde man aber zwei Konstanten « und «’ derart bestimmen
kénnen, daB
aC+e'C' =0

und der Spannungstensor « T+ «’ T} wiirde nach (2.15) einer Stromung
entsprechen, fiir die :
eyp;+a’'pyl=0
wire, entgegen der Voraussetzung.

Hierdurch ist in der Tat bewiesen, daB die erste- Stokessche Randwert-
aufgabe bei Innengebieten der Klasse Ak fir alle stetigen Randvektoren u,,
die der Bedingung

(4.11) Tfu,.n,.d.’i‘=0

gentigen, losbar ist. Die Losung ist durch ein hydrodynamisches P-(:fential
einer Doppelbelegung dargestellt, und die betreflende Doppelbelégungs-
funktion durch die Fredholmsche Auflosungsformel der Glelchung (4.01)
geliefert.

Satz XI. Alle Pole mit moglicher Ausnahme von i = +1 sind einfach.

Denn gesetzt, es sei 4 ein mghriacher Pol. -Dann wiirde es zwei nicht
identisch verschwindende Funktionen v; und y/ geben®), fiir die

vi(§)+ 2 [ Ky (1, £) v, (n)dT =0,
w.-(é)+w.f(£)+li[1%‘(m£) w)(n)dT=0

gelten wiirde. Die Plemeljsche SchluBweise ergibt fiir das der Funktion ),
entsprechende -hydrodynamische Potential V; die Bedingung

1[ "(V)(c)"’kaT_J k(V)(i)nkaT

(4.12)

1) Vgl. z. B. E. Goursat, Cours d’Analyse 8, 2. Aufl., S. 511.
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Da aber diese Integrale nach (4.06) und (4.07) verschiedenes Vorzeichen
haben miissen, so verschwinden sie beide, und dieser Bedingung kann nur
die Nullésung vy, =n, entsprechen. Also muBl fiir 14 +1 v, identisch
verschwinden und die Annahme (4.12) fiihrt zum Widerspruch. Ob der
Pol 1= -+1 einfach' ist oder nicht, 1a8t sich auf Grund dieses Beweises
nicht entscheiden. An dem speziellen Beispiel, wo 7' ein Kugelkérper ist,
wird der Kern unserer Integralgleichung symmetrisch und also auch der
Pol 4 = 41 einfach sein. Vergleiche weiter unten, Satz XVIIL

Satz XIL. Fir A= —1 besitzen die homogenen Gleichungen (4.02)
und '4.04) je sechs linear unabhdngige Losungen.

Zunichst bemerken wir, daB die Gleichung (4.02) fiir 1 = —1 mit
derjenigen Integralgleichung identisch ist, die das Problem des elastischen
Gleichgewichts bei gegebenen Oberflichenkriiften beherrscht¢).

Die entsprechende homogene Gleichung lautet

(413)  ,(8) — 2::_[(5 — ) (& =) (5 — ’hc)"‘k('l)%(”) T=0,

und wir haben beéim Satze VIII bewiesen, daB sie durch ¢, = ¢, = konst.
befriedigt wird. Da es im dreidimensionalen Raume méglich ist, drei linear
unabhingige Vektoren anzugeben, so haben wir hier drei linear unabhingige
Lésungen ¢,; (j=1,2,3) der Gleichung (4.13). Weiter gilt, wie man
sich durch Einfiihrung eines Polarkoordinatensystems um den Punkt (&)
vergegenwirtigt, dall die drei Vertikalvektoren des Tensors

0, — (& — ), &y — 2,
¢ij = &3 — 2y, 0, - (& —=)

— (& — ), & _‘11» 0

der Gleichung (4. 13) befriedigt, wobei () ein belleblger Punkt des Raumes ist.
Man sieht nun, daB die sechs Orthogonalititsbedingungen

{J‘Pij‘qgknde:O (:=1,2,3),

(4.14)

i|g‘<1>,.,.1;.,,n,,am’=o (¢=1,2,3),
die dafiir notwendig sind, daB die inhomogene Gleichung (4.04) fiir 1 = —1
eine Losung besitzt, den sechs Gleichgewichtsbedingungen des auf die Ober-
fiiche wirkenden Kriftesystems 7, n, gleichkommt. Wir erha.lten also das
Ergebnis:

1%) Vgl. H. Weyl, Rend. Pal. 39 (1915), S. 24, wo ohné Beweis behauptet wird,
da8 die homogene Gleichung (4. 02) fiir = —1 wemgstem die sechs hier mitgeteilten
Losungen besitzt.
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Die zweite Stokessche Randwertaufgabe fir das Innengebiet erner
geschlossenen Flache T ist nur fir solche Krdftesysieme lisbar, die die
Resultante Null und das resultierende Moment Null haben.

Aber noch mehr: Wir werden beweisen, da die Gleichung (4.13)
auBer den sechs Funktionen @,;, @;; keine weiteren linear unabhingigen
Losungen besitzt. Denn nach (4.06) besitzt das einer Losung v, der
homogenen Gleichung (4.04) entsprechende hydrodynamische Potential V,

die Eigenschaft
oy, on,
0%, é

=0

in Q, und V, stellt mithin dort die Bewegung eines starren Kérpers dar.
Das gilt also im besonderen fiir unsere sechs gefundenen Losungen v,
und ¥,;, die den Nullgsungen ¢ und P;; der Gleichung (4.02) ent-
sprechen. DaB die den Funktionen v,; und ¥,; entsprechenden hydro-
dynamischen Potentiale, V;; (j=1...6), linear unabhingig sein miissen,
ersicht man daraus, da8 man sonst durch lineare Kombination aus ihnen
ein Potential V; herleiten konne, das in @, und auf 7' identisch Null
wire und fiir das die entsprechende Belegungsfunktion folglich nach (4.06),
(4.07) und (2.15) verschwiinde, was eine lineare Kombination unter unseren
sechs linear unabhiingigen Losungen w,;, ¥;; bedeuten wiirde. Da aber
jede Funktion V;, die einer Nullosung von (4.04) entspricht, in @, die
Bewegung eines starren Korpers darstellt, so mull sie sich aus den Funk-
tionen V,; linear kombinieren lassen, und die entsprechende Nullésung
1aBt sich aue den Funktionen y,;, ¥;; linear zusammensetzen, was zu
beweisen war. v

Hat man somit einmal die Funktionen y,; und ¥, bestimmt, so kann
man direkt dufch die entsprechenden Potentiale V, , .Q jede stationdre
Bewegung eines starren Korpers in etner unendlzchen ruhenden Fliisgrg-
keit darstellen. Es wird die Bewegung durch

V.=c,V,;
4.15 it
( ) {Q-—GJQ:

mit ¢; konstant dargestellt. Die fiir eine solche Bewegung erforderliche
Kraft, d. h. der Widerstand, wird wegen (2.15) proportional sein dem
Integrale

(4.16) o f vuwi;dT,

und das Widerstandsmoment um den Punkt (x) wird proportional sein

(4.17) : chJ’qs,.,‘ . dT.
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Da nach Satz XI 4= —1 ein einfacher Pol der Resolvente ist, so 75t das
in (4.16) auftretende Integral immet, und das in (4.17) auftretende im
allgemeinen von Null verschieden'?).

Wir weisen darauf hin, da8, durch die obige Bemerkung, dal im Falle
eines Kugelkorpers der Kern unserer Integralgleichung symmetrisch wird,
es sofort méglich ist, dort die Funktionen y,; und ¥, aufzuschreiben, wo-
durch die in (4.15)...(4.17) auftretenden Ausdriicke explizite angebbar sind.

. Nunmehr 148t sich leicht beweisen, dafl die erste Stokessche Rand-
wertaufgabe fiir das Auflengebiet fiir beliebige stetige Randwerte losbar ist.
Denn durch Subtraktion eines passenden Vielfachen der Potentiale ¥,
lassen sich die Randwerte auf y;; und ¥;; orthogonalisieren, und das 1st
nach-der Fredholmschen Theorie die Bedmgung dafiir, daf die entsprechende
inhomogene Integralgleichung (4.02) fiir 1 = —1 l6sbar sein soll.

Die so dargestellte Losung verschwindet im Unendlichen. Falls die
Bewegung der Fliissigkeit dort irgendwie anders (als Rotation und Trans-
lation) gegeben ist, so ist die Losung leicht durch Addition eines in V,.j_, .Qj
linearen Ausdruckes zu modifizieren. Es ist klar, daB das Verhalten im
Unendlichen bekannt sein muB, damit die Aufgabe eindeutig losbar sein
soll, genau so, wie dies bei dem entsprechenden Probleme der Potential-
theorie ist.

Durch die bisherigen Uberlegungen dieses Paragraphen diirften die
Randwertaufgaben der homogenen Stokesschen Differentialgleichungen fiir
Gebiete der Klasse Ak gelost sein. Die Séitze II bis V gestatten uns nun,
folgende Schliisse iiber unsere Losungen der ersten Stokesschen Randwert-
aufgabe des Gebietes @, zu ziehen, die fiir das Folgende wichtig sind. Wir
beweisen:

Satz XIIL. Die Nullosungen der Gleschungen (4.02) und (4.04) sind
auf der Fliche T (der Klasse Ah) H-stetig mit dem Exponenten h der
Fldche.

Es laBt sich z. B. die homogene Gleichung (4.02) schreiben:
(4.18) i (§) =4 [ K; (& n)@;(n)dT.
7

Thre Losungen sind sicher nach der Fredholmschen Theorie auf 7' stetig.
Damn folgt aus unserem Satze III, daB das Integral rechts in (4.18) und
somit auch die linke Seite auf 7' H-stetig sein muB.

Satz XIV. Die Nullosungen der Gleichungen (4.02) und (4.04) sind
auf der Fliche T (der Klasse Bh) H—stetzg differentiierbar mit dem Ez-
ponenten h der Fldche.

1) Vgl. a.a. 0. 15, 8. 405.
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Aus dem vorigen Satze folgt die H-Stetigkeit der Losungen auf 7,
oder sogar, nach Satz IIIA, dall sie eine Ungleichung der Form (8.21)
erfiillen. Sodann folgert man den jetzigen Satz aus dem Satze IV oben.
Es wiirde iibrigens leicht sein, einen etwas weiterreichenden Satz zu be-
weisen. ' ‘

Satz XV. Das mit einer Nullsung @, gebildete hydrodynamssche
Potential W,(x) besitzt m Bereiche Q, + T (der Klasse Bh) erste Ab-
lestungen, die H-stetig mit dem Exponenten h ssnd. Auch der Ausdruck
T, (W) blesht in @, + T H-stetig mit dem Exponenten h.

Der Beweis folgt unmittelbar aus den Satzen XIV und V.

Satz XVI. Falls die Randfunktion u,(£)*®) auf T (der Klasse Bh)
erste Ableitungen besitzt, die H-stetig mit dem Exponenten b’ sind, so
sind die ersien Ablestungen der Losung w,(x) der ersten Stokesschen Rand-
weriaufgabe in Q. + T H-stetig mét dem Expomenten h, wobei h die
Kleinere der Zahlen k und %’ ist.

Zuerst schreibt man die Integralgleichung (4.02)

P (&) =— 'sz Kij(f’ ﬂ)‘Pj('l)dT“f‘ %; (&)

und bekommt dann, dhnlich wie beim Beweise des Satzes 5(IV, dafl ¢, (¢)
auf T erste Ableitungen besitzt, die H-stetig mit dem Exponenten %’ sind.
Dann folgt unser Satz unmittelbar aus dem Satze V.

Falls die Randfliche der Klasse B% angehort, beweisen wir leicht den
Satz XVIL. Der Pol 1 =-1 ist ein einfacher Pol der Resolvente.
Es geniigt zu zeigen, daB das Integral

J‘Pi(f)”i(é)dT
fiir jede Nullosung der Gleichung (4.01) einen von Null verschiedenen Wert
hat. Es gilt nach (2.12)
2¢,(§) =W, (&) — Wi (€) = — Wi (&)

und somit :
1
[ou(&)m()a7=~ 5 [ (&) W (&)yaT.
' 7
Nun hat der Spannungstensor T, (W) in @, notwendig die Form C4,,
mit C konstant < 0, und dann ist nach Satz VB
Ti (W) e =Cny (&) = Ty (W), 3

14) Die Randfunktion muB natiirlich, falls 1 ein Eigenwert ist, die fiir die Lds-
barkeit erforderlichen Orthogonalitiétsbedingungen erfiillen.
Mathematisthe Zeitschrift.. 32. 23
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und somit nach (4.20)
Jw(E)n(6)dT

2
[T Mm@ a7 = — 5[ (B P g w0,
T Qe
was zu beweisen war.

_ ’ Eindeutigkeit der Losungen. Es konnte gegen unsere Losung der
ersten Stokesschen Randwertaufgabe der folgende Einwand erhoben werden.
Zwar wird die Losung der Gleichung (4.02) durch die modifizierte Fred-
holmsche Resolvente geleistet, aber es wiirde moglich sein, eine beliebige
Losung der homogenen Gleichung hinzuzufiigen, und die Lésung wiirde
demnichst als nicht eindeutig bestimmt erscheinen. Um diesen Einwand
zu entkriften, hat man auf die Greensche Energieformel (1.07) zuriick-

zugreifen. Es gelten, analog zu (4.06) und (4.07), die Formeln

(4.19) J‘ (6:& .?:k dQ=‘f ,,(W(,)nk W’(E)(x)dT
Q(a)

(4.20) f ( UW" dQ = f (W)am, (€)W, (£),dT,
Qe

unter der Voraussetzung, daB die Integrale einen Sinn haben. Fiir die
mit den Nullésungen der Gleichung (4.02) gebildeten hydrodynamischen
Potentiale W, (), IT(x) wird dies, nach den Sitzen V und XV sicher der
Fall sein, falls die Randfliche der Kiasse B % angehort. Aber es ld8t sich
dies tatsichlich auch unter aligemeineren Voraussetzungen erschlieBen. Be-
traghten wir z. B. dasjenige Teilgebiet Q., von @, das von einer Parallel-
flicke 7’ von T im Abstande ! dieser Fliche begrenzt wird. Dann gilt
fiir Q, sicher eine der Gleichung (4.19) entsprechende Gleichung, die wir
mit (4. 195) bezeichnen mogen. Es sind nun auch fiir Fliichen der Klasse 44
die Nullésungen ¢, der homogenen Integralgleichungen nach dem Satze XIII
H-stetig mit dem Exponenten 2. Da die entsprechende Funktion W,(z)
auf 7 verschwindet, gilt aber nach den Sitzen IIB und VC fiir den
Integranden des iiber die Fliche T erstreckten Integrals in (4.195) eine
Abschitzung der Form o e

mit C konstant, und somit strebt das iiber 7" erstreckte Integral fiir
Flichen der Klasse A% jedentfalls dann mit ! gleichmiBig gegen Null, wenn

1
h>—2-

ist. Somit gelten die Gleichungen (4.19) und (4.20) als Limesgleichungen
auch fiir diesen Fall .und wir folgern aus dem Verschwinden von W,(£)
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oder W,(£), auf dem Rande das identische Verschwinden von W,(z) in
Q; bzw. @, und die Losungen der ersten Stokesschen Randwertaufgabe
sind somit eindeutig bestimmt worden.

Es ist zu bemerken, daB die Ausniitzung einer Maxnnum-Mxmmum-
Eigenschaft der Losungen auf dem Rande des Gebietes, die sich bei skalaren
Randwertaufgaben so fruchtbar bewdhrt hat'®), bei diesen wvektoriellen
-Randwertaufgaben nicht maglich ist.

Bemerkungen iiber den zweidimensionalen Fall. Wir fiigen
schlieflich ein paar Bemerkungen fiber den zweidimensionalen Fall zu,
Bekanntlich 1aBt sich dort die erste Stokessche Randwertaufgabe durch
Einfithrung der Strémungsfunktion ¢ auf die biharmonische Randwert-
aufgabe zuriickfithren (449 = 0 im Innern einer geschlossenen Kurve, auf

welche ¢ und ’Z’% vorzuschreiben sind).

Bei der hier gewihlten Darstellung bekommen wir zwischen den rium-
lichen und ebenen Problemen eine Analogie, die derjenigen zwischen den

Funktionen —:— und log —:— der Potentialtheorie vollkommen parallel. lduft.

Zunichst lautet der Fundamentaltensor

1 1, (w3 (zm—y;)
]Uij(x,y)=4—;;{5.-,-loga;+ s ’-},
, 1 2 1
I g; {x, y)=—'§;,a—‘xj1°87—

ry

2
iy

Setzen wir diese Ausdriicke in die entsprechende Greensche Rezi-
prozititsformel ein, so gewinnen wir die analogen zweidimensionalen
Bildungen zu den frither eingefiihrten hydrodynamischen Potentialen, Das
hydrodynamische logarithmische Potential einer Doppelbelegung (¢, ,)
der Kurve L (der Klasse 4%)%) mit dem Elemente dL lautet:
-Im<x>=—,2,—f<xi~n;><zj—nj)<xk~nk>nk<n>%§7"’df;, (=
(4.21)

1 (z)=— 2;‘,35; f(“”'k ) nk(’?) ““““““

Diese Ausdriicke eignen sich zur Herleltung einer reguliren Fredholmschen
Integralgleichung, dhnlich wie i dreidimensionalen Falle. Wenn es sich
um die erste Stokessche Randwertaufgabe fiir das Innengebiet (i=1)

19) Man vgl. L. Lichtenstein, Neuere Entwickl. d. Th. part. Differential-Gleichungen
Zweiter Ordnung vom elliptischen Typus. Enc. Math. Wiss. IL C 12, 8. 1297 (Leipzig,
Teubner 1919); sowie W. Sternberg, Math. Zeitschr. 21 (1924), 8. 291. ’

20) Das heiBt endliche stetige Kurven mit H-stetig variierender Normale.

: 93¢
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handelt, so besitzt die homogene, transponierte Gleichung

42 w@= 15[ =@ %l E =0

als einzige Losung den Normalvektor (%,,n,) der Kurve L.

Dagegen lassen sich nicht diejenigen Schliisse aus den vorigen. Seiten
unmittelbar iibertragen, bei denen von dem Umstande Gebrauch gemacht
wurde, daB das hydrodynamische Potential einer einfachen Belegung, das
hier lautet:

I Vi(2) =[v,-,-(=«', 7)y;(n)d, L,
| 2@ =[ g w04, L,

im Unendlichen verschwindet, was ja jetzt nicht mehr zutrifit. Betrachten
wir indessen die Gleichung (4.22) fiir beliebige 1, multiplizieren wir sie
mit d. L und integrieren, so ergibt sich bei Benutzung einer mit (2.13)
analogen Formel

(4.24) (1+1)iftp,.(§)d$L=O.

Also muB das Integral fiir A %+ — 1 verschwinden, und dies ist tatsichlich die
Bedingung dafiir, daB sich V;(z) nach (4.23) fiir groBe R (z? + 2§ = R?)

wie % verhalten soll. Dann aber 1&8t sich der Beweis fiir 4= —1 genau

go wie im dreidimensionalen Falle fiihren. Speziell ist also die erste
Stokessche Randwertaufgabe fiir das Innengebiet einer geschlossenen Kurve
der Klasse Ak stets 16sbar fiir stetige Randfunktionen %,, die der Bedingung

(4.25) JundL=0
L

(4.28)

geniigen. Falls wir dieses Resultat mit Hilfe der Strémungsfunktion ¢
interpretieren, so ergibt sich, da8 die biharmonische Randwertaufgabe bei
Innengebieten stets losbar ist ber Randkurven der Klasse 44, falls ¢

und g—: eindeutig und stetig und dariiber hinaus ¢ stetig differentiierbar

auf der Randkurve vorgegeben sind.

Fiir A= —1 besitzt die homogene Integralgleichung genau drei linear
unabhéngige Losungen, und die erste Stokessche Randwertaufgabe wird
beim AuBengebiete nur fiir solche Randfunktionen losbar sein, die auf den
drei Losungen v, y,,, y,;; der Gleichung (4.22) fiir 1= —1 orthogonal
sind, wofern man verlangt, daf die Losung im Unendlichen regulir sein
soll. Es wird aus &hnlichen Griinden wie im dreidimensionalen Falle das
in (4.24) auftretende Integral im allgemeinen nicht verschwinden, und
die hydrodynamischen logarithmischen Potentiale der Belegungsvektoren
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Y1 Yig» Vs Werden im Unendlichen logarithmisch unendlich. Es ist dies
die mathematische Aufklirung des Paradoxon von Stokes®!). Seine physi-
kalische Ursache kennen wir nach Lamb, der sie auf die nicht zulissige
Vernachldssigung der Oseenschen ,halbquadratischen* Glieder in den Diffe-
rentialgleichungen zuriickgefithrt hat. '

Man sieht, daB unsere Theorie fir die Losbarkeit der biharmonischen
Randwertaufgabe fir das Aufengebiet etner geschlossenen Kurve dres
Integralbedingungen fiir die Randfunktionen fordert.

Die zweite Randwertaufgabe fiir das Innengebiet wird nur dann 16s-
bar sein, falls die Randfunktionen auf zwei beliebige, linear unabhéngige,

konstante Vektoren und auf den Vektor

(= (& —m), (5, —=)]

orthogonal sind, was den drei Gleichgewichtsbedingungen der ebenen Statik
entspricht.

§5.
Der Greensche Tensor und seine Eigenschaften.

Betrachten wir die Differentialgleichungen (1.02) und versuchen wir
dem Problem, diejenige Stromung u;, p in @, zu bestimmen, die am Rande 7'
(der Klasse Ah) verschwindet, durch den Ansatz

u,(z) = %{ 6,;(z. 9) X;(y)d@Q,
p(z)= eqf 9;(z,9) X;(y) dQ

)

(5.01)

zu geniigen. Dabei setzen wir
Gii(z,y)= Y;; (%, y) — 4;;(z, y),
9;(z,9)= g¢;(z,9)— a;(z,9),
und miissen nach Satz I, um die in (1. 02) enthaltenen Differentialoperationen
ausfiihren zu konnen, zum mindesten voraussetzen, daB die Funktionen X;
in @, H-stetig bleiben, falls wir nicht die betreflenden Operationen im

Petrinischen Sinne modifizieren wollen. Um die Funktionen 4;;, a; angeben
zu konnen, haben wir die folgende erste Stokessche Randwertaufgabe zu 16sen:

da
o ¢l
. nd 4=
m Q(i)' aA"j 0
A dx,

auf T: A,(59)=0v;(y)

%) Siehe Lamb, Hydrodynamics, Cambridge 1916, S. 604.
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und diese Aufgabe ist stets losbar, wofern
[ o, (&, 9)n,(£)dT=0
F

erfiillt ist. Die letzte Bedingung ist aber sicher erfiillt, was sich sofort aus
(2.038) durch Anwendung des GauBschen Integralsatzes auf das Gebiet
zwischen T und einer ganz in @, gelegenen Kugel um (y) als Zentrum
ergibt. Damit ist die Existenz der Funktionen @;;, g; fiir innere Punkte (y)
des Gebietes @, erwiesen. Wir bezeichnen diesen aus 9 + 3 =12 Ele-
menten bestehenden Funktionenkomplex als hydrodynamsischer Greenscher
Tensor der ersten Randwertaufgabe.

Fassen wir nun zwei Punkid (y) und (y’) des Gebietes @ ins Auge,
und schalten wir diese Punkte durch kleine Kugeln I' und I"' mit den
Radien ¢ und o' aus. Das Gebiet zwischen den Kugeln und der Rand-
fiiche T nennen wir @ry. Dann geniigen die Funktionen G;,(z, ), ¢,(=, ¥)
bzw. G, (2,¥"), g, (z,y’) den homogenen Stokesschen Gleichungen -als
Funktionen von (z) im Gebjgte Q). Wenden wir jetat die Reziprozitiits-
formel (1.05) auf das Gebiet’ Q. an, und nehmen wir fiir u;, p die erste
und fiir v;,, —¢ die zweite unserer Ldsungen, so ergibt sich wegen
Gui(8, 9) =Gy (§,9') =0 sut T

0 =r+.’;,,{T4x (G (, NLMmCGu(ny') — Tix [Gip (n, ¥)],mGi (n, ¥)} a,T.

Bei der Bildung von 7}, bzw. T, geniigt es jetzt, nur v,, und g, zu be-
riicksichtigen, so daB wir haben

0 =r+.,;_,{Tik[”iz(’7’ Y], Gu(n, y') — T (v (s ¥, mCu(n,9)}a,T.

Man sieht, daB fiir " nur das erste und fiir I"" nur das zweite Glied des
Integranden, wenn ¢ und o’ gegen Null konvergieren, einen Beitrag liefern.
Eine dhnliche Rechnung wie diejenige, die uns zur Formel (2.07) fiihrte,
ergibt

(5.02) G (4, y)=6 (¥, 9),

wodurch die Symmetrie des Greenschen Tensors zum Ausdruck kommt.

Falls wir mit den Funktionen G,;, g; dieselbe Rechnung ausfiihren
wie diejenige, die uns zu den Formeln (2.07) und (2.08) fiihrte, so ergibt
sich bei Benutzung von (5.02) die folgende Darstellung fiir die Losung
der homogenen ersten Stokesschen Randwertanfgabe:

w(2) = [ T (@), m, (1) % (n) 4, T,
(5.08)
p(e)=—2u [ 3% m, (n) u,(n) d, .

T
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Hier ist T}, (G) nach (1. 06) zu bilden. Vgl weiter unten, am Ende dieses
Paragraphen.

Wir gehen nunmehr zum Studium der Funktionen A4,
gilt dabei die Darstellung

4,;(z,y) =1!'Kik(x’ O (6, 9)4. T,

a;(z, ?/)=1.{kk(x’ £ 1€, 9)d, T,

o iiber. Es

(5.04)

wobei
(5.05) ij(é’ y)= vkj(E: ¥) +‘1frkl (&, 1) ”tj(’?: ¥) dr) T,

und hier ist I, (&, n) die fiir =+ 1 modifizierte Fredholmsche Resolvente
der Integralgleichung (4.02). Sie geniigt der Funktionalgleichung

(5.08) (& n)+ [ Ten(8,) L6 m) & T= Ly (8, 1),

wobei

(5.07) kl(é"'])_‘ wlbm) — o (&) (n),

und ¢, (&) baw. y,(y) die zweckmiBig normierten Losungen der homogenen
Integralgleichungen (4.02) und (4.04) fir A =-+41 bedeuten. Nach dem
Satze XVII wiirde die Richtigkeit von (5.07) nur fiir Flichen der Klasse Bh
bewiesen sein. Falls der Satz XVII nicht fiir Flichen der Klasse Ak
Geltung haben wiirde, so wire trotzdem (5.07) leicht zu modifizieren,
ohne daf im folgenden etwas zu indern wire. Die Gleichung (5.06) ge-
geniigt zur Bestimmung der Funktion I',,(&,%). Der Kern L, (&, 5) ist
regular, und eine endliche Anzahl von Iterationen ergibt eine Integral-
gleichung mit stetigem Kern, die keine Nullosungen besitzt. Somit ist die
Existenz und Stetigkeit von I,(£,5) gesichert, falls (&) 4 () bleibt.
Man sieht ferner, da8 eine Ungleichung der Form

(5.08) T i< 5
Y
besteht, gleichmiBig fiir (¢) und (%) auf 7.

Der Satz XIII lehrt, daB8 I',,(%, ) als Funktion von (£) in jedem den
Punkt (7) nicht enthaltenden Teilgebiet von 7' H-stetig mit dem Exponenten A
ist. Wir brauchen eine Abschitzung fiir die Differenz I',, (£, ) — I3, (&', )
fiir zwei benachbarte Punkte (&) und (&') im Abstande o in der Um-
gebung des Punktes (n) auf der Fliche. Es kommt offenbar darauf an,
das Integral

J(S’ 77) - J(é” 77) szkm(f’ C)‘— Lkm(él’ C)] L,,,Z(C, ']) d;T

abzuschitzen. Wir wihlen unser Koordinatensystem dhnlich wie auf 8. 340,
indem wir die Flichennormale N durch den Mittelpunkt (%) der Ver-
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bindungsstrecke (¢)—(&’') als z;-Achse wihlen und den Ursprung dort
verlegen, wo N die Fliche durchsetzt. 2, und 3, seien diejenigen Teile
der Fliche 7T, die von zwei koaxialen Kreiszylindern mit den Radien o
bzw. ¢, (o, fix) um N als Achse herausgeschnitten werden. Der Abstand
des Punktes (%) vom Ursprung soll grofer als 27 sein, und es sei 7 > 0.
Eine Kugel vom Radius 7 um (#) als Zentrum schneide aus 7' das Stiick 2’
aus. Falls 7 hinreichend klein gewdhlt worden ist, so werden 3, und 3,
weil auBerhalb einander, immer in =, liegen.

Beachtet man nun, daB, fiir eine Fliche der Klasse 4%, auf 3, —2,
eine Ungleichung der Form (974 n] = o%)

| Kim (&3 8) = K (8, 0) | < O

93—1!

besteht, so ersieht man®?) bei Abschitzung der Beitrige jedes einzelnen
Stiickes von 2, fiir sich, daB die Beziehung

’ o Ok
J(E&n) = I(E 1) =0 575+ 5]
auf T giiltig bleibt. Gleichfalls gilt dann

‘ P rh.

(5.09) I (&, ﬂ)—Fh(é" ’7)=0[R§ih +EETE';:|,

falls die Punkte (£) und (¢’) auBerhalb eines kreisihnlichen Teilgebietes
der Fliche 7 vom Radius R um den Punkt (7) liegen. Die Abschitzung
von 7,;(£ y) nach (5.05) liBt sich nun ohne weiteres mit Hilfe von
(5.08) und (5.09) bewirken. Wenn es sich um die Schitzung von
%; (5, 9) — 2;; (£, y) handelt, so hat man sich den Punkt (y), weil in
@ -+ T, auBerhalb einer Kugel um den Ursprung vom Radius 27 liegend
zu denken, und es kann vorkommen, daB das Flichenstiick 3’ auf Null zu-
sammenschrumpft. Es 18t sich die Schatzung genau wie bei J (&, %)~ J(¢', 1)
ausfithren, und wir bekommen

[Ims el <z,

ro.  rh

| 120508 ) = 20,8 ] < 0B 4 755).
Es gelten diese Ungleichungen gleichmaBig fiir (¢) und (&) auf 7 und (y)
in @+ T, doch so, daB bei der letzten Ungleichung (&) und (¢') auBer-
halb einer Kugel vom Radius B um (y) als Zentrum liegen.

SchlieBlich betrachten wir (5.04) fiir zwei Punkte (z) und (z) in
unbeschrinkter Nihe der Randfliche 7. Wir konnen sie ohne Beschrinkung
der Aligemeinheit in beliebiger gegenseitiger Orientierung auf Geraden durch

(5.10)

) Die Durchfithrung eines dhnlichen, etwas schwierigeren Beweises wird unten
S. 364 niher besprochen.
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(&) bzw. (£") verlegen, die parallel mit N sind. Der Punkt (y) liege irgend-
wo in @+ T, so daB r,, bzw.r, grofer als R ausfallen. Mit Hilfe von
{5.10) und dem Satze ITA beweist man dann

. C
| 4;; (=, y)] <;;;,

A
14, (=, 9) —4,,(2, y)| < C(Mloﬁ;ui +f;_;_:) ,

gleichmiBig giltig in @ 4 7, wofern (x) und (2’) auBerhalb einer Kugel
vom Radius R um (y) als Zentrum liegen.

Wir gehen nunmehr zu den ersten Ableitungen von 4,;(x,y) iiber
und legen damit unserer Betrachtung Gebiete der Klasse Bk zugrunde.
Um in (5.04) partiell integrieren zu konnen, miissen wir Abschitzungen
fiir die ersten Ableitungen von z,.(&,y) suistellen, die analog zu (5.10)
gind. Somit miissen wir die ersten Ableitungen von I',, (£, ) untersuchen.
Nach den Sitzen IV und XIV besitzt I',,(&, 5) fiir (&) 4 (y) auf T erste
Ableitungen nach () **), die H-stetig mit dem Exponenten % sind. Es
gilt ‘die Ungleichung
(5.12) lafm(f, <

N

Um eine Abschitzung fiir die Differenz
86y, (§,m) _ a0, (8 9)
08, &N
zu bekommen, hat man, dhnlich wie auf S. 859,

aJ‘E”i’—”@"l):f 0 Lin(£,8) _ 2Lam(8,0)
aEﬂ 65115 ( af as’;‘ ) Lml(;.’ ﬂ) d;'T

zu betrachten. Eine Uberlegung in der schon gewobnten Art in Verbindung
mit Satz VA ergibt dann

'N(E,v) 3-’(5,’7)!
3 3km 1T
und also, analog zu (5.09),
ol (5,m) 0T (¢ 'ee' ey |logrep| iy l
A o8, BT om TRl
Wir bemerken ferner, daB der Hauptwert des Integrals

od(E,m) _ 0J (&)
f( aE. | aem )d T

(5.18)

Teg l‘°8’e£'f ,{_Lshg_l
R ?

(5.135) |

’”)ISC

-»

-—

%) Es gilt dann immer n.(f)-a—= , n,(&")—a—=0 usw.
? 2&7

= m
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existiert und von der Ordnung rf; ist. Um dies einzusehen, bemerkt
man, daB, gleichmiBig auf 7,

[aJ (&, n)!
e Tzy ’

und daf mithin die Abschitzung (5.13) durch die folgende ersetzt wer-
den kann:

oJ(&,m) @I m)
o, D I

Tog [ log e | riv

Ten ey V7enTsn
Diese Ungleichung gilt dann gleichmiBig auf der Fliche 7' und zeigt,
daB das fragliche Integral absolut konvergent und von der Ordnung
rip|logrey |° 78y, d.h. von der Ordnung % ist. Somit existiert auch
der Hauptwert des entsprechenden Integrals iiber

013,08, 7) —_ a6, (&,
b dm

und es ist

(5.14) U ark,(e,m ark,a(:m,q))dT <or.

Mit Hilfe von (5.12) bis (5.14) beweist man nun auch da das in (5.05)
auftretende Integral

I(¢,y) =JFM(§’ ’7)"1;'('7’ ?/)d,,T
fir (&) 4= (y) erste Ableitungen nach (&) besitzt, und zwar gilt

¢l(&,y) k'S
0kn < 'Ey '
(5.15) et
laf(é,y}__ a1 (&) < T ogrTeyrl | Ty
afn‘ aEf’l ' 1}g R {’

falls die Punkte (£) und (£') auBerhalb einer Kugel vom Radius R um (y)
liegen.
Wir betrachten nun das Integral®*)

aA,_,(x,y) ____J‘aKik(-": §) s (E, y)déT

oz, e
T

Dann ist es klar nach (5.05) (5.15) und Satz V, da8 die Funktion gg‘—"

fiir (z)==(y) in @ + T existiert und dort H-stetig ist. Um zu unter-
suchen, wie sie sich verhdlt, wenn (z) und (y) dicht' beieinander am
Rande 7 liegen, haben wir das Integral

*) Die Untersuchung von g,(x,y) ist ganz analog.
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d’é, d&,
na(é)

zu betrachten, wobei wir von der mehrmals gebrauchten Komponenten-
darstellung Gebrauch machen. Fiir den linken Faktor des Integranden

von (5.16) gilt offenbar 7’% = — E,—Z—; Dann konnen wir, wie auf S. 339

und 345 partiell integrieren, und es entstehen Kurvenintegrale iiber die
Randkurve von 2, die fiir die weitere Untersuchung ausscheiden. Die
iibrigen Integrale sind von der Form

(5.16) J;"’—(”“E')(""\“"‘)(”’“E') (&) 1 (£,9)

L3
Ty Tz 8

(5.17) B(z,y) = [B=RE-—t)(@=8

s
r
¥ z§

BI(E,y))

= [n(&)( 22 + (@6 9) | 28,26,

wobei v, (&) H-stetig mit dem Exponenten 2 und vl(é) H-stetig differen-
tiierbar auf 2, ist. Dann gilt nach (5.10)

Iva(é)zkj(é, < T
( . i”,(f)z,‘j(é, y)— (¢ )Zk,(f' y)|<C

und nach (5.15)
», ( 5) 24 (f s y)

(5.19) { reprlogree' | i

3 R

Nun ersieht man leicht, #hnlich wie oben ‘bei der Untersuchung von A‘j,

da die aus #,(&) 7, (£,y) und » (&) Y aI(E Y) herrithrenden Beitriige

zu B(z,y), die wir unter der Bezeichnung D(a:, y) zusammenfassen, die
folgenden Eigenschaften besitzen:

"E E

s

_i
R

—re—y:
I(§, 1
L (8) et ‘* 0 1y 1 w2 <o

1
D(a 9)| < g,

|D(z,y)— D{z’,y)| < C M+fﬂ ,

Ri
gleichmiBig giiltig in @ + T, falls bloB (x) und (z’) auBerhalb einer Kugel
vom Radius R um (y) als Zentrum liegen. Es bleibt das Integral
(%~ &) (m— &) (0 — &) ] [(s,-— 1) (5= %) (b= y.)] dt, ds,
J [ 3 (6w () X (&)

(5.20) {

=[Qu(2,6) (&, 9)4,T=E(=,3y)
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zuriick, indem wir die in Klammern stehenden Ausdriicke mit @, (=, &)
bzw. @,(&,y) bezeichnen. Wir behaupten nun die folgenden Unglei-
chungen

C
( | Bz, )| < 7.,
5.21) Cronilo
xx’ gr.r.z'"
|B(=, ) — B(a', y)| < LlesLBlee],

gleichméBig giiltig in @ + 7', falls (z) und (z') auBerhalb einer Kugel
vom Radius B um (y) als Zentrum liegen. Der Deutlichkeit halber soll
auf die Herleitung der letzten Ungleichung etwas niher eingegangen werden,
zumal die SchluBweise fiir die bis jetzt behaupteten dhnlichen Abschatzungen
(5.09), (5.10), ..., (5.20) maBgebend ist. Es gilt

E(z, y) - E(2,y) "—“1“01(“’ )= Qi(2, £)] (¢, 9)a, T
=J+[+ [
=, LD A, R

und wir schitzen die Beitriige der verschiedenen Integrale jeden fiir sich.
Wir haben

(5.22) _{ [Q(, §) — @, (2, £)] @, (£, 9)dT

— (2. 9) [ [Q(2,8) — Q& D)laT
+{ 0.(2,£)[0:(E ) ~ @z, )T
~ [ 0. D@ 9) — Qe 9] 4T
~[0,(2,9) ~ Q2. 9)]{ Q. (=", £)aT,

und ferner |
(5.23) (2 6 — @ (=, )] Q& y)dT
=[Q(=9) -G 1) G y)dT
+ 10, (2:6) — @u(28) — Qi (2:9) + (=), 9)) @4 (6,4) AT,
und schlieBlich
(5.24) . 2[a_‘w[q, (2, 8) — @, (2", £)1Q; (¢, y)dT
=Q%@y), [ (@8- Q= alar
+, 1028~ Q= 9] 1) — (=, 9)]dT.
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Es gelten nun die Ungleichungen
Q@< GEy<g,
iy
1Qu (2, 8) — @ (", §)] < T2,

an(x’y)"‘Qs(x ¥} < "‘

2

Qa8 9) ~ Qu (2" 9)| <=

E

[Q, (%, &) — @, (2, &) — Ql(z,y)+Q,(x y)| < ’1': Ty

gleichmaBig giiltig in @4 7, falls (z) und (2") auBerhalb einer Kugel
um (§) vom Radius B, bzw. (z),(2’) und (&) auBerhalb einer Kugel
vom Radius B, um (y) liegen. Die letzte Ungleichung gilt sicher fiir (&)
auf 2’, falls v *) grofer als R, gewdhlt wird. Fiihrt man diese Ab-
schitzungen in (5.22) bis (5.24) ein, und bemerkt man, daB, nach dem
Satze VA die Hauptwerte

,_{Ql(x"f)deT’ J:Qa(fs y)d,T

in @ + T existieren und dort sogar H-stetig differentiierbar sind, so ergibt
sich ohne Schwierigkeit die letzte Unglelchung (5.21). Mit Hilfe von (5.20)
und (5.21) erhdlt man so

04,2,9) p
‘ ;x ‘ laj(x’y)l<;—;-,
ody(zy) _ 2y (a'9) Few 108 70e|
5.25) ’ i(2,) 04, ) on 108 70|
( ) axﬂ 6:!:,’,‘ < 0 Rg
aL EX AN EE
laj(x’ .'/) - aj(m’,y){ + Trgr] t;;;s .2 + r}

Damit sind wir am Schlusse unserer Untersuchung iiber den Greenschen
Tensor und konnen zusammenfassen:

Satz XVIII. PFir Gebiete der Klasse Ah gelten die Ungleichungen:
c
|G;(z, y)| < 7’

16,4(2,9)| = 6(', y) | < 0| e 18wl o2

#5) Es sollen dabei 3’ und v die entsprechende‘ Bedeutung fiir den Punkt (y)
besitzen wie auf 8. 360 in bezug auf den Punkt (7).
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Satz XIX. Pir Gebz’ete der Klasse Bh haben wir

301(9:,3/)
. lgj z’ y)l <
aa,,(x v 96,z y) .
l— oz,  o0mh |’ l%’(“” y)—gj(x,y”
n'|1°8'n" a:.:'llog .:.1:' ﬁ
< C Ra + Rg + R 2

gleichmdpig giltig in Qy + T, falls (x) und (2') auferhalb einer Kugel
vom Radius R wm (y) als Zentrum liegen. In diesen Formeln sind die
Konstanten C nur von der Randﬂa"che T und von h abhdngig.

SchlieBlich betrachten wir das vermlttels einer stetigen Funktion X, (y)
gebildete Integral

Y, (=) =0.£G.'j(‘”: y)X,(y) de
und bekommen sofort mit Hilfe der Sitze XVIII bzw. XIX:

Satz XX. Bei Gebieten der Klasse Ah ist Y,(z) ¢n Q, + T H-stetig
-mitt dem Exponenten h.

Satz XXI. Bei Gebieten, der Klasse Bh besitzt Y,(z) in Qu,+ T
erste Ablestungen, die H-sletig mit dem Exponenten h sind. Qleichfolls
ist das Integral

PACRORAOLY

tn diesem Falle H-stetig mzt dem Exponenten k.

Wichtige Bemerkung. Die strenge Giiltigkeit von (5.02) und (5.03)
ist nach Satz XIX und also nur fiir Gebiete der Klasse BA zu erschliefen.
Fiir die Giiltigkeit von (5.02) bei Gebieten der Klasse 4k wiirden die
Sitze I1IB, VC, XVIII und eine Betrachtung d#hnlich derjenigen auf
8. 354, die Bedingung % > } ergeben. Ein Weg zur Veraligemeinerung der
Formeln vom Typus (5.03) auf Gebiete der Klasse Ak findet man bei
H. Weyl®®),

§ 6.
Die nichtlineare Randwertautgabe.

Wir betrachten in diesem Paragraphen unsere Hauptaufgabe, das
System (1.01) bei vorgegebenen Randwerten u,(&) zu integrieren. Es
handle sich dabei um ein Innengebiet @ der Klasse BA. Die Randwerte u,(£)
sollen auf der Begrenzungsfliche 7' H-stetig differentiierbar mit dem Ex-
ponenten A’ sein, und dariiber hinaus der Bedingung (4.11) geniigen. Die
Massenkrifte X; werden ohne Beschriinkung der Allgemeinheit vernachlissigt.

) Rend. Pal. 89 (1915), S. 14.
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In meiner Dissertation habe ich diese Aufgabe so gelost, daB ich
u,(z)=u/(z) +v,(z), p(x)=1p"(z)+q(z) setzte, wobei u/(z), p’(z)
den Stokesschen Gleichungen (1.02) gehorchen, und u;(z) die vorgeschrie-
benen Randwerte® besitzen sollten. Mit Hilfe des Greenschen Tensors
wurde dann fiir die Funktion v;(z), die auf dem Rande verschwindet,
eine Funktionalgleichung aufgestellt, die durch sukzessive Approximation
losbar war. EsliBt sich der Konvergenzbeweis nur fiir ,hinreichend kleine
Gebiete* erbringen.

" Man kann aber, worauf mich Herr H. Prawitz aufmerksam machte,
auch eine entsprechende Funktionalgleichung fiir ,(x) selbst aufschreiben,
deren Aufldsung durch sukzessive Approximationen, wie schon in der Ein-
leitung erwihnt, fiir beliebige GroBe des zugrunde gelegten Gebietes gelingt.

Es gilt in der Tat nach (5.01)

(6.0)  wlz)=—e f Giy (@ 9) 1 (9) Y

d,Q +u/(z),

w(y)

(6.02) Mw=—1f“%w%@) 4, +p'(=).

Wir kénnen (6.01) versuchswelse differentiieren

=) __, faa,,(x,y) au,(y) mm

(6.03) T = (1) 4, @+ 5

l

denn nach Satz XVI ist ; in @+ T H-stetig mit dem Exponenten ,
(g
wobei & die kleinere der Zahlen 4 und &’ ist. Wir setzen zur Abkiirzung

ou, du; duf
(6.04) a—xl==u“, Ez-k=uj,‘, W —’u‘z usw,

und haben in (6.01) und (6.03). ein System von zwélf Funktional-
gleichungen fiir die Funktionen w; und u,,, Wir kénnen diese Funktional-
gleichungen dadurch zu l6sen versuchen, daB wir eine Losung in der Form

_ () = ul® (2) — e ul® (&) + (— )" (2) + ..
(6.08) {u.-xx)- 2 (0)— o ul? (o) + (0 uld () o

ansetzen, das heiBt es wird die Losung nach Potenzen von — g entwickelt.
Alsdann bekommen wir die Rekursionsformeln

u®(2) =ui(z), wi=ui(z),
(n+1)(x) J‘G‘J(x’y) [u(o) J(fl:)_l_ (1 (n 1)+“.+u£n)uj(2)] dQ,
" Y]
uél+‘)(x)$f l}‘[ (0) {f&) il)uj(n l)+ +u(ﬂ)u1(2)]dq
Q
(n20).

' (6.06)
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Die nacheinander gebiideten Funktionen #"*%(z), u{*"(z) sind alle
stetig. Bezeichnen wir das Maximum des absoluten Betrages einer be-
liebigen Funktion (bzw. eines Vektors oder Tensors) x(z) durch Doppel-
striche | y||, so gewinnen wir Majoranten der Reihen (6.05) in der Form
U=U(~e)=Uy—eli+(—0)’ U+ ..
V=V(~e)=V,—eV,+(—e¢)’ Ve"l"'-"
l[e}=Ts, Nuull.— 0
Upsr =G0V, + UV, 1+ ... + U, Vol

Vn+1 =6 (O, V. + _Ux Vet + 0, W]
1 (n20),
falls wir die Zahlen @ und G’ mit Hilfe der beliebigen stetigen Funktion g (z)
folgendermaBen charakterisieren

IJG.-,.(x, ) 2(v)d@Q| L6z,

[ () a0@| < &')al-
Q

Die Existenz der Zahlen G und G’ steht nach den Sitzen XVIII und
XIX fest. Es sollen G und G’ die kleinsten (6.08) erfiillenden Zahlen sein.
Diese Zahlen sind. dann_ fiir das Gebiet @ charakteristisch, und ihre GroSe
ist von der GroBe des Gebietes abhiingig. Es bleibt nur das Konvergenz-
geblet der Reihen (6.07) festzustellen ubng Man hat

UV=U,V,—o (U, V,+ U V,)+ ..
+(— )" (U V,+ van_ra‘- UV A+
und mithin werden die Funktionen U (— g) und ¥ (— g) dem Gleichungssystem
{ U=U,—eGUV,
V="V,—e@'UV
gehorchen, Setzt man hier UV = W, so ist
=(Up— 0@ W) (V,~ QG'W)

(6.07)

(6.08)

(6.09)

oder

(6.10) 'G@'W'—[14e(QV,+GU,)IW+T,Y,

Die Funktion W und damit die Funktionen U und ¥V besitzen je einen in

der Umgebung von ¢ == 0 reguliiren Zweig, dessen Potenzreihenentwicklung
nach — g bis zum nichstgelegenen singuliren Punkt der Funktion W(— o)

konvergiert. Diesen Punkt erhdlt man durch Nullsetzen der Diskriminante
von (6.10), d. h. aus der Gleichung

(6.11) 14+0(GV,+ G0, —40° @G U, V,=0.
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Die Gleichung (6.11) besitzt zwei ‘reelle negative Wurzeln, deren absolut
kleinste den Konvergenzradius der Reihen (6.07) bestimmt. Es ergibt sich
Konvergenz, falls die positive Konstante ¢ der Bedingung

1
6.12 o< ———
(632 (Vev,+Ve'D,)
geniigt, wo iiberall die positive Quadratwurzel gemeint ist.

Man sieht somit, daB es bei gegebenem Gebiet, d. h. bes gegebenen G
und G’ immer moglich sein wird, durch Verkleinerung von U, und V,
zu erresichen, dafs dse Ungleichung (6.12) erfillt ist, und daf sodann die
Rethen (6.07) absolut und gleschmdpig konvergieren. Dann. konvergieren
die Reihen (6.05) absolut und gleichméBig und stellen mithin stetige
Funktionen u;(z), u;(z) dar. Da u{,(z) H-stetig mit dem Exponenten h
ist, so muB dies nunmehr nach (6.03) und dem Satze XXI auch mit der
Funktion (%) der Fall sein. Dann konnen wir den Satz I auf unseren
Ansatz (6.01), (6.02) anwenden, und somit bestitigen, daB die gesuchte
Losung der gestellten Randwertgabe vorliegt. Da die Zahlen U, und V,
nur von den Randwerten u,(£) abhéingen, und bei den gemachten Vor-
aussetzungen (H-Stetigkeit der ersten Ableitungen von w, (&) auf 7') mit
ihnen beliebig klein gemacht werden konnen, so deckt sich unser jetziges
Ergebnis, wie schon in der Einleitung erwéhnt, mit dem Resultate der
Lichtensteinschen Arbeit.

Wir konnen der Konvergenzbedingung (6.12) eine physikalisch '
faBlbarere Form geben, falls wir dimensionslose Verinderliche einfiihren.
Es sei ! die kleinste lineare Abmessung unseres Gebietes @, die mit
dem gleichzeitigen Erfiilltsein der Ungleichungen /6.08) vertriglich ist,
so dafl

lﬂ
»’ v
Es sei ferner U ein gewisses GeschwindigkeitsmaB, so da wir setzen

koénnen

6= ¢ =

'=|~

Uy=U, V,=

Fithren wir schlieBlich durch
olU

R=%"~
n

eine fiir die Stromung charakteristische, dimensionslose, sogenannte ,, Reynold-
sche“ Zahl ein, so wird (6.12) gleichbedeatend mit der einfachen Be-

dingung
R < %.
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Es ist ja allerdings hier hervorzuheben, daB die Zahl R durch ein so
kompliziertes Verfahren definiert worden ist, daB es im allgemeinen nicht
moglich sein wird, den Zusammenhang dieser Zabhl mit den wvon der

experimentellen Forschung fiir spezielle Fille eingefiibrten Reynoldschen
Zahlen aufzudecken.

§7.
Auftreten von Verzweigungslisungen.

Bei groBeren Reynoldschen Zahlen wird man erwarten miissen, daf
funktionale Verzweigungen der Losungen des Systems (1.01). eintreten
werden. Um sie aufzufinden, hat man diejenigen Funktionalgleichungen
aufzuschreiben, denen die Differenz v,(x), ¢ () zweier Losungen v, (z) + u,(z),
g(z) + p(z) und %, (z), p(z) der Randwertaufgabe gehorchen. Beide
Losungen erfiillen ein Gleichungssystem vom Typus (6.01), (6.02), also
ergibt sich fiir die Differenz unter Benutzung der abgekiirzten Bezeichnungs-
weise (6.04) '

(7.01) ()= — 95[ Gij(‘t’ y)[v, U+ UV + v, ”jk] aQ,

2Q,;
(7.02) v, (%) = _Qfﬁ[vkujk-}_ukvjk+vkvjk]dQ’
Q

(7.03) g(z)=— eéf gj(x’ ) [”k“jk +u, v+ vkvjk]dQ’

wo die Funktionen u,, u;, als bekannt anzusehen sind®’). Auf dieses
System 148t sich zwecks Auffinden von Verzweigungslosungen die Theorie
von E.Schmidt?®) anwenden. Aber die physikalisch interessanteste Frage
nach dem Vorhandensein reeller Verzweigungen bleibt von dieser Theorie
zundchst unbeantwortet. Sie hingt mit der Existenz reeller Eigenwerte und
Eigenlosungen derjenigen homogenen linearen Integralgleichungen zusammen,
die man aus (7.01), (7.02) erhilt, indem man die Produktglieder rechts
wegstreicht. Wir verweisen auch diese Aufgabe der Weiterforschung und
wollen nur einen besonders einfachen Fall angeben, wo tatséchlich keine
reellen Eigenwerte des Systems (7.01), (7.02) existieren. Der lineare homo-
gene Teil von (7.01), (7.03) lautet :

27) Man denke etwa an die bekannten Losungen des Systems (1.01), also z. B.
an die sogenannten Couetteschen oder Poiseuilleschen Stromungen. Ubrigens kénnen
die Betrachtungen dieses Paragraphen auch an das System (4.15) meiner Dissertation
angekniipft werden, wodurch die in (7.01) bis (7.04) dieser Arbeit eingehenden
Funktionen u,, p nur als Lisungen der Stokesschen Gleichungen angesprochen wer-
den miissen. B

%) Math, Annalen 65 (1908).
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v;(z)=— 9! Gy (=, y) (v 0+ w, ;] 2Q,

a6, .
(7 04) ”n(m) = - 9!'37": [vk ujk + U, vjk]dQ’

q(z)=— e'bfy,-(w, ¥) (v, %, +u,v;,)dQ,

und die beiden ersten Gleichungen dieses Systems als lineare Integral-
gleichungen aufgefaBt sind der Fredholmschen Methode zuginglich. Falls
diese Gleichungen eine stetige Losung v,(z), v,(2) besitzen, so wird sie
nach dem Satze XXI in @+ 7 H-stetig mit dem Exponenten % sein,
und dann wird nach dem Satze I das Gleichungssystem (7.04) gleich-
bedeutend sein mit

: ogq o, oy,
(7.05) /4‘4"’;:5;“{' (vkax‘+uk x'k) ‘3‘;‘=0-

Trigt man (7.05) in (1.07) ein, so ergibt sich
1 8 [}
(7.06) f{g_<;%‘+ ax‘) +ov (0 52 + )@ =o,
Q

da ja die Funktion v, auf dem Rande T' verschwindet. Hier laBt sich, da

31‘3 =0 ist, das letzte Glied
Xy

o9, _ 0w B (u v_-”)
Ui gm, T Y Om, 2 dmp\ k2
durch partielle Integration wegschaffen, und wir haben nach einer leichten
Umformung

(7.07) f{ﬂ(%i+g%)e+ (g::+auk)”i”k}dq=0-
Q

Wenn dié rechts im Integranden von (7.07) stehende quadratische Form
in v, positiv definit ist, so ‘besitzt das Eigenwertproblem (7.05) und damit
auch (7.04) fiir alle reellen ¢ keine Losung v;==0. Wir erwihnen nur
den naheliegendsten Fall: Wenn fiir die Grundbewegung u;, p der Ausdruck

au, +

ist, d.h. falls u, die BeWegung,emes starren Korpers darstellt, so wird
(7.07) nur fiir v,==0 erfiillbar®®). Es existieren somit in diesem Falle
keine reellen Verzweigungen der Lésung u;, p der Gleichungen (6.01),
(6.02) bzw. des Systems (1.01).

Bu,‘
oz,

#9) Dann lassen sich die Gleichungen (7.05) bei beliebigen, H-stetig differen-
tiierbaren, der Bedingung (4. 11) geniigenden Randwerten integrieren. Denn zerlegt
man die Funktionen v, ¢ in je zwei, von denen die ersten die entsprechende
Stokessche Randwertaufgabe 15sen, so bekommen wir fiir die anderen ein inhomogenes

(Fortsetzung der FuBnote **) auf nichster Seite.)
24>
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§ 8.
Nichtstationdire Bewegungen. Stabilitit.

Bei der Betrachtung nichtstationéirer Bewegungen einer zihen inkom-
pressiblen Fliissigkeit hat man links in der ersten Gleichung (1.01) die

zeitliche Ableitung — g%‘- einzufithren. Zu den Randwerten, die nunmehr,

wie auch die Randfiiche 7' selbst, von ¢ abhiingen, treten gewisse, etwa
fir =0 giltige Anfangsbedingungen. Hier soll auf dieses schwierige
Problem nur in dem einfachen Falle eingegangen werden, wo einerseits die
Randwerte u,(¢,t) und die Randfliche T' von der Zeit ¢ unabhingig?®)
sind und andererseits die Produktglieder vernachlidssigt werden. Dann
kénnen wir gleichwohl das folgende Problem betrachten: Man bestimme
u,(z,t), p(x,t) in einem Innengebiete Q (der Klasse 44), so dall

ou, in @ fiir t>0.
(8 01) éw,

u,(é,8) =0 auf T,
(2, 0) = u{” (x) = gegebener Funktion in Q.

Man setzt dann, wie gewdhnlich,
(8.02) u (2, t) =v,(x) e, p(z,t)=g(z)e ",

wobei v,(z) und ¢(z) von ¢ unabhiingig sein sollen. Hierdurch wird man
auf das hydrodynamische ,Schwingungsproblem* gefiihrt:

——ﬂ.
,uAv,.—}—le,._.a' n 0.
8-03 -a—&——" aaa
( ) ax’ H

v;(§)=10 auf T.

System von Integralgleichungen vom Typus (7.04), welches in diesem Falie fir be-
liebige reelle o losbar ist. Unter diesen Losungen befinden sich die Lisungen der
ersten Randwertaufgabe fiirr die bekannten Oseenschen Differentialgleichungen, die fiir
AuBen- und Innengebiete von Faxén, a. a. 0.% ausfithrlich behandelt worden sind.
Unsere hiesige Losung bezieht sich allerdings auf das hier weniger interessante Innen-
gebiet. Es befindet sich aber unter unseren Lisungen such die der folgenden, mit
der Oseenschen analogen Aufgabe: Man bestimme unter Beriicksichtigung der ,halb-
quadratischen Glieder* die von einem eingetauchten Korper in einer rotierenden
Fliissigkeit hervorgerufene Bewegung.

%) Ein Weg zur Verallgemeinerung ahnlicher Betrachtungen, wie die folgenden,
auf den Fall zeitlich verinderlicher Randwerte ist von Herrn A, Korn, Jahresber. d. -
D. Math.-Ver. 1927, S. 353, vorgeschlagen worden.
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Zur Lésung dieser Aufgabe eignet sich der Greensche Tensor, indem
wir ja ansetzen konnen:

(8.04) o (z) = de éfag- (2, 9) v,(9) 4,Q,

(8.05) q(x)=leg’g,-(x, y)v;(y)d,Q.

In der Gleichung (8.04) haben wir eine Integralgleichung mit regulirem,
symmetrischem Kern. Der Kern ist nach dem Satze XVIII quadratisch
integrierbar, und es wird somit die bekannte Hilbertsche Theorie anwend-
bar. Insbesondere besitzt die Gleichung (8.04) eine abzéhlbare Folge von

Eigenwerten
‘ Ay Agy s
und zugehdrige Eigenfunktionen

v (z), v (), ...,

die ein orthogonales und normiertes Funktionensystem ausmachen, d. h.
wir haben
0, m=+$n,

1, m=n.

[ o™ (3) o (9) dy @ ={
Q

Es laBt sich ferner jede Funktion w,(z), die vermittels einer stetigen
Funktion %;(2) quellenmiBig dargestellt werden kann,

(8.06) w(z) = J 6,;(z, 9) () 4, Q,

: Q
in eine absolut und gleichmiBig konvergente Reihe der Form
(8.07) w; () = %’vu‘”"(-'c)éfv}""(y) w;(y) dy Q
entwickeln.

Aus (8.04) und dem Satze XX folgt nun, daB die Eigenfunktionen
vi"(z) in Q4 T H-stetig mit dem Exponenten 4 sein miissen. Somit
folgt aus dem Satze I, daB (8.04) und (8.05) in Q@ zwei- bzw. einmal
differentiiert werden konnen. Falls wir mit ¢®(z) den, gemifl (8.05),
zu v{™(z) gehorigen Druck bezeichnen, so ist es klar, daB die Randwert-
aufgabe (8.03) fiir 1=14,, 4,,... durch die Funktionenkomplexe

v (), v®(2), ...,
) ' e (), ¢® (=), ...
gelost wird.

Es sollen nun die Anfangswerte %”(z) die Eigenschaften

dul®

=0 i Q.

u®(£) =0 auf T
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besitzen, und dariiber hinaus soll eine Funktion p(2) existieren, so daB
die Funktion

{0)
(8.08) pdu® — 2 — _p(z)==0
in @ 4+ T H-stetig mit dem Exponenten 4’ ist. Dann gilt identisch in Q.
'“ém(“’) “""éf G,;(z, y) b (y) d,Q,

p® (x)= 6!‘ g; (2, ¥) () 4,Q,

denn auf die rechten Seiten lassen sich nach Satz I die in (8.08) ent-
haltenen Differentiationsoperationen ausfiilhren. Nach dem obigen Ent-
wicklunggsatz gilt

(8.09) u” () = Zv/" () J o™ (9) %” (y) 4yQ-

Es sind nun simtliche Eigenwerte 4,>0. Denn fithrt man (8.03) in
(1.07) ein, so kommt

B [0 du\? 2 _
J{g(ﬁi%‘g‘g) — o0} d@=0,
und hieraus folgt, daB »,==0 nur fiir 2 >0 moglich ist. Wir koénnen

dann die Ausdriicke
u (2, 1) = Je o™ (2) [0/ (9) " (v) 4, Q,
m Q

p(z,t)= %e"”“q‘""(x) éf o™ (y) u (y) 4, Q

bilden, und es ist klar, da8 die Reihen fiir jeden Wert von £ 2>1, (¢, > 0)
gleichmiBig konvergieren. Die Reihen kénnen gliedweise differentiiert werden,
und die Differentialgleichungen (8.01) sind erfiillt. In der ersten Gleichung
(8.10) konnen wir zur Grenze ¢ — 0 gehen und haben nach (8.09)

(8.10) {

ltill‘l) ui(z, 1) = ().

Es wird somit durch (8.10) in der Tat die Aufgabe (8.01) geldst.
Betrachten wir schlieflich die auf eine Grundbewegung #%,(z), p(z)

— Losung der in § 6 gelosten Randwertaufgabe — superponierten kleinen

Schwingungen u,(z, t), p(x,t), die den Differentialgleichungen

oW, |, . ow ou op
pdu; — Q(’“k%" +'u;;5‘“) Qo =
% Xy ot 3:0:,
(8.11) o,
72, — 0

gehorchen und auf dem Rande 7' (der Klasse Bh) versehwinden, so
kénnen wir wiederum den Ansatz (8.02) machen und gelangen zur Auf-
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gabe, v,(z), ¢(z) so zu bestimmen, da8

. 0 i, 2
udv; — 9(“1:‘5%;"‘”1:%)*‘91”;:5’:“ - 0
X . n ¢,
(8.12) oy !
PPy s ene
9,(8)=0 auf 7.

Mit Hilfe des Greenschen Tensors bekommt man wieder eine Fredholmsche
Integralgleichung, dessen Kern zwar regulir, aber jetzt nicht mehr sym-
metrisch ist. Das Hauptinteresse kniipft sich an die Frage, ob der Real-
teil der Eigenwerte positiv ist, denn in diesem Falle wird eine Storung,
die etwa fiir £ = 0 einsetzt, allmdhlich abklingen, d.h. die Losung u;, P
stabil sein. Wir denken uns jetzt die Funktionen #; mit einem neuen
Parameter ¢ multipliziert. Der Kern der Integralgleichungen wird somit
- ein linearer Ausdruck in 4 und e sein. Die homogenen Gleichungen werden
dann im allgemeinen Eigenwerte sowohl in bezug auf 1 als auf ¢ aufweisen.
Die Fredholmsche Determinante wird eine ganze Funktion von den beiden
Parametern sein. Es werden dann die Nullstellen der Determinante in
bezug auf 1 gewisse stetige Funktionen von ¢ sein. Fiir ¢ =0 haben wir
eben bewiesen, daB samtliche Eigenwerte 1 reell und positiv sind. Es wird
dann immer maoglich sein, eine Zahl & > 0 so zu bestimmen, daB die
Realteile aller Eigenwerte positiv ausfallen, sobald |e| < ¢, ist. Es bedeutet

dies, daB, falls 3,1, | 2%
werte positiven Realteil besitzen, d. h. die Grundbewegung stabil sein.

Py hinreichend klein sind, so werden siimtliche Eigen-

(Eingegangen am 26. April 1929.)



