
10bet die Randwertaufgaben der Hydrodynamik z/iher 
Flfissigkeiten. 

Von 

F. K. G. Odqvist in Stockholm. 

In dieser Arbeit werden wit die Randwertauigaben des folgenden 
Systems yon Differentialgleiehungen, der sogevannten Navier-Stokesschen 
Gleiehungen fiir die stationiire Bewegung einer z~hen raumbestiindigen 
Fliissigkeit, betrachten: 

~-v Ou t O p 
la A u~ - -  Q ~2~ u~ ~-~k = -~x - -  q X , ( i = 1 , 2 ,  3), 

(0.01) k=l 

Hierbei bedeutet u i die Gesehwindigkeitskomponenten, p den I)ruok, und 
X i sind die Komponenten der ~iufleren Kriifte. p und # seien gegebene 
positive Konstanten. Es sind LSsungen des Systems (0.01) in einem ge- 
wissen r~umlichen Gebiete aufzutlnden, auf dessen Begrenzung u i vor- 
gegebene Werte annehmen. 

Zwei Schwierigkeiten, die uns bei der Lfsung dieser Randwertanfgabe 
nach bekannten Vorbildern entgegentreten, liegen auf der Hand. Es sind 
einerseits die drei ersten Gleiehungen, wegen der linker Hand auitretenden 
Produktglieder, nicht linear, mad andererseits miiflte man, um p eliminieren 
zu kiinnen, die Ordnung der Gleiehungen yon zwei auf vier erhiihen. ~ Unsere 
Methode wird sein, anfiinglieh die Produktglieder wegzulassen und die 
L6sungen der allgemeineren Gleichungen (0.01) durch Liisungen der so 
entstandenen ,linearisierten" Gleichungen aufzubauen. 

In einer Stocldaolmer Dissertation x) hat der Verfasser eine Theorie der 
linearisierten Gleichungen entwiekelt, die mit derjenigen yon Fredholm und 
Plemeli flit die entspreehenden Probleme der Potentialtheorie aufgestellten 

I) .Die Randwertauigaben der Hydrodynamik z~her Fliisaigkeiten". Stockholm 
1928, P. A. Norstedt o. SSner. 
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vollkommen analog ist. Fiir die Randwertaufgabe des nichtlinearen Glei- 
chungssystems (0.01) wurde sodann mit Hilfe eines Greenschen Tensors 
ein System yon quadratischen Integraigleichungen hergeleitet, yon dem 
gezeigt wurde, daft es bei geniigend kleiner Geschwindigkeit und geniigend 
kleinen Abmessungen des betraehteten Raumgebietes eine wohli)estirnmte 
LSsung besitzt. 

Seit dem Erscheinen meiner Dissertation ha t  Herr L. Lichtenstein 
eine Abhandlung iiber denselben Gegenstand ver6ffentlichtS). Er stiitzt sich 
beziiglieh der linearen Randwertaufgabe auf eine Arbeit yon U. Crudeli "und 
gewinnt sodann die L6sung des allgemeineren Problems dutch sukzessive 
Approximationen. Es gelingt dadureh, die Randwertaufgabe der nicht- 

linearen Gleichungen (0. 01) fiir jede Gr6fe des betrachteten Gebietes zu 
16sen, falls nut die Gesehwindigkeiten hinreichend klein sind. 

Ferner hat Dr. H. Fax~n neuerdings eine Arbeit bei der Schwedischen 
Akademie der Wissenschafl~n eingereichtS), in der unter anderem gezeigt 
wird, wie die in meiner Dissertation angewandte Methode zur Behandlung 
der Oseenschen Differentialgleichungen verallgemeinert werden kann. In 
dieser Arbeit, yon der mir der Verfasser freundliehst die Korrektarbogen 
zur Vediigung stellte, wird auch ein Satz bewiesen, yon dem wir im fol- 
genden Gebrauch machen werden. 

Zweek der vorliegenden Arbeit ist e~nerseits zu zeigen, daft an meiner 
L6sung der Randwertaufgabe des Systems (0.01) nur eine kleine Ab/inde- 
rung erforderlieh ist, um zum selben Grad der Allgemeinheit zu gelangen, 
wie es Lichtenstein mit seiner giinzlieh verschiedenen Methode tut. Anderer- 
seits werde ieh zeigen, wie meine Methode imstande ist, auf natiirlichem 
Wege zum Studium der Verzweigungen der L6sungen der Randwertaufgabe 
zu fiihren. In meiner Dissertation waren bei Behandlung der linearen 
Probleme einige 'Irrtiimer noch vorhanden, auf die reich Herr Dr. Fax6n 
freundliehst aufmerksam machte. Diese werden ]tier berichtigt, und tun 
Hinweise auf meine Dissertation und die obenerwiitmte Fax6nsche Arbeit 
m6gliehst zu vermeiden, wird iibrigens die ganze Theorie bier neu dar- 
gestellt und teilweise mit neuen Beweisen versehen. 

Es werden im allgemeinen die dreidimensionalen Aufgaben betrachtet. 
Gelegentlieh werden wir am Ende yon w 4 die fiir das entspreehende ebene 
Problem n6tigen Modifikationen andeuten, wodureh unter anderem die 
L~ung der biharmonischen Randwertaufgabe des Auflenraumes einer ge- 
schlossenen Kurve erledigt wird. 

i) Vgl. L. Lichtenstein, Uber einige Existenzprobleme tier Hydrodynamik, Dritte 
Abhandlung, Math. Zeitschr. 28 (1928), S. 387--415; Grundlagen der Hydromechanik, 
Berlin 1929, S. 493-506. 

~) Arkiv f. mat., astr. o. fys. 21 A, Nr. 14. 
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In den ersten vier Psragraphen werden die linearen Randwertaufgaben 
gelSst, und die Eigensehaiten der LSsungen in dem Umfange studiert, wie 
eie ffir das Folgende nStig sind. In w 5 wird ein Greenscher Tensor kon- 
struiert, und seine Eigensehaften nigher untersucht. w 6 enth~lt die LSsung 
der l~ndwertauigabe fiir das System (0.01). Die letzten zwei Paragraphen 
enthalten einige Bemerkungen fiber Verzweigung der LSsungen der Rand- 
wertaufgabe (0.01) sowie die Anwendung des Greenschen Tensors auf 
nichtstationiire StrSmungen und auf das Stabilit~itsproblem. Gelegentlich 
wird angedeutet, wie man die LSsung der folgenden, mit einem bekannten 
Problem yon Oseen anslogen, Randwertaufgabe bekommen kann: Man be- 
stimme unter Beriicksichtigung der ,,halbqua~lratischen Glieder" die yon 
einem eingetauchten KSrper in einer rotierenden Fliissigkeit hervorgerufene 
StrSmung. 

w 

Definitionen. Bezeichnungen. Greensehe Formeln. 

Wir betrachten im folgenden r~iumliche Gebiete Q, die yon endlich 
vielen, endlichen, stetigen Fl~ichen begrenzt se~n sollen. Die Punkte yon Q 
werden auf ein feste~ re~htwinkliges Koordinatensystem xl, xg, x 3 bezogen. 
Inhere Punkte yon Q mit den Koordinaten x~ ( i =  1, 2, 3), bzw. Yi, 
werden k-urz (x), bzw. (y) bezeiclmet. Raumelemente werden mit dQ be- 
zeichnet. Der Bezugspunkt wird, wenn nStig, d~ Q, dyQ usw. angedeutet. 
Jedem Gebiete Q, als ,Innengebiet" mit Q(o bezeichnet, kSnnen wir ein 
Aul]engebiet Qr zuordnen, so daft Qco ~ Qr den ganzen Raum ausmacht. 

Die gesamte Begrenzungsfliiche (,Randfliiche") eines Gebietes Q heil~e T 
und besitze eine stetige Tangentialebene. Punkte auf T werden mit 
(~), (~), . . . ,  und Fliichenelemente mit dT, bzw. d~T, ... bezeichnet. Die 
inhere Fl~ichennormale soll mit n i (i ~-1, 2 .3)  bezeichnet werden. 

Funktionen yon den Koordinaten x;, ~i . . . .  eines Ptmktes werden wit 
kurz mit f (x ) ,  f(~), f (x ,  ~), ... usw. bezeichnen. Es gilt dann z. B. 
n ,  = n ,  

Der Abstand zweier Punkte (x) und (x') soll r~,  bezeichnet'werden. 
Eine Funktion f (x ) ,  yon der wit wissen, dab Iiir irgend zwei Punkte 

(x) und (x') eines Gebietes Q eine Ungleichung der Form 

I f ( x ) - -  f (x ' )  [ < Cr~ ,  
besteht mit h reell, positiv und kleiner als eins, und C eine positive, nu~ 
yon h abh~ingige Konstante, soll als H.stetig mit dem Exponenten h 
(HSlder) bezeichnet werden. 

Eine Fl~che T soll in der Umgebung eines ]eden Punktes eine Dar- 
stellung der Form ~8 = f (~1, ~s) gewiihrleisten, falls das Koordinatensystem 
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passend gew~ihlt wird. Besitzt die Funktion f (~l ,  ~ )  erste Ableitungen, die" 
Hostetig mit dem Exponenten h sind, so geh6re die Fliiche der Klasse A h. 
Sind dariiber hinaus die zweiten Diiterentialquotienten yon f(~l, ~ )  vor- 
handen und H-stetig, so geh6re T der Klasse Bh.  Die entsprechenden 
Gebiete Q geh6ren den Gebietsklassen Ah und Bh. ' )  Unsere endgiiltigen 
Ergebnisse in w 6 werden flit Gebiete der K|asse Bh  gewonnen. Trotzdem 
wird iiberall mit den geringeren Voraussetzungen der Klasse Ah so welt 

gearbeitet,  wie dies m6glich ist. 
Im folgenden sol1 das zweimalige Vorkommen eines Index in irgend- 

einem Produkte, Dif[erentialquotienten usw. zur Folge haben, daft in bezug 
auf diesen Index summiert werden soil. Es schreiben sich dann die Glei- 
chungen (0.01) kurz 

q ~ 0u, 0p 

(1.01) / = 0 
o x  k �9 

Wir werden zuniiehst nut diejenigen Bewegungen einer z~ihen Fliissig- 
keit studieren, die den einfacheren Differenfialgleichtmgen gehorehen, die 
man dadureh bekomm~, daft man die sogenannten quadratisehen Ofieder 

wegstreieht. Wit haben dann die ,Stokesschen Gleichungen" 

{ " zt u, - =  o-'~, - e . X ~ ,  
(1.02) 

Wir werden als e rs te  S tokessehe  R a n d w e r t a u f g a b e  das folgende 
Problem bezeichnen: 

Man bestimme in einem Raumgebiete Q der Klasse A h  die Funk- 
tionen ut, ~o, so dall einerseits in Q 

(1.03) ~du~ :=- -b'~' Ox k 

erfiillt ist, und andererseifa die Funktionen u~ (x) bei Heranriickung an 
die Randfliiche T yon Q vorgesehriebene Werte u~(~) annehmen. 

Der in der Fliissigkeit wirkende Spannungstermor wird dutch 

~ = ~  ~u,_~ 

4) Man vergleiche L. Lichtenstein, Neuere Entwicldung der Potentialtheorie. 
Konforme Abbildung. EnzyldopAdie der Math. Wissenschaften. II  C 3. Teubner 1919. 
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dargestellt, wobei 
1, i ~ k ,  

~ = O, i + k .  

Die auf ein Fliiehenelement mit der Normalen n~ wirkende Spaanung ist 

Ti k n k . 

Die Aufgabe, die Gleiehungen (1.03) in einem Gebiete Q so zu integrieren, 
dal~ die auf die Begrenzungsfliiehe T wirkenden Spannungen T~n~ vor- 
gegebene Werte annehmen, werden wit als zwei te  S tokessehe  Rand-  
w e r t a u f g a b e  bezeiclmen. 

Die Gleichungen (1.03) werden wit die homogenen Stokessehen Glei- 
chungen nennen. 

Betrachten wit nun zwei beliebige, zweimal stetig differentiierbare 
Vektoren ui und v i und eine beliebige, stetig diflerentiierbare, skalare 
GrSfle p, dann gilt die ,Greensche Identit~t" 

Q(o Q(o 

r § 

Die ersten Integrale sind Raumintegrale fiber das Raumelement d Q yon Q(o, 
und das letzte ist ein Fliiehenintegral fiber das Fli~ehenelement d T yon T. 

Vertauseht man in (1.04) u~ und v~, setzt man --q fiir p und sub- 
trahiert man die so gewonnene Gleiehung yon (1.04), so ergibt sieh die 
,Greensehe Reziprozitiitsformel" 

Q(i) 
8q ~ [Ov~ ~ ~v~,] - [ ~ a , , +  ~ + ~ , ~ ) ~ , , -  ~ d Q  

= - f { T , ~ C u ) . ~ , , ,  --  T;~(v)n~u,} ~r, 
2' 

worin 
(~, ~ 

(L06) 
p ~vk~ 

gesetzt worden ist. 
Setzt man nun in (1.04) u i ~ v i und wghlt man flit ui, p, Fun~idnen, 

die ,den Gleichungen (1:02) gehoichen, so ergibt sigh die ,,Greensche 
Energieformel" 
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f 0 (1.07) -~[T~(u )uk]dQ= - - /  T~k(u)n~,u, dT 
Qc,') 

- f { ' : ' + ' : -  } - -  ~ \ ox, ~xk/ o Xk u k dQ, 
Q(o 

worin die physikalische Tatsache zum Ausdmck kommt, daft die yon den 
Oberli~chenkriiften geleistete Arbeit gleich ist der Reibungsarbeit vermin- 
dert um die Arbeit der iiufleren Kriifte. Der Verfasser erblickt in der 
heuristischen Bedeutung dieser, keineswegs einzig m6glichen~), Greenschen 
Formeln die wahre Ursache, daft es spiiter gelingt, analoge Bfldtlngen der 
Potentiale yon doppelten Fliichenbelegungen zu konstruieren, aus denen 
Integralgleichungen mit ,reguliixem" Kern hergeleitet werden k6nnen, was 
mit den bisher bekannten, ~hnlichen Methoden nicht m6glich war6). 

w 
Hydrodynamisehe P o t e n t i a l e .  

Urn eine psrtikulare LSsung yon (1.02) zu bekommen, kann man 
sich beksnntlich des Fundamentaltensors bedienen. Hierunter verstehen wir 
die Ausdriicke 

(2.01) 

und die fragliche LSsung lautet 7): 

{ v,(~) = Q f ~,,(~, v)x,(v)dQ, 
(2. 02) 0 

P(~) = o ~ r (~, v) x~(v) dQ. 

Der Fundamentaltensor entapricht bekanntlich voIlkommen der Funktion 
1]% v der Potentialtheorie, und wir k6nnen den Inbegriff der Funktionen 
U,, P a l s  hydrodynamisehes RaumpotenIial bezeichnen. Es gelten fiir 
(x) + (y) die wichtigen Beziehungen 

(2.03) pzj~v~ k _~ Oq~ Ov,~ �9 Ox~ ' 0x~ ~ 0 ,  

0q k 0v~ -- 0, (2.04) PAvv~k = ou,' out -- 

(2.05) ~,~(~, v) = ~k,(v, ~). 

s) Man vergleiche a. a. O. t), S. 4 9 . '  
6) Man vergleiche C. W. Oseen, Hydrodynamik. 
,) 

Satz I, 

dfq~----- 0, 

3 v q ~  ------ 0 ,  

Leipzig 1927. 
Dabei mtissen Xk(y  ) gewissen Stetigkeitsbedingungen geniigen. Vgl. unten, 
S. 337. 
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Ferner haben wit, falls wit mit v~j, q~ nach (1.06) die Ausdriicke T~(v) ,  
und T'k(v)v bilden, 

(2.06) - -  T,~(v),= T~(v)v 3(Z,--y,)(zj--y,)(Zk--yk) 4nr)y 

Der letzte Ausdmck wird anch ,nit T/k (v; z, y) bezeichnet, tun die Ab- 
hiingigkeit zweier Punkte anzudeuten. Die bei den Differentiationsoperatoren 
angebrachten Indizes deuten den betreflenden Bezugspunkt an. 

In Verfolgung eines aus der Potentialtheorie her woldbekannten Ver- 
fahrens betrachten wir nun dasjenige Teilgebiet Qo unseres Gebietes Q ,  
das zwischen der Begreazungsflltche T und der Fliiche einer kleinen Kugel T O 
yore Radius r o rings um einen festen inneren Punkt (z) yon Q liegt, und 
wenden auf Qo die Formel (1.05) an, indem wit flit %, q die Funktionen 
v~k , q~ als Funktionen yon (y) wllhlen. Fiir ut, p denken wit uus eine im 
Bereiche Q + T stetige LSsung der Gleichungen (1.02), iiir die der Aus- 
druck Tik(u ) am Rande stetig bleibt. Lassen wir dann r o gegen Null 
streben, so gibt nut der T~'k(v) enthaltende Teil des tiber T O erstreckten 
Integrals einen yon Null verschiedenen Beitrag, und wir bekommen 

u,(x) = q f v, k(z,  y)Xk(y)d Q 

--~ T~k(u) nk(7) %i (x, 7) dT (2. 07) 

I +f.T,'k(v; x, 7) n, (7) 5 ( ~ )  dT,  
T ,  

wobei wit den Quellpunkt yon T m i t  (7) bezeicknet haben, und also 
T'k(v; x, 7) nach (2.06) zu bilden ist, indem man 7 flit y einsetzt. Um 
den entsprechenden Ausdruck fiir p (x) auhchreiben zu kSnnen, bemerken 
wit, dal~ gemiiB (1.06), (2:03) und (2.06) 

A~ T'~ (v; z, 7) 
, , o o , , n  ---- A,T,.~(v)~ = a, qsai~-- /~ A'v'!-{-T-~ Afvk~] = - -  oz, O,~J ' 

und bekommen somit 

I p ( z ~ =  o fq , (x ,  y)X,(y)dQ 

~ --fro T~k(u)nk(7)-qi(x' 7)dT (2.08) 

-- "~ . J-ff-~; n~, ( 7 ) 5 ( 'l ) d T. ( 
T 

Falls der Punkt (x) in Q(~) auflerhalb der ge~hloasenen Fl~che T liegt, so 
kommt links in (2.07) und (2.08) die Zahl Null. Die in (2.07) und 
(2.08) auftretenden Integrale sind ottenbar die zweckm~J~igen Analoga 
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der gew6hnlichen Potentiale. In der ersten Zeile der beiden Formeln ,tehg 
das schon e ~gefiihrte hydrodynamisehe Raumpotential~ in der zweiten und 
dritten entsprechend die hydrodynamischen Poten|iale ein/acher bzw. dwp- 
palter Fldehenbelegungen. 

Wir wollen nun, unter Zugrundelegung beliebiger stetiger Fliichen- 
belegungsvektoren 2W~(~) mad 2%(~),  die Eigenscha~ten der hydro- 
dyhamischen Potentisle einfscher und doppelter Belegungen einer geschlos- 
senen Fl~che T der Klasse Ah studieren. Wit fiihren fiir diese Funktionen- 

ein und komp.lexe die Bezeichnungen F~ (z), 9 (x) bzw. W~ ( x ) , / / ( x )  
bekommen mit Riicksicht aui (2.01) mad (2.06) 

(2.09) 

. . . . .  1 fr ,~ ,~ .  (x,-,~,)(.j-,o)}wj(,~ 

. , , ,  1 a l ' e j ( ~ ) ~  

(2.10) 
/ / ( ~ ) =  ~ ~ ; / . ( . , - -  dT 

Fiir die. let~zteren Ftmk~ionen werden wit aueh die abgekiirzt~ Bezeiehnung 

(2. 11) 
dT 

gebrauchen. 
Die ~un~ionenkomplexe V, (~), ~ (~) und W,(~), I1 (~) ,ina im 

ganzen Raume aufler tier Fl~ehe T selbst analytisch. Aus der Herleitung 
folgt, daft sie, jeder flit sich, den Gleichungen (1.03) gehorchen. V~(x) 
dure~etzt die Fliiche T stetig. Hingegen weist W~(x) einen Sprung, iihnlich 
wie das gew6hnliche Potential einer Doppelbelegung, auf, d.h. es gilt 

{ W,(r = ~,(~) + W,(~) 9,,(~)+.fK,~(~,,/)~j(,j)dT, 
(2. 12) 

W, (~),.,-~ -- 9~i.(~) + W,(r ~- - -  q%(r + 1~ K,j (r ~/) ~o~ (~/)d T, 

indem wit mit W~(~)r o mad Wi(~)r Grenzwerte yon Wi(z) bei An- 
n~hertmg vbn (z) gegen (~) yon der inneren bzw. iiul~eren 8eite her ver- 
stehen. " 

Weiter best~itigt man leieht die fo|gende Eigenschaft, die derjenigen 
des Gau~sehefi Tn~egr~ls in der Potentialtheorie analog i,t: Es sei ~ (~) =: c~ 
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ein konstanter Vektor; alsdann gilt 

{ 2cl fiir (z) in Q(o, 
(2.13) W , ( $ ) =  c , ,  (x) auf T , 

o . (x) in Q<~. 

Berechnen wit den Spannungstensor T~(V) der von V~(x!, sg(x) 
dargestellten StrSmung, so ergibt sich nach (2.06) 

s f - 7 , ) (~  ~)(~- ~) ~(~)~,. (2.14) T,~(V) = - V~ (~, - -  d~' 

Speziell ergibt sich dann fiir die auf die Innen- bzw. Auflenw~inde wirke~a- 
den Spannungen T~k(V)<on k und "T~k(V)(e)n k 

{ T,~(V)<,),,~ =-  ~:,(~) + f K~,(~, ~ ) v , ~ ( , ) d T ,  
(2.15) T 

w 
Eigensehaften der hydrodynamisehen Potenti&le. 

Wit wldmen diesen Paragraphen dem Studium der Ableitungen der 
hydrodynamischen Potentiale und ihrer Stetigkeitseig'enschaften. 

Um die Giilt.igkeit einer auf S. 334 gemachten Aussage zu beweisen, 
hat man auf das hydrodynamische Analogon eines bekannten potential- 
theoretischen Satzes yon O. HSlder s) zuriickzugreifen. Wit betrachten die 
dutch eine stetige Funktion X~(y) nach (2.02) erzeugten Funktionen 
U#(x) und P(x)  und haben darn: 

Satz I. Ist die Funktion Xk(y  ) in einem Gebiete Q H-stetig, 80 
existiereu die zweiten Ableitungen der Funktion U~(x) und die ersten 
Ableitungen der Funktion P(x) ,  und (2.02) im besonderen stellt eine 
L6sung der Gleichungen (1.02) dar. 

Will man den einem hydrodynamischen Potentiale einer einfachen 
Fliichenbelegung entsprechenden Spannungstensor Tik(V ), bzw. beliebige, 
erste Ableitungen ~Vi/~x k im Gebiete Qr studieren, so zeigt sich, daft 
die im vorigen Paragraphen gemachten Voraussetzungen hinsichtlich der 
Belegungsfunktion nicht ausreichen, um die Stetigkeit am Rande der be- 
tmffenclen Funktionen zu sichem. Wir beweisen den folgenden Satz, der 
zugleich T~k (V ) und ~ Vi/~x ~ umfaflt~ 

s) Man vergleiche L. Lichtenstein a. a. O. 4), wo sich die zugehSrige potential- 
theoretische Literatur verzeichnet f indet.  

9) Der Beweis des entsprechenden potentialtheoretischen Satzes ist in unserem 
Beweis enthalten. Vgl. a. a. O. 4), S. 201, Fullnote ,o). 

Mathematische Zeitachrift.- as 2~ 
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Satz II. Der 8pannungstensor T~k(V ) eines hydrodynaraiachen Po. 
tentials Vi(x ) einer mit dent Ex, ponenten h' H-stetigen BeleTung ~oj(~) 
der Fldche T (tier Klasse Ah) ist ira Oesamtbereiehe Q -4- T xo) H-steti9 
rait dem ~zponenten h,  wobei h die kleinere der beiden gahlen It' und 
h i s t .  

Der Bewels dieses Sst~es wird flit viele ithnliche Untersuchungen dieser 
Arbeit grundlegend sein. Die spiiteren Beweise we~en zweckmiillige Varianten 
dieses Beweises sein und k6nnen deshalb oft kurz skizziert werden. 

Wit beweisen ~ zuniichst, dall die Funktion Tik(V ) am Rande bestimmte 
Grenzwerte besitzt. Es geniigt dabei das Integral 

J(z)  ~- f (z , -  v~) (~ ~_~_~,) (zk- ~)  ~ ( ~ ) d ~  i d~ n =_ [ H ( z ,  ~)V' (tl)d~l~d~.~ 
e 

zu betrachten, wobei ~x derjenige Tell der Fliiche ist, der yon einem 
Kreiszylinder yore Radius q~ urn die Fliichennormale N als Achse heraus- 

�9 geschnitten wird. N soll dsbei dutch denjenigen Fl~chenpunkt (~) gehen, 
gegen welchen wir (x) konvergieren lassen wollen. Wit nehmen (~) sis 
Ursprung unseres Koordinatensystems und N als xs-Achse. Falls 0x hin- 
reichend klein fixiert wird, so wird sicher ~ (~) eine auf 2; x eindeutige 
Funktion yon ~x u n d q ,  sein, die H-stetig mit dem Exponenten h i s t .  

Man sieht nun, dall man alle vorkommenden Fiille behandeln kann, 
falls nur die den folgenden fiinf Indexkombinationen i ,  7", k entsprechen- 

1 1 1 
1 1 3 
1 3 3 
3 3 3 

1 2 3. 

den Integrale erledigt sind: 

Wit haben uns zuerst davon zu iiberzeugen, dab der Hauptwert yon 

( 3 . 0 1 )  - -  

existiert, such wenn (x) gegen (~) strebt. Zudem beachten wit die Identi- 
( r  - 

~o) Unter der Ausdrueksweise .Stetigkeit uew. in Q+T", die wohl ale ein- 
gebiirgert anzusehen ist, verstehen wit, dab die betreffende Funktion in Q~t~ stetig 
mdn soll und dariiber hinaus bestimmte Grenzwerte am Rande T besitzen m6ge. 
Vgl. a. a. O. '), S. 183. 
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(z1-~1) 3 1 P [~ (z, ~1)' 1 r ~ = 3 P~I Jr- ; , 

(xl-W)~(z,--,~3) 1 r ~  a 1 ~ ( z , - r / , ) ( z ~ - ~ / : ) "  I 

(3.02) ( ~ - ~ ' ) ( ~ " - ~ ' ) '  - ] ~ ( x , - ~ , ) '  ir b - 3 ~r h r s ' 

P - -  S L-~~= -r P'71 P a~= r= J ' 

(x,-v,)  ( x = - v , )  ( x~ - , 7 , )  _ z a ( x , - ~ , ) ( z , - ~ , )  
r ~ - -  3 P~I r8 

In den~enigen Gliedern yon (3.01), wo Ableitungen naoh ~, und ~/s vor- 
kommen, l~iJ~t sich partiell integrieren, und es entstehen Kurvenintegrale 
iibez die Randkurve L I yon 2 I. Diese Kurvenintegrale sind auflerhalb 
der Belegtmgskurve L~ selbst analytisch. Die iibrigen Glieder haben die Form 

(3.03) i(z)= f-a~ l 

Wit untersuchen den Hauptwert dieses Integrals, wenn (x) gegen (2) strebt. 
Wir setzen (x~ -- ~)9 + (z~ -- ~/~)~ -F z~ = ro ~ und haben somit 

i ( z )  

Es gilt nun unabh~ingig yon der Lage des Punktes (z)  

__ 1 1--~-Aai< ' - - <  ~i 

falls wir ~ + ~7~. ~" = g~ setzen und den Punkt (z) auf das Innere eines 
geraden Kreiskegels Kg mit der Spitze in (2) um N als Achse yore 0ffnungs- 
winkel 2a < :z beschrRnken. C soil hier und sp~iter eine Konstante be- 
deuten, die in den verschiedenen Ungleichungen ve~schieden sein kann. 
Nun gilt fiir Fliichen der Klasse Ah 

]~ I  < Oq ~+~, 
also 

t a 

und folglich konvergiert dim e~ste Integral i=(z)in (3.04) absolut und 
gleichmiil~ig, auch wenn (x) gegen (2) riickt. SpezieU gilt 

f ( ~ 1 X.)d~ild~ =O(o,), (3. - 

--o 

falls 2" 0 i~gendein Teilgebiet yon 2", ist, dessen .lineaze AbmeMung o let. 
22* 
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Der Hauptwert des zweiten Integrals in (3.04) existiert bekanntlich 
und ist gieich dem kSrperlichen Winkel, unter welchem der K r e i s  
#~-~ r/:, ~ = e~ in der ,/l~h-Ebene von ( z ) a u s  beobachtet werden kann. 

Betrachten wir nun wieder J (z ) ,  so gilt 

(3.06) J(z)=v2(~)~f, H(x,~)d~xd~l~ q- f H(z,~)[v/(~l)--V~(~)]d~lld~. ., 

und das erste Integral besitzt hier, nach der eben durchgefiihrten Betrach- 
tung, einen wohlbestimmten Grenzwert, wenn (z) gegen (~) konvergiert. 
Unter Benutzung der Abschiitzungen 

(3.07) { tH(x '*l)]< C-- 
i v,(,1) - < c Q r  

ersieht man, dai~ auch das zweite Integral in (3.06) absolut und gleich- 
miil]ig konvergiert, und dal~ somit J(x) einen wohlbestimmten Grenzwert 
beaitzt, wenn (x), immer it, Kg, auf beliebige Weise gegen den Rand. 
punkt ( ~ ) heranriicken dar]. 

Wit bilden nun die Differenz der Funktionswerte J(x) fiir zwei 
Punkte (x) und (x') im Abstande o und in beliebiger Orientierung in der 
N~ihe der Randfliiche. Wit verbinden die Punkte (x) und (x') durch eine 
geradlinige Strecke, deren Mittelpunkt (~) sei, und ziehen die Fl~chen- 
normale N dutch (~). Diese mSge die Fliiche T in (~) durchsetzen. Wit 
nehmen (~) als Ursprung unseres Koordinatensystems und N als x~-Achse. 
v sei derjenige Teil der Fliiche T, der yon einem Kreiszylinder K vom 
Radius o x um N als Achse herausgeschnitten wird. Gleichfalls sei 5o der 
vom koaxialen Kreiszylinder vom Radius o < et herausgeschnittene Tell 
von T. Die Lote von den Punkten (x) und (x~ auf die ~hr/,.-Ebene 
m6gen die Fl~iche T in (~) bzw. (~') durehschneiden. Die Tangentenebenen 
der Fl~iche in (~) und (~') m6gen E bz~. E' heiflen. Der Kreiszylinder K 
soil dann aus E und E' die Ellipse~ E~. und E~ herausschneiden. 

Um zuerst eine Sehiitzung des Bauptwertes von H ( x ) - / t ( x ' )  zu 
bewirken, k6nnen wir uns nach dem oben Gesagten damit begniigen, die 
Diflerenz 

i(=)-i(=')= 

zu betrachten, wo r fiir r=~ und r '  fiir r=,~ steht. Im ersten Integral von 
(3.08) schreiben wir 

0~/3 r ~ ~ ~ r o ~ r ~ ~'_,, ro 

und im zweiten 
0 1 ~ 1 r~  1 # lq 

~,~ , '  - ~r , ~ +  Li-~, , '  ~c '  , ' J "  
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Hier soil r o der Abstand yon (x) zur Proiektion (r des Punktes ( , / )auf  
die Ebene E bedeuten, und r~ eine ~hnliche Bedeutung in bezug auf (x') 
und (r auf s  besitzen. Die Integrale 

~ d~ h d t  h und --=~PG :~ro d*Tt d% 

kSnnen nun dutch Drehung des Koordinntensystems, so daft die neue 
~L~-Aehse auf E bzw. E' senkrecht steht, naeh Abspaltung yon Kurven- 
integmlen fiber die Randkurve yon 2"1, die mit Faktoren yon der GrSl~en- 
ordnung n multipliziert sind, wiederum als kSrperliehe Winkel gedeutet 
werden. Die Ditterenz der Integr~le wird bis auf GrSl]en der Ordnung O h 

gleieh der Differerm derjenigen kSrpefliehen Winkel, unter welehen E~ yon (x) 
und E~ von (x 5 aus beob~chtet werden kSnnen. Jene Ditierenz wird also 
selbst yon der Ordnung o b sein, da der Winkel zwisehen den Ebenen E 
und E'  von dieser Ordnung ist. Wit kSnnen also sehreiben 

(3.09) 

1 ,ff.L  
"-~-Xo 

r c~, a 

Man beweist nun leicht, iihnlich wie bei (3.05), dab die beiden ersten 
Integrale in (3.09) yon der GrSIlenordnung o h sin& Es gilt ferner identisch 

(3.10) 

Es ist 

(3.11) 

und 

(3.12) 

- -  r 3 

, , o -  ~ _ ( x ~ - v , )  __- ( ~ ,  - ~ )  
4 

fn~ n > O  

r o 3 

"~ 1 ? 1 ? 1 

~r ro ~n~ r' ~- ~r rot 

1 1 4_ +rta -- + 

r o - r'~ t o -  r '  : 

ro  t ~ 1 . t  

pm 0n 
r o 

r o - r 1 
~ - ~  -=  [ ( r ~  - r )  - ( r o  - r ) ]  e ' , "  

+ ( 'o - ' )  s 

r ' "  rot n "r ' - r~  - -  \ r  - r i  - -  r ' ]  r~ a 

1 1~ 1 _ ~:-r" 1 ro-r" 1 + e  X + Z r~ P ?.q ro / r ro r "  "~ot~ f f  " 
p + q = m + l  p + q ~ n + l  

p , q > 0  ~ , q ; >  0 
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Nun gelten, wie dies sofort eine geometnsche Betrachtung lelLrt, auf 2" 1 -- ~o 
die folgenden Ungleichungen, unabhiingig yon der GriSBe yon a, auch wenn 
(z) und (x') sich beliebig der Fl~che T herannahen (~/~ + ~/~ = 0 ~) 

ix8 - x~t < o, 
i~la[ < CO l§ 
I z ; -  ~ l  < r' ,  
1 1 1 1 C 

(3.13) ~ ' ,o' , "  ,~ < ~ '  
I r - r ' i  < o ,  
[r o - r  t < CO 1+h, 
i to-to[  < 0(o + ooh), 
1 ( , ~ -  r ' ) -  ( t o -  r) l <  0 ( ~ §  + ~ 0). 

Hit Itilfe yon (3. 10), (0. 11), (3. 12) und (3. 13) gewinnen wit die Abschiitzung. 
o 1 ~ 1 a 1 o ] i t ,  ~ ] i  

(3. 14) ~,18 ; a q  t o 0//8 r' JI- a~'~ r~ ~ o  3 - -  r~s]! 

o + 

gleichm~iflig giiltig, aueh wenn (z) und (~9 an T heranriicken wiirden. 
Nun ist 

r [~-fi~]d~lld,l~. _J Lr~ r~sj 

als ein Sonde~a]l des oben aui S. 341 behandelten Integrals yon der 
Gri~Benordnung 04. Fiihren wir die Abschiitzung (3.14) in das letzte Inte- 
gral yon (3. 09) ein, so zeigt sick dab der iibrigbleibende Teil dieses Inte- 
grals absolut und gleichm~iflig konvergent und yon der Gr/511enordnung o ~ 
wkd. Damit haben wit bewiesen, dab eine Ungleichung der Form 

(3. 15) I H(~)  --  H(~ ' )  i < O,,%, 
gilt, gleiehmiiflig in Q + T ,  wobei h der Exponent der Fliiche (der 
Klasse Ah) und C eine Konstante ist, die nut yon h und yon der FiChe 
selbst abhingt. Nach diesen Vorbereitungen kel~en wit zu der Absch/itrang 
yon a J =  J (z )  -- J(x')  zu~ick. 

Es gilt nach (3. 06) bei zweckmlifliger Zerlegung der Integrale 

(3. 16) ~ J =  f [H(x, ~1) -- H(z', ~/)] ~o(~l)d~l~d~lg 
Z~ 

-- / { ~/(~, ~) [~ (~) - v C~)] - H(~', ~) C~ ( ~ ) -  ~ (r ~ d~, 
~ o  

+ [~,(~) -- V,(~')]J H ( x ;  ~/) d~]~ d,/~ Jr" ~'(e) [H(=) -- ~i7(~')] 

+ ~,~  [H(~,~ ~ )  H(~', ~)] [~,,(~) -~(~) ]  d~ d~, 

-~ a J0 + aJ~ + aJ~,+ aJs, 
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und wir fiihren die Abschiitzung fiir die einzelnen Teile yon ~J jedes fiir 
sich aus. 

Der Symmetrie wegen geniigt es bei der Schiitzung yon ~Jo, das 
Integral 

JJ~ ~-~  H(~, ~/1 [~v (7) -- ~ (~1] d~lz d,l.~ 

allein zu betrachten. Hier gilt wie bei (3.071 

C C 
I H(x,  'J) l < -O- < ~T, 

falls wit ~ ~- (~/1 -- ~11 g ~ (% -- ~)~ setzen. Dann ist 
2 o  

9aoeo d#o l~Jol<CJ ~ =O0h), 
o 

und daher auch 

(3. 17) JJo---- O(~ ' 

Da H (z'), unabhiingig yon der Lage von (x'), beschriinkt bleibt, so gilt ferne~ 

(3.18) ~J, = o (o~). 
hus (3. 15) folgt 

(3:19 / ~ J9 = O (oa). 

Schlielllich gelten auf "Y1- ~o die Ungleichungen 

[H(~, ,~) - H(~', ,fl I < a ~ ,  

i v ( , ) -  v(~)l < ce~, 
falls wit #n=  ~/~ ~ ~ setzen, und damit erh~ilt man 

~0~d0 (3.20) IOJ, l < C j  p =o0~), 
ft.  

und endlich aus (3. 16) bis (3.20) 

J = 0 (o~), 
was zu beweisen war. 

Es gelten die folgenden beiden SpezialfRlle des Satzes II: 

Satz IIA. Der Hauptwcr~ des l~tex~als (vgl. (2 11)) 

f Kq(x,  ~})d,T 
2' 

existie~t und ist eine in Q ~ T mi~ dem Exponenten h der Fldche T 
( der Klasse A h ) H-stetige Funk~ion yon ( x). 
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Satz IIB. Dos hydrodynantische Potential B~(z) der r/tit dent Ez. 
ponenten h' H-stetigen Bdegungs/unktion q~ (7) ist im Gesamtbereiche q + T 
(tier Klasse Ah) H-stetig ntit dent s h, wobet" h die kleinere 
der Zahlen h und It, ist. 

Wit fiihren weiter ein paar Siitze an, deren Beweise iihnlich oder gsr 
einfscher sis derjenige des "ellen bewiesenen sind. 

Satz  III. Die Funlaionen 

W,($) = f'K,r 7) ~oj(n) dT 

und 

sind au/ der aVgdehe T (tier Klasse A h) H-stetig ntit dent E~ponenten h 
der Fldche, ]alls q~ (7) au/ T sehleehtMn stetig ist. 

Sat~ I I IA.  Falls die Fldche T tier Klasse Bh anqeluirt, so gilt/iir 
irgend zwei Punkte (2) und (2") eine Ungleichung der Fornt 

(3.21) I W,(~) - W,(~')t < Or~r [logr~r 

und eine entsprechende ~at W~ ( ~ ). 
Sstz IV. Die Funlaionen W~(~) und W~(~) besitzen, /alls die Be- 

legungs/unktion % ( tl ) H-stetig ntit dent Bxponenten h ' ist, au/ der lqdche T 
(der Klasse Bh) erste Ableitungen, die eben/alls H.stetig ntit dem Bx- 
ponenten It' sind. 

Die Beweise cler Siitze III mad IV unterscheiden sich yon demjenigen 
des Sstzes II darsn, dsll man bei den psrtiellen Integrationen, die zum 
Existenzbeweis des Hauptwertes nStig sind, den Aufpunkt (2) (der nun- 
mehr im Integrstionsgebiet liegt) dutch einen kleinen Kreis susschliellen 
mull. Der Beitrsg dieses kleinen Kreises zuni Hsuptwert verschwindet. 

Wit betrachten nun die ersten Ableitungen yon W i (x) in Q + T mad 
behaupten den 

Sstz  V. Die ersten Ableitungen der Funktion Wi(~: ) oder abet die 
Funktionen T~(W) sind im Bereiche Q +  T (tier Klasse Bh) H-stetig 
ntit dent Exponenten h, /alls die ersten Ableitungen der Bdegungs- 
/unktion q~r (7) au/ T H-stetig ntit dent s h' sind, und I-t die 
kleinere der Zahlen It und h' ist. 

Es genflgt, den Sstz fiir den Pall zu beweisen, dall (x) in der Niihe 
eines Rsndpunktes (~) liegt, den wir sis Ursprung unseres Koordinsten- 
systems wtthlen, wobei die xs-Richtung mit der Fl~chennormale in (2) 
zusammenfallen soil. Nach einer iihnlichen Zerlegung der Fl~che T wie 
oben beim Beweise des Satzes II sieht man sofort, dall es darauf ankommt, 
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die ersten Ableitungen der Funktion 

(3.22) ~Ki~(z, ~7) q~j(~) dT = f (z~-- ~h) (z~-- ~j) (z~-- %) q'~---2 d~71d~ 

zu studieren, worin ~ (7) eine mit dem Exponenten h H-stetig diiterentiier- 
bare Funktion yon ~1 und ~g ist. Es geniigt dabei, dieselben Indexkombi- 
nstionen i, j, k zu betrschten, wie beim Beweise des Sstzes II. Dann 
k~nnen wit ~ Identi~ten (3.02) gebrsuchen und iibersU deft,, we nsch 
~1 und ~2 diiTerentiiert ist, partier integr!ere~ Die entstehenden Kurven- 
integrale tiber die Rsndkvrve L1 yon 27~ sind suffer suf L 1 selbst sna- 
lytisch, und fiir die bei der partiellen Integration riiekbleibenden Glieder 
sind wit auf den Beweis des Satzes II  zuriiekgefiihrt worden, ghnlieh 
k6nnen wit such xr.it den iibrigen Oliedern yon (3. 22) vedahren, wofern 
es sich um die Ableitungen in die Riehtungen z~ oder z~ handelt. Es sind 
nut noch die Glieder ve to  Typus 

f 0' 1 r q~(~7) d'hd~h 

zu betrachten. Hier benutzen wit die Identitiit 

~* 1 = [ ~ "3 u ~ , -  | 1 

und k~nnen dsnn such diese Glieder auf die eben suseinandergesetzte Art 
behandeln. Somit ist der Sstz bewiesen. 

Satz  V A. Fiir Flddten der Klasse Bh e~stiert des, Hauptwert 

in Q + T und is: dot: H-s:ai~ mi~ dent ~zpone~en h der _PI~.  
Beim Durchgang der Fl~che T werden die Funktionen T~t(V), 

~V, ~  usw., falls s~e in Q - ] - T  stetig sind, im allgemeinen gewisse 

Spriinge erleiden. Wit gehen hiersuf nieht weiter ein und beschrii~en uns 
dsrauf, den folgenden yon Fax~n herriihrenden Satz zu erwiihnenXt). Wit 
betrachten die Werte des Ausdruekes T~,(Wi(z))n,(~ )fi ir Pnnlrte (z), 
die su/ der Fl~ehennormslen dutch den Fl~chenpunkt (~) yon T liegen, 
und behsupten den 

Satz  V B. F~s gil~, falls die Belefungs/unl~ion q~ der _tW~che T 
( der Klasse B h) H.ste~ig di//erentiierbar ist, die L,'mesgteichung 

(W)<,) = 

n) Arkiv f. mat., Mtr. o. fys. ~1 A. 
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Fiir die Fl~ichen der Klasse A h gilt als Analogon eines bekannten 
Satzes der Potentialtheorie yon A. Kom ~2) der folgende 

Satz VC. Fiir die Werte des Ausdruckes Tik[W,(x)]ns(~ ) in 
Punkten ( x ) au/ tier Fldchennormale nt ( ~ ) durch den Fldchenpunkt ( ~ ) 
gilt eine Abschdtzung der Form 

gleichmdflig gal~ig /iir (~) au/ T, wobei die Belegungs/unktion r yon 
W~ ( x) H-stetig mit dem Exlumeatea h' sein soU. 

w 

Die Stokessehen Randwertaufgaben. 

Zttr L6sung d e r  ersten Stokesschen Randwertaufgabe flit ein Innen- 
gebiet Q(/) der Klasse A h sotzen wit an 

u,-- w,(~) 

und bekommen alsdann bei Benutzung yon (2. 12) in gewohnter Weise 

(4.01) r +~fK, i (~. 7) r d r - -  u,(~), 

eine ,regul~e" Fredholmsche Integmlgleichung zur Bestimmung des un- 
bekannten Belegungsvektors r 18) 

Fall, wk in (4.01) vor dem Integ~alzeichen ein Parameter ~ einfiihren, 
so erkennen wit nach (2. 12) und (2. 15), daft die Gleichung 

(4.02) ~,(~) + ~ f K,(~.  ,7) r d r =  u,(~) 
T 

der Aufgabe entsprioht, eine Fnnlrtion W i so zu bestimmen, dab anf T 
die Oleiehung 

(4.03) w, (~)<o- w, (~)<.~ + ~ [w, (~)<,) + w, (~)<,d -- 2=, (~) 
gilt, wogegen die transponierte Gleichung 

(4.04) V , ( ~ ) + l ~ K j , ( ~ , ~ ) V j ( ~ ) d T = T , t ( ~ ) n k ( ~ )  

der Aufgabe gleichkommt, eine Fnnirtion V i so zu bestimmen, daft anf T 
die Gleichung 

(4.05) ~,~(v)<., ~ -  T,~ ( V)+ n~ + ~[T,~(V)<.)~+ T,~ ( V)<,, n~] 
= 2 T,~ (~) ~ (~) 

z,) A. Korn, Potentialtheorie I, S. 392. Dfimmler 1899. 
z3) ,Regultir", weft der Kern F ~ ( ~ , ~ )  ftir (~):~(~) stetig ist und fur (~)--~(~) 

wie r ~  ~ unendlich wird. 



Eandwertaufgaben der Hydrodynamik zither Fliluigkeiten. 347 

erfiillt ist. Wit haben also ein vollkommenes Analogon zum Problem yon 
Poincar6 in der Potentialtheorie. 

Man sieht, da~ man mit der Gleichung (4.02) flit 2-----+1 und --1 
die erste Stokessche Randwertaufgsbe fiir das Innen-,bzw. Auflengebiet 
16sen kann, und dal3 man entsprechend die zweite Randwertaufgabe dutch 
Gleichung (4.04) flit 2 = - - 1  und + 1  flit das Innen- bzw. Auflengebiet 
beherrscht. Zur vollstAndigen Erledigung der Randwertprobleme geh6rt 
eine Diskussion der L6sungen yon (4.02) mad (4.04) fiir di~ Parameter- 
werte 2 = + 1. Wit werden die Eigenschaften der Resolvente in derselben 
Art herleiten, wie dies Plemelj im potentialtheoretischen Falle gemacht hat. 

Falls wir die Formel (1 .07 )au f  die dutch ein hydrodynamisches 
Potential V+, 9 einer einfaehen Belegung ~ der Fl~che T dargestellte 
Str6mung anwenden, so ergibt sich einerseits 

f [o~ aV.]'dO f (4.06) -~ Lb--~t + ~ j  -.~ =--  T~,,(V)(onk VidT, 
g<++~, T 

andererseits, falls wit  die Formel (1.07) auf den Raum zwischen T und 
einer groflen Kugel vom Radius R anwenden und dabei das Verhalten 
der Funktionen V~, T~t (V) flit R--*co beriieksiehtigen, 

r ~  I-at, ar"l'd ^ La,  u = f  T,,(v)(.,n, V, dT. (4.07) 
t / - -  

O(c) T 

Weiter ergibt sich, fails wit die Formel (1.05) auf'die hydrodynamischen 
Potentiale F i, 9 und V ' , - - 9 '  der Bdegungsiunktionen ~ bzw. ~" der 
Fl~iehe T anwenden, 

(4.08) f T,,(v)(,, n. d T = f  (V')(,) v, aT. 
T 

und ~hnlieherweise flit das Auflengebiet 

(4.09) f T/I,(V)~,)n]+ V" dT----IT, i+(V')(,)n,. V, dT. 
2' 

Es gelten nun die S~tze: 
Satz VI. Alle Pole tier ResohJente sind redl. 

Mit  Hilfe der Formeln ( 4 .  05~.. .  (4. 09) sohliel3t man, genau so wie 
bei Plemelj li), daft der Ausdruek 

1- ; .  
1+s  

bei nicht identisch verschwindender Null~sung der Gleichung (4.04) reell 
sein muB, und also muff such 2 reell soin. 

la) Monatehefte f. Math. u. Phyeik, 1~ (1904); vgl. insbemndere die Darstellung 
bei Goursat, a, L O. ',,6), S. 510. 
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Satz  VII. 2 : + 1  ist ein Polder Resolvente. 

Es folgt dies einfaeh daraus, dal~ die homogene Gleichung (4.04) flit 
~-1 mit der zweiten Gleichung (2. 13) identisch ist, falls wit ~-----n i 

setzen. 

Satz  VIII. 2 = - - 1  ist ein Polder Resolvente. 

Dies folgt daraus, dal~ flit 2 ~ - - 1  die homogene Gleichung ( 4 . 0 2 )  
Iiir ~i-----c~-~ konst, mit der zweiten Gleiehung (2. I3) identisch wird. 

Satz IX. AUe Pole der ttesolvente sind dem absoluten Betrage nach 
grdfler oder gleich eins. 

Aus tier homogenen Gleichung (4.05-)erschliel~en wir 

y T,, (V)(.,n, V, dT-- T-~ f r,.(V)o~ n. V, dT, 

und nach (4.06) und (4.07) m i i ~ n  die Int~grale vetachiedene Vorzeichen 
besitzen und also fiir . -1  < ~ < + 1  beide identisch verachwinden. Dann 
muff nach (4,06) und (4.07) der Ausdruck 

~v, ev~ 
0,~ 4 az, 

im ganzen Raume identisch vemohwinden, und also V~ die Bewegung eines 
stiffen KSrpers darst~llen. Da inde~en V i im Unendlichen verachwindet, 
so folgr daraus, dab V i i m  g a l e n  Raume verachwinden muff. Nun gilt 

fiir Punkte, die nicht auf der Fl~che T liegen. Also mu~ I2 konstante 
Werte in Q(~) bzw. Q(e) behalten. Da D jedenfalls im Unendlichen ver- 
sehwindet, so muff ~ mad damit T~(V) in Q(,) identisch verschwindep- 
In Q(,3 muff T~k(V ) die Form C8~, mit C konstant haben. Nach " (2. 15) 
w~ire dann die einzige M6glichkeit einer Null6sung flit diese 

W~ ~- n~. 

Da aber diese L6sung dem Parameterwert ~ ~--i-1 geh6rt, so muff sein: 
V'~------0, d.h.  zwischen --1 und -}-1 e~istieren keine Pole der Resolvente. 

Satz  X. F//r ~ ~ + 1  besitzen die homogenen Gleichungen (4.02) 
und (4.04) ~e eine einzige L6sun9. 

Nach (4 .05)  und (4.07) muff tier Ausdruek 

(4 .  10) air, oVr 

in Q(,) identiseh verschwinden, und V~ also die Bewegung eines starren 
K6rpers darstellen. Da abet V~ im Unendlichen verschwindet, so muff V~ 
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in O(o identisch vemchwinden. Nun bleibt V~ beim Durchgang der Fliiche T 
stetig. Also muff der Ausdruck (4.10) such in Q(o identisch vemchwinden, 
und V~ such in O(o cinerseits die Bewegung tines starren K6rpers dar- 
stellcn, anderemeits wegen des Versohwindens am Rande in Q(o identmch 
versohwinden. Es muff ferner ~ in Q(e) verschwinden und in Q(o konstant 
bleiben, so daft der Spannungstensor die Form Ti~ ----- G ~  m it (7 konstant 
haben muff. Hiersus folgt unmittelbar, dsl~ die homogene Gleichung (4. 04) 
flit ~ ~-~-1  nut die einzige nicht triviale I~sung ~i ~ n~ haben kann, 
denn gesetzt, es g~be deren zwei linear unabh~ngige, ~i und ~ ,  dann 
wiirden die Spxnnungstensoren T~ und T~ dieser L6mmgen in Q(o die 
Werte G~k und C~~ besitzen, wobei G und G ~ beide Konstante sein 
wiirdev~ D~nn wiirde man sber zwei Konstanten u und u' derart bestimmen 
k6unen, daft 

a G ~ g'C' = �9 

und der Spannungstensor a T~t ~- a' ~ wiirde nach (2. 15) einer Str6mung 
entsprechen, liir die 

~ + ~'~'---- 0 

wiire, entgegen der Voraussetzung. 

Hierdurch ist in der Tat bewicsen, dal3 die erste. 8tokesscI~e Randwert- 
au/gabe bei lnnengebieten de)" Klgsse Ah /~r sUe ste~igen Randvektoren u~, 
die der Bedingung 

( 4.11) / u,,z, dT= o 

gen~yen, 16sbar ist. Die L6sung ist dutch ein hydrodynamisches Potential 
einer Doppelbelegung dargestellt, und die betreflende Doppelbel~gungs- 
funktion dutch die Fredholmsche Aufl6sungsforme] der Gleichung (4.01) 
geliefert. 

Satz XI. Alle Pole mit m~licher Ausnahme yon ~ ~- ~ 1 sind ein/ach. 

Denn gesetzt, es sei ~ ein mehrfachcr Pol. Dsnn wiirde es zwei nicht 
identisch verschwindende Funktionen ~ und ~" geben~), flit die 

+ § f o 

gelten wiirde. Die Plemeljsche Schluffweise ergibt fiir das der Funktion ~ 
entsprechende hydrodynsmische Potential V~ die Bedingung 

zs) Vgl. z. B. E. Go'mat, Cours d'Analyse | ,  2. Aufl., S. 511. 
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Da abet diese Integ~ale nach (4. 06) und (4.07) verschiedenes Vorzeichen 
hsben miissen, so verschwinden sie beide, and dieser Bedingung kann nvx 
die NuUSsung Vt = n~ entsprechen. Also muff flit ~ ~ ~ I v ~  identisch 
verschwinden und die Annahme (4. 12) fiihrt zum Widersl~mch. Ob der 
Pol ~ = ~ 1  einfach~ ist oder nieht, liil]t sieh auf Grund dieses Beweises 
nicht entscheiden. An dem spezieUen Beispiel, wo T ein KugelkSrper ist, 
wird der Kern unserer Integralgleichung symmetrisch and also auch der 
Pol ~-----~1 einfach sein. Vergleiehe welter unten, Satz XVII. 

Satz XII. $V~r ~- - - -1  best'tzen die homogenen Oleichungen (4.02) 
und r4.04) je seth8 linear unabhdng~ge Ldsungen. 

Zan~chst bemerken wit, dal~ die Gleiehang (4.02) tiir ~-------1 mit 
derjenigen Integmlgleiehung identisch ist, die das Problem des elastischen 
Gleichgewichts bei gegebenen Oberfliichenl~ften beherrsehtle). 

Die entspreehende homogene Gleichung lautet 

(4.13) ~ , (~) - -~-~  J ( ~ '  ~/ ,)(~3.--~)(~ ~/k)nk(~) r - - ~ - d T = 0  , 
T 

and wit haben beim Satze VIII bewiesen, da~ sie dutch r = konst. 
bef~iedigt wird. Da es im dreidimensionalen Raume mSglich ist, drei linear 
anabh~ugige Vektoren anzugeben, so haben wit hiez drei linear tmabhii~gige 
I~ungen r (j = 1, 2, 3) der Gleichung (4. 13). Weiter gilt, wie man 
sich dutch Einfiihmng eines Polarkoordinatensystems um den Ptmkt (~) 
vergegenw~ixtigt, daft die d~ei Vertikalvekto~en des Tensors 

�9 q = ~, ~- z,, 0, - ( ~  ~ )  

- - - 0 

der Gleichung (4. 13) befriedigt, wobei (x) ein beliebiger Punkt des Ranmes ist. 
Man sieht nun, daft die seehs Orthogonsli~tsbedingunge n 

(4.14) 

die dafiir notwendig sind, dal~ die inhomogene Gleiehung (4.04) flit 2 = --1 
eine L6sung besitzt, den sechs Gleichgewiehtsbedingungen des anf die Ober- 
fl~iehe wirkenden Kriiftesystems T~ nt gleiehkommt. Wit erhalten also das 
E~gebnis: 

le) Vgl. H. Weyl, Rend. Pal. 89 (i915), S. 24, wo ohne Beweis behauptet wird, 
da~ die homogene Gleichung (4. 02) flit ~ = --1 wenigst~ns die sechs hier mitgeteflten 
L6sungen besitzt. 
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Die zwdte Stokessche Randwertau/gabe ]iir das Innengebiet einer 
geschlossenen Fldche T ist nur Jiir solche Krdjtesysteme Idsbar, die die 
Resultante Null und dos resultierende Moment Null haben. 

Abet noch mehr: Wit werden beweisen, daft die Gleichung (4.13) 
auller den sechs Funktionen q~j, ~ j  keine weiteren linear unabhiingigen 
L~ungen besitzt. Denn nach (4.06) besitzt das einer L6sung W~ der 
homogenen Gleichung (4.04) entsprechende hydrodynamische Potential V~ 
die Eigenschaft 

v, e vk 

in Q~o, und V~ stellt mithin dort die Bewegung eines starren KSrpers dar. 
Das gilt also im besonderen fiir unsere sechs gefundenen LSsungen Y'i# 
und ~i#, die den NullSsungen qi# und ~Sij der Gleichung (4.02) ent- 
sprechen. Dall die den Funk'tionen ~pi# und ~ij entsprechenden hydro- 
dynamisehen Potentiale, Vi# (j= 1...6), linear unabhiingig sein miissen, 
ersieht man daraus, dall man sonst dutch lineare Kombination aus ihnen 
ein Potential Vi herleiten kfnne, das in Qr und auf T identisch Null 
wiire und fiir das die entspreehende Belegungsfunktion folglich nach (4.06), 
(4. 07) und (2.15) verschwRnde, was eine lineare Kombination unter unseren 
sechs linear unabhiingigen Lfsungen V~ij, ~P]q bedeuten wiirde. Da aber 
#de Funktr Vj, die einer NuU6sung yon (4.04) entspricht, in Qr 
Bewegung eines starren Kfirpers darstellt, so mull sie sich aus den Funk- 
tionen V o. linear kombinieren lassen, und die entsprechende Null6sung 
liillt sich aus den Funktionen ~;j, Po' linear zusammensetzen, was zu 
beweisen war. 

Hat man somit einmal die Funktionen ~i# und ~. bestimmt, so kann 
man direkt du?ch die entsprechenden Potentiale V~#, ~j #de statio~re 
Bew~ung ein~s starren K6rpers in einer unendlichen ruhenden Fliissig- 
keit darstdlen. Es wird die Bewegung dutch 

{ (4.15) 

mit c~. konstant dargestellt. Die fiir eine solche Bewegung erforderliche 
Kraft, d. h. der Widerstand, wird wegen (2.15) proportional sein dem 
Integrale 

(4. 16) cj~ qq, y ~ d T ,  

und das Widerstandsmoment um den Punkt (x) wird proportional sein 

(4.17) dr. 
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Da naeh Satz XI ~-- - - -  1 ein einfsoher Polder  Resolvente ist, so ia$ da~ 
in (4. 16) au/treSende lntegral immer, und das in (4. 17) au/tretende im 
allgemeinen yon Null verschieden aT). 

Wit weisen darauf hin, daft, dutch die obige Bemerkung, dal3 im FaUe 
eines Kugelk6rpers der Kern unserer Integralgleiehung symmetriseh wird, 
es sofort m6glich ist, dort die Funktionen ~ j  und ~ j  aufzuschzeiben, wo- 
dutch die in (4. 15)...  (4. 17) auitretenden Ausdriicke explizite angebbar sind. 

Nunmehr ltil]t sich leieht beweisen, daft die erste Stokessche Rand. 
wertau/gabe /i~'r das Auflengebiet /Dr beiiebige stetige Randwerte 16abar iat. 
Denn dutch Subtrsktion eines passenden Vielfaehen der Potentisle V~ 
lassen sieh die Rsndwerte auf V'~j und ~/j orthogonslisieren, und das ist 
naeh der Fredholmsehen Theorie die Bedingung daffir, daft die-entsprechende 
inhomogene Integralgleiehung (4. 02) flit ~------ 1 16sbar sein soU. 

Die so dargestellte L6sung versehwindet im Unendfichen. Falls die 
Bewegung der Fliissigkeit dozt irgendwie anders (als Rotation und Trans- 
lation) gegeben ist, so ist die LSsung ]eieht dutch Addition eines in V~, ~ 
linesren Ausdrnckes zu moditizieren. Es ist ldsr, dal~ das Verhalten im 
Unendlichen bekannt sein mul~, damit die Aufgabe eindeutig 16sbar sein 

soU, genau so, wie dies bei dem entsprechenden Probleme der Potential- 
theorie ist. 

Dutch die bisherigen l~berlegungen dieses Paragraphen diirf~en die 
Randwertaufgaben der homogenen Stokessehen Diflerentialgleichungen flit 
Gebiete der Klasse A h gelSst sein. Die Stitze II bis V gestatten uns nun, 
folgende Schliisse fiber unsere LSsungen der ersten Stokesschen Randwert- 
aufgabe des Gebietes Q(o zu ziehen, die flit das Folgende wichtig sind. Wir 
beweisen: 

Satz XIII. Die NuUdsungen der Gleiehungen (4. 02) und (4.04)sind 
au/ der _~ivhe T (der Klasse A h) H-stetig mit dem Exponenten h der 
Fldehe. 

Es liiat sieh z.B. die homogene Gleiehung (4.02) sehreiben: 

(4. 18) = --  f Kij rpj dT.  
T 

Ihre Lfsungen sind sieher naeh der Fredholmsohen Theorie auf T stetig. 
Dann folgt aus unsetem Satze III, daft das Integra| reehts in (4.18) und 
somit aueh die linke Seite auf T H-stetig sein toni3. 

Satz XIV. Die Nulldsungen der Gleichungen (4.02) und (4. 04) sind 
au/ der Fldche T (der Klasse Bh) H-stetig di//erentiierbar mit dem Ex- 
p.~enten h der $~che. 

z~) Vgl. a.a.O, x~), S. 405. 
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Aus dem vorigen Satze folgt die H-Stetigkeit der L6sungen auf T, 
oder sogar, nach Satz IIIA, daft sie eine Ungleichung der Form (3.21) 
enCfillen. Sodann folgert man den jetzigen Satz aus dem Satze IV obe~ 
Es wiirde iibrigens leicht sein, einen etwas weiterreichenden Satz zu be- 
weisen.  

Satz  XV. DaB mi~ einer Nulldsung q~ gebildete hydrodynamische 
Potential W~(x) besitzt im Bereiche Qr + T (der Klasse Bit) erste .~b' 
leitungen, die H-stetig mit dem Exponenten h sin& Auch der Ausd~/a~k 
TI~(W ) bleibt in Q(o + T H-stetig mit dem Exponen~en h. 

Der Beweis folgt unmittelbar aus den Siitzen XIV und V. 

Satz  XVI. Falls die Rand]unktion u~(~) TM) au] T (der KlasseBh) 
erste Ableitungen besitzt, die H-stetig mi$ dem E~ffponenten h' sind, so 
sind die ersten Ableitungen der L68ung u~ ( x) der ersten Etokesschen Rand- 
wertau]gabe in Qa~-~ T H-stetig mit dem Exponenten h, wobei h die 
klsinere der Zahlen h und k'  ist. 

Zuerst schreibt man die Integra]gleichung (4.02) 

T 

und bekommt dann, iihnfich wie beim Beweise des Satzes XIV, daft ~o~(~) 
auf T erste Ableitungen besitzt, die H-stetig mit dem Exponenten h'  shad. 
Dann folgt unser Satz unmittelbar aus dem Satze V. 

Fails die Randfliiche der Klasse Bh angehSrt, beweisen wir leicht den 

Satz  XVII. Der Pol ~ ~ ~ 1 ist ein ein[acher Pol der ResolvenSe. 
Es geniigt zu zeigen, daft das Integral 

T 

flit ]ede Null6sung der Gleichung (4.01) einen yon Null verschiedenen Weft 
hat. Es gilt nach (2. 12) 

= w ,  - w ,  = - w ,  

und somit 

Nun hat der Spannungstensor Tr in. Qr notwendig die Form O~t~ 
mit C konstant ~= O, und dann ist nach Satz V B 

is) Die Randfunktion mu6 natiirllch, falls ~ ein Eigenwert ist, die fiir die L6s- 
barkeit erforderlichen Orthogonalit~tsbedingungen erfiillen. 

Mathematische Zeltschrift. 92. ~ 
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und somit nach (4.20) 
/ cg,(~)n,(~)dT 

T Q(e} 

was zu beweisen war. 

E i n d e u t i g k e i t  der  LSsungen.  Es kSnnte gegen unsere LSsung der 
ersten Stokesschen Randwertaufgabe der folgende Einwand erhoben werden. 
Zwar wird die LSsung der Gleichung (4. 02) durch die modifizierte Fred- 
holmsche Resolvente geleistet, aber es wiirde mSglich sein, eine beliebige 
LSsung der homogenen Gleichung hinzuzuffigen, und die LSsung wfirde 
demn~ichst als nicht eindeutig bestimmt erscheinen. Um diesen Einwand 
zu entkriiften, hat man auf die Greensche Energieformel. (1.07) zurfick- 
zugreifen. Es gelten, analog zu (4.06) und (4.07), die Formeln 

f l' (~Y"a-~w~dQ f (4.19) ~ \ ~ '  a~ /  = - -  Ti~(W)(1)nk(~)$$~(~)<') dT' 
Q(i )  , T 

C :dO = J Tik (W)<,) n~ (~) W, (~),e) d T, (4 .20)  92 ~' \o~ + ox,/-~ 
Qle~ T 

unter der Voraussetzung, dab die Integrale einen Sinn haben. Fiir die 
mit ~ den NullSsungen der Gleichung (4.02)gebildeten hydrodynamiscben 
Potentiale W i (x), H(z )  wird dies, nach den Ss V und XV sicher der 
Fall sein, falls die Randfls der Klasse B h angeh6rt. Aber es ls sieh 
dies tats~hlieh auch unter allgemeineren Voraussetzungen erschlieBen. Be- 

p 

tra~hten wir z. B. das~enige Teilgebiet Q(, von Q(o, das yon einer Parallel- 
fl~ie~e T' yon T i m  Abstande 1 dieser Fl~iehe begrenzt wird. Dann gilt 
flit Q,'~ sicher eine der Gleichung (4.19) entsprechende Gleiehung, die wit 
mit (4. 195) bezeichnen mSgen. Es sind nun aueh flit Fl~iehen der Klasse A h 
die NullSsungen ~i der homogenen Integralgleichungen nach dem Satze XIII  
H-stetig mit dem Exponenten h. Da die entsprechende Funktion Wi(x ) 
auf T verschwindet, gilt abet nach den S~itzen I IB  und V C fiir den 
Int~randen des fiber die Fl~iche T '  erstreckten Integrals in (4. 195) eine 
Absch~itzung der Form 

C.lh.l h-1 
mit C konstant, und somit strebt das fiber T' erstreckte Integral fiir 
Fliichen der Klasse A h je(lenfalls dann mit 1 gleichm~iflig gegen Null, wenn 

1 

ist. Somit gelten die Gleichungen .(4.19) und (4. 20) als Limesgleiehungen 
auch flit diesen Fall und  wit folgern aus dem Versehwinden yon W~(~)< o 
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oder W~(~)(~) auf dem Rande das identische Verschwinden yon  W~(z) in 
Q(,~ bzw. QI~), und die LSsungen der ersten Stokesschen Randweztaufgabe 
sind somit eindeutig bestimmt worden. 

Es ist zu bemerken, daft die Ausniitzung einer Maximum-Minimum- 
J 

Eigenschaft der Liisungen auf dem Rande des Gehietes, die sieh bei skalaren 
Randwertaufgaben so fruehtbar bew~ihrt hat19), bei diesen vektorieUen 
Randwertaufgaben nieht mSglich ist. 

Bemerkungen iiber den zweidimensionalen Fall. Wit fiigen 
schliefllich ein pa~x Bemerkungen iiber des zweidimensionalen Fall zu. 
Bekanntlich l~i~t sich dort die erste Stokessche Randwert~ufgabe dutch 
Einfiihrung der Str6mungsfimktion q0 auf die biharmonische Randwert- 
aufgabe zuriic]diihren (JA~----0 im Innern einer geschlossenen Kurve, auf 

a~0 
welche ~ und ~-~ vorzuschreiben sind). 

Bei der hier gewiihlten Darstellung bekommen wiz zwischen de n riium- 
lichen und ebenen Problemen eine Analogie, die derjenigen zwischen den 

Funktionen I__ und Iog-~-der Potentialtheorie vollkommen parallel liiuft. 

Zun~hst lautet der Fundamentaltensor 

I (z,-y,)(z,-y,)} %.(x, y) - , ,  ' 

I q. 1 1_. Y) ~ ~ log "~y 

Setzen wir diese Ausdriicke in die entspreehende Greensche Rezi' 
prozit~tsformel ein, so gewinnen wit die analogen zweidimensionalen 
Bildungen zu den friiher eingefiihrten hydrodynamischen Potentialen. Das 
hydrodynamische logarithmische Potential einer Doppelbelegung (~I, ~s) 
der Kurve L (der Klasse Ah) s~ mit dem Element~ dL lautet: 

(4.21) 

r x  ,~ 

Diese Ausdriicke eignen sieh zur Herleimng einer reguliiren Fredholmschen 
Integralgleichung, iihnlich wie im dreidimensionalen Falle. Wenn es sieh 
urn die erste Stokessche Randwertaufgabe fiir das Innengebiet (~ ~ 1) 

1~) Man vgl. L. Lichtenstein, Neuere Entwiekl, d. Th. part. Differential-Gleiehungen 
zweiter Ordnung Vom elliptischen Typus. Enc. Math. Wiss. ]I C 12, S. 1297 (Leipzig, 
Teubner 1919); sowie W. Sternberg, Math. Zeitschr. 21 (1924), S. 291. 

~) Das heist endliehe stetige Kurven mit H-stetig variierender Normale. 
23* 

(ix 1, 
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handelt, so besitzt die homogene, t~ansponierte Gleichung 

(4.22) ~ ( ~ ) -  1 ( ~ i -  ~/i) (~ -- qj ) (~ , - -~ , )n~(~)~d ,L-~O 

als einzige I~sung den Normalvektor (n,, n~) der Kurve L. 
Dagegen lassen sich nicht dieienigen Schliisse aus den vorigen Seiten 

unmittelbar iibertragen, bei denen von dem Umstande Gebrauch gemacht 
wurde, daft das hydrodynamische Potential einer einfachen Belegung, das 
hier lautet: 

(4.23) I Vi(x)=/~i~(z' ~)lPJ(~)d"L' 
I D(z)=/q~(z'tl)~(~)d"L' 

im Unendlichen verschwindet, was ja jetzt nicht mehr zutrifft. Betrachten 
wit indessen die Gleichung (4.22) flit beliebige 1, multiplizieren wit sie 
mi~, d~L und integrieren, so ergibt sich bei Benutzung einer mit (2.13) 
analogen Formel 

(4.24) (1 § l) f ~(~)d~ L = O. 
z 

Also muff das Integral fiir X + -- 1 verschwinden, und dies ist tats~ichlich die 
Bedingung dafiir, dab sich V~(z)nach (4.23) ~ groBe R (z~ § z~ = R ' )  

1 wie ~ verhalten soil. Dann abet l~iflt sieh der Beweis flit 1 + --1 genau 

so wie im dreidimensionalen Falle fiihren. Speziell ist also die erste 
Stokessehe Randwertaufgabe flit das Innengebiet einer gesehlossenen Kurve 
der Kiasse A h stets 15sbar flit stetige Randfunktionen ui, die der Bedingung 

(4.25) f u %dL = O 
L 

geniigen. Falls wit dieses Resultat mit Hilfe der Str6mungsfimk~ion 
intelTretieren, so ergibt sich, dab die biharmonische Randwertaufgabe bei 
Innengebieten stets 16sbar ist bel Randlmrven der Klasse A h, falls 
und ~- eindeutig und stetig und daniber hinaus ~ stetig differentiierbar 

auf der Randlmrve vorgegeben sin& 
Fiir ~ = -  1 besitzt die homogene Integmlgleichung genau drei linear 

unabhilngige LSsungen, und die erste Stokessche Randwertaufgabe wird 
beim Auffengebiete nu~ flit solche Randfm~ktionen 16sbar sein, die auf den 
drei IAisungen Vi,, ~'~, V~a der Gleichung (4.22) iiir ~ = -  1 orthogonal 
sind, wofern man verlangt, dab die Liisung im Unendlichen regular sein 
soil. Es wird aus ~hnlichen G~iinden wie im dreidimensionalen Falle das 
in (4.24) au~tretende Integral im allgemeinen nicht verschwinden, und 
die hydrodynamischen logarithmischen Potentiale der Belegungsvektoren 
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~,, ~, ~P~n werden im Unendlichen logarithmisch unendlich. Es ist dies 
die mathematische Aufkl~Lrung des Pa~adoxon yon StokesSt). Seine physi- 
kalische Ursache kennen wiz nach Lamb, der sie auf die nicht zul~sige 
Vemacld~sigung der Oseenschen ,halbquadratischen" Gfieder in den Difle- 
rentialgleichungen zuziickgdiihrt bat. 

Man sieht, dal~ unsere Theofie /~r die I.~sbarkei$ der biha~onische~n 
Randwertau/gabe /~r das Auflengebie$ einer geschlossenen Kurve drei 
Integralbedingungen /iir die Rand/unktione~ /ordert. 

Die zweite Randwertaufgabe flit das Innengebiet wizd nut dsnn 15s- 
bar sein, falls die Randfunktionen auf zwei beliebige, linear unabh~gige, 
konstante Vektoren und auf den Vektor 

[-- (~, -- ~,), (~i -- x~)] 

orthogonal sin(l, was den drei Gleichgewichtsbedingungen der ebenen Statik 
entspricht. 

w 

Der Greensche Tensor und seine Eigenschaften. 

Betrachten wit die Differentialgleichungen (1.02) und versuchen wit 
dem Problem, diejenige Str6mung ul, is in Q(,~ zu bestimmen, die am Rande T 
(der Klasse Ah) verschwindet, dutch den Ansatz 

u,(x) = ~fGo(x ,  y) X~(y) dQ, 
(5,01) 

( z ) =  c f)g#(z, y) Xj(y) dQ is 

zu geniigen. Dabei setzen wiz 

und miissen nsch Satz I, um die in (1.02) enthaltenen Diflerentialoperationen 
ausRihren zu k~nnen, zum mindesten voraussetzen, dal~ die Funktionen Xj 
in Qu) H-stetig bleiben, falls wit nicht die betreffenden Operationen im 
Petfiniscben Sinne modilqzieren wollen. Um die Funktionen Aij , a# a~geben 
zu k6nnen, haben wit die folgende erste Stokessche Randwertaufgabe zu 16sen: 

in Q(o : ~ A,~ 
Oz~ -----0, 

auf T: A O(~,y)---v~#(~,y), 

t~) Siehe Lamb, Hydrodynamics, Cambridge 1916, S. 604. 
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und diese Aufgabe ist stets 16sbar, wofern 

f y) n, ( ) r = 0 
T 

erfiillt ist. Die letzte Bedingung ist abet sicher erfiillt, was sich sofort aus 
(2.03) dutch Anwendung des Gaul~schen Integralsatzes auf das Gebiet 
zwischen T und einer ganz in Q{~} gelegenen Kugel urn (y) als Zentrum 
ergibt. Damit ist die Existenz der Funktionen Gtj , g~ Mr innere Punkte (y) 
des Gebietes Qto erwiesen. Wit beseichnen diesen aus 9 + 3 = 12 Ele- 
menten bestehenden Funktionenkomplex als hydrodynamischer Greenscher 
Tensor der ersten Randwertaufgabe. 

Fassen wir nun zwei Punk/~ (y) und (y') des Gebietes Q~i) ins Auge, 
und schalten wit diese Punkte durch kleine Kugeln F u n d  I "  mit den 
Radien Q und ~' aus. Das Gebiet zwischen den Kugeln und der Rand- 
fliiche T nennen wir Q~r~. Dann geniigen die Funktionen Gi~(x , y), g~(z, y) 

Z t bzw. Gi~,(z,y'), gt,( , y  ) den homogenen Stokesschen Gleichtmgen als 
Funktionen von (z) im Geb~te Q~rl. Wenden wir jetzt die Reziprozitiits- 
fotmel (1.05) aui da~ Gebid Q~r) an, und nehmen wir fiir u~, p die erste 
und iiir vt, - -q  die zweite unserer L~ungen, so ergibt sich wegen 

T 

0 -----r+fr,{T,~ [G,~ (y. y)]v n~ Gi,, (~, y') -- T,'~ [O,z, (~, y')], n~ Gi~ (~, y)} d,~ T. 

Bei der Bfldung yon T~ bzw. T~ geniigt es jetzt, nur v,  und q~ zu be- 
riicksichtigen, so daft wir haben 

----~r+fr,{T~ [vi~ ( y, y)]~ n~ G,t, (~, y') -- Ti't [ v,,, ( ~, y ' )] ,  n k G,, (~, y)} d ,T.  0 

Man sieht, dal~ flit F nur das erste und fiir F '  nut das zweite Glied des 
Integranden, wenn ~ und ~' gegen Null konvergieren, einen Beitrag liefern. 
Eine ~nliche Rechnung wie diejenige, die uns zur Formel (2.07) fiih, te, 
ergibt 

(5.02)  = 

wodureh die 8ymmetrie des Greenschen Tensors ~.um Ausdruck kommt. 
Falls wit mit den Funlaionen G~r ttr dieselbe Rechnung ausfiihren 

wie diejenige, die uns zu den Formeln (2.07) und (2.08) fiihrte, so ergibt 
sieh bei BenuCzung yon (5.02) die folgende Dars~ellung fiir die L6sung 
der homogenen ersten Stokesschen Randwertaufgabe; 

ui(z ) =/T,~ (G), nk (~/) u~ ('1) d~ T, 

(5 .03)  
(x) = -- 2/~ ~" ~ n~ ( , )  u~. (y) d, T. 

T 
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Hier ist T~(G) nach (1.06) zu bilden. Vgl. welter unten, am Ende dieses 
Paragraphen. 

Wir gehen  nunmehr zum Studium der Funktionen A~, % fiber. Es 
gilt dabei die Darsteilung 

( 5 . 0 4 )  

wobei 

( 5 . 0 5 )  

und hier ist /~kz (~, */) die flit ~ ---- + 1 moditizierte Fredhol~sche Resolvente 
der Integralg|eichung (4.02).  Sie geniigt der Ftmktionalgleichung 

( 5 . 0 6 )  F~,(~,~)+ fFk,~(~,~)L,,,(~,~)dcT----L~,(~,~), 
T 

wobei 

( 5 . 0 7 )  = 7)  - v ,  

und 9k(~:) bzw. Ft(~) die zweckmii~ig normierten L6sungen der homogenen 
Integralgleichungen (4.02) und (4.04) fiir ~ = - i - 1  bedeuten. Naeh dora 
Satze XVII wiirde die Richtigkeit yon (5. 07) nut fiir Fliichen der Klasse Bh 
bewiesen sein. Falls der Satz XVII nicht fiir Fl~ichen der Klasse A h 
Geltung haben wiirde, so wKre trotzdem (5. 07). leicht zu modifizieren, 
ohne dal~ im folgenden etwas zu Kndern w~ire. Die Gleichung (5.06) ge- 
geniigt zur Bestimmung der Funktion Fkt(~, ~1). Der Kern Lkt(~ , tl) ist 
regular, und eine endliche Anzalfl yon Iterationen ergibt eine Integral-  
gleichung mit stetigem Kern, die keine NullSsungen besitzt. Somit ist die 
Existenz und Stetigkeit yon Fkt(~, ~) gesichert, galls ( ~ ) + ( ~ )  bleibt. 
Man sieht ferner, daft eine Ungleichung der Form 

G' 

besteht, gleichm~ii~ig fiir (~) und (7) aug T. 
Der Satz XIII  lehrt, daft Fkz (~, 7) als Funktion yon (~) in jedem den 

Punkt (7) nichr enthaltenden Teilgebiet yon T H-stetig mit dem Exponenten h 
ist. Wir brauchen eine Absch~itzung fiir die Differenz Fk~ (~, 7) -- F~t (~', ~]) 
fiir zwei benachbarte Punkte (~) and (~)  im Abstande ~ in der Um- 
gebung des Punktes (7) aug der Fl~iche. Es kommt offenbar darauf an, 
das Integral 

abzusch~itzen. Wit w~ihlen unser Koordinatensystem ~ihnlich wie aug S. 340, 
indem wit die Fl~ichennormale N durch den Mittelpunkt (~) der Vet- 



360 F.K.G. Odqvist. 

bindungsstrecke (~)_(~t) als xs-Achse wiihlen und den Ursprung dort 
verlegen, wo _N die Fliiche durchsetzt. ~7o und X1 seien dieienigen Teile 
der Fliiche T, die yon zwei koaxialen Kreiszylindem mit den Radien o 
bzw. ~1 (91 fix) um N als Achse herausgeschnitten werden. Der Abstand 
des Punktes (7) yore Urspmng soU grSl~er als 2z sein, und es sei z > o. 
Eine Kugel yore Radius � 9  (7) als Zentrum schneide aus T das Stiick Z '  
aus. Falls z hinreichend klein gew~hlt worden ist, so werden 2 o und Z ' ,  
weil auflerhalb einander, immer in X1 liegen. 

Beachtet man nun, daft, fiir eine Fl~iche der Klasse Ah, auf 2"1--X o 
eine Ungleichung der Form ( ~  ~ ~/~ ~ ~") 

~8-h 

besteht, so ersieht man ~) bei Absch~itzung der Beitriige jedes einzelnen 
Stiickes yon ~v fiir sich, daft die Beziehung 

G 

auf T giiltig bleibt. Gleichfalls gilt dann 

(5.o9) 
�9 LR~-h  + , 

falls die Punkte (~) und (~') auflerhalb eines kreis~ihnlichen Teilgebietes 
der Fliiche T vom Radius R u m  den Punkt (~) liegen. Die Absch~itzung 
yon gk~'(~,Y) nach (5.05) l~l~t sich nun ohne weiteres mit Hilfe yon 
(5.08) und (5.09) bewirken. Wenn es sich um die Schiitzung yon 
Z~ (~, Y ) -  Z~(~' ,  Y) handelt, so hat man sich den Punkt (y), weil in 
Q-{-T, aul~erhalb einer Kugel um den Ursprung vom Radius 2~ liegend 
zu denken, und es kann vorkommen, da]~ das Fl~chenstiick 2 '  aui Null zu- 
sammenschrumpft. Es lii~t sich die Sch~tzung genau wie bei J(~, 7) -- J(~', ~) 
ausfiihren, und wi~ bekommen 

C 

\ R  ~ R / "  

Es gelten diese Ungleichungen gleichm~il~ig flit (~) und (~') auf T und (y) 
in Q-~ T, doch so, daft bei der letzten Ungleichung (~) und (~') auBer- 
halb einer Kugel yore Radius R u m  ( y )  als Zentrum liegen. 

Schliel~lich betrachten wit (5.04) flit zwei Punkte (x) und (x') in 
unbeschr'/zfl~ter Nil he der Randfliiche T. Wit kSnnen sie olme Beschr~inkung 
der Allgemeinheit in beliebiger gegenseitiger Orientierung auf Geraden dutch 

n) Die Durchfiihrung eines ~hnlichen, etwas schwierigeren Beweises wird unten 
S. 864 nigher besprochen. 
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(~) bzw. (~') verlegen, die parallel mit N sind. Der Punkt (y) liege irgend- 
wo in Q + T, so dal~ r~  bzw. r~,y grSl~er als R ausfallen. Mit Hilfe von 
(5.10) und dem Satze II h beweist man dann 

C 
IA,~( ~, Y)i < ~-~, 

I A , ~ ( ~ , u ) -  a,~(~:', u)[ < c (  ~'~' t~~ 
+ r.L,,~ 

R ~ - -  R ] '  

gleichm~iflig gfiltig in Q + T, wofem (x) und (x') auflerhalb einer Kugel 
yore Radius R u m  (y) als Zentmm lieg~n. 

Wir gehen nunmehr zu den ersten Ableitungen yon Aij(x, y) fiber 
mad legen damit unserer Betrachtmag Gebiete der Klasse B h zugmnde. 
Um in (5. 04) partiell integrieren zu kSnnen, miissen wit Absch~itzungen 
flit die ersten Ableitungen yon Zkj(~, Y) aufstellen, die analog zu (5.10) 
sind. Somit miissen wit die ersten Ableitungen yon F~t (~, 7) untersuchen. 
Nach den S~itzen IV und XIV besitzt /'kt(~, 7) fiir (~) -~ (7) auf T erste 
Ableitungen nach (~)gs), die H-stetig mit dem Exponenten h sind. Es 
gilt die Ungieichung 
(5.12) , ]0rk,(r [,< c_.,L 
Um eine Absehhtzung flit die Di~erenz 

a ~,, o $'., 

zu bekommen, hat man, ~lmlleh wie auf S. 359, 

zu betrachten. Eine Uberlegang in der sehon gewolmten Art in Verbindung 
ndt Satz V A ergibt dann 

(5. 13) ~-,  ~ "  i = R-~- + ' 

mad also, analog ma (5.09), 

Wir bemerken ferner, da~ der Hauptwert des Integrals 

f (ea(~,~) ~J(~',~)~ a 

~_ - - 0 ,  % ( ~ ' )  a = 0  usw. 
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existiert und von der Ordnung r ~ ,  ist. Um dies einzusehen, bemerkt 
man, dall, gleichmiiflig auf T, 

i 0J(~,,~)! c ~ f < - - ,  

und dalt mithin die AbseNitzung (5. 13) dutch die folgende ersetzt wet- 
den kann: 

OJ(~, rl) OJ(~', ~1) [ log r~, I r~, 
~ .  or <e l  r~'l .... " " +  " 

Diese Ungleichung gilt dsnn gleiehm~iBig auf der Fl~iehe T und zeig~, 
dab das fragliehe Integral absoIut konvergent und yon der Ordnung 
r~.t~logr~, l~-f - r~,, d.h. vonder Ordnung r~, ist. Somit existiert a'ueh 
der Hsuptwert des entspreehenden Integrals fiber 

or~,(~,,~) or~,(~',,~) 
O Cra 

und es ist 

(5.14) 

Mit HJlfe yon (5.12)bis (5.14) beweist man nun auch, dab dss in (5.05) 
auftretende Integral 

I($, y) = /  Fk,(~, ~})v,r y ) d , T  

ffir ( ~ ) +  (y) erste AbIeitungen nsch (~) besitzt, und zwar gilt 

~z(~,y) __c 
r~ . h (5.15) --eft-. < , 

fall~ die h n k ' ~  ( r  (~') auJ3erhalb einer Kugel yore Radius R u m  (y) 
liegen. 

Wir betraehten nun das Integral g4) 

aA~(=,y) ('aK,~(=, ~) 
~x= =J ~=. Z~(~, y)d~T. 

Dann ist es Mar nach (5.05) (5. 15) mad Satz V, dab die Funktion ~A,_~ e3x~ 
fiir ( x ) - # ( y )  in Q + T existiert und dort H-stetig ist. U m  zu unter- 
suchen, wie sie sich verhiflt, weun (~) and (y) dicht ~ beieinander am 
Rande T liegen, haben wit das Integral 

~') Die Untersuchung yon a l(x , y) ist ganz ~nalog. 
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zu betrachten, wobei wir yon der mehrmals gebrauchten Komponenten- 
darstellung Gebrauch machen. Ftir den linken Faktor des Integranden 

yon (5. 16) gilt offenbar ~ ~ Dann kSnnen wit, wie aui S. 339 

und 345 partiell integrieren, und es entstehen Kurvenintegrale fiber die 
Randkurve yon 2.'~, die fiir die weitere Untersuchung ausscheiden. Die 
tibrigen Integrale sind yon der Form 

(5. 17) B(x, y) = f (~'-~') 
(x,- 

~ r~ 

wobei ~(~)  H-stetig mit dem Exponenten h und rt(~) H-stetig differen- 
tiierbax anf Z~ ist. D~mn gilt nach (5. 10) 

{ y) l< • 
(,5, 18) , rh"  f l h  

- , . ( r  ~ - ~ _  n ' 
1 / 

mad nach (5. 15) 

(5.19) 
I ~I(~,y) , . , ,  ~I(~', y) I I r~'  ll~ [ q_ 
i '~(~) ~ .  ' ~ r  ~--~ff-,,~ I < ~  )~-; _ I 

Nun ersieht man leicht, [ihnlich wie oben bei der Untersuchung yon A~, 

I(5, y) herriihrenden Beitr~ge dab die aus ~ ( ~ ) ~ ( ~ , y )  mad ~a(~) ~ ,  

zu B(x, y), die wit unter der Bezeichnung D(x, y) zusammenfassen, die 
folgenden Eigenschaften besitzen: 

{ ]D(x, Y)] < C Ilog,,,I 

(5.20) [D(~,y)--D(x',y)l  < C r~,l~ogr~.l' ,#~,[ n '  ~ -f --k-- ' 

gleiehmiil~ig giil~ig in Q -k T, falls blol~ (x) und (x') anl~erhalb einor Kugd 
yore Radius R um (y) als Zentrum liegen. Es bleibt da~ Integral 
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zuriick, 
bzw. Q2(~, Y) bezeiclmen. Wit behaupten nun die folgenden 
chungen 

{ I ~ ( ~ , y ) l <  __c 
t ~ '  

(5.21) IE(x, y) - E(x', y)] < cr,~, Ra[l~ I , 

F. K. G. Odqvist. 

indem wi t  die in Klammern stehenden Ausdriicke mit Ql(x, ~) 
Unglei- 

und femer 

(5.23) ~[Q,(x ,~)--Q,(z ' ,~)]Q,(~,y)dT 

= [Q,(x, y) - Q, (x', y)]zf Q, (~, y)dr 

+] , [Q . (x ,~ )  - Q,(~',~) - Ql(x, y) + Ql(x', y)] Q,(~,y) tiT, 

and sctrlielllich 

(5.2~) 

= Q,(=. y) _/._~,[Q, (x, $) - Q,(z', ~)] d T  

+~._~._f l  Q,(~,  ~) - Ql(=',  ~)1 [Q,(~, ~) - Q,(~, y)] tiT. 

gleichmiil~ig giiltig in Q-F T, falls (x) trod (x~ auflerhalb einer Kugel 
vom Radius R um (y) als Zentrum liegen. Der Deutlichkeit halber soil 
auf die Herleitung der letzten Ungleichung etwas n~her eingegangen werden, 
zumal die Schlullweise fiir die bis jetzt behaupteten ~hnlichen Abschiitzungen 
(5.09), (5.10) . . . .  , (5.20) maflgebend ist. Es gilt 

E(z, y) -- E(x', y) -----~ [Q,(z,  ~) - QI(z', ~)1Q,(~, y)d~T 

=/0 +:. 
mad wit schiitzen die Beitriige der verschiedenen Integrale jeden flit sich. 
Wir haben 

(5.22) ~[Q,(x,  ~) - Q,(x; ~)] Q,(~, y)dT 

= Q,(x, y )~[Qz(x ,  $) - Q,(x', $)]dT  

+~  Q~ (z, ~) [Q~(~, y) - Q~ (z, ~)] d T 

- , f  Q, (~', ~) [Q, (~, y) - Q,, (~" y)] dT 
~ o  

- [Q, (~', y) - Q, (~, y)]/ .  Q, (x', ~) dr,  
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Es gelten nun die Ungleichungen 

O C 

t Q~ (z, ~) - Q, (x', ~)] < c,-,j: 

[ Q , ( x , y ) -  Q,(x',y)[ < R: , 
Gr~| 

s : '  

Crz~,r~y 
[Q,(z, ~) - Q~(z', ~) - Qx(x ,y )+Qx(= ;y ) I  < R ~  

gleichm~d3ig giiltig in Q +  T, falls (x) und (x') auflerhalb einer Kugel 
urn (~) vom Radius R~ bzw. (x), (x~ und (~) au~erhalb einer Kugel 
vom Radius R e um (y) liegen. Die lethe Ungleichung gilt sicher flit (~) 
auf 2~; falls T 25) gr611er als R s gewiihlt wird. Fiihrt man diese Ab- 
sch~tzungen in (5. 22) bis (5. 24) ein, und bemerkt man, da~, nach dem 
Satze VA die Hauptwerte 

.vf o,(x,~)d~T, ~Q,(~,y)d~T 

in Q-~ T existieren und dort sogar H-stetig ditierentiierbar sind, so ergibt 
sich ohne Schwierigkeit die letzte Ungleichung (5. 21). Mit Hilfe yon (5. 20) 
und (5.21) erh~ilt man so 

C a~'("Y)t I ~ ( ~ . y ) l < - -  

(~.~) ~,(~,~)~. oa,~(~',~)] } o ~ , ,  ~ < el "~' I'~ 

Damit sind wit am Schlusse unserer Untersuchung iiber den Greenschen 
Tensor und kSnnen zusammenfassen: 

Satz XVIII. Fi~r Gebiete der Klasse Ah gelten die Ungleichungen: 

- ~ + - - ~ -  , 

ta) Es sollen dabei .Y' und r die entsprechende Bedeutung fiir den Punkt (y) 
besitzen wie au~ S. 360 in bezug auf den Punkt (#). 
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8atz XIX. ~ r  Geb/~e der K/aaee B h hab~ w/r 

100,j(z,,) [ 0 , [g j (z ,u ) l< , , , ,  
,~o,.,(z,y) 0o, jCz',~) , 

< ol,_.l og,_.l 
R8 - I -  R '  ' t- , 

gleichnuiflig giilffg in Q(o + T, /alls (x) und (x') auflerhalb einer Kuget 
vom Radius R ura (y) als Zentrum liegen. In diesen Formeln sind die 
Konstanten C nut yon der Randfl&he T und non h abhdngig. 

Schlie61ieh betraehten wit das vermittels einer stetigen Funktion X~.(y) 
gebildete Integral 

r,( .)  u) (y)d,0 

und bekommen sofort mit Hilfe de~ SKtze XVIII bzw. XIX: 

Satz XX. Bei Gebielen der Klasse Ah ist Y~(z) in Q(o + T H.s~.ffg 
mit dera Ez~raent~a h. 

Satz XXI. Bei Gebieten der Klasse Bh besitzl Ti(z ) in Qr T 
erste Ableitungen, die H.steffg mit dent Ezponenten h rind. Oleichfalls 
ist das Integral 

f g~cx, y) X~(y) d,Q 
O(O 

in diesem Falte H-stetig rail dem Exponenten h. 
Wiehtige Bemerkung. Die strenge Giiltigkeit yon (5.02) und (5.03) 

ist nach Satz XIX und also nut fiir Gebiete der Klasse B h zu erschliellen. 
Fiir die Giiltigkeit yon (5.02) bei Gebieten der Klasse A h wiirden die 
Siitze IIB, VC, XVIII und eine Betrschtung iihnlich derjenigen auf 
S. 354, die Bedingung h > ~ ergeben. Ein Weg zur Verallgemeinemng der 
Formeln vom Typus (5.03) auf Gebiete der Klasse Ah finder man bei 
H.  Weylg6). 

w 
D i e  nichtlineare Randwertaufgabe. 

Wit betrachten in diesem Paragraphen unsere Hauptauigabe, das 
System (1.01)bei  vorgegebenen Randwerten u~(~) zu integrieren. Es 
handle sich dahei um ein Innengebiet Q der Klasse Bh. Die Randwerte ui(~ ) 
sollen auf der Begrenzungsfl~iche T H-stetig differentiierbar mit dem Ex- 
ponenten h' sein, und dariiber hinaus der Bedingtmg (4.1I) geniigen. Die 
Massenlffiifte X~ werden ohne Beschr~nkung der Allgemeinheit vernachliissigt. 

m) Rend. Pal. 119 (1915), S. 14. 
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In meiner Dissertation habe ich diese Aufgabe so gel6st, daft ich 
u,(x) = u[(x) + vi(z ), p(x)  = p ' (z)  + q(z)  setzte, wobei u/(z) ,  p'(x)  
den Stokeaschen Oleichungen (1.02) gehorchen, und u~(x) die vorgeschrie- 
benen Randwerte' besitzen sollten. Mit Hilfe des Greensohen Tensors 
wurde dann fiir die Funktion v~(x), die auf dem Rande versehwindet, 
eine Funktionalgleichung auigestellt, die dureh su~essive Approximation 
liisbar war. Es l~l~t sich der Konvergenzbeweis nur fiir ,hinreichend ~eine 
Gebiete" erbringen. 

Man kann abet, worauf reich Herr H. Prawitz aufmerksam machte, 
auch eine entspreehende Funktionalgleichung fiir us(x ) selbst auischreiben, 
deren AuflSsung dutch sukzessive Approximationen, wie schon in der Ein- 
leitung erwi~hnt, fiir beliebige Griil~e des zugrunde gelegten Gebietes gelingt. 

Es gilt in der Tat nach (5.01) 

(6.01) u~(x) o f " d = -- Y)%(Y)-T~k yQ + ui'(x)' 
o 

�9 . ~uj(y) 
(6.02) p(x) -= -- ~ f g j ( x ,  y ) u j , ( y ) - ~ [ - d y Q  -~ p ' (x) .  

Q 

Wit k6nnen (6.01) versuchsweise differentiieren 

(6.03) eu,(z) rOOu(x,y)u tY~ ou~(y) d~Q ou~(x) 
Q 

denn nach Satz XVI ist ~ in Q-~ T H-stetig mit dem Exponenten h, 

wobei h die kleinere der Zahlen h und h" ist. Wir setzen zur Abkiirzung 

(6.04) ~ = Us,, . a~ = uj~, a~--i = ~z usw. 

und haben in (6:01) und (6.03). ein System yon zwSlf Fun~ional- 
gieichungen fiir die Funktionen u s und uiz. Wit kiinnen diese Funktional- 
gleichungen dadurch zu 15sen versuehen, dal~ wir eine Liisung in der Form 

(o.o5) { ~ ( ~ ) = ~ ' ( ~ 1 7 6  
~,(~) = ~ (~) - o u~i ) (~) + ( -  0 ) ' ~ 3  ~ (~) + . . .  

ansetzen, dan heil~t es wird die Liisung nach Potenzen yon --~o entwickelt. 
Alsdann bekommen wit die Rekursionsformeln 

u~ "+')(~) ~ a ~ ( ~ , y )  LUk ,~ + , ,~ + . . .  + ,,~ ,,~ 
(6.06) 

(n > 0). 
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Die nacheinander gebiideten Fn~lrtionen u~ "+1~ (=), " ~n+l~, ~t (z) sind aUe 
stetig. Bezeichnen wit das Maximum des absoluten Bet~sges einer be- 
liebigen Funktion (bzw. eines Vektom oder Tensors) Z(z) dutch Doppel- 
stdche I]ZII, so gewinnen wit Majoranten der Reihen (6.05) in der Form 

U-= U(--Q) = Uo-- Q VI + (--5)" U, + .... 

I v - -  v ( - 5 )  = vo - 5 r~ + (-~)~ v, + . . . .  

(6.07) i[~ll~- u~ IluC~l[ = v o, 
] u.+l--a[UoV.+ ulv._~+ ... + u. Vo], 

v.+~=o'[UoV.+U~V._~+.. .  + u~ Vo] 
(,~_o), 

falls wit die Zahlen G mad O' mlt Hill~ der beliebigen stetigen Funktion ~ (z) 
iolgenderma~en eharakte "nsieren 

{ l~fO,#(x, t/)z(y)dQl ~_ OljzI]' 
(6.08) IJ-~-~'z~ zl['O0" ( y ) d Q t ~ O ,  llZll- 

Q 

Die Existenz der Zalden a und O ~ steht nach den Siitzen XVIII und 
XIX fest. Es soUen G und G' die kleinsten ~(6. 08) edtillenden Zahlen sein. 
Dies~ Zahlen sind dann flit dM Gebiet Q charakteri~tisch, und ihre Gr6fle 
ist yon der Gr6fle des=Gehietes abh~ngig. Es bleibt nur das Konvergenz- 
gebiet der Reihen (6. 07) |estzustellen iibrig. Man hat 

UV = Uo Vo--5(Uo V~ + Vl Vo) + ... 
+ ( - 5 ) "  (v~ v . +  u~v._~+ .. .  + v.v~ + ... 

und mithin werden die Funktionen U (-- 5) und V ( -  5) dem Oleichungssystem 

{ UfUo--sGUV, 
(6.09) v =  Vo 5 a ' v v  

gehorchen. Setzt man bier U V---- W, so ist 

W =  (Vo-- sG W) (Vo-- SG' W ) 
Oder 

(6. xo) ~'GO'W'--[I+~(OVo+O'Uo)]W+UoVo=O. 
Die Funktion W mad damit die Funktionen U und V besitzen je einen in 
der Umgebung yon 5 ~ 0 reguliiren Zweig, dessen Potenzreihenentwicklung 
ns~h -- 5 his zum n~hstgelegenen singuliiren Punkt der Funktion W ( -  ~) 
konvergiert. Diesen Punkt erhRlt man dutch Nullsetzen tier Diskriminante 
yon (6. 10), d.h. sus der Oleichung 

(6.11) [1-. t -5(GVo+G'Uo)] '--45'OG'UoVo~O. 
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Die Gleiohung (6.11) besitzt zwei 'reeUe negative Wurzeh, deren absolut 
ldeinste den Konvergeacmdius der Reihen (6. 07) bestimrat. Es ergibt sich 
Konvergenz, falls die positive Konstsnt~ Q der Bedingung 

1 (6.12) Q < 
1/a Uo) 

geniigt, wo iiberall die positive Quadratwurzel gemeint ist. 

Man sieht somit, da~ es bei gegebenem Gebiet, d. h. bei gegebene~ G 
und G' immer m6glich sein wird, dutch Verkleinerung yon U o und Vo 
zu erreichen, da[J die Ungleichung (6. 12) er/iillt ist, und da~ sodann die 
Reihen (6. 07) absolut und fleiehmdpig konvergieren. Dann konvergieren 
die Reihen (6.05) absolut und gleichmiil~ig und steUen mithin stetige 
Funktionen u~(x), u~t(z) dar .  Da u~:(z) H-stetig mit dem Exponenten h 
ist~ so mul~ dies nunmehr naeh (6.03) und dem satze x x i  such mit der 
Fnnlrtion ulz(z ) d e r  Fall sein. Dann k5nnen wir den Satz I auf unseren 
An~tz (6.01), (6.02) snwenden, und somit bestAtigen, daft die gesuchte 
Lssung der gestellten Randwertgabe vorliegt. Da die Zahlen U e und V o 
n ~  yon den Randwerten u~(~) abh~ngen, und bei den gemachten Vor- 
aussetzungen (H-Stetigkeit der ersten Ableitungen yon ui(~ ) auf T) mit 
ihnen beliebig klein gemacht werden kSnnen, so deckt sich unser jetziges 
Ergebnis, wie schon in der Einleitung erwiihnt, mit dem Resultate der 
Lichtensteinschen Arbeit. 

Wit kSnnen der Konvergenzbedingung (6.12) eine physikaliseh 
fal~barere Form geben, falls wir dimensionslose Ver~inderliche einfiihren. 
Es sei I die kleinste lineare Abmessung unseres Gebietes Q, die mit 
dem gleichzeitigen E~fiilltsein der Ungleichungen ~6.08) vertriiglich ist, 
so dal~ 

l~ G'----- l 
~ .  

Es sei feraer U ein gewisaes Geachwindigkeitsmafl, so daft wit setzen 
kSnnen 

Vo=U, Vo =-v l "  
Fiihren wit schliefllich durch 

R _ 0lF 
P 

eine flit die StrSmung charakteristische, dimensionslose, sogenannte ,Reynold- 
sche" Zahl ein, so wird (6. 12) gleichbedeatend mit der einfachen Be- 
dingung 

1 
R < u  

Mathematische Zeitschrif t .  32 .  24 
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Es ist ]a allerdings ]tier hervorzuheben, dal~ die Zahl R durch ein so 
kompliziertes Verfahren detiniert worden ist, daft es im allgemeinen nicht 
mSglich sein wird, den Zusammenhang dieser Zatd mit den yon der 
experimentellen Forschung ~ spezielle Fiille eingefiihrten Reynoldschen 
Zahlen aufzudecken. 

w 

Auflreten yon  Yerzweigungsli isungen. 

Bei gr~l~eren Reynoldschen Zahlen wird man erwarten miissen, dal~ 
funktionale Verzweigungen der L6sungen des Systems (1.01)eintreten 
werden. Um sie atdzufinden, hat man dieienigen Funktionalgleichungen 
aufzuschreiben, denen die Diiterenz v i ix/, q (x) zweier LSsungen v~ ix! ~ u~(z), 
q(x)+p(x) und u~(x), p(x)  der Randwertaufgabe gehorchen. Beide 
L6sungen effiillen ein Gleichungssystem yore Typus (6.01), (6.021, also 
ergibt sich fiir die Diflerenz unter Benutzung der abgekiirzten Bezeichnungs- 
weise (6. 04) 

(7.01) v,(x)= --~fG,j(X,y)[vkuj~+ukv~+vkvj~]dQ, 
Q 

(7.02) v,z(x)= --eJ-~[v~ui~+ukv~k +v~v~]4 Q, 
Q 

(7.03) q(x)= -efgi(x,y)[v~u~+u~%+v~v~]dQ, Q 

wo die Funktionen uk, uj~ als bekannt anzusehen sind~:). Auf dieses 
System l~i~t sich zwecks Auffinden yon Ver~.weigungsliistmgen die Theorie 
yon E. Schmidt ~s) anwonden, hber die physikalisch interessanteste Frage 
nach dem Vorhandensein reeller Ver~.weigungen bleibt yon dieser Theorie 
ztm~ichst unbeantwortet. Sie hiingt mit der Existenz reeller Eigenwer~e und 
EigenlSsungen de~enigen homogenen linearen Integralgleichtmgen zusammen, 
die man aus (7.01), (7.02) erhiilt, indem man die Produktglieder rechts 
wegstreicht. Wi t  verweisen anch diese Aufgabe der Weiterfomchtmg und 
wollen nut einen besonders einfachen Fall angeben, wo tat~chlich keine 
reellen Eigenwerte des Systems (7.01), (7.02) existieren. Der lineare homo- 
gene Toil yon (7.01/, (7.03) lautet 

2~) Man denke etwa an die bekannten L~sungen des Systems (1.01), also z. B. 
an die sogenannten Couetteschen oder Poiseuilleschen StrSmungen. Ubrigens k~Jnnen 
die Betrachtungen dieses Paragraphen auch an das System (4.15) meiner Dissertation 
angekntipft werden, wodurch die in (7.01)his (7.04) dieser Arbeit eingehenden 
Funktionen u~, p nur als L~Jsungen der Stokesschen Gleichungen angesprochen wet- 
den miissen. 

.~s) Math. Annalen 65 (!908). 
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v , ( x ) =  -- O~qO(x ,  y ) [v~u j~+ u k v ~ l d Q ,  

(7.04) i" - ~176 "~[=a [v~u~k + u ' v ~ J d Q '  _ vj 

- ~ g j ( = ,  y) [~  =j~ + u~ ~] dQ, 

una die beiden ersten Gleichungen dieses Systems als lineare Integml- 
gleichungen aufgefaflt sind der Fredholm~hen Methode zugiinglich. Falls 
diese Gleichungen eine stetige L~sung v~(x), v~z(x ) besitzen, so wird sie 
nach dem Satze XXI in Q + T H-stetig mit dem Exponenten h sein, 
und dann wizd nach dem Satze I dee Gleichungssystem (7.04) gleich- 
bedeutend sein mit 

(7.05) ~ , a , , , = ~ + e k , , ~ , , ~  ), ax_ 
T r o t  man (7.05) in (1.07) ein, so ergibt sich 

(7.06) l~ LfSv ' -~-avk~" / ~u, ~v, 
o 

da ja die Funktion v i auf dem Rande T verschwindet. Hier liil~t sich, da 

v u k _  0 ist, das letzte Glied ~xk 
" 

8vj ~ v~ B u ~  

dutch partielle Integration wegachaffen, und wir haben nach einer leichten 
Umformung 

( 7 . 07 )  + = o 
Q 

Wenn die rechts im Integranden yon (7.07) stehende quadratische Form 
in v~ positiv definit ist, so besitzt das Eigenwertprobhm (7.05) und damit 
auch (7.04) fiir alle reellen e keine Lfsung vl ~ 0. Wit erwiihnen nur 
den naheliegendsten Fall: Wenn flit die Grundbewegung u~, p der Ausdruck 

ou~ . ~u k ~ .  r -~, = o  

ist, d.h.  falls u s die Bewegung eines starren KSrpers darstellt, so wird 
(7.07) nur flit v ~ 0  erfiillbar"~). Es existieren somit in diesem Falle 
keine reellen Verzweigungen der LSsung u o lo der Gleichungen (6.01), 
(6.02) bzw. des Systems (1.01). 

~) Dann lassen sieh die Gleichungen (7. 05) bei beliebigen, H-stetig ditieren: 
tiierbaren, der Bedingung (4. 11) gentigenden Randwerten integrleren. Denn zerlegt 
man die Funktionen v~, q in je zwei, yon denen die ersten die entsprechende 
Stokessche Randwertaufgabe 16sen, so bekommen wir ftir die anderen ein inhomogenes 

(Fortsetzunll der Ful~note ~') auf nlichster 8elteJ 

24* 
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w 

Nichtstationiire Bewegungen. Stabilitiit. 

Bei der Betrachtung niehtstationiirer Bewegungen einer ziihen inkom- 
pressiblen Fliissigkeit hat man links in der ersten Gleichung (1.01) die 

zeitliche Ableitung -- Q ~ einzufiihren. Zu den Randwerten, die nunmehr, 

wie auch die Randfliiche T selbst, yon t abhiingen, treten gewisse, etwa 
fiir t--~ 0 giiltige Anfangsbedingungen. Hier soil auf dieses schwierige 
Problem nur in dem einfachen Falle eingegangen werden, wo einerseits die 
Randwerte u~(~, t) und die Randfliiche T yon der Zeit t unabh~ingig a~ 
sind und andererseits die Produktglieder vernachlRssigt werden. Dann 
kSnnen wit gleichwohl das folgende Problem betrachten: Man bestimme 
u~(x, t), p(x, t) in einem Innengebiete Q (der Klasse Ah), so dall 

~tAu s - 9 ~ = 0 - - ~ ,  in Q fiir t > 0 .  
~u, ^ 

(8 Ol) ~ - o ,  . . .  

l ug(2, t) ---- 0 auf T, 

ui (z, 0) = u~ ~ (x) = gegebener Funktion in Q. 

Man setzt dann, wie gewStmlich, 

(8.02) u,(x,t)=v,(x)e -~t, p(z,t)=q(x)~ -~, 
wobei v, (z) und q (x) yon t unabhiingig sein sollen. Hierdurch wird man 
auf das hydrodynamische ,Schwingungsproblem" gefiihrt: o,} I 'uAvi+O2v~=~a in Q, 

(8. o3) ?~' = o, 
~Z  l " � 9  

v,(~) = 0 auf T. 

System yon Integralgleichungen vom Typus (7.04), welches in diesem Falfe fiir be- 
liebige reelle q 15sbar ist. Unter diesen L~sungen befinden sich die LSsungen tier 
ersten Randwertaufgabe fiir die bekannten Oseenschen Ditierentialgleichungen, die fiir 
Aullen- und Innengebiete yon Fax6n, a. a. O. ~) ausfiihrlich behandelt worden sin& 
Unsere hiesige LSsung bezieht sieh allerdings auf das hier weniger interessante Innen- 
gebiet. Es befindet sieh abet unter unseren L~sungen aueh die tier folgenden, mit 
der Oseenschen analogen Aufgabe: Man bestimme unter Beriicksiehtigung der ,halb- 
quadratischen Glieder" die yon einem eingetauchten KSrper in einer rotierenden 
Fliissigkeit hervorgerufene Bewegung. 

~o) Ein Weg zur Verallgemeinerung i~hnlicher Betrachtungen, wie die folgenden, 
auf den Fall zeitlich ver~nderlicher Randwerte ist yon Herrn A. Korn, Jahresber. d. 
D. Math.-Ver. 1927, S. 353, vorgeschlagen worden. 
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Zur L6sung dieser Auigabe eignet sich der Oreensche Tensor, indem 
wir ja ansetzen kSnnen: 

(8.04) v~(z) =~e  f G~(z, y) v~(y) dvQ, 
Q 

(8.05) q(x) = 20 f gj(x, y) vj(y) d,Q. 
o 

In der Gleichung (8.04) haben wir eine Integrslgleichung mit regulgrem, 
symmetrischem Kern. Der Kern ist nach dem Satze XVIII quadratisch 
integrierbar, und es wird somit die bekannte Hilbertsche Theorie anwend- 
bar. Insbesondere besitzt die Gleichung (8.04) eine abzghlbare Folge yon 
Eigenwerten 

~1, ~2 . . . .  
und zugeh6rige Eigenfunktionen 

~'~(~), ~'~(~) . . . .  , 

die ein orthogonales und normiertes Funktionensystem ausmachen, d.h. 
wir haben 

Qf~I"~(V) ~,"~ (V) a~q = {0,1, m = . .  m + " '  

Es lgBt sich ferner jede Funktion w~(x), die vermittels einer stetigen 
Funktion hi(x ) quellenmgl~ig dargestellt werden kann, 

= a,~ (x, v) h~ (v) d~ Q, (8.06) w,(x) f 

in eine absolut und gleichmgl~ig konvergente Reihe der Form 

(8.07) w,(x) = 2vJ"(x)  f v)'~)(v) w~(v) d~Q 
= Q 

entwickeln. 
Aus (8.04) und dem Sstze XX folgt nun, daI~ die Eigenftmktionen 

v~")(x) in Q + T H-stetig mit dem Exponenten h sein miissen. Somit 
folgt aus dem Satze I, d#l (8.04) mad (8.05) in Q zwei- bzw, einmal 
ditterentiiert werden kSnnen. Falls wir mit q~n)(x) den, gemii~ (8.05), 
zu v~(z )  gehSrigen Dmck bezeichnen, so ist es klar, daft die Randwert- 
aufgabe (8.03) fiir 2-----~ll, ~ . . . .  dutch die Funktionenkomplexe 

~c,,(~), ~ , ( ~ ) ,  . . . .  

q~(x) ,  qm(~) . . . .  
gel6st wird. 

Es sollen nun die Anfangswerte ,~c~ die Eigenschaften 

0 - - c =o  in Q, 

u~ ~ (~) ----- 0 auf T 
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besltzen, und dariiber hinaus soll eine Funktion p(O)(z) existieren, so daft 
die Funktion 
(8.08) ~,A ~o) a~, ̀~ ~, = - h , ( , )  ~ o 

in Q + T H-stetig mit dem Exponenten h' ist. Dann gilt identisch in Q 

u~~ = f G,j (z, y) h~ (y) d,Q, 

~(o~(~) ~ g s  (~, Y) hi(y) a,Q, 

denn auf die rechten Seiten lassen sich nach Satz I die in (8. 08) ent- 
haltenen Diiterentiationsoperationen ausfiihren. Nach dem obigen Ent- 
wicldungmtz gilt 

(m) {m) (8.09) ~ ~  ( z )Jvy  (y) ulO)(y)d,O. 

Es sind nun ~mtliche Eigenwerte ~ , > 0 .  Denn fiihrt man (8.03) in 
(1.07) ein, so kommt 

Tk~xk + a.,/  
r 

und hieraus folgt, dal~ v~f~ 0 nut fiir ~ > 0 mSglich ist. Wit k6nnen 
dann die Ausdriicke 

u s(x , t )  ~ e  -~''- (~' = v, (x)fvJ'~)(y)uJ~ 
(8.1o) ~ 

~(~, t) = 2 ~-~.~ ~(~ (~) ~ ~j~, ( y ) ~  ~j(o) (y) d~Q 

bilden, und es ist klar, dab die Reihen flit jeden Wert yon t ~  t~ (t: :> 0) 
gleichmiiflig konvergieren. Die Reihen k6nnen gliedweise differentiiert werden, 
und die Differengialgleiehtmgen (8. 01) sind erfiillt. In der ersten Gleiehung 
(8.10) k6nnen wir zur Orenze t--~ 0 gehen und haben nach (8.09) 

1~ ~(~,  t) = ~o,(~). 
t=O 

Es wird somit dureh (8.10) in der Tat die Aufgabe (8.01) gelSst. 
Betrachten wit schliefllich die auf eine Omndbewegung ~,(x), ~(x) 

- -  L6sung der i n w  6 gelSsten Randwertaufgabe -- superponierten kleinen 
Schwingungen ui(x , t), p ( x, t), die den Differentialgleichtmgen 

~ , ~ u , -  Qku~-~ + ~,~ ~-~) - o~ ~ - ~ =  ~ ,  , 

(8. 11) ou, _ 
~ - 0  

gehorchen and auf dem Rande T (der Klasse Bh) vers~hwinden, so 
kSnnen wir wiederum den Ansatz (8.02) machen und gelangen zur Auf- 
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gabe, v~(z), q(z)  so zu bestimmen, daft 

(8.12) ~r, _-= 0, ~z~ " '"  

r~(~)--=0 anf T. 

Mit Hilfe des Greenschen Tensors bekommt man wieder eine Fredliolmsche 
Integralgleichung, dessen Kern zwar regul;ir, aber jetzt nicht mehr sym- 
metn'sch ist. Das Hauptinteresse kniipft sieh an die Frage, ob der Real- 
teil der Eigenwerte positivist, denn in diesem Falle wird eine St6rung, 
die etwa flit t = 0 einsetzt, al|m~hlich abklingen, d.h. die L6sung u~, p 
stabil sein. Wit denken nns ietzt die Funktionen ul mit einem neuen 
Parameter e multipliziert. Der Kern der Integralgleichungen wird somit 

�9 ein linearer Ausdruek in ~ und e sein. Die homogenen Gleichungen werden 
daun im allgemeinen Eigenwerte sowohl in bezug auf ~ a|s auf e auiweisen. 
Die Fredholmsehe Determinaute wird eine gauze Funktion yon den beiden 
Parametem sein. Es werden dann die Nullstellen der Determinaute in 
bezug anf 2 gewisse stetige Funktionen yon ~ sein. Far e = 0 haben wir 
eben bewiesen, dal~ siimtliehe Eigenwerte 2 reell und positiv sind. Es wird 
darn immer m6glieh sein, eine Zahl e~ > 0 so zu bestimraen, dal~ die 
Realteile sller Eigenwerte positiv ausfallen, sobald I e I < exist. Es bedeutet 

dies, dal~, falls I~,1,, [ ~ '  ~xk hinreiehend klein sind, so werden s~imtliche Eigen- 

werte positiven Realteil besitzen, d. h. die Grundbewegung stabil sein. 

(Eingegangen am 26. April 1929.) 


