Eine neue Behandlung der ersten Randwértaufgabe
fiir du = 0.

Von

Oskar Perron in Miinchen.

§ 1 ‘
Die Aufgabe. Unter- und Oberfunktionen.

Sei ein ebenes beschrinktes Gebiet G gegeben (Gebiet = zusammen-
hangende Menge von lauter ¢nmeren Punkten). Es braucht nicht schlicht
/ zu sein, sondern darf Teile der Ebene mehr-

. fach bedecken (Fig. 1 und 2); doch soll &

LA keine Windungspunkte enthalten. Uber

den Rand R des Gebietes G braucht vor-

‘ liufig gar nichts vorausgesetzt zu werden;

Fig. 2. er darf z. B. auch Windungspunkte enthal-

ten (Fig, 2). Nun stellen wir die folgende

Randwertaufgabe. Auf dem Rand R sei eine beschrinkle Funk-
tion [ gegeben: ihre umtere und obere Limesfunktion seien [ und f-
Gesucht wird eine Funkiion u im abgeschlossenen Bereich G R, die
den folgenden beiden Bédingungen gendigé:

I. Die untere und obere Lzmesfunktwn u und % erfillen auf dem
Rand R die Ungleichungen®) :

ffusa<g f.

IL. Im Gebiet G st u harmomsch d. h. tn G ist u nebst den par-

du ou °w 9w 2w
tiellen Ablestungen iz 7y’ az” 52y’ By

th/erentmlglewhung

— stelig und geniigt der partiellen
2'u &= 0

Y Da % den Deﬁgitionsberench G+R hat, so pind die Limesfunktionen u, %
natiirlich nicht wie f, f in bezng auf R, sondern in bezug suf G+ B zu verstehen.
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In der Bedingung I steckt insbesondere die Forderung, daB iiberall
da, wo die Randfunktion f stetig ist, auch u stetig ist und den gleichen
Wert wie f annimmt; das ist die gewdhnliche Formulierung der Rand-
wertaufgabe. Wir wollen jetat die Bedingung II in eine etwas andere
Form kleiden. Zu dem Zweck bezeichnen wir die Punkte von G 4 R
mit kleinen deutschen Buchstaben und demgem#B den Wert einer Funk-
tion v im Punkt z mit v(z). Ist dann X ein Kreis?), und ¢ eine im
abgeschlossenen Bereich G+ R definierte - beschrinkte Funktion, so be-
zeichnen wir mit Mgv eine Funktion, die ebenfalls den Definitionsbereich
G + R hat, und zwar soll Mzv auBerhalb und auf der Peripherie von
K mit v iibereinstimmen, aber innerhalb K gleich dem iiber die Peripherie
erstreckten und mit den Peripheriewerten von v gebildeten Poissonschen
Integral sein; es werden nur solche Funktionen v in Betracht kommen,
bei denen die Existenz des Integrals mindestens im Lebesgueschen
Sinne von vornherein feststeht. Da die Peripheriewerte im Poissonschen
Integral linear auftreten, so ist hiernach Mz ein distributiver Operator,
d. h. wenn ¢,, ¢, Konstanten und v,, v, Funktionen sind, so ist

o, Mev, + o, Mg v, = Mg (e, v, + o, 0,).

Aullerdem hat bekanntlich, wenn v eine Konstante ist, auch 9Mgv den-
selben konstanten Werf, und wenn v, > v, ist, so ist auch Mgz v, > Mx v,
Im Innern von K ist Mg v stetig, und wenn v auf der Peripherie von K
stetig ist, so ist Mgy in K bekanntlich diejenige eindeutig bestimmte
Funktion, die im Innern von K harmonisch ist und sich stetig an die
Peripheriewerte von v anschlieBt. Hiernach ist nun die obige Bedingung IT
vollig gleichbedeutend mit der folgenden:

ITa. Im Gebiet G ist fiir jeden Kreis K
U = Sﬁx u.
Um nun eine Funktion % zu gewinnen, die den Bedingungen I und I1a
geniigt, stellen wir folgende Definitionen: auf: - :
Jede tm abgeschlossenen Bereich G’—I—R stetige Funktion @, die den
Ungleichungen gendigt
¢ <[ oauf dem Rand R,
o <Mgo fir jeden Kreis K,
heifit eine Unterfunkiion.

%) Unter einem Kreis wird in dieser Arbeit stets nur ein eolcher vefstanden,
der mit EinschluB der Peripherie ganz dem Gebiet G angehort; diese Einschrinkung
wird spiiter nicht mehr besonders hervorgehoben.
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Jede im abgeschlossenen Bereich G -+ R stetige Funktion vy, die den
Ungleichungen geniigt

v>f auf dem Rand R,
y=Mey fir jeden Kreis K,

heift eine Oberfunktion.

Offenbar ist jede Konstante, die hichstens gleich der unteren Grenze
von [ ist, eine Unterfunktion; es gibt also Unterfunkfionen, und ebenso
gibt es auch Oberfunktionen. Ist ¢ eine Unterfunktion, v eine Ober-
funktion, und setzt man y — @ = w, 80 ist

(a) w20 auf dem Raud R,
(b) 0> Mg o fir jeden Kreis K.

. Aus (b) schlieBt man in bekannter Weise, da das Minimum der in
@ + K stetigen Funktion- w auf dem Rand R liegt, also nach (a) nicht
negativ igt. Daher ist itberall y — @ 2> 0, also jede Oberfunktion mindestens
so grof wie jede Unterfunkiion.

Infolgedessen hat fiir jeden Punkt r von G+ R die Menge aller
Oberfunktionen v (r) eine endliche untere Grénze u(r), und =(r) ist in
@ + R beschrinkt. Wir wollen beweisen, daf die so definierte Funktion
u(r) unter gewissen sehr allgemeinen Voraussetzungen die Randwert-
aufgabe lost, d. h. die in 1 und Ila geforderten Eigenschaften hat.

§2.

Zwei Hilfssitze iiber Oberfunktionen.

Hilfssatz 1. Sind n Oberfunkiionen vy, vy,,...,y, gegeben, so
18t auch )
o yw=Min (y,, v,, ..., ¥,)
eine Oberfunktion.

Beweis. Zunichst ist y selbstverstindlich in G - R stetig; auBerdem
ist auf dem Rand R

wlgﬁujﬁgf;“" y)ngf;

also auch y > /. Ist sodann y ein Punkt von @ 4 R, so gibt es einen
Index » derart, daB

v (g) = Min(y, (), ..., v, (@) = v,(r):
Aber weil v eine Oberfunktion, und weil y > v, so ist fiir jeden Kreis K

v, (1) = Mey, () 2 My (x)-
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Also ist nach vorigem auch

v(2) 2 Mxy (1),

womit y als Oberfunktion erkannt ist.
Hilfssatz 2. Ist y eine Oberfunktion und K ein Kreis, so ist
auch Mxy eine Oberfunktion.
Beweis. Man setze
My =z.
Da v als Oberfunktion in @ + R stetig ist, so ist auch y in @ + R stetig.
Ferner ist nach der Definition des Zeichens 9tx zunichst auf dem Rand R
| i=v2F
Nun muB nur noch gezeigt werden, daB fiir jeden Kreis L
22Ty ‘
ist oder ausfiihrlicher, wenn einen beliebigen Punkt von @ + R bedeutet:

(1) (1) 2 My (r).

Liegt r auBerhalb oder auf der Peripherie von L, so ist diese Un-
gleichung schon nach der Definition des Zeichens ¢y erfiillt und zwsr
mit dem Gleichheitszeichen. Liegt y auBerhalb oder auf der Peripherie
von K, so ist nach der Definition des Zeichens Mz '

2(z)=Mry (&) =v(z)
Beachtet nia.n, daB auBerdem in G 4 R, weil y eine Oberfunktion ist,
1=Mey <y, |
also y <y und folglich auch
Werx(r) S Moy (x)
ist, so ergibt sich weiter: }
2(2) — Mz () 2 wi(x) — My () 2 0.

Daher ist wieder die Ungleichung (1) erfiillt.

Jetzt bleibt nur noch der Fall iibrig, daB die Kreise X und L innere
Punkte gemein haben, und daB y ein solcher gemeinsamer Punkt ist. Nun
ist aber y = Myy im Innern von K harmonisch, und Mz y ist im Innern
von L harmonisch. Also ist die Differenz

(2) : x—Myy

im Innern des den Kreisen K und L gemeinsamen Bereiches KL har-
monisch. Auf der Peripherie von L verschwindet die Funktion (2) nach
der Detinition des Zeichens 9¢;. Auf der Peripherie von K ist

1=Meyp=1y,
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und da, wie schon vorhin bemerkt, iiberall y < vy, also auch
Moy My

. ist, so ist auf der Peripherie von K

=Tz 2y — My 20,

die Funktion (2) also > 0. Die im Innern von K I harmonische Funk-
tion (2) ist also auf dem Rand von K L iiberall > 0. Da sie aber auf
dem Rand von KL noch stetig ist (sie ist némlich in @ + R iiberall
stetig), so folgt bekanntlich, daB sie auch im Innern noch >0 sein

muB. Es ist also
2(2)— Mz (z) 20,

und somit die- Ungleichung (1) wiederum erfiills.

Bemerkung. Entsprechende Hilfssitze gelten natiirlich auch fiir
" Unterfunktionen: v

1. Sind n Unterfunktionen @15 Pos - --» @, gegeben, so ist auch
. . ¢ = Max (g, @5, -+, P,)
eine Unterfunktion.

" 2. Ist @ eine Unterfunktion und K ein Kreis, so ist auch Mz ¢ eine
Unterfunktion. ‘

§ 3.
Nachweis, da8 « in G harmonisch ist.
Hilfssatz 3. Ist F eine im Bereich G-+ R stetige Funktion und.
tst dberall w < F, so ist fiir jeden Kreis K auch u <Mz F.
Beweis.  Man erinnere sich, daB » als untere Grenze aller Ober-

funktiopen definiert ist. Wenn also y ein Punkt von G -+ R und & eine
beliebig kleine positive Zahl ist, so gibt es eine Oberfunktion y, derart, dafi

u(r) >y, (r)—e
ist (natiirlich hingt v auch von ¢ ab). Wegen w < F ist also auch
| F@)>w,(x)—e.
Wegen der Stetigk_éit von F und vy, gilt daher die Ungleichung
F> Y, — &

auch in einer gewissen Umgebung U, von z. Somit erscheint jedem
" Punkt ¢ der beschrankten abgeschlossenen Menge G + R eine Umgebung U,
" zugeordnet. Nach dem Heine-Borel-Theorem kann man aus ihnen end-

lich viele Umgebungen
’ . ) UEI’ UE!’ caeg UEn
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aussondern, die bereits die ganze Menge G -+ R iiberdecken. Den n Punkten g,
entsprechen dann in obiger Weise n Oberfunktionen y, , und wenn man
Min{y,, v, .., ¥, )=v
setzt, so ist nach Hilfssatz 1 auch y eine Oberfunktion. Da jeder Punkt y
von G -+ R einer Umgebung U, angehort, ist
F(5)> v, (n)—e2p(y) —e.

Ist nun K ein Kreis, und setzt man Mxy = 5, so ist nach Hilfs-
satz 2 auch y eine Oberfunktion, und aus der vorigen Ungleichuag folgt:

MeF > Mey —e=yx —e.

Da g eine Oberfunktion, und da u die untere Grenze aller Oberfunktionen,
80 ist also erst recht

S)EEF > u—E&,
und da ¢ beliebig klein sein darf, so folgt hiersus:
Mg F = u. W.z. b.w.

Der Beweis, daB u in G harmonisch ist, gestaltet sich nun folgender-
mafen. Wie beim Beweis von Hilfssatz 3 gibt es, wenn r einen Punkt
von G+ R und ¢ eine beliebig kleine positive Zahl bezeichnet, eine
Oberfunktion y, derart, daB

u(z) >y, (r)—e
Ist also r, ein in G 4 R gelegener hinreichend naher Nachbarpunkt von g, -
so ist, da y, als Oberfunktion stetig ist, auch

3(@) > ¥, (gl) — &
und daher erst recht, weil u die untere Grenze aller Oberfunktionen ist,

w(r)>u(y)— e

Das besagt aber, daf die Funktion u nack oben halbstetig ist. Daher
188t sie sich als Grenzwert einer monoton abnehmenden Folge von siefigen
Funktionen ¥, darstellen:

v=1imF,,

> oo

wobei also F,> F,,; und u < F, ist3). Nach Hilfssatz 3 ist dann fiir

jeden Kreis K auch
7 é EIRK F s

3) Carathéodory, C.: Vorlesungen iiber reelle Funktionen, Leipzig und Berlin
1918, Seite 402. Vermutlich kann man auc¢h ohne diesen Satz auskcmmen und u
direkt als Grenzwert einer monoton abnehmenden Folge von Oberfunkiioren’dsr-
- stellen. Diese Darstellung, die mir leider nicht gelungen ist, hiite den weitercn
Vorteil, daB dann der Hilfssatz 3 entbehrlich wiirde.
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und da die F, offenbar gleichmifBig beschrinkt sind (alle sind < F,
und = u), so folgt hieraus nach einem Lebesgueschen Satz iiber dle
Integratlon eines Grenzwertes, indem man zur Grenze » — oo iibergeht:

(3) ] u_S_‘zmxu.

Dabei kann der in dem Zeichen Mg w steckende IntegrationsprozeB zu-
nichst nur im Lebesgueschen Sinne aufgefalt werden, da ja die Stetig-
keit von u noch nicht bewiesen ist.
Andererseits ist aber, wenn y, und & wieder die obige Bedeutung
haben,
u(r) > w(z) — e,

und, well y, eine Oberfunktion ist,

v (1) 2 Me v; () 2 Mru(x);
also ist auch u(x) > Sﬁxu(g) — ¢, und da & beliebig klein sein darf, so
schlieBt man hieraus:
(4) u(r) 2 Meu(x).
.Aus (8) und (4) ergibt sich aber die Gleichung
) | - u=Mgu.
Also erfillt w die Bedingung 1la, d.h. u ist in G harmonisch.

§ 4.
Nachweis, daB % unfer einer gewissen Voraussetzung aueh die Rand-
bedingungen ertiillt.

U nun den Beweis zu vollenden, daB u eine Ldsung der in §1
formulierten Randwertaufgabe ist, muB nur noch gezeigt werden, dal
auch die beiden Randbedingungen

w>f, @<f
auf dem Rand R erfiillt. Dazu machen wir vorliufig die folgende

Voraussetzung A. Ist v ein beliebiger Punkt des Randes R, und
U, eine beliebig kleine Umgebung*) von v, so gibt es eine in G+ B
stetige Funkiton w, die den vier Bedingungen gewiigt:
1. w(r)=0, '
2. w=0 in U,
3. Auﬁerhalb U, bleibt w iiber einer positiven Schmnlce ’
4. w=Megw fur g'eden Kreis K. :
4 Selbstverstandhch verstehen wir untér einer Umgebung von t allemal nur

den Teil einer vollen Umgebung, der zu G+R gehort Sie iet unter Umstéinden
. nicht zusammenhingend. . v
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Hierzu beachte man fiir spiter, daB die vierte Bedingung sicher dann
erfiillt ist (ndmlich mit dem Gleichheitszeichen), wenn w in G' harmonisch,
also wenn w gleich dem reellen Teil einer in G analytischen Funktion
von z -ty ist.

Bedeutet jetzt ¢ eine beliebig kleine positive Zahl, so kann man in
Voraussetzung A die Umgebtmg U: so0 klein wihlen, daB fiir jeden Punkt ¢
des Durchschnitts R U, ’

ft)—e<fr) SFR) SF(r)+e

ist. Dann erkennt man leicht, daB die Funktion
(5) —f(t)——'s——Cw,
~wenn nur die positive Konstante C geniigend groB gewa.hlt wird, eine
Unterfunktion ist. Ebenso ist
(6) L w=F(t)+e+Cw
eine Oberfunktion.

Da nach (5) insbesondere @, (r)= f(r) —¢, so gibt es eine Um-
gebung U, von t derart, daB fiir jeden Punkt ¢’ von U

9:(z) 2 f(r) — 2e
ist. Da jede Oberfunktion mindestens so groB ist wie jede Unterfunktlon
so ist auch die untere Grenze u miridestens so gro8 wie jede Unter-
funktion, und aus der vorigen Ungleichung folgt:

w(¥) 2 £(1) - 2e.
Also ist auch :
u(r) 2 f(r) — 2e,

und da ¢ beliebig klein sein darf, schlieBt man hieraus:

w(r) 2 f(1)-

Die erste Randbedingung ist also erfiillt.
Noch einfacher ist das Erfiilltsein der zweiten zu beweisen. Da naeh

(6) nimlich 'y, (r) = f(x)+e¢, so g:bt es eine Umgebung T von't
derart, daB fiir jeden Punkt r” von U;"

v, (") < f(x) + 26
ist. Daher wird erst recht :
u(t") S f(x) + 2e,

und folglich auch L
v‘i(i:)‘_Sf f(r)+2¢ -
sein. Da aber ¢ beliebig klein sein darf, so schlieBt man hieraus:
@),

" Mathematische Zeitschbrift., XVIIL
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Die zweite Randbedingung ist also ebenfalls erfiillt. Ubrigens kann man
bemerken, daB die zweite Randbedingung immer mit dem Gleichheits-
zeichen erfiillt ist. Denn fiir jede Oberfunktion ¢ ist ja definitionsgemiB
w(r) 2 f(r); also wird auch %(r) > 7(r), und folglich erst recht @(r) > f(t)
sein; daher schlieBlich :

#(r)=[(r).

Damit ist nun der Existenzbeweis fiir eine Losung der in §1 for-
mulierien Randwertaufgabe, ohne das geringste iber den Rand R
vorauszuseizen, zurtickgefihrt auf die Erfiillung der Vorausseizung A,
deren Inhalt allerdings selbst wieder ein Existenzsalz ist, aber ein viel
einfacherer als der urspringliche.

Das gilt iibrigens nicht nur fiir das ebene Problem, auf das wir uns
beschrankt haben, sondern ebenso fiir das rdumliche. Der Beweis bleibt
der gleiche; nur muB an Stelle des ebenen Gebietes G natiirlich ein rium-
liches treten; an Stelle der Kreise treten Kugeln, und an Stelle der ebenen
Poissonschen Integrale treten réumliche.

§5.
Spezielle Annshmen iiber den Rand E.

Funktionen der in Voraussetzung A verlangten Art sind bei geeigneter
Beschaffenheit des Randes leicht anzugeben. Sei z. B. das Gebiet @ schlicht,
und der Rand B eine Jordankurve. Ist dann t ein beliebiger Punkt von
R, so machen wir ihn zunéchst durch Parallelverschicbung zum Koordi
natenanfangspunkt, und sodann sorgen wir durch MaBstabsinderung dafiir,
daB in G -+ R dauernd 2?4 y® < 1 ist®). Dann ist die Funktion

log(z+1y)=p+ig
in G 4 R, abgesehen vom Anfangspunkt r, eindeutig und analytisch, und

wegen 2?4 y®< 1 ist p<0. In der Umgebung von v aber ist ihr ab-
soluter Betrag beliebig gro8. Der reelle Teil von

1

(7) log(x+4iy)’
also die Fuqktion

—_— - p -
(8) AT

hat daher, wenn wir ihr im Punkt t den Wert Null beilegen, dle in
Voraussetzung A geforderten Elgenschaiten

8 l[n.n -beachte, da ja durch solche Transformmonen die Dlﬁerentmlglexchung

®u 2w

z’+a 2—0 in slch iibergeht.
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Sei allgemeiner das Gcbiet G wieder schlicht, aber von mehreren,
und zwar endlich vielen Jordankurven berandet (also mehrfach zusammen-
hingend). Ist dann 1 ein Punkt der duferen Randkurve, so kann man
genau wie oben verfahren. Ist aber r ein Punkt einer $nneren Rand-
kurve, so kann man diese zunichst durch eine lineare Transformation ®)
der komplexen Variablen x + iy zur duSeren machen und dann w1eder
wie oben verfahren.

§ 6.
Allgemeinere Annahmen iiber den Rand

Das in §5 angewandte Verfahren kann nie zum Ziel filhren, wenn
der Rand R verschiedene Punkte mit gleichen Koordinaten enthilt, was
beispielsweise bei nicht-schlichten Gebieten der Fall ist (Fig. 1 und 2),
aber auch bei schlichten Gebieten schon vorkommen kann,

z. B. in Fig. 3, wo gegeniiberliegende Uferpunkte des Schnit-

tes | als verschieden anzusehen sind. Dann wiirde namlich

die Funktion (7), also auch ihr reeller Teil (8) nicht nur im

Randpunkt t und allenfalls in einer beliebig kleinen Um- :
gebung U, verschwinden, sondern auch in den anderen Rand- g, 8.
punkten, die die gleichen Koordinaten wie r haben; bei der
Voraussetzung A war es aber wesentlich, daB8 w auBerhalb U; uber einer
positiven Schranke bleibt, weil man sonst nicht schlieBen kann, daB die
Funktion (5) eine Unterfunktion und die Funktion (6) eine Oberfunktion ist.

Diese Sehwierigkeit wird sich in konkreten Fillen meistens durch
eine einfache konforme Abbildung®) leicht beheben lassen. Man kann sie
aber in groBerem Umfang auch dadurch vermeiden, da8 man die Voraus-
setzung A durch eine geringere ersetzt. Die Voraussetzung A tst ndmlich
von selbst erfallt, und folglich die Losbarkeit der allgemeinen Randwert-
aufgabe sichergestellt, sobald die folgende geringere Voraussetzung B. er-
fellt sst. ‘ o
Voraussetzung B. Ist t ein beliebiger Punkt des Randes R, ferner
U: eine hinreichend und beliebig kleine abgeschlossene Umgebung von t,
8o gibt es eine in U, stetige Funktion Q, die den vier Bedmgunyen
gendigt:

L Q2(r)=0,
2. 220 in U, _
3. 02 >0 auf dem Rand von U, soweit e zu G (also
nicht zu R) gehort, sowie tn den Haufungs—
- punkten dieser Menge,

4. Q2>M, Q2 fir jeden Kreis L tm Innern von U,.
4‘
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Um das einzusehen, definieren wir in @ + R eine Funktion w durch
die Formeln A
w=Min(CQ,1) in U,
w=1 auberhalb U,

wo C eine geeignet zu wihlende positive Konstante ist, und zeigen, daB
dann w die in Voraussetzung A geforderten Eigenschaiten hat. In der
Tat ist w in G + R gewi} stetig, wenn nur C geniigend groB°®); auBer-
dem ist '
‘ ) w(r)=0,

w % 0 in lft:

w=1 auBerhalb T\,
und somit muBl nur noch gezeigt werden, daB fiir jeden Kreis K

’ . w g SR KW

ist, oder ausfiihrlicher:

9y w(g) = Mew(r)- ]

 Liegt ¢ auBerhalb oder auf der Peripherie von K, so ist die Un-
gleichung (9) nach der Definition des Zeichens Mg gewiB erfiillt (ndmlich
mit dem  Gleichheitszeichen). Liegt.z auBerhalb U,, so ist die linke Seite
“von (9) definitionsgemi gleich 1; die rechte ist aber, weil ja iiberall
w<1, also auch Mew <1 ist, gewiB <1. Die Ungleichung (9) ist
daher wieder erfilllt. Somit bleibt nur noch der Fall, daB r ein Punkt
des Durchschnitts K U; ist. Nun geniigt die Funktion 7, = 0 Q fiir jeden
Kreis L im Innern von U; definitionsgemiB der Ungleichung

2= My 2 .
Ferner ist d’ie‘ Funktion y,=Mzw im Innern von K harmonisch, also
ist fiir jeden Kreis Z im Innern von K

X2 = 9)%1: X2
Setzt man daher : N
CQ—Mpw=x,— 12 ='X,

go ist fiir jeden Kreis L im Innern des Durchschnitts K U;
X=>2MX,

-und suBerdem ist X auf dem Rand von KT, noch stetig. Daraus schlieBt
man aber, daB das Minimum der im abgeschlossenen Bereich K U; stetigen
~ Funktion X auf dem Rand von KU liegt.

\ % 1w het dann such auf dem Rand von Uy, soweit er zu @ gehort, sowie in
den Hiufungspunkten dieser Menge den' Werb 1, so daB dort also CQ=>1 ist. So
groB aiuB eben C gewahlt werden.’ '
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Aber auf dem Rand von K, soweit er zu KU, gehort, ist nach der

Definition von w .
cQ g W == W_tx w,

X=02—-Mgw>0.

Auf dem Rand von U;, soweit er zu KU, gehort, ist. nach FuBnote &)
CQ2>1; also, da, wie schon oben bemerkt wurde, Mrw < 1 1st

X=00— Mew>1—1=0.
Somit ist auf dem Rand von KU, iiberall X =0, und da das Minimum
auf dem Rand liegt, ist auch im Innern von KU iiberall X > 0. Er-
innert man sich an die Bedeutung des Zeichens X, so ist also, wenn [
einen beliebigen Punkt von KU, bedeutet,
Q) 2 Maw(y).

Anderseits ist, wie schon wiederholt bemerkt, Mzw <1, also

12 Mrw(r).
Aus den beiden letzten Ungleichungen zusammen folgt aber:. '
A w(z) = Min(C2(r), 1) = Mxw(z).
Daher ist auch jetzt die Ungleichuﬂg (9) wieder erfiillt. Unsere Be--
hauptung, daB mit der Voraussetzung B stets auch die. Voraussetzung A
erfiillt ist, ist damit vollstindig bewiesen.

Hiernach 1dft sich die in § 1 formulierte Randwerta@fgabé z. B.
tmmer losen, wenn zu jedem Punkt v des Randes R eine abgeschlossene
Umgebung ?) U, existiert, in welcher man den Punkt vt nicht umlaufen
kann.

 In-der Tat behilt U, diese Eigenschaft bei Verklemerung offenbar
bei, so daB man U, beliebig klein wihlen kann. Alsdann ist. wie in § 5
nur notig, den Punkt t durch Parallelverschiebung zum Koordinaten-
anfangspunkt zu machen und dafiir zu sorgen (durch MaBstabsinderung

oder einfacher durch Verkleinerung von I;), daB in U, iiberail 22 4y <1
ist. Setzt man jetzt wieder .

log(z +jy) =p+ig,

also

80 hat die Funktion

PIETEE
in U, die in Voraussetzung B geforderten’ Elgenschaften

.Damit haben wir fiir die Berandung genau den gleichen Grad von
Allgemeinheit erreicht, den auch die Herren. Lebesgue, Courant,

) Hier ist die FuBnote 4) zu beachten.
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Lichtenstein, jeder auf andere Art, erreicht haben®). Beziiglich der
Art, wie die Funktion « gewonnen wird, ohne jede Konvergenzbetrach-
tung, diirfte unsere Methode die einfachste sein. Ubrigens ist aber auch
unsere Formulierung der Randwertaufgabe wesentlich allgemeiner.

Die Figuren 1, 2, 8 sind Beispiele von Réndern, welche unter die
gegenwirtige Betrachtung fallen; auch Windungspunkte unendlich hoher
Otdnung wiren als Randpunkte zuldssig. Dagegen fallt z. B. nicht unter
diese Betrachtung ein Rand, der isolierte Punkte enthdlt. Denn in jeder
Umgebung eines soichen Punktes r kann man v umlaufen, und daher ist
der Logarithmus nicht eindeutig. Aber das ist kein Mangel der Methode;
denn in diesem Fall hat die Randwertanfgabe im allgemeinen gar keine
Losung. Wenn z. B. das Gebiet G das Innere eines Kreises nach Weg-
nahme des Mittelpunktes ist, so beweist man in bekannter Weise, ‘dal
eine in @ harmonische und auf dem Rand R von & noch stetige Funktion
im Mittelpunkt (der jetzt zu R gehort) den arithmetischen Mittelwert
aus den Peripheriewerten annimmt. Verlangt man also etwa, daB die in
@ harmonische Funktion auf der Peripherie gleich 1 und im Mittelpunkt
gleich 0 ist, so hat diese Randwertaufgabe gewil keine Losung. Auf
dieses Beispiel hat bereits frither Herr Zaremba®) hingewiesen.
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