
Eine neue Behandlung der ersten Randwertaufgabe 
f l i t  ~uffiO. 

Von 

Oskar Perron in Mfinchen. 

w 

Die Aufgabe. Unter- und Oberfunktionen. 

Sei ein ebenes beschriinktes Gebiet G gegeben (Gebiet--~ zusammen- 
hiiagende Menge v0n ]auter inneren Punl~ten). Es braucht nicht schlicht 

�9 ~ zu sein, sondern dad Teile der Ebene mehr- 
tach bedecken (Fig. 1 und 2); doch soil G t 

~ keine Windungspunkte enthalten. Uber 
[ i i den Rand R des Gebietes G braucht vor- 

liiufig gar nichts vorausgesetzt zu werden; 
I I er daft z.B. auch Windungspunkte enthal- 

Fig. I. Fig. 2. 
ten (Fi~ 2). Nun steilen wir die folgende 

Ran~dwertaufgabe.  A~/  dem Rand R sei eine bes~hrdnlde F~nk, 
t ion f gegeben; ihre untere und obere Limesfunbtion aden [ und f. 
Oesucht wird eine Funk$ion u i~n abge~chloasenen Bereich G +  R,  die 
den folgenden beiden B~Iingungen geni~gt: 

I. Die untere und obere Limesfunbtion u_ und ~ er]iillen au] dem 
Rand R die Ungleichungen ~) 

f<_~<__~<_f. 
II. lm Gebie$ G i85 u harm~isch ; d .h .  in G ist ~ "nebst den I~ar- 

|ieUe~ AbleiSungen ou o u ~9 a~ ~ 8$e$ig und gen~ig~ der I~arffellen 8x' ~y' az ~' az~y' ay g 
Di  ff  erenffa~Ieivh ung 

I) Da ~ den Definitionsbereich G + R hat, so sind die Limesfunktionen u, i 
nst/irlich ~cht wie f, f in' besug auf R~ sondern in bezug suf @ + J~ zu verstehen. 
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In der Bedingung I steekt insbesondere die Forderung, dab iiberall 
da, wo die Randfunktion f stetig ist, such u stetig ist  und den gleichen 
Wert wie f annimmt; das  ist die gewShnliche Formulierung der Rand- 
wertaufgabe. Wit wollen jetzt die Bedingung II. in eine etwas andere 
Form kleiden. Zu dem Zweck bezeichnen wit die Punlr~e yon 6 / - ~ R  
mit kleinen deutschen Buchstaben und demgemii~ den Weft einer Funk- 
tion v i m  Punkt ~ mit v(~). Ist dann K ein Kreis~), und v eine im 
abgeschlossenen Bereich G-~ R definierte-beschriinkte Funktion, so be- 
zeichnen wir mit ~Y~xv eine Funktion, die ebenfalls den Definitionsbereieh 
G-~ R hat, und zwar soll ~ x  v sul~erhalb und auf der Peripherie yon 
K mit v iibereinstimmen, aber innerhalb K gleich dem .~iber die Peripherie 
erstreckten und mit den Peripheriewerten yon v gebilde:ten Poissonschen 
Integral sein; es werden nur solche Funktionen v iv, iBetracht kommen, 
bei denen die Existenz des Integrals mindestens ~m Lebesgueschen 
Sinne yon vornherein feststeht. Da die Peripheriewert~ im Poissonschen 
Integral linear auftreten, so ist hiernaeh ~ x  ein distributiver Operator, 
d.h. wenn e~, a~ Konstanten Und vl, v~ Funktionen sind, so ist 

AuBerdem hat bekanntlich, wenn v eine Konstante ist, such 9~x v den- 
selben konstanten Weft, und wenn v 1 ~_~ v~ ist, so ist auch ~J~x ~1 ~_~ ~ x  v~. 
Im Innern yon K ist ~ x  v stetig, and wenn v auf der Peripherie yon K 
stetig ist, so ist ~ x v  in K bekanntlich diejenige eindeutig bestimmte 
FunCtion, die im Innern yon K harmonisch ist und sich stetig an die 
Peripheriewerte yon v anschliel]t. Hiemaeh ist nun die obige Bedingung I[ 
v611ig gleichbedeutend mit der folgenden: 

IIa. Im Gebiet O ist /itr ]eden Krei8 K 

Um nun eine Funktion u zu gewinnen, die den Bedi~gungen I u n d  I I s  
geniigt, stellen wit folgende Definitionen~ auf: 

Jede im abgeachlosaenen Bereich G --~ R stetige Funlction q~, die den 
Ungleichungen geniigt 

q~ ~ f au/ dem Rand R, 
q~ ~ 9Xx q~ /iir ]eden Krei8 K,  

hei~$ eine Unter /unkt ion.  

9) Unter einem Kreis wird in dieser Arbeit stets nur ein solcher verstanden, 
der mit Einschlu6 der Periphorie ganz dem Gebiet ~ angeh6rt; diese Einschffmkung 
wird sp~,ter nieht mehr beeonders hervorgehoben. 
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Jede im abgeschlossenen Bereich G-4-R stetige Funktion v2, die den 
Ungleiehungen gen~gt 

V' ~" f au/ dem Rand R, 

V' ~_ ~ V' /iir jeden Kreis K, 

heipt eine Ober/unktion.  
0flenbar ist jede Konstante, die h~hstens gleieh der unteren Grenze 

yon f ist, eine Unterfunktion; ss gibe also Untsriunk~ionen , und ebenso 
gibe es aueh Obsrfunktionen. Ise q eine Uneeriunktion, ~ sine Ober- 
hnktion, und setzt man ~ - - q  = co, so ist 

(a) to ~ 0 auf dem Rand R, 

(b)  ~ >_ ~ co 'flit jeden Kreis K. 

Aus (b) sehliellt man in bekanneer Weise, dab das Minimum der in 
0 + R stetigen Funktion to auf dem Rand R liege, also naeh (a) niche 
negaeiv ist. Daher ist iiberall ~ -- r ~ 0, also jede Ober/unktion mindestens 
so grofl wie iede Unter/unktion. 

Infolgedessen hat fiir jeden Punkt ~ yon O q - R  die Mengs aller 
Oberiunktionen v2(~) eine endliche untere Grbnze u(~), und u(~) ist in 
G t -4-R beschriinkt. Wit wollen beweisen, da~ die so de/inierte Funktion 
u(~) unter gewis~en sehr allgemeinen Voraussetzungen die Handwer~- 
au/gabe ldst, d. It. die in I und IIa  ge/orderten Eigenseha/ten hat. 

w 

Z w e i  Hllfssi itze i iber 'Oberfunkt ionen .  

H i l f s s a t z  1. Sind n Ober/unktionen iv1, V'~, . . . ,  V',, gegeben, so 
ist auch 

V' ----- Min (~1, ~ ,  . . . ,  ~,)  
eine Ober/unktion. 

Beweis.  Zuniichst ist tp selbstVsrst~ndlich in G ~ R stetig; aullerdem 
ist auf dem Rand R 

also auch W ~ ~ Ist sodann ~ sin Punkt yon G-~-R, so gibe es einen 
Index r derart, dab 

(~) = M i n ( ~  1 (~) . . . .  , ~P~ (~)) = ~ ( ~ ) .  

Aber weil ~ eine 0bedunktion, und weil ~ ~ ~, so ist flit jeden Kreis K 

~ (~) = ~ , ( ~ )  ~ ~ (~). 
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Also ist nach vorigem auch 

womit W a]s Oberfunktion erkannt ist. 

H i l f s s a t z  2. Ist  V' eine Ober[unktion und K ein Kreis, so ist 
such 2)~x~ eine Ober]unktion. 

Beweis.  Man setze 
~r~iV = ~ .  

Da V als Oberfunktion in G ~- R stetig ist, so ist auch X in (7 ~- R stetig. 
Ferner ist nach der Definition des Zeichens ~0~x zun~chst auf dem Rand R 

z= >f 
Nun muff nilr noeh gezeigt werden, daft fiir jeden Kreis L 

z_  zx 

ist oder ausfiihrlicher, wenn ~ einen beliebigen Punkt yon G -~ R bedeutet: 

(1) Z (~) ~ ~/r,;~ (~). 

Liegt ~ aul3erhalb oder aui der Peripherie yon L, so ist diese Un- 
gleichung sehon nach der Definition des Zeiohens ~D/r~ er/iillt und zwar 
mit dem Gleiehheit~zeichen. Liegt ~ aul]erhalb oder auI der Peripherie 
yon K, so ist nach der Definition des Zeiehens !rj~ x 

Beachtet man, dab auBerdem in G-b R, well ~o eine Obedunktion ist, 

also 7. ~ ~v und. ~olglieh such 

�9 _-< y 

ist, so ergibt sich welter: 

Z(r)  -- ~ X  (~) >- ~'(~) -- ~ - ~ ( r )  _~ 0. 

Daher ist wieder die Ungleiehung (1) erfiiUt. 
detzt bleibt nur noeh der Fall iibrig, dab die Kreise ~ und L innere 

Punkte gemein haben, und dal] ~ ein solcher gemeinsamer Punkt ist. Nun 
ist abet Z = Mx  y~ ira Innern yon K harmonisch, und ~Z;~ ist im Innern 
yon L harmoniseh. Also ist die Differenz 

(2) z - 

im Innern des den Kreisen K und /~ gemeinsamen Bereiehe~ K L  har- 
monisch. Auf der Peripherie yon L verschwindet die Funktion (2) nach 
der Definition des Zeichens ~r . .  Auf der Peripherie yon K ist 



46 O. Perron. 

und da, wie schon vorhin bemerk~, iiberall g ~ ~, also auch 

ist, so ist auf  der Peripherie yon K 

die Funk~ion (2) also ~ 0. Die im Innern von K/)harmonische Funk- 
tion (2) ist also auf dem Rand yon K L  iiberall ~ 0 .  Da sie abet auf 
dem Rand yon K L  nooh stetig ist (sie ist ngmlich in G ~ R  iiberall 
stetig), so folgt bekanntlich, da6 sie aueh im Innem noeh ~ 0  seifi 
muf. Es ist also 

und somit die  Ungieichung {1) wiederum effiillt. 

Bemerkung .  Entspreehende ' Hilfssgtze gelten natiirlioh auch fiir 
Unteffunktionen: 

1. Sind n Unteffunl~ionen ~1, ~2 , . . . ,  ~ ,  gegeben, so ist aueh 

= Max (7~, ~ , . . . ,  ~,)  
eine Untedunktion. 

2.. Ist ~ eine Unterfunktion und K ein Kreis, so ist auch ~ K  ~ eine 
Unteffunktion. 

w 

Naehweis, dab u in G harmonisch ist. 

H i l f s sa t z  3. Ist  F eine im Bereicl~ G q - R  stetige Funlction und 
ist ~berall u ~ F, so ist /iir jeden Krei8 K auch u .~ ~ c F .  

Beweis. Man erinnere sioh, daf  u als untere Grenze aller Ober- 
funktion'en definiert ist. Wenn also ~ ein Punkt yon G q - R  und ~ eine 
beliebig kleine positive Zahl ist, so gibt es eine Oberfunktion V~ derart, daft 

ist (natiirlich h~ngt V~ auch von e a b ) .  Wegen u __ F ist also auch 

Wegen der 8tetigkeit yon E und ~ gilt daher die Ungleiehung 

aueh in einer gewissen Umgebung U~ von ~. Somit erseheint jedem 
Punkt ~ der beschr~nkten abgesehlossenen Menge G -~- 2 eine Umgebung U~ 
zugeordnet. Nach dem Heine-Bore l -Theorem kann man aus ihnen end- 
lieh viele Umgebungen 

U~, U~, . .., U~ 
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aussondern, die bereits die ganze Menge G ~- R iiberdecken. Den n Punk ten ~, 
entsprechen dann in obiger Weise n Oberfunktionen V~, und wenn man 

Min (W~i, vZ~ ' . . . .  , W~) = W 

setzt, so  ist nach Hilfssatz 1 auch V eine Obeffunktion. Da jeder Punkt 
yon G-~-J~ einer Umgebung U~, angeh6rt, ist 

Ist nun K ein Kreis, und setzt man ~)~K~ = •, so ist nach Hilfs. 
satz 2 auch ;~ eine Oberhm]rtion, und aus der vorigen Ungleichuag folgt: 

Da X eine Oberfunktion, und da u die untere Grenze aller Oberfunktionen, 
so is t  also erst recht 

~[~xF > u -- e, 

und da e beliebig klein sein daft, so  folgt hiersus: 

$0~xF :> ~. W.z .b .w.  

Der Beweis, dal~ u in G harmonisch ist, gestaltet sich nun folgender- 
mal]en. Wie beim Beweis yon Hilfssatz 3 gibt es, wenn ~ einen Punkt 
yon G + R  und , eine beliebig kleine positive Zahl bezeichnet, eine 
Obeffunktion ~v derart, dal~ 

> 

Ist  also ~ ein in G + R gelegener hinreichend naher Nachbarpunkt yon ~ 
so ist, da ~ als Oberfunktion stetig ist, aueh 

~(~) > ~; (~,) -- ~, 

und daher erst recht, weil u die untere Grenze aller Oberfunktionen ist, 

> - 

Das besagt abet, daft die Funktion u nach oben halbsteHg ist. Daher 
l~13t sie sich als Grenzwert einer monoton ab~.ehmenden Folge von s~e$igen 
Funk~ionen ~'~ darstellen: 

u = lira F~, 

wobei also F , ~  F ,+ t  und u ~ F ,  ist s). Naeh Hilfssatz 3 is~ dann fiir 
jeden Kreis K auch 

__< ~ F . ,  
s) Carath6odory, C.: Vorlesungen fiber reelle Funktionen, Leipzig und Berlin 

1918, Seite 409.. Vermutlich k~nn man auch ohne diese.n Satz ausk~mmeo und u 
direkt als Orenzwert eiuer monoton abnehmenden Folge yon Ob~rfu.n]~i~.~.~'d~r- 
stellen. Diese Darstellung, die mir leider nicht gelungeu ist, h~tk~ den ~'~e.r~n 
Vorteil, da6 dann der Hilfssatz 3 entbehrlich wii:<te. 
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und d a  die F ,  of[enbar gleichmgl~ig beschriinkt sind (alle sind ~ F 1 
u~/d __~ ~), so folgt hieraus nach einem Lebesgueschen Satz iiber-die 
Integration eines Grenzwertes, indem man zur Grenze r--~ w iibergeht: 

(3) u ~ _ ~ u .  
Dabei kann der in dem Zeichen ~ u  steckende IntegrationsprozeB zu- 
niichst nur im Lebesgueschen Sinne aufgefaBt wezden, da ja die Stetig- 
kei t  von u noch nicht bewiesen ist. 

Andererseits ist aber, wenn ~ und e wieder die obige Bedeutung 
haben~ 

~(~) > ~(~)  - ~, 

und, weil ~ eine Obeffunktion ist, 

~(~)  _~ ~ ~ (~) _~ ~ ~ (~); 

also ist auch u ( ~ ) >  ~ x ~ ( ~ ) -  e, und da ~ beliebig klein sein daft, so 
schlieflt m a n  hieraus: 

Aus  (3) und (4)ergibt  sich aber die Oleichung 

o ,/~._~. ~'~K'~. 

Also er/iillt u die Bedingung IIa ,  d.h .  u ist in G harmonisch. 

w 
Nachweis, dab u unter einer gewissen Voraussetzung auch die Band- 

bedingungen erfiillt. 

Ur~ nun den Beweis zu vollenden, daft u eine LSsung der ~u w 1 
formulierten Randwertaufgabe is~ muB nut noch gezeigt werden, dal~ 
auch die beiden Randbedingungen 

u ~ f ,  ~__<f 
aul dem Rand R erfiillt. Dazu machen wir vorl~iufig die folgende 

Vorausse tzung  A. Ist r e i n  beliebiger Punkt  des Randes R, und 
Ur eine beliebig lcleine U~gebun~ ~) yon r,  so gibt es eine in G@ R 
8tetige Funktion w, die den vier Bedingungen genii~t: 

1. w(r)  = O, 
2. w ~ O  in U~, 
3. Auflerhalb U~ bleibt w iiber einer p o s i t i v e n  Schranke, 
4. w ~ 9XKW /i~r fetich Kreis K .  

4) Selbstverstgndlich verstehen wit unt6r einer Umgebung yon r allemai nur 
den Tell einer vo//~n Umgebung, der zu G + R  gehSrt.. Sie ist unter Umstiinden 
nicht zusammenhiingend. 
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Hierzu beschte .man ffir sparer, ds/3 die vierte Bedingung sioher dann 
ediillt is~ (n~,nlieh mit  dem Gleichheitszeichen), wenn w in G harmonisch, 
also wenn ~ gleich dem reellen Teil einer in (~ ansly~ischen Funktion 
yon z ~- iy  ist. 

Bedeutet jetzt e eine beliebig kleine positive Zahl; so kann man in 
Voraussetzung A die Umgebung ~ so klein w~hlen, dal3 fiir jeden Punkt 
des  Durchschnitts RU~ : 

[ ( r )  - -  e ~ f ( ~ )  -< f(~)  < f ( ~ )  + 

ist. Dann erkennt man leicht, dal] die Funktion 

(5 )  ~ - - / ( r )  - ~  - C w ,  

wenn nut die positive Konstante U geniigend growl gew~hlt wird, eine 
Unterfunktion ist. Ebenso iet 

eine Obeffunktion. 
Da nach (5) insbesondere ~1(1:)-----_f(1:)--e, so gibt  es eine Um- 

gebung Ur ~ yon 1: derart, dal~ fiir jeden Punkt ~' yon ~' 
~, (~') > f(1:)~_ ~ 

ist. Da jede Obeffunktion mindestens so gro~ i s t  wie jede Unterfunktion, 
so ist auch die untere Grenze u miridestens so groB wie jede Unter- 
funktion, und aus der vorigen Ungleichung folgt: 

,~(~') > / ( 1 : ) -  2~.  

Also ist auch 
(1:) _~ f ( r )  - ~ ,  

und da e beliebig klein sein darf, schliellt man hieraus: 

~_ (1:) _~ / ( r ) .  
Die erste Randbedingung ist also erfiillt. " 

Noch einfacher ist dss Erfiilltsein der zweiten zu beweisen. Da naeh 
(6) n~mlich V J l ( 1 : ) ~ / ( 1 : ) + e ,  so gibt es eine Umgebung 'U/ '  yon1:  
derart, dal~ flit jeden Punkt ~" yon U/' 

~, (~")  ~ f (~)  + 2 

ist. Daher wird erst reeht 

~ (~") ~ f(1:) + 2~, 
trod folglich auch 

~(1:)_< f ( r )  + 2~ - 
sein. Da aber e. beiiebig klein sein dad, so schlie/]t man .hioraus: 

- ~(1:) < f (~) .  
�9 Mmtbom~flleho Zeit~zrift. XVlIL 
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Die zweito Randbedingung ist also ebenfalls orfiillt. Ubrigons kann man 
bemorkon, dab die zweite Randbedingung immer mit dora Gleichheita- 
zeiehen erfiillt ist. Denn flit jede Oberfunktion y) ist ja definitionsgemiiB 
~(t )  > f(r); ~lso wird aueh ~(ri_~ f(~), ~nd foMich o~t rooht ~(~)__ f (r)  
sein; dahor  sehliol~lich: 

Damit is$ nun der Bxistenzbeweis ]iSr eine Ldsung tier in w 1 ]or- 
mulierten Randwerlau]gabe, ohne das geringsSe iiber den Rand R 
vorauszusefzen, zuriickge]iihrt au] die gr]iillung der Vorausseizu~j A, 
deren lnhal$ allerdings ,elba wieder ein E~.istenzsatz ist, abet ein vie] 
einfacherer ala der ursIxfiingliehe. 

Das gilt iibrigens nicht nut fiir dos ebeno Problem, auf dos wit uns 
beschr~inkt haben, sondern ebonso flit dos rKumlicho. Der Bowels bloibt 
der gleiche; nut muff an StoUo dos ebenon Gebietes t7 nati~lich ein riium- 
liehes troten; an Stello dot Kreise treten Kugoln, und an Stelle der ebenon 
Poissonschon Intog~ale troten r~iumliehe. 

w 

Spezielle Annahmen iiber den Rand / / .  

Funktionen der in Voraussetzung A verlangten Art sind bei geeigneter 
Beschaflenhoit des Randes leieht anzugeben. Sei z. B. dos Gebiet O schlicht, 
mad der Rand B oine Jordankurve .  Ist dann 1: ein beliebiger Punlet roy 
R,  so maehen wir Jim ztm~ehst duzeh Parallelverschiebung zum Koordi, 
nstenanfangspunk't, und sodann sorgen wit dutch Maflstabs~nderung dafiir~ 
daft in G-I -R dauornd z ~ + y g < :  1 istS). Dann ist die Funktion 

Iog(z + iy) = p + i~ 

in G + R, abgosehen veto Anfangspunkt t ,  eindoutig und maalytisoh, und 
wegen z ~ +  y ~ <  1 ist p~< 0. In dot Umgebung yon t aber ist ihr ab- 
eoluter Betrag boliebig groB. Dor roelle Toil yon 

(7) rog(x+~V) ' , 
also die Fur~ktion 

(8) w = p~+ q----~ 

hat daher, wenn wit ihr im Punk~ r don Wort Null boilegen, die in 
V0mus~tmmg A getorderten Eigensohatt~n. 

b) M~. ~beacht~, doll ja duroh solche Transforma~onen die Dittvrentialgleichtmg 

#Su &ttt '-.0 in sich iibergeht. " ` r �9 �9 ~+~-~ 
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Sei allgemeiner das Gebiet G wieder schlicht, aber von mehreren, 
und zwar endlich vielen Jordankurven berandet (also mehdach zusammen- 
h~ngend). Ist dann r ein Punkt der du~eren Randkurve, so kann man 
genau wie oben veffahren. Ist abet r e i n  Punkt einer inneren Rand- 
lmrve, so kann man diese zun~chst durch eine lineare Transformation B) 
der komplexen Variable~ z - t - i y  zur iiul~eren machen mad dann wieder 
wie oben veffahren. 

6. 

Allgemeinere Annahmen iiber den Rand. 

Das in w 5 angewandte Veffahren kann nie zum Ziel fiihren, wema 
der Rand R verschiedene Punkte mit gleichen Koordinaten entMlt, was 
beispielsweise bei nicht-schlichten Gebieten der Fall ist (Fig. 1 mad 2), 
abet auch bei sctdichten Gebieten sehon vorkommen kann, 
z. B. in Fig. 3, wo gegenfiberliegende Uferpunkte des Sehnit- 
tea l als verschieden anzusehen sind. Dann wfirde niimlich 
die Funktion (7), also auch ihr reeller Tell (8) nicht nut im 
Randpunkt r und allenfa!ls in einer beliebig kleinen Um- 
gebung Ur verschwinden, sondern auch in den anderen Rand: Fig. 8. 
punkten, die die gleichen Koordinaten wie r haben; bei der 
Voraussetzung A war es aber wesentlieh, da/~ w au~erhalb Ur fiber einer 
positlven Schranke blelbt, well man sonst nicht schlieBen kann, da~ die 
~ i o n  (5) eine Unteffunktion und die Funktion (6) eine Obeffunktion ist. 

Diese Sehwierigkeit wird sich in konkreten F~illen meistens dutch 
eine einfache konforme Abbildung 5) leicht beheben lassen. Man kann sie 
abet in gr6~erem Uraf~ng such dadurch vermeiden, dal~ man die Voraus- 
setzung A dutch eine geringere ersetzt. Die Forau88etzung A ist ndmli~ 
yon selbst er/CdJt, und /olglieh die Ldsbarkeit der aUgemeinen Randwert- 
au/gabe ~siehergestellt, sobald die /olgende geringere Voraussetzung B e r -  

/ llt ist. 
Vorausse tzung  B. Ist r eln beliebiger PunI~ des Randes R,  /erner 

Ur eine hinrd~end und bdiebig ldeine abgesctdo88ene Umgebung tvn r, 
8o gent es eine in U~ stetige Fu~ktion Q, die den vier Bedingungen 
geniig~ : 

1. D(r) ----- O, 

3. ~ . > 0  auf dent Rand yon U~., ,oweit er zu G~ (also 
nic~ zu R) fehdrt, sowie in den Hdufunga- 
punkten dieser Menge, 

4. 0 > ~llz D /ar jeden Krei, L ira I~nern von ~ .  
4* 



52 O. Perron. 

Um das einzusehen, definieren wit in G ~ R eine Funktion w (lurch 
die Formeln 

w ---- Min (C~9, 1 ~ in ~ ,  

w = 1 auI3erhalb ~ ,  

wo C eine geeignet zu-w~ihlende positive Konstante ist, und zeigen, dab 
dann w die in Voraussetzung A gdorderten Eigenschaften hat. In der 
Tat ist w in G + R gewii] stetig, wenn nur C geniigend groin"); aufler- 
dem ist 

w ( r ) - -  0, 

w ~ 0 i n  U~, 

w ~ l  aul]erhalb U~, 

mad somit muff nut noch gezeigt werden, dab fiir jeden Kreis K 

w > 
ist, oder ausfiihrlicher: 

(9)" w(~) >= ~ x w ( ~ i -  

Liegt ~ attflerhalb oder auf der Peripherie yon K, so ist die Un- 
gleiohung (9) nach der Definition des Zeichens ~ x  gewiB erfiillt (n~mlich 
mit dem Gleichheitszeichen). Liegt.~ aulIerhalb Ur, so ist die linke Seite 

-yon (9) definitionsgem~iB gleic h 1 ;. die rechte ist sber, well ~a iibersll 
w ~ l ,  also. auch ~rf~xw~l ist, gewil] ~ 1 .  Die Ungleichung (9) ist 
daher wieder ediillt. Somit bleibt nur noch der Fall, dai] ~ ein Punkt 
des Durchschnitts KU~ ist. Nun geniigt die Funktion ~1 = C~2 fiir jeden 
Kreis L i m  Innern yon Uz definitionsgemiifl der Ungleichung 

Femer ist die Funktion Z~ = ~ x  w i m  Innern von K harmonisch, also 
ist flit jeden Kreis L im Innern yon K 

Se~zt man daher 

so ist flit j eflen Kreis L i m  Innern des Durchschnitts K U~ 

~und auflerdem ist ~ X auf dem Rand yon K U~ noch stetig. Daraus schliel]t 
man abet, daft das Minimum der im abgeschloesenen Bereich K U~ stetigen 
Funktion X auf dem Rand yon K U~ liegt. 

w h4t dann such auf dem Rand yon Ur soweit er zu G gehSrt, sowie in 
den H&ufung~punlrten dieser Menge den Weft 1, so da~ dort also CO ~ I ist. So 
g~ro~ muB eben ~ gewi~ldt werden. 
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Aber auf dem Rand yon K,  Soweit er zu KU~ geh6rt, ist nach der 
Definition yon w 

CQ ~ w = ~ w ,  
also 

X = C • -  ~ w >  0.  

Auf dem Rand yon U~, soweit er zu K U~ geh6rt, i s t  nach Fuilnote e) 
C f 2 ~  1; also, da, wie schon oben bemerk~ wurde, ~ W ~  i i s t ,  

Somit ist auf dem Rand yon KU~ iiberall X ~ 0, und da das Minimum 
auf dem Rand liegt, ist auch im Innern .yon KU~ iiberall X ~  0. Er- 
innert man sich an die Bedeutung des Zeichens X,  so ist also, wenn 
einen beliebigen Punkt yon KU: bedeuteL 

Anderseits ist, wie sehon wiederholt bemerkt, ~ x w  ~ I ,  also 

1 
Aus den beiden le~zten Ungleiohungen zusammen folgt aber: 

u,(~) -~ Min(C~(~)~ 1 ) >  ~ u , ( ~ ) .  

Daher ~ t  such jetzt die Ungleichung (9) wieder erfiillt. Unsere Be- 
hauPtung , dail mit  der Voraussetzung'B stets auch die,Voraussetzung A 
erfiillt ist, ist damit vollst/indig bewiesen. 

Hiernach ldflt sigh die in w 1 formuliertel Randwertau.fgabe z. B. 
immer ldsen, wenn zu #dem Punkt t des Bandes R eine abgeschlossene 
Umgebung 7) U~ ezistiert, in welcher man den Punkt r nicer umlau/en 

I n - d e r  Tat beh~l~ ~ diese Eigenschaft be~ Verkleinerung offenbar 
bei, so dall man ~ beliebig klein w/ihlen kann. Alsdann ist  wie in w 5 
nut  n6tig, d e n  Punkt r durch Parallelverschiebung zum Koordinaten- 
anfangspunkt zu machen und dafiir zu sorgen (durch Mall~t~bs/inderung 
oder einfacher dutch Verkleinerung yon ~ ) ,  da/l in ~ iiberad z'~ + y~ < 1 
ist. Setzt man je~zt wieder 

log(z + + iq, 
so h a t  die Funktion 

F" +q~ 
in ~ die in Voraussetzung B gef0rderten Eigensehaften. 

. Damit haben wir fiir die Berandung genaul den gleichen Grad yon 
Allgemeinheit erreicht, den aueh die Herren L e b e s g u e ,  0 o u r a n t ,  

v) Hier  ist die .Fullnote ') zu beachten. 
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L i ch t ens t e in ,  jeder auf andere Art, erreicht habenS). Beziigtich der 
Art, wie die Funktion u gewonnen wird, ohne jede Konvergenzbetrach- 
tung, diirfte unsere Methode die einfachste sein. Ubrigens ist abet auch 

.0 
unsere Formulienmg der Randwertaufgabe wesentlieh aUgememer. 

Die Figuren 1, 2, 3 sind Beispiele yon R~ndern, welche unter die 
gegenwiirtige Betrachtung fallen; auch Windungspunk~e unendlich hoher 
O~dnung wiiren als Randl~unkte zul~sig. Dagegen f~llt z. B. nicht unter 
diese Betrachtung ein Rand, de~ iso]ierte Punkte enth~ilt, Denn in jeder 
Umgebung eines solchen Punktes ~ kann man ~ umlaufen, und daher ist 
der Logarithmus nicht eindeutig. Abet das ist kein Mange] der Methode; 
denn in diesem Fail hat die Randwertaufgabe im allgemeinen gar keine 
LSsung. Wenn z. B. das Gebiet O das Inhere eines Kreises nach Weg- 
nahme des Mittelpunktes ist, so beweist man in bekannter Weise, "dad 
eine in G harmonische und auf dem Rand R yon G noch stetige Funktion 
im Mittelpunk~ (der jetzt zu R gehSrt) den arithmetischen Mittelwert 
aus den Peripheriewerten annimmt. Verlangt man also etwa, dad die in 
G harmonische Funkt~on auf der Peripherie gleich 1 und im Mittelpunkt 
gleich 0 ist, so hat diese Randwertaufgabe gewil~ keine LSsung. Auf 
dieses Beispie] hat bereits f~her  Herr Z a r e m b a  '9) hingewiesen. 

8) Lebesgu e ,  H.: Sur |e prohl~me de Dirlchlet. Rendiconti dol circolo mate- 
matico di Palermo 24 ( ! 907), S. 371 - 402. -- C o u r a n t, R.: Ober die Existenztheoreme 
der Potential- und Funktionentheorie. Journal f. d. reine u. angew. Mathematik 144 
(1914), S. 190--211. -- Lichtenstein, L.: Encyklop~die der mathemat. Wissenechaften 
II C 8, S. 806 [vgl. auch Berichte der Berl. Math. Gee. 15 (1916), S. 92--96]. 

9) Vgl. Zaremba, S.: Sur le principe de Dirichlet~ Aet~ mathematica 34 (1911), 
S. 293--316 (S. 310). 

(Eingegangen am 18. September 1922.) 


