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Summary. We give examples based upon large deviation’s theory where the heat
kernel of a degenerate diffusion has an exponential decay over the diagonal. Using
Malliavin calculus, we give conditions for a more generalized heat kernel to have
an exponential decay over the diagonal. We give lower bound in some particular
case by using the Bismut’s condition.

Nous abordons, dans cet article, I'étude de I'influence du drift sur le comportement
asymptotique du noyau de la chaleur p,(x, y) associé & un opérateur hypoelliptique
delaforme L =4Y1", X7 + X,, ot les X; sont des champs de vecteurs C® sur R%
Commengons par rappeler quelques résultats (pour des références premses nous
renvoyons a [BA.4] et [L1]).

Si les X; vérifient 'hypothése forte de Hérmander,

Lie(X4, ..., X)(x) = R? (0.1)

pour tout x e R le drift X, n’a pas d’influence directe sur le terme dominant le
comportement asymptotique de log p,(x, y), puisque ’'on a

. 1
lim tlogp,(x, y) = —5 d*(x, y) 0.2)
t—0

ou d(x, y) est la distance sous-riemannienne associée aux champs X, ..., X,,

dont on rappelle la définition aprés (0.8).
Pour le comportement asymptotique de p,(x, y), la situation est plus complexe.
Toujours sous Phypothése (0.1), le comportement asymptotique de p,(x, y) est

donné par:
colx, d*(x,
P, y) ~ —°t(d,2—y) exp[ _Ewy) ] 03)

2t

ol co(x, y) > 0, pour des points (x, y) qui sont hors du cut-locus. Pour ces points, le
drift X, n’a donc pas d’influence sur le comportement asymptotique du noyau de la
chaleur, comme dans le cas ou 'opérateur L est elliptique.
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Par contre, pour des points (x, y) du cut-locus, 'influence du drift peut étre
déterminante. Nous allons considérer le cas le plus simple de points du cut-locus,
a savoir les points de la diagonale y = x (tels que L ne soit pas elliptique en x). Pour
de tels points, si le drift est identiquement nul, le noyau de la chaleur explose en
temps petit de la fagon suivante:

Co(x)

meNJﬂ”

0.4)

ol Q(x) est un entier li¢ a la structure géométrique des crochets des champs
Xi,...,X, en x, et ou cy(x) > 0.

Par contre, si le drift X, est non nul, la situation est plus surprenante: nous
allons montrer dans cet article que le drift peut induire une décroissance exponen-
tielle de p.(x, x) de la forme:

lim **logp,(x, x) <0 avec a(x)e]0, 1] .

t—0

Commengons par introduire quelques notations: €,(x) est 'espace engendré
par les crochets de Lie des X; (i & 0) de longueur < k, r(x) est le plus petit entier
k tel que %, (x) = IR et n(x) le plus petit entier k tel que X, (x) € Gy(x).

On dit que deux points x et y de IR? sont équivalents si, pour tout k,
dim %, (x) = dim €, (y) et si n(x) = n(y).

L’objet de cet article est de montrer le théoréme suivant:

Théoréme 0. Avec les hypotheses et les notations suivantes
a) Sin(x)=3

lim sup £ ~2/"D]og p,(x, x) < 0 (0.5)
1—0
b) Sir(x)>n(x) =3
liminf t1 =2 Jog p,(x,x) = 0 . (0.6)
=0

Par contre, sin(x) = r(x) = 3 sur un compact K constitue de points équivalents, il
existe une fonction continue M(x} > 0 sur x telle ge, uniformément sur K, on ait

lim @~ 2" Jog p,(x, x) = — M(x) . 0.7)

t—0

On peut préciser (0.7) de la fagon suivante:

Introduisons 'espace de Cameron Martin 2* sur R™ des fonctions de [0, 1] dans
R™ d’énergie finie (HhH2 * . [oh?,dt < o), nulles en zéro, h; , désignant la
dérivée par rapport a ¢ de h;, et considérons la solution de équation différentielle

Ayt hy =Y. Xi(yix, )by dt + e2Xo(yi(x, b))dt
i=1

Yolx, h) = x . (0.8)

L’application i — yi(x, h) = &%(h) est C*.
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Notons dZ(x, y) la quantité Infy ¢ eyt h|%. (On remarquera que la distance
sous-riemannienne qui apparait dans (0.2) et (0.3) correspond a d3(x, y)). (0.7) peut
s’écrire de facon plus géométrique:

t
im———10 X, x)= —1. 0.7y
- di;(x, X) g p.(x, x) (

Nous commengons par étudier une série d’exemples dont le traitement ne fait pas
appel 4 la preuve du théoréme, Dans un premier exemple, nous faisons le lien entre
ce phénoméne de décroissance exponenticlle et I'encadrement du noyau de la
chaleur de Jerison et Sanchez -Calle ([J.S.1] [J.S.2]) et donnons une explication
analytique de la nature de ce phénoméne de décroissance exponentielle. Ensuite,
nous illustrerons le cas b) du théoréme 0 et nous détaillerons un exemple des
pathologies qui peuvent se produire si r(x) > n(x) dans un travail ultérieur.

Dans la seconde partie, nous introduisons quelques préliminaires géométriques
sur le comportement des énergies. Nous prouvons les minorations du théoréme
dans la troisiéme partie, et les majorations dans la quatriéme.

Dans un travail ultérieur [B-A-L.1], nous étudierons le comportement asym-
ptotique de p,(x, x) dans le cas ou n{x) < 2 et nous montrerons que le phénomeéne
de décroissance exponentielle est encore possible, mais pour des raisons différentes.

1. Quelques exemples

1) L’exemple des groupes de Lie nilpotents libres

Soit N, , le groupe de Lie réel libre nilpotent de longueur p, @ m générateurs.
L’algebre de Lie A, ,de N, , s’écrit

A/'m,szl('B”'@Vp (11)

ou V; est un espace vectoriel de dimension m dont on choisit une base (uy, . . . , u,,),
et V; est espace vectoriel engendré par les crochets de longueur i des (;); <, < -

Soient (X4, . .., X,,) les champs de vecteurs invariants 4 gauche sur N, p tels
que: X;(e) = u;, et soit d la distance sous-riemannienne associée. Soit de plus X, un
champ de vecteurs invariant 4 gauche sur N, , tel que: Xo(e) = uo € V,\ {0}.
Considérons alors les opérateurs invariants a gauche sur N, ,

1Z _ 1z
L=z X} e L=:YX+X, (1.2)
29 29

ainsi que leurs noyaux de la chaleur p,(x, y) et p.(x, y) respectivement. On a alors:

A . _ 2
Théoréeme  1.1. VxeN,, ,, limsup,,ot*logp,(x,x) <0 aveca=1—==

p

2
—_— ip 3.
1 n(x)>051p_3

Preuve du théoreme 1.1. Le drift X, commute aux champs X; puisque Xo(e) est
dans le centre V, de I'algébre A4, ,. Ainsi X, et L commutent, on a dongc:

P:(x, y) = pi(e*°- x, ). (1.4)
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Or pour lopérateur sans drift L, on sait ([J.S.2], [K.S.3], [V]) que:

K’ d*(x, )
EE— - = pulx,
VolB(x,\ﬁ)exP[ t ]Sp(x Y
K d3(x, y):|
<= _ct%y _
~ Vol B(x, \/t) CXp[ “ (3

ou K, K’, C, C’ sont des constantes positives et ou Vol B(x, \/t) désigne le volume
de la boule sous-riemannienne: B(x, \/2) = {y, d(x, y) < \ﬁ} Par (1.4) et (1.5), on

a donc:
_ K d?(eox, x):|
pi(x, y) £ ———F=ex [—C—~— ) 1.6
‘ Vol B, /1) T t (.6}

Or nous ailons vérifier que:
d*(e*ox, x) = t2/Pd*(e¥ox, x) (L.7)

- K dz(eX”x,x):I
P, x) £ ———=¢x [_C—“_—“_
' Vol B(x, \/1) P o2

et achéve la preuve du théoréme, puisque 'on sait que la boule sous-riemannienne
Bix, \/i) contient une boule euclidienne de centre x et de rayon proportionnel
a une puissance entiére de \/1—: (IN.S.W.], Proposition 1.1 et Théoréme 4).

Pour vérifier (1.7), nous allons prouver un lemme évident d’homogénéité. .4, ,
est muni de la famille naturelle de dilatations (J,),. o définie par:

ce qui montre que:

(1.8)

b= 3 du, si u=D uw avec wmel; (1.9)
k=1 1

On a alors:
Lemme 1.2. Pour tout xe N, ,, tout ue A, ,, et tout o > 0,

d2(x, exp(0,u).x) = a*d*(x, expu.x) . {1.10)
Ce lemme montre que si ue ¥V, on a

d?(x, exp(tu).x) = t>*d*(x, expu.x) (1.11)
et donne donc (1.7) si k = p.
Preuve du lemme 1.2. 1! suffit, par invariance, de se restreindre au cas ol x = e.
Notons pour simplifier, si x = exp(u) e N, ,, 6.(x) = exp(6,u). Soit @¢ I'application
définie en (0.8). On a alors de fagon évidente: Vhen': ®(ah) = 6,(P2(h)). Ainsi,

toujours avec les notations de (0.8):

he (D)™ ()= ahe(P?) ™ (0.Y)
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et donc:
2 : 2 1 : 2 ) 1 2
d*(e, y)=1nf(|h|1,h€KZ)=;lnf(lkll,k€Ke‘y)=Pd (e,0.y) (1.12)

ce qui prouve le lemme (1.2).

Remarque. 1) Cet exemple montre que la minoration dans Iestimée (1.5) cesse
d’étre valide en présence d’un drift qui n’est pas dans I'espace engendré par les
crochets d’ordre 2 des X;; et que précisément c’est la majoration de (1.5) qui
a permis de montrer que la minoration devient fausse.

2) Cet exemple montre aussi que la décroissance exponentielle du noyau de la
chaleur n’est pas nécessairement un phénomeéne rare: elle est vraie ici sur toute la
diagonale.

2) Un exemple explicite sur R*: lien avec les grandes déviations et les systéemes
dynamiques perturbeés

Nous allons considérer ici un exemple ou le phénoméne de décroissance exponen-
tielle du noyau de la chaleur sur la diagonale peut étre obtenu comme une
conséquence du principe des grandes déviations pour le pont brownien. Soit sur R?
Popérateur:

L=3%(2 +x{"o2) + os, (1.13)

ou » est un entier positif; en d’autres termes, on a encore
1 2
L =§ZX% + X, avec X;=0,, X,=x10,, et X,=0,.
1

L vérifie I'hypothése de Hormander forte (0.1).
En fait, L est elliptique hors de 'axe D = {x; = 0}.
Soit p;(x, y) le noyau de la chaleur associé & L; nous savons par (0.2) que:

lim tlogp,(x,x)=0. (1.14)

t—0

En fait, L étant elliptique sur D°, on a, pour xe D"

Pe(x, x) ~ @ (1.15)

avec c(x) > 0.
Il s’agit donc d’étudier p,(x, x) pour xeD.
Commengons par remarquer qu’avec les notations du théoréme 0, on a si xeD;

nx)=r(x)=n+1. (1.16)
En P'absence du terme de drift X, on aurait (¢f. [BA4], [L.3]) si xeD:

c(x)

Pe(x, x) ~ NS

(1.17)

avec c(x) > 0O:
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Si n=1 (auquel cas n(x) =2), on va vérifier que le drift ne modifie pas le
comportement donné par {1.17); par contre, pour n = 2 (et donc n{x) = 3), on va
voir apparaitre le phénomene de décroissance exponentielle.

Théoréme 1.3. Soit xeD (i.e. x; = 0),

, K LAV ART
1) Sin=1 alors p(x, x) = 373 avec K= \/.nm | (—) du

) . n-—1 2
2y Si n=2, alors: lim,_qt*logp,(x,x)= —C, avec o= =1l——— et

n+1 n(x)

€=My pma/m_T020 P

2 n I'(1/2n+1/2) '
Preuve. La diffusion y*(t) de générateur &> L, issue de xe D, est donnée par:

i) = ew;
(1.18)

yz(t)—s”“j Hrdw? + &%t + x,

ou (w}, w?) désigne un mouvement browmen de dimension 2.

Le noyau de la chaleur p,z(x, y) est la densité de la loi de la variable aléatoire
y?(1). Or, conditionnellement & w?, y%(1) est gaussienne de moyenne mf(e) et de
variance ¢*(g) données par:

m(e) = x, + &°
L 1.19
0'2(8) — 82n+2 j‘ (Wsl)an& ( )
0

D’ou Pon tire que:

1 1 —-1/2
psl(x> y) - Ve N _nt2 Ii(j‘ Ws znds)
o]

1()’2—362—32)2 —p2/22
e [‘ 3 Geyngs || = [ (120)

et donc que:

1 Lo\ 1 1
psz(x, x)=mE|i<£Ws dS) exp[—Wm:I:l (121)

si {w,) désigne un pont brownien.
Commengons par un lemme évident d’intégrabilité:

Lemme 1.4. Soit (w,) un pont brownien et o > 0,

1 —a 0 1/2
Bl (fwrrds)  |somt ] uz'w—l(—“‘—) du (1.22)
o =27 M) o shu

Pégalite ayant lieu pour n = 1.
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Preuve du lemme 1.4. On a (f; w2"ds)™* < (fo wids)™™ et

1 —ha 1 o - B lwsls
E[(gwfds) ]—-—E[(r(m)gi te—afs ddi):l

1 ] e 1 u2 1 )
= i - d du . 1.23
) £ u E[exp[ 5 gws s | (du (1.23)

2 1
Or E [exp[ —— j' wid ]] = <S—Z—u), ce qui prouve le lemme.

Ainsi, si n = 1, on a, par (1.21) et (1.22), avec o = 3:

—-1/2 1 ey
Pea(x, X) = [(jw ) J-—- e \/5713/2 (j) < ) u (129

ce qui prouve le 1) du théoréme.
Passons a la preuve du 2) du théoréme 1.3, c’est-a-dire au cas ou n = 1: Soit
n—1
n+1

et # = &% on a alors

1 —-1/2 1
Perl, X) = %1— E[ ( f (nws)z"ds> exp[ - F(W)ﬂ (125)
(]

ot F(p)=(2[, @2"ds)™* pour toute fonction continue non nulle sur [0, 1] et
F(0) =

Ainsi, pour évaluer p(x, x) lorsque ¢ tend vers zéro, il suffit d’appliquer une
méthode de Laplace pour le pont brownien.

Pour cela, rappelons les notatons:
Soit # = # } 'ensemble des fonctlons @ absolument continues sur [0, 17 a dérivée
L? et telles que: @(0) = (1) =
Soit I la fonctionnelle d’action du pont brownien, a savoir:

I(¢)=%§é|¢s|2ds si peH
I{p) = o0 sinon.

o =

{1.26)

La fonction F étant semi continue inférieurement pour la topologie de la conver-
gence uniforme et bornée inférieurement, on sait que:

1

lim sup nzlogE[eXp[ 7 F(nw)}} < -C (1.27)
-0

avec !

=inf(F +1).

De (1.26), on tire évidemment que, pour tout K > 0:

1 -1/2 1 1
lim sup #2log E[(f (nw)“ds) exp[ 7 F(nw):l; [(qw)*ds = K:l <-C.
0 0

=0

(1.28)
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De plus, on a:

E[(}(WW)Z"dS>_1/2 eXp[ - %F(UW)} fowy)*"ds = K}
(4]

<1 ! E 1 d o 1.29
syonl )| () ] -

Du lemme 1.4, de (1.28) et (1.29), on tire donc que:

lim sup #2log E[(}(qws)“ds)_l/2 exp[ - %F(nw):l] < —C. (130)
0

70

Démontrons maintenant la minoration: lim inf, ., t*log p(x, x) = — C qui résulte
de la continuité de F hors de 0.

Commengons par remarquer que l'infimum C est atteint (et donc strictement
positif ). C’est trés classique: en effet, si la suite (¢,) dans # est telle que:
lim, o (F + I)(p,) = C, alors ¢, est bornée dans J#, une sous-suite de ¢, converge
donc faiblement et uniformément vers un @ e #. Nécessairement, ¢ est non nul
sinon F{g,) tendrait vers I'infini et C serait infini.

Par la semi-continuité inférieure de F + [, on a

C=HLm(F + I){(g,)2(F+ 1) zC (1.31)
dot (F + (o) = C. '

Remarque. Nous verrons plus loin que C est atteint en exactement deux points et
nous calculerons sa valeur.

Soit donc ¢ un point tel que (F + I)(¢) = C et B(g, p) la boule uniforme de
centre ¢ et de rayon p. Pour p assez petit, on a: 0 < K £ F < L sur B(g, p) pour
des réels strictement positifs K, L. On a alors:

E[(ans?‘"dS)'“zeXp[— % F(nW)H > 2KE[6XP[~ 7;_12 F(nW)} nwe B(o, p)} -

(1.32)
Or F est continue et bornée sur B{¢g, p), on a donc:
. 1
lim mfnzlogEl:exp': — ? F(nw)]; nwe B(op, p):I
n=0
z —inf(F + DY), ¥ eB(p,p) = — C (1.33)
et donc: _
1
liminf 2 log Eli(j(nws)z"ds)‘l/2 exp[ - ?F(nw) } > —-C, (1.34)
n—0 _
ce qui montre, avec (1.30), que:
{ -
lim 11210g,EI:(f(nws)’“’ds)_l/2 exp[ — FF(nw):l =—-C, (1.35)
iad] _d
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et donc par (1.25) que:
lim e2*log p,2(x, x) = — C, (1.36)

g t]
ce qui achéve la preuve du théoréme, au calcul de C prés.

Remarque. 11 serait possible par cette méthode (en suivant [Az.1] ou [B-A.2])
d’obtenir un développement asymptotique de p,2(x, x) & condition de déterminer la
nature des minima de F + I, qui comme on le verra sont au nombre de 2. Si ces
minima sont non dégénérés, on obtiendrait au premier ordre:

constante . .
pt(x, X) ~ tZTl_/nTl e cre . (137)

Passons au calcul de C:

Soit ¢ un point ou I'infimum de F + I est atteint: F + I(¢) = C, @ est non nul,
C’est un point critique de F + I; ce qui est équivalent au fait que ¢ est de classe C2
et solution de I'équation:

n

P+ 739
(1)
o

m=1_ (1.38)

avec ¢(1) = ¢(0) = 0.
Or on a:

Lemme 1.5. 1) Lapplication qui & ¢ associe Y = ([ ¢*")" 2"~ @ réalise une bijec-
tion de 'ensemble des points critiques de F + I sur 'ensemble & des solutions non
nulles de I’equation:

U+ ny?t=0 (1.39)
avec Yy (1) = (0) = 0.

& est Uensemble des trajectoires d’un point matériel dans le potentiel V(x) = £ x*" qui
joignent O a O en temps 1.

2) On a de plus:
2/n+1 1. n—1/n+1
C= (" JZ’ 1) inf ((5 ¢(0)2> ) . (1.40)
Yed

Preuve. Si ¢ est critique, donc solution de (1.38), il est clair que y = ([@*") """ "1 ¢

est solution non nulle de (1.39). Réciproquement si ¥ est solution non nulle de

(1.39), ¢ = (Jy*) ="+ 1 est solution de (1.38) et donc est critique. Ceci réalise un

inverse de 'application précédente qui est donc une bijection, ce qui prouve le 1).
Prouvons le 2): Soit ye ¥; ona fo §? = — [oyh = nf )y

De plus, il existe une constante E(y) ('énergie mécanique totale) telle que:

Vee[0,1] 3y2 +3yi"=EW). (1.41)

D’ou l'on tire:
1

EW) = %j v? + %gw = 5(n +1) gw. (1.42)
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Soit alors ¢ un point critique de F + I et ¢y = ([ ¢*")" /"', on a:

1 n—1/n+1 n—1/n+1
e ="t () () Ew)

1 2in+1
(F + (o) = (%) Byt (143)

11 suffit de constater que E(y) = 32(0) par (1.41) pour conclure la preuve du 2).
Grice au lemme 1.5, on peut calculer C. En effet, on a:

Lemme 1.6. Soit Y€ &; alors ¥ est periodique, de période 4T () avec

1 =/
TV = O 2n T2n + 1/3) (L44)

et YT +t)= —y(t). ¥ ne Sannule gwaux multiples entiers de 2T. De plus la
période détermine \ au signe pres.

Preuve du lemme 1.6. Soit ye&; on a 1]/(0)1]1(1) + 0. Supposons que 1/ (0) > 0. Le
théoréme de Rolle montre que 7 = inf(t, () = 0) appartient & 10,1[. Sur linter-
valle 10, T on a, par (1.41):

Y = (E(Y) — y*") /2 (1.45)
et donc
¥(T)
T= | 4 (1.46)

2 RE—yP)

De plus, on a encore par (1L41): y(T) = (EW))*/*" dow:

T

1 } du 1 Lp(l 1
CQREy“TYmL Ty QEYTUP 2 T\2n0 2

1 Jmora)2m
T QEyTUZ o0 T(1/2m,1)2)

(1.47)

Or encore par (1.41): E = 4 (0)*> d'ou la valeur de T donnée dans le lemme. Or
T est un point de maximum de  (puisque /(T) = — my(T)*" * < 0). y décroit sur
Tintervalle [T, S ] avec S = inf(t = T, y(7") = 0 par (1.39)). Par le méme raisonne-
ment que précédemment, on a:

(ZE)l/Zn ds
S—-T= =1 1.48
(j)‘ (2E _ SZn)l/Z ( )
d’ou § =2T. ] )
Or en S, on a Y(s) = — (0) donc sur lintervalle [27, 4T ] le mouvement est

opposé a celui sur [0,277]). Ainsi, Y est périodique de période 47T et ne s’annule
qu'aux multiples entiers de 27.
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Enfin, il est clair que 7() détermine |4(0)] et donc i au signe prés.
Par le lemme 1.6, on voit alors que si Y € %, 2T(¥) doit diviser 1, c’est-a dire
qu’il existe un entier k tel que:

1) =5,

Ainsi I'ensemble &, et donc l'ensemble des points critiques de F + I, est
dénombrable et I'infimum de (3 ¥ (0)2)" /"™ pour i € & est atteint pout k = 1 (i.e.
en deux points /o €t — o) et vaut:

) 1. ) n—1/n+1 3 1 n—1/n+1 \/; F(1/2n) 2n/n+1
A (L B R G B e ) B

d’ou on tire la valeur de C par (1.40). Ce qui achéve la preuve du théoréme (1.3).

Lien avec un systéme dynamique perturbé

Nous allons expliquer ici le phénoméne de décroissance exponentielle sur la
diagonale sur I'exemple précédent en montrant que, aprés une renormalisation du
processus (ou du générateur), il est équivalent a la décroissance exponentielle
naturelle de la densité de la loi de transition entre deux points a distance non nulle
pour un systéeme dynamique perturbé qui reléverait d'une théorie a la Ventcell-
Freidlin [F-V] dans le cas hypoelliptique (¢f. [Az 2]). Considérons sur R?
Popérateur L* = e2[$(02, + x#"02,)] + 8., = (€2/2) Y1 X? + X,.

Soit g§(x, y) la solution fondamentale de L.

Le théoréme (1.3) b) est alors équivalent au résultat suivant:

Théoréme 1.7. Avec les notations précédentes, si n = 2, on a:

lim e*log ¢5(0,0) = — C

g0

ot C est la constante introduite au théoréme (1.3).

Preuve. Soit z°(¢) la diffusion de générateur L° issue de 0.

On a:
25 (t) = ew;

t 1.50
25 =" [(wirdw2 + ¢ . (1.50)
0
Soit xeD et §7 le difftomorphisme de R? donné par:
N I L
O (uy, up) = e U, 2 (uy — x3) (L.51)
n—1
avec o = .
n+1

Si y%(t) désigne, comme dans la preuve do théoréme 1.3, la diffusion de
générateur ¢*L, on a en comparant (1.18) et (1.50):

G =20 . (1.52)
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D’ou P'on tire évidemment:

1 «
Pe2(x, X) = o q1(0,0) . (1.53)

Le théoréme 1.7 est alors de fagon évidente équivalent au b) du théoréme 1.3.

Remarque. On obtiendrait de méme le résultat de 1.7 pour un temps ¢ différent
de 1
lim &%log ¢%(0, 0) = — C() (1.54)

=0

ot la constante C(t) est donnée par:

1 1 !
€O =5 inf | ———+ [ 6*(9)ds (155)
P fo¥(s)ds  °
4]

et pourrait &tre calculé explicitement par 'argument de la preuve du b) du
théoréme 1.3.

Nous allons vérifier ici que la constante C est bien l'action minimale pour
joindre 0 & 0 en temps 1. Pour cela, rappelons les notations de (0.8):
Soit @} Papplication qui, & h, élément de # ([0, 1], R?) nul en 0, associe la solution
y1(h) de Yéquation:

2
dy. = Y, X{y)hidt + Xo(y,)dt
i=1

; (1.56)
Yo=X
et d,(x, y) l'action minimale entre x et y ie.
dix,y)= inf (lh[}) (1.57)
he(@3'0)
On a alors:
Théoréme 1.8. Avec les notations precedentes,
C =1%4d,(0,0)% (1.58)
Preuve. Rappelons que C a été introduit en (1.28):
) : 1 1,
C = inf(F 4+ I) = inf —1———+§j<psds (1.59)
[

eell} o [ o> (s)ds
0

ou H est #5([0, 1], R).
Commengons par montrer que: 3 d3(0, 0) = C.
Soit he ([0, 1], IR?) nul en 0, ®§(h) est nul si et seulement si:

h(1)=0 et th(s)dhz(s)=~1. (1.60)
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1 1/2 /1 1/2
g(jh%ﬂ) (Mg) (1.61)

f by (s)*ds + } hy(s)?ds = f h3(s) + 1—1— (1.62)
° ° ° [ h3"(s)ds
0

Pour un tel k4, on a donc:

1=

1
| k2 dh,
0

et donc

Or hyeH, on a donc pour tout A tel que pi(h) = 0:

1 1
{ hy(s)ds + [ ha(s)?ds 2 2C (1.63)
0 0
d’ou ~
d3(0, 0) = 2C.

Réciproquement, soit @o I'un des deux points de # ou I'infimum C de F + I est
atteint; posons h; = @q et

1 t
hy(t) = —1— j hi(s)ds et  h=(hy,h,) (1.64)
frir®
O .
On a alors: [ hidhy, = — 1 et donc h = (h,, h,)e K.
De plus:
t, i, i 1
[i2+ [k =[h2+——=2cC. (1.65)
0 0 0 j' h%n
0
On a donc bein: (0, 0) = 2C.
2. Estimation asymptotique de Paction d2(x, x)
Soient X;,i=0,...,m m+ 1 champs de vecteurs sur IR? de dérivées de tout

ordre bornées. Supposons que 'hypothése (0.1) soit vérifiée. L’objectif de cette
partie est d’étudier la quantité introduite aprés (0.8):

d2(x,x)= inf |h|>% (2.1
he (@)™ (x)
A cette fin, introduisons I'espace #(x) orthogonal de % _(x) dans %, (=), et Ie
projecteur orthogonal m,(x) sur F(x), ou €,(x) est I'espace vectoriel engendré par
les crochets de Lie des champs X, i & 0 de longueur < k. n(x) est le plus grand
entier [ tel que m;(x) X o(x) & O et r(x) le plus grand entier tel que 7;(x) # 0. L’objet
de cette partie est de démontrer le théoréme suivant:

Theoréme 2.1. Supposons que r(x) > n(x) = 3. On a:

lim inf d2(x, x)e~4/"® > 0 , 2.2)

ad
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St n(x) = r(x), il existe un reel M(x) > 0 tel que:

lim d2(x, x)e ™ */"™ = M(x) . 2.3)

>0

Supposons de plus que, sur un compact x la dimension de chaque %,(x), reste fixe ainsi
que r(x) et n(x). Alors (2.2) et (2.3) sont uniformes sur K et M(x) depend de fagon
continue de X €K.

Avant de donner la preuve de ce théoréme, introduisons quelques notations.
Soit (§) un multi-indice (i, . . ., i), i; appartenant 4 0, 1, . . . , m. Notons |f] sa
longueur, | $°| le nombre de 0 appartenant a () et || le nombre de termes non
nuls appartenant a (). X4 désigne le crochet de Lie [X;, ... [X; ,, X;]]. On
peut extraire de lensemble des multi-indices de longueur <  un ensemble minimal

o, tel que
Xp= 2 kX (2.5
e,

les Ay €tant universels. De plus, dans (2.5}, les seuls 44, non nuls sont associés
a des (f') qui se déduisent de (f) au moyen d’'une permutation. Enfin, on peut
supposer que o/, = o, . Il suffit de considérer une base de Hall de l'algébre de
Lie libre a m + 1 générateurs.

Soit t — (1%, ..., k™) un élément de I'espace de Cameron-Martin sur R™*?,
Soit y,(x, &) la solution de I'équation dans R%:

m

dy(x, W) = 5 Xi(y,0x, W) Wi,dt

i=0

Yolx, By =x . 2.6)

Rappelons le résultat suivant ([B-A.1], [Str], [L.3]): Soit r > 0. 1l existe des

fonctionnelles universelles réelles F(H') ((f)e/,) et un polynéme universel

P(F(py(h')) en les dérivées des champs X; en x et en les F;(R)((f)e /,) tel que:
i) quand||#' | -0

yile ) =x +{I + Pi(Fy(R)} { Y Xp X)F(m(h’)} +O(II™Y . @27)

Ye Ay

ii) F 4 (h') est une combinaison lin€aire d’intégrales itérées contenant pour tout
je{0, ..., m} autant de termes en hiidt que (B) contient de termes en j.

ii) P' est de valuation non nulle en les F g (k).

On pourra trouver une démonstration de ce fait dans [B-A.L. 2].

On peut introduire 'ensemble de ces F 4 (h') d’'une autre fagon. Soit le groupe
nilpotent simplement connexe N, , libre dordre » 2 m + 1 générateurs et
X§, ..., XSles champs invariants a4 gauche qui constituent les m + 1 générateurs
de son algebre de Lie. Soit y&() 1a solution de I'équation:

dyf () = ZXG(y?(h )hitdt

yerW) =e (2.8)
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Dans ce cas, y7 (i) = (F) (1), ()€ ,) (& un changement de réalisation du groupe
de Lie pres).
Rappelons le lemme suivant ([L.2], Th. 1.2):

Lemme 2.2. Soit ' e n" et soit y > 0. 11 existe un élement h;, de I’espace de Cameron-
Martin vérifiant les 3 propriétes suivantes:
)W —hyll <7 (2.9)
il) Pour tout (B)e o,

Fig)(R) = Fgy(hy) . (2.10)
iii) h — F(,(h) est une submersion en h;,.

Preuve du théoréme 2.1. Transformons h, en ¢2/"™ b, dans (0.8). Nous obtenons
ainsi une nouvelle équation différentielle:

dgi(x, ) = 2" Y X{Felx, W)hide + & X o(§i(x, h))dt
i=1
Jix, h)=x. (2.11)
Posons ®:(h) = 7(x, k). On a alors:

dZ(x,x') = ¢*"® inf  |[h)|> = " (d,(x, x))* . (2.12)

he (68 Y(x)

Pour montrer (2.2), il suffit de montrer d’aprés (2.12) que lim inf,_, d,(x, x) > 0.
Utilisons a cette fin (2.7). Soit () un multi-indice. Soit A = (t, h) et

h, = (e%t, 82" h), alors Fg(h;) = P Fp(K'), avec v(f) =2 (Lﬂ( ;4— |8°] > Soit
N > 0. Pour un entier r assez grand, on a par (2.7):
Foh) = x + (I + P;(e“’*’F(m(h')))( Y &0 X () F ) + O(eN)>. (2.13)
(Bes,

Soit C > 0. Lorsque ¢ est assez petit, I + P5(e”¥ F (') est une matrice inversible,
car égale & I'identité lorsque ¢ = 0. Par suite, l’equatlon &% (h) = x équivaut quand
¢ est assez petit a:

Y & DX 5 (x)F () + 0(eY) = 0. (2.14)

(Bye,

Soit une suite ¢, — 0 telle que h, e(P%) " 1(x) et telle que ||, || = 0. Supposons que
N > 2. L’exposant minimum de ¢, dans

Ty (X) Y, &P X (5 (X)F )(,,) (2.15)

Best,
est égal a 2 et son coefficient vaut:

T () X () ) F gy (hs,) + Ty (%) X 0() (2.16)
|8l =n(x),18°| = 0,(B)e ,
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(2.16) nous montre que lersque n — oo :

Ty (X) X () (X)F gy (B5,)) + Ty (%) X o() = O . (2.17)
|B] = n(x),18°| = 0,(Be <,

Comme 7, (x) Xo(x) % 0, (2.17) implique que lim inf,-, o || &, 2 > 0. Ceci nous
prouve que lim inf, o(d,(x, x))* > 0.

Pour démontrer (2.3), on commence comme dans la preuve de (2.2), mais on
doit montrer cette fois que lim,.dZ(x, x) = M(x) > 0. On doit maintenant ap-
pliquer la méme procédure que dans la preuve de (2.2), pour chaque projection
my(x), et non pour T, (x) uniquement. Si / <n(x), il y a un seul terme dont
exposant de & est inférieur & 2 my(x) Y e, 8" P X () (x) Fpy (). 11 S'agit du terme:

2" (X)X (g F gy (h) . (2.18)
Brest, |BPI= 018" =1

On a F(ﬂ)(h/) = F(ﬁ)(h) car |ﬁ0! == 0
Sil = n(x),1l y a un seul terme dont 'exposant est égal a 2. Par suite, 'équation
(2.14) se raméne, lorsque || k|| est bornée, a:

Y. FMmgXp(X) + T (x) Xo(x) + 0(1) = 0. (2.19)

1Ble nw| 821 =0

L’hypothése essentielle dans le fait que (2.14) est équivalent a (2.19) est que
n(x) = r(x), et donc que la somme directe des # , est égale & R?. Introduisons la
fonctionnelle de h définie par:

vL(h) = Z T(x) Z Xp(X)F ) (h) . (2.20)

L=< n(x) (Bre s, s IB°1 =0, Bl =1
(2.19) s’écrit maintenant:
Yx(h) = — Ty (X) Xo(x) + 0(1) . 2.21)

M(x) = inf ARS (2.22)

W) = — nn(x)(x)X o(x)

Posons

La remarque essentielle est la suivante: dans les intégrales itérées figurant dans
(2.20), il W’y a que des termes en hidt et pas de termes en dt. Cela va nous permettre
d’appliquer le lemme 2.2 (pour Ny, » €t non pour Ny 1 ,).

Ceci nous permet de montrer d’abord que M(x) < oo .

De plus, d’aprés ce lemme, il existe, pour tout 5 > 0, un élément h, e (¥,)~*
(— Ty (X)X o (x)) tel que ||h,||1* < M(x) + 5 et tel que h — (k) soit une submer-
sion en h,,. Par suite, il existe un élément h; — h, quand ¢ — 0, solution de I'équation
(2.21), par le théoréme des fonctions implicites.

Donc (d,(x, x))? < || h3||%. Ceci nous prouve que:

lim sup (d,(x, x))* £ M(x) + 7 (2.23)

e—=0

pour tout # > 0.
Montrons maintenant I'inégalité

lim inf (d,(x, x))* = M(x) . (2.24)

=0
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Raisonnons par I'absurde. Il existerait une suite ¢, — O, une suite h, bornée telles
que:
lim ||k, |? < M(x) (2.25)

n—>co

lsz(hn) = - TC,,(x)(X)Xo(X) + 0(1) . (226)

Par compacité, on en déduit qu’il existe un élément A de I'espace de Cameron-
Martin tel que:

et telles que:

[A]* < M(x) (2.27)
et tel que:
Y(h) = — T (X) Xo(x) - (2.28)

ce qui contredit la définition (2.22).

Si la dimension de chaque %, (x) reste constante sur un compact x, les projec-
teurs 7;(x) dépendent de fagcon continue de x. Si n(x) et r(x) ne dépendent pas de
X, T (X)X o(x) est continu en x. Il en résulte clairement la continuité de M(x) en
x et I'uniformité en x des limites (2.2) et (2.3).

3. Minoration du logarithme du noyau de ia chaleur
Soit (wl,...,w™) un mouvement brownien sur R™ Considérons I'équation
différentielle de Stratonovitch sur IR%:

dyi(x, w) =¢ Y Xi(yi(x, w))dwi + e2Xo(yi(x, w))dt
i=1

i) = x. 6.

On suppose que Phypothése (0.1) est vérifice.

Dans ce cas, yj (x, w) posséde une densité p,z(x, y). (Cest aussi la densité en x du
noyau associé & exp[—&*3 )7L | X? —&2X,].)

M (x) est toujours défini comme dans (2.22).

L’objectif de cette partie est de démontrer le théoréme suivant:

Théoréme 3.1. Supposons que r(x) = n(x) = 3. Alors:

lim inf 262~ %" log p.a(x, x) = — M(x) (3.2)
&0
Sir(x) > n(x) Z 3,
lim inf 22~ 4" ]og p,2(x, x) = 0. (3.3)
=0

De plus, si n(x) et la dimension de chaque €, (x) restent constantes sur un compact K la
minoration (3.2) est uniforme sur x. Si n(x) reste constante sur x, (3.3) est uniforme
sur K.

Preuve. Démontrons d’abord (3.2). Introduisons une suite f, de fonctions C*®
a support compact tendant vers la masse de Dirac en 0 au sens des distributions.
On a:

Pea(x, x) = lim E[£(yi(x, w))]. (34

n—w
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Nous allons suivre la démarche de [L.2], proposition 2.1. Soit un réel # > 0.
Introduisons un élément h* de 'espace de Cameron-Martin ', que nous choisirons
plus tard, la seule hypothése que nous ferons maintenant sur lui étant que || #°||* <
M(x) + n si ¢ est petit. Au lieu d’effectuer, comme dans la preuve de la propos1t10n
2.1 de [L.2], la transformation edw — edw + hidt, nous ferons la translation
edw — edw + 2" nidr. Cela revient a considérer Péquation différentielle de
Stratonovitch:

dzi(x, w, h°) = ¢ Z X,(z5(x, w, b°))dw! + g2/ Z X(25(x, w, BO)he dr

i=1 i=1
+ &2 X o(x)(zi(x, w, h*))de (3.5)
zi(x, w, h®) = x,
ow' désignant la différentielle d’Itd, introduisons le processus:

t
ZE(x, w, h*) = exp[ - 8‘1_2/""‘”‘1H§i5w§]
0

3

Xexp[ —43" (" 72"®)~ Z |he 12ds] (3.6)

C’est une martingale de carré intégrable. En utilisant la formule de Girsanov, nous
obtenons:

E[£(y10x5, w, B)Zi(x, w, h*)] = E[f(¥3(x, w)] - (3.7

Soit #; > 0. Soit y une fonction C* de R dans [0, 1] égala ] sur [ ’?21 }?ZlJ et nulle
en dehors de [—#y,#,]. Ona,sif, =0

1 m
E[£(¥i(x, dw))] éexp[ 5 (! 727 Z(f > llhallldemﬂ

0i=1
EI:X<(81‘2/""") }hf"éw,) £ (x, w, hﬁ))} ) (3.8)
(4]

Introduisons la mesure y, sur IR? définie par:

1
[ fdp, = E[X((Sl_z/"(’")f hfi5W§)f(y§(x, w, hs))} - (39
0

Elle posséde une densité g,(x, y)C™ sie > 0. (3.9) nous permet de dire que:

Pl ) 2 exp[ ) 2 4 m]qe(x, X, (10

(3.10) montre alors qu’il suffit pour démontrer (3.2) de trouver une constante C > 0
et un entier N > 0 tel que

q.(x, x) = Ce™ V. (3.11)
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A cette fin, il suffit d’utiliser la méthode de [L.1], partie 1. Aussi, nous ne
détaillerons pas. Posons a(x) = 1 — 2/n{x) de fagon 2 ce que:

edw + 2" Rdr = 2O (hidt + M dw) . (3.12)
Les résultats de [BA.1], [BA-L.2] montrent que (2.7) devient, dans ce cas:

Vi, dw, dh®) = x + (I + Pye"®F ) (dt, dh + 9dw,)))

< Y. X 5 (x)Fy(de, dhi + e“""dwt)> +0EY, (3.13)

Blest,

les Fgdt, i + ¥ dw) étant des sommes d’intégrales itérées au sens de
Stratonovitch. Réécrivons le terme de droite dans (3.13) sous sa forme
x + (I + A%(e))U%(e)) + 0(c™).

Soit g une fonction C* de I'ensemble des matrices sur IR? 4 valeurs dans [0, 1],
égale d 1 si la norme de la matrice est inférieure a z et nulle si elle est supérieure
a 3. Introduisons la mesure u% sur R? définie par:

1
§fdu; = E[f(x + (I + A%(E)NU%(E) + 0(e")))g(A%(e)) (e ~2/"™ IhfifSWi)} .
0
(3.14)

Elle posséde une densité C* g,(x, y). De plus, si g(A%(g)) = 0, I + A%(e) est inver-
sible, d’inverse borné. Par suite:

g(AL@)Yi(x, w, B) = (x + (I + 4x()(U%(e) + e"Ry(e))g(4%E) . (3.15)

De plus, la fonctionnelle brownienne g(A%(e))Ry(e) est C* au sens de Malliavin
([W1). Plus précisément, soit F une fonctionnelle brownienne dont on notera par
DYF le i*™ gradient itéré au sens de Malliavin. Introduisons la norme | ||, . de
F définie par:

I Fllpe= Y, (ELIDOF|PT)'>. (3.16)

i<k :

g(A%(e)) tend vers 1 pour toutes les normes | ||,,, quand & > 0 et g(A4%(e))Ry(e) est
aussi born€ quand & — 0 pour toutes les normes || ||,

Soient F et G deux fonctionnelles browniennes a valeurs dans IR Notons
{DF,DG) leur matrice de covariance. Les estimations de Kusuoka-Stroock
([K-S.2]) montrent qu’il existe un entier N, ne dépendant que de n(x) tel que, pour
r > n(x), on ait, quand & — 0: | <DU%(e), DU%(e)> " | j.x < Cpoi..&6 V0. On en déduit
que si N est assez grand, et que si g(4%()) + O:

Vi) = <DU%(e), DU%L(E) >~ (KDU'(e), DU%(e) > — {D(Ufe) + e"R(2)) ,

D(U3(e) + €"Ry(e))>) (3.17)
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tend vers zéro (lorsque ¢ tend vers zéro) pour toutes les normes de Sobolev || ||,
Considérons maintenant la mesure u.” définie par:

§fdu = E[f(x + (I + Ax(eD(U%E) + e"Ry(e))
g(Ai(B))g(V;(E))x<8“_2/""‘” j hiifst)] : (3.18)

Elle posséde une densité C®g,(x, y) inférieure a G,(x, y). Introduisons enfin la
mesure v définie par:

ffdv; = E[f(UL(S) + ¢"Ry(€))g(45(e)) g (Vi(e))

1
X<g(l—2/n(X)) f h?iéw;')} . (3.19)
0

Elle posséde une densité C* §,(x, z). De plus, §,(x, 0) < Cq.(x,x), car il existe une
constante C > 0 telle que la condition (I + A%L{e)}{(U%L(e) + " Ry(e))| < 6 implique
{(U%(e) + e¥Ry(e))] £ C6  lorsque g(AL(e)) £0. Comme Fi(x, x) S g.(x, x),
g(x, 0) < Cq,(x, x).

Soit # > 0. Choisissons un h, possédant les propriétés suivantes:

i)
Y ma()X () F y(dhy) = — ()X o(x) - (3.20)

(Be s | P21 =0

i) 12 < M(x) + n.

iti) h— (Fg(h); |8° = 0; (B) € o o) st une submersion en h,.
Par le théoréme des fonctions implicites, il existe une fonction & — hj telle que
lim kg = h, lorsque ¢ > 0 et telle que Y pc., 8" X 4)(X)F ) (dt, dh;) = 0. Le terme
d’exposant minimmum dans I'expression

m(x) Y & PXp(X)Fpdt, dh; + ePdw)

(Breo,

est
8zl/n(x) Z n{(x)X(m (x)DF(;;)(hi) . (8“(")w).
. (Byest,,18°1=0,18] = ¢
Par suite:
3o(x, 0) 2 Ce™™ (3.21)
avec
2 )
Nx) =} <—— [+ oc(x))dlm Fi(x) (3.22)
1< nx) n(x)

ce qui provient du fait que la variable aléatoire Z(ﬂ)s st 1181 (X)X () (%) DF () (dh,). dw
est une gaussienne non dégénérée, puisque 'application h — F () (1°1 = 0, (B e
& ) €5t une submersion en k. .

Pour montrer (3.3), on fait la translation edw — edw + 2@ hids. Comme
r(x) > n(x), on doit remplacer dans (3.20) — 7, (%)X o(x) par 0. Dans tous les
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autres calculs, n(x) doit étre changé en r(x). Ainsi 'entier N(x) devient Ientier

2 : 2 .
Y i< (Jx—)l + oz(x))dlm Fi(x) avec a(x)=1 —@. Ceci nous montre que

. C
lim inf 2ee2 ~#/" og p,2(x, x) = 0. Comme par ailleurs, p,(x, x) < v pour ¢ assez

petit et pour un entier N, convenable, la limite inférieure ci-dessus ne saurait étre
strictement positive. Ceci achéve de prouver (3.3).

Remarque. On aurait pu utiliser la méthode plus élémentaire de [B.2], dans Pétude
des densités.

4. Majoration du logarithme du noyau de la chaleuar

Nous prouvons maintenant la majoration dans le théoréme de I'introduction. M(x)
est toujours défini comme dans la partie 2.

Théoréme 4.1. Supposons que r(x) = n{x) = 3. Alors:

lim sup 262~ +/"@ log p,2(x, x) < — n(x) . 4.2)

=0

Plutét que de multiplier les combinaisons linéaires constituant les intégrales itérées
de Stratonovitch F;)(t, w) par ¢'® comme on le faisait dans la partie 2, on les
multiplie par ¢2#1g#l, quantité notée &), Soit N un entier assez grand. Les
résultats de [BA.1], [BA-L.2] montrent qu’il existe un entier r > r(x) tel qu’on ait
P'analogue de (3.13):

(Be o,

4.3)

Soit {Dyj(x, w), Dyi(x, w))> la matrice de Malliavin de y5(x, w). Les résultats de
Kusuoka-Stroock ([K-S.2]) montrent que pour tout p, il existe un entier N(p) tel
que:

E[(det(Dy}(x, w), Dyi(x, w)>)) 7] < Ce™P (44)

Soit 7; unréel > 0. Soit g une fonction C* de I'ensemble des F4(t, w) dans [0, 11,

égale a 1 si tous les F (¢, w) sont inférieurs en module a "1 ¢t nulle si Pun au moins

2
des F4(t, w) est en module > #,. Introduisons la mesure u& définie par:

[fdus = ELg(e" PF g (t, w)f (i (x, w1 - (4.5)

Les fonctionnelles g(e”® F4(t, w)) et y5(x, w) sont C* au sens de Malliavin. (4.4)
montre donc que la mesure u posséde une densité g,(x, y) de classe C® pour & > 0.
L’intégration par parties du calcul de Malliavin montre qu’il existe une
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expression universelle Z(x) polynomiale en les dérivées au sens de Malliavin de
¥4 (x, w) et de det {Dy’(x, w), Dy5(x, w)> ' et celles au sens usuel de g telles que:

0@ PO ,
E [Wf (it W”:l - E[mﬂyi(& W)g(E PF gt w))}

= E[E@f(yi(x w)] . (4.6)

De plus, E(2) est nulle si tous les |¢"® F g (¢, w)| sont inféricurs & #,. D’aprés
I'annexe, prop. A.2, il existe deux constantes C et C’ telles que:

P{|Fy(t, w)| 2 2} < Cexp[— C'22/1#'1] | %)

Cecl nous montre que, pour tout multi-indice (%), il existe 2 constantes C et C' >0
telles que:

8@ ’ c
E[Wﬂyﬁ O (L = g(e" PF (e, W)))] < Ce™¥@ exp[ — E—ZJ (4.8)

pour un certain entier N(x). Par suite, la densité ¢.(x, y) de u est telle que quand
e—0:

CI
sup |g.(x, y) — pe2(x, ¥} < GXp[ - 8—2] 4.9)

y

pour un certain C > 0 ne dépendant que de r défini dans (4.3) et de #,. Pour
prouver la premiére partie du théoréme 4.1, il suffit donc de prouver que:

lim sup 2e2™ 4" log q,(x, x) £ — M(x) . 4.10)

=0

Si 5, est assez petit, il existe deux constantes C;(n;) et C,(n1) > O telles que si
g(e" P F p)(t, w)) £ 0, alors

C1(n)ly| = (I + PLe" PF (6, wHMI = Calr)ly] - (@.11)

Si g(e" B F (8, w)) + 0, (4.3) s%écrit:

yi(e, w) = x + (I + PL(e"PF e, w)))( Y Xpx)e P F gt w) + O(BN))

(flesd,
=x+ (I + A()) (U (e) + "Snle)) (4.12)

ou Sy(e)g(e” P F 4 (t, w)) est borné pour toutes les normes || |,

Soit & > 0. Soit 05, louvert de R? défini de la fagon suivante: ye0j . si
[ (x)y| < 62" pour tout I < n(x). Soit g5 .(y) une fonction C* de R? dans
[0, 1] égale 4 1 sur 05, , et nulle en dehors de 0%; .. On peut supposer de plus que
pour tout multi-indice (a), il existe un entier N((x), d) tel que:

8@ _
sup ngs,e(y)‘ < Ce~ M@0 (4.13)

yeR?
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Introduisons la mesure v}, définie par:

[fdvs.x = ELg(e” P F(t, w))g5, (U () + e¥Sn(@)f(yilx, w)] . (4.14)

Cette mesure posséde une densité C®g%(x, y).
La remarque essentielle pour la suite est que g2(x, x) = q,(x, x). En effet, posons

faf(y) _ 1[x,y|<5'(y)

Clof de sorte que:

q:(x, x) = lim E[g(e" P F(t, w))fs (y5 (x, W) - (4.15)
8'=0

I1 existe un réel C(9, ¢) tel que si & < C(6, ¢), on a d’aprés (4.11):
E[g(e" ® F gt ) f3 (¥ (x, W))] = E[gle” P F5)(t, )5, (U (e)
+ &¥Sn(e))for (¥3(x w))] . (4.16)

Ceci nous montre que ¢2(x, x) = g.(x, x).
Utilisons de nouveau la procédure d’intégration par parties de Malliavin
([M1). Soit (x) un multi-indice. Il existe une fonctionnelle 6(x) telle que:

o
vfs,x[mf] = E[0()f(y5(x, w))] . (4.17)

6(«) est un polyndme en les dérivées au sens usuels de g5, et de y, et en celles au
sens de Malliavin de y§(x, w) de &"' P F 4 (r, w) et de (det {Dy% (x, w), Dy (x, w)>)~ L.
L’estimation de Kusuoka-Stroock (4.4) et 'hypothése (4.13) sur les dérivées de
g5, prouvent que, pour tout g > 1, il existe un entier N((x), q) > 0 tel que:

E[10(@)]]1 = Ce™™@D(P{(U’(e) + " Sn(e)) € 0%5,:})" . (4.18)
Pour montrer (4.1), il ne reste plus qu’d montrer que:

lim sup 2~ *"@log P{(U7(e) + 6" Sx(e))€0%.+} < —M(x,6)  (4.19)

e—0

et que lorsque 6 — 0, M(x, 6) > M(x) (ces deux propriétés étant uniformes sur un
compact k vérifiant les conditions du théoréme). Nous le ferons en prenant r = n(x)
et N =n(x) + 1.

On peut considérer le développement de Taylor stochastique de y5(x, w). On a:

nx) a0
ygl(xﬂ W) =X+ Z 81 W y(l)(xa W) + 8n(x)+ 1I{i(_x)+ 1 (X, W) . (420)
j=0
_ ow
On sait (Annexe) que chaque 760 ¥ (x, w) est une combinaison linéaire d’intégrales

itérées, et de plus que:

Rf.(x)+1(x> w) = Z 31sz+ 1,10x, w) + ﬁiﬂ(x) w) 4.21)
1
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chaque variable aléatoire R}, ,(x,w) et §§+1(x, w) vérifiant les inégalités
suivantes: ~
P{IR:. 1(x, W) 2 4} S Cexp[— CAZ/*1] (4.22)

P{IR}+1,1,1(x, W) 2 4} < Cexp[— CA2"@71H] (4.23)

De plus, si on considére une intégrale itérée V contenant k termes d’intégration en
w et k' termes d’intégration en ¢, on sait d’aprés 'annexe que:

P{|V|z 4} < exp[— CA2] . (4.24)

On doit contourner une petite difficulté, issue du fait que dans (4.3) on effectue le
développement de Taylor de yi(x, w) en procédant a des regroupements. Le reste
0("®* 1 ne coincide pas dans (4.3) avec @ F 1 RE ) 4 1(x, w). Toutefois, on a:
wmx)+2
0" @) = @ IRy W)+ ), & P(F(t, w), (4.25)

j=nx)+1

chaque P; dans (4.26) étant un polyndme en les F;(f, w) ne contenant que des
mondmes F,y(t, w) . .., Fg,(t, w) tels que:

Y QI+ 18D =] (4.26)

On en déduit que dans (4.19):

2n(x}+2
P{lm(x)e"Sy(e)| 2 0e*"@} < 37 exp[— Ce¥] (4.27)
j=nx)+1
2( 2 4 4
== ———j1= —2<—=2
avee % j<n(x) ]> E Te F S BT
Pour montrer (4.19), il suffit donc de montrer que:
lim sup £?~4/"N]og P{U () 05,,} < — M'(x, 6) (4.28)
e=0

avec lim;_ o M'(x, 6) = M(x).

Le gain obtenu dans (4.28) par rapport 4 (4.19) est que les U™ (¢) ne sont plus
constituées que de combinaisons linéaires d’intégrales itérées de Stratonovitch.
L’événement {U "™ (g)e 05} est égal & ()AL, 5(1) avec, si I < n(x):

Azs0) = {W/

Y m)X g (Fe(E ") w) + o(D)mx) X o(x)

18°=0,181=1
+ 0(1) Z nl(x)X(ﬁ,(x)F(ﬂ)(b‘(l _Z/n(x))W) (429)
8% =081 >1
+ 0(1) Z nl(x)X(,;)(x)F(,;)(t, 8(1 _Z/n(x))W)‘ = 5} (430)
18°1=0,181+0
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et si l = n(x)

A%, s(n(x)) = {W/

+ o(1) Y Toni) (%) X () (%) F ) (2, €01 7 2/"D yp)
|B% 0,1 0

Y T ()X (g (X)F gy (" T2V W) + 70 () X o(x)
1601 = 0,161 = (o)

< 5} . @3

Rappelons que ¥, a été défini dans (2.20). La théorie des grandes déviations
([Az.2]) montre que (4.27) est valide avec

M'(x, d) = inf Ik (4.32)

[xlh) — T (¥) Xo(x)| £ 6

De fagon évidente, M’ (x, 6) tend vers M(x), ce qui achéve la preuve de (4.28), donc
de (4.19) et donc de (4.1).

L’uniformité dans (4.1) provient du fait que les projecteurs 7;(x) dépendent de
facon continue de x si la dimension de chaque %,(x) ne change pas.

Pour montrer (4.2), on procéde comme dans la preuve de (4.1) jusqu’a (4.12).
Mais au lieu de prendre 0%, 5, on prendrait Oy ; défini de la fagon suivante: ye 0’5
81 | Ty (¥)| < 8¢2. Dans ce cas, on a:

Tim 624" Jog {(U 7 (e) + &¥Sy(e)) € 0L 5} < 0 (4.19y

=0

Car My Xo(x) + 0.

Annexe
Elle constitue une légére amélioration des résultats de [Az.1].

Soient X4, X, . .., X,, des champs de vecteurs sur IR? de dérivées de tout ordre
bornées. Introduisons la solution de I'équation différentielle d’Ito:

dyi(x, w) =& 3, Xi(yi(x, w)owi + &> Xo(yi(x, w))de
i=1

Yo(x, w) = x. (A.1)

D’aprés [Az.1], on a un développement de Taylor de y(x, w) dans ¢ —» Q.

L 10)
yibewy=x+ ) ¢ %D Y3406 W) + & TRy (X, W). (A2)
ji=0

Les coefficients de Taylor de y;(x, w) sont étroitement liés & ceux du développement
en x des champs X;. Rappelons quelques notations. Si (&) = (a1, . . . , o) est un
multi-indice sur RY Jo| = oy + -+ oy, () = x3 - x3, (x = (Xq, . .., X))

al =oy! - o!l. On a:

0@

X(»=Xx)+ ) ,a =5 X)) — %)@ + v Wy — X) . (A.3)

e sn %
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De plus, {v; ,(y — x)| £ Cly — x|"*! (C ne dépend ni de y ni de x). Ceci permet
)

d’obtenir une relation de récurrence qui relie y2(x, w) aux différents

P
I
500 Vi (% W) (¢ [Az1]).
9 o Pl
Notons 260t (x, w) = (W Yt w), . >a‘8‘(5yg‘d(X, W))-

La définition suivante est donnée dans [Az.1].

Définition A.1. Soit o > 0, C > 0. On dit qu'un processus X a valeurs dans R est
du type w(a, C) si il existe une constante C’ telle que, pour tout e R™:

P{ sup | X,| = ,1} < C'exp[— CA*]. (A.5)

s=1

Remarquons que w(x, C) = w(e, Cq) si C; = C. Considérons un processus X,
continu prévisible a valeurs dans IR, appartenant & w(a, C). Z, = jg X 0w, est dans

1 1 1
w(o, C') avec i + 7> pour un réel convenablement choisi ([Az.1], p. 254).

2
En particulier, si o = —, o = ——.
P ' Tk 1
De méme, si le processus X e w(ay, C1) et Yew(a,, C,) sont a valeurs dans R,
1 1 1 ) 2 2 2
XYewla, C)avec — =— + —. En particulier,sioa; = —etoay = —, 0 = .
o 0y Oy ky k, ki +k,
Soit (B) un multi-indice sur {0,...,m} et soit G une intégrale itérée
homogéne contenant f§, termes ¢ et f§; termes dw;:
. i
Gpyi = {ff Swit -+ w8 (A.6)

O0<ty <fy... <t <t 161
ou éw? = ds. et considérons la méme intégrale itérée, ow; étant remplacée par la
différentielle de Stratonovitch. Notons-la G, .

|Bt| désigne le nombre de termes non nuls. On déduit immédiatement par
récurrence sur || la proposition suivante:

2 -
Proposition A.2. 1] existe une constante C telle que G(ﬂ,,,ew<——— C) et G, . €

) B
“’(WC>'

De plus, en procédant encore par récurrence sur j, on en déduit que le processus

)
97 o
PRGRE
X des champs X;), car c’est une combinaison linéaire d’intégrales itérées contenant
au plus j intégrations gaussicnnes, ¢f. [BA.1].

2 s
(x, w) appartient & w(—_, C) (C ne dépendant que des normes dérivées en
J
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y;‘(xa W) -

. X . . Y
Introduisons le processus zi(x, w) = : il existe C; et C, indépen-

dantes de &, ne dépendant que des normes uniformes des dérivées des champs X;
telles que:

P{ sup | Z:(x, w)| > Z} < Cyexp[— C,4%]. (A7)

s=1

Comme |v;,(y,x)| £ Cly —x|"*!, on déduit de (A.10) que le processus

1 14 «
t— o Vi 2(VE(x, w)) vérifie:

1
P{Sup i Vi, (ye(x, w))
sE1
pour des constantes C; et C, indépendantes de ¢ (ne dépendant que des normes

uniformes des dérivées des champs X;).
On en déduit:

2 l} < Ciexp[— Cpa%" Y] (A-8)

2
Proposition A.3. Il existe une constante C: Rf,ﬂ,,eco(m, C) .
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