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Summary. We give examples based upon large deviation's theory where the heat 
kernel of a degenerate diffusion has an exponential decay over the diagonal. Using 
Malliavin calculus, we give conditions for a more generalized heat kernel to have 
an exponential decay over the diagonal. We give lower bound in some particular 
case by using the Bismut's condition. 

Nous abordons, dans cet article, l'6tude de l'influence du drift sur le comportement 
asymptotique du noyau de la chaleur pt(x, y) associ6/t un op~rateur hypoelliptique 
de la forme L = �89 ~ =  t X 2 + Xo, ot~ les Xi sont des champs de vecteurs C ~ sur IRd. 
Commengons par rappeler quetques r6sultats (pour des r6f6rences pr6cises, nous 
renvoyons fi [BA.4] et ILl]) .  

Si les X~ v6rifient l'hypoth6se forte de H6rmander, 

Lie(X1 . . . . .  Xm)(X) = IR a (0.1) 

pour tout x E IRd, le drift Xo n'a pas d'influence directe sur le terme dominant le 
comportement asymptotique de log pt(x, y), puisque l'on a 

1 
lim t log pz(x, y) = - ~ d2(x, y) (0.2) 
t ~ O  

off d(x, y) est la distance sous-riemannienne associ6e aux champs X1 . . . . .  Xm, 
dont on rappetle la d6finition apr6s (0.8). 

Pour  le comportement asymptotique de pt(x, y), la situation est plus eomplexe. 
Toujours sous l'hypoth~se (0.1), le comportement asymptotique de pt(x, y) est 

donn6 par: 

Co(x, y) [ d2(x, y) ] (0.3) 
pt(x, y) tel2 exp 2t 

off Co(X, y) > 0, pour des points (x, y) qui sont hors du cut-locus. Pour  ces points, le 
drift Xo n'a done pas d'influence sur le comportement asymptotique du noyau de la 
ehaleur, comme dans le cas off l 'op6rateur L est elliptique. 
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Par  contre, pour  des points (x, y) du cut-locus, l 'influence du drift peut ~tre 
d6terminante. Nous  allons consid6rer le cas le plus simple de points du cut-locus, 
/t savoir les points de la diagonale y = x (tels que L ne soit pas elliptique en x). Pour  
de tels points, si le drift est identiquement nul, le noyau  de la chaleur explose en 
temps petit de la fa~on suivante: 

Co(X) 
p,(x,y)  x~tQ(x ~ (0.4) 

off Q(x) est un entier li6 fi la structure g6om6trique des crochets des champs 
X1 . . . .  , X,, en x, et off Co(X) > O. 

Par  contre, si le drift X0 est non nul, la situation est plus surprenante: nous 
allons mont rer  dans cet article que le drift peut  induire une d6croissance exponen- 
tielle de pt(x, x) de la forme: 

lim t ~(~ log p~(x, x) < 0 avec ~(x) ~ ] 0, 1 [ .  
t--+O 

Commengons  par  introduire quelques notations: Cgk(X ) est l 'espace engendr6 
par  les crochets de Lie des X~ (i + 0) de longueur __< k, r(x) est le plus petit entier 
k tel que cgk(X) = IR e, et n(x) le plus petit entier k tel que Xo(X)~C~k(X). 

On dit que deux points x et y de IRd sont 6quivalents si, pour  tout  k, 
dim Cgk(X) = dim ~k(Y) et  si n(x) = n(y). 

L'objet  de cet article est de mont rer  le th6or6me suivant: 

Th~or6me 0. Avec les hypothkses et les notations suivantes 
a) Si n(x)>~ 3 

lim sup r - 2/,(~)~ log pt(x, x) < 0 (0.5) 
t ~ 0  

b) Si r ( x ) > n ( x ) >  3 

lira inf t (1- 2/~(~)~ log p~(x, x) = 0 .  (0.6) 
t ~ O  

Par contre, sin(x) = r(x) >= 3 sur un compact K constituk de points bquivalents, il 
existe une fonction continue M(x)  > 0 sur K teIIe qe, uniform~ment sur K, on ait 

lim t (1 - 2/,,(x))log pt(x, x) = - M ( x ) .  (0.7) 
t--*O 

On peut  pr6ciser (0.7) de la fagon suivante: 
Introduisons l 'espace de Cameron-Mar t in  n 1 sur IRm des fonctions de [0, 1] dans 
IRm d'6nergie finie (jlhl] 2 ~ i=1  1"2 = m ~ohi, rdt < oc), nulles en z6ro, h~,t d6signant la 
d6riv6e par  r appo r t / t  t de h~, et consid6rons la solution de l '6quation diff6rentielle 

dyT(x, h) = ~ Xi(y~(x, h))hi,~dt + e2Xo(yT(x, h))dt 
i = l  

yo(x, h) = x . (0.8) 

L'applicat ion h ~ y](x, h) = 45~(h) est C ~ 
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Notons d~(x, y) la quantit6 Infh~(~(y))-, [I h II 2. (On remarquera que la distance 
sous-riemannienne qui apparait dans (0.2) et (0.3) correspond fi d2(x, y)). (0.7) peut 
s'6crire de fagon plus g6omhtrique: 

t 
lim d2 X X) = 1 (0.7)' t-*o ,/~( , x) IogPt(X' -- . 

Nous commengons par 6tudier une s6rie d'exemples dont le traitement ne fait pas 
appel fi la preuve du th6or6me. Dans un premier exemple, nous faisons le lien entre 
ce ph6nom4ne de dhcroissance exponentielle et l'encadrement du noyau de la 
chaleur de Jerison et Sanchez -Calle ([J.S.1] [J.S.2]) et donnons une explication 
analytique de la nature de ce ph6nom4ne de dhcroissance exponentielle. Ensuite, 
nous illustrerons le cas b) du thhor6me 0 et nous d6taillerons un exemple des 
pathologies qui peuvent se produire si r(x) > n(x) dans un travail ult6rieur. 

Dans la seconde partie, nous introduisons quelques pr4liminaires g6om6triques 
sur le comportement des 6nergies. Nous prouvons les minorations du th4or6me 
darts la troisi4me partie, et les majorations darts la quatri6me. 

Darts un travail ulthrieur [B-A-L.1], nous &udierons le comportement asym- 
ptotique de pt(x, x) dans le cas off n(x) < 2 et nous montrerons que le phhnom6ne 
de d6croissance exponentielle est encore possible, mais pour des raisons diff6rentes. 

1. Quelques exemples 

1) L'exempIe des 9roupes de Lie nilpotents libres 

Soit Nm, p le groupe de Lie r6el libre nilpotent de longueur p, h m ghn6rateurs. 
L'alg6bre de Lie .Arm, p de Nm, p s'hcrit 

(1.1) 

off V1 est un espace vectoriel de dimension m dont on choisit une base (ut . . . .  ,Um), 
et Vii est l'espace vectoriel engendr6 par les crochets de longueur i des (u j)l =<j =< m. 

Soient (Xt . . . .  , X,,) les champs de vecteurs invariants fi gauche sur Nm, p tels 
que: Xi(e) = ui, et soit d la distance sous-riemannienne assoei6e. Soit de plus Xo un 
champ de vecteurs invariant fi gauche sur Nm, p tel que: Xo (e) = Uo e Vp\ {0}. 
Consid6rons alors les op6rateurs invariants/t gauche sur Nm, p 

1 ~  1~, X2 + Xo (1.2) L = ~  X 2 et s  1 

ainsi que leurs noyaux de la chaleur pt(x, y) et p~(x, y) respectivement. On a alors: 

2 
Th/~or+me 1.1. Vx~Nm,  p, l imsupt_~ot~log~t(x,x) < 0 avecc~ = 1 - 

P 
2 

1 -  ~ )  > O si p >-_ 3. 

Preuve du thkorkme 1.1. Le drift Xo commute aux champs Xi puisque Xo(e) est 
dans le centre Vp de l'algrbre Xm, p. Ainsi Xo et L commutent, on a donc: 

pt(x, y )=pt (e tX~  y). (1.4) 



178 G. Ben Arous et R. L6andre 

Or  pour  l 'op&ateur  sans drift L, on sait ([J.S.2], [K.S.3], [V])  que: 

K' I c, d2(x, y)l  < p,(x, y) 
VolB(x,  x//t) exp - t = 

K . e x p [ - C  d2(x' Y)I 
< VolB(x,  x / t )  t 

(15) 

off K, K',  C, C' sont des constantes positives et , ,~ / t i .  off Vol B(x, ) d6signe le volume 
de la boule sous-riemannienne: B(x, x~tt) = {y, d(x, y) < Par  (1.4) et (1.5), on 
a donc: 

D~(x,y) <= K expI_cdZ(e t t~  
Vol B ,fi) 

(1.6) 

Or  nous allons v&ifier que: 

d2(etX~ x) = t2/PdZ(eX~ x) 
ce qui mont re  que: 

K ~ d2(eX~ x)7 expL-c j 

(1.7) 

(1.8) 

et ach6ve la preuve du th6or6me, puisque l 'on sait que la boule sous-riemannienne 

B(x, ~ t )  contient  une boule euclidienne de centre x et de rayon  propor t ionnel  
fi une puissance enti&e de x//t ([N.S.W.],  Proposi t ion  1.1 et Th6or~me 4). 

Pour  v6rifier (1.7), nous allons prouver  un lemme 6vident d'homog6n6it6. Xm, p 
est muni de la famille naturelle de dilatations (~)~>o d6finie par: 

3~(u) = akuk si U = ~ Uk avec uke Vk (1.9) 
k = l  1 

On a alors: 

Lemme 1.2. Pour tout x~A/m,p, tout ue~A/~,~,p, et tout ~ > O, 

d 2 (x, exp (6~u).x) = e2 d z (x, exp u. x) . (1.10) 

Ce lemme mont re  que si u e Vk on a 

d2(x, exp(tu).x) = tZ/k d2(x, exp u.x) (1.11) 

et donne  donc (1.7) si k = p. 

Preuve du Iemme 1.2. I1 suffit, par  invariance, de se restreindre au cas off x = e. 
No tons  pour  simplifier, s ix  = exp(u)~ Nm, p, 6~(x) = exp(d~u). Soit ~o l 'application 
d~finie en (0.8). On a alors de fa~on 6vidente: Vh~HI: q~~ =/~(~~  Ainsi, 
toujours  avec les notat ions de (0.8): 

h e (r (y) ~,. c~h e (&o)- ~ (6,y) 
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et donc: 

d 2(e, y) = inf(lhl~, h �9 K{) = 1 inf(]kl2 ' k �9 gae ~ = ~2 d2(e, ~y) (1.12) 

ce qui prouve le lemme (1.2). 

Remarque. 1) Cet exemple montre que la minoration dans l'estim~e (1.5) cesse 
d'atre valide en presence d'un drift qui n'est pas dans l'espace engendr6 par les 
crochets d'ordre 2 des Xi; et que pr~cis6ment c'est la majoration de (1.5) qui 
a permis de montrer que la minoration devient fausse. 

2) Cet exemple montre aussi que la d6croissance exponentielle du noyau de la 
chaleur n'est pas n6cessairement un ph~nom~ne rare: elle est vraie ici sur toute la 
diagonale. 

2) Un exemple explicite sur IR2: lien avec les grandes dbviations et les systkmes 
dynamiques perturb~s 

Nous allons consid6rer ici un exemple off le ph6nom~ne de d6croissance exponen- 
tielle du noyau de la chaleur sur la diagonale peut atre obtenu comme une 
cons6quence du principe des grandes d6viations pour le pont brownien. Soit s u r  ] R  2 

l'op6rateur: 
L 1 2 2n'~2 = ~ (~ ,  + xl v~2) + (?~ (1.13) 

off nes t  un entier positif; en d'autres termes, on a encore 

1 2 
L = ~ ~ X 2 + Xo avec X1 = Oxl, X2 = x] 0x2 et Xo = ~x2 �9 

L v6rifie l'hypoth~se de H6rmander forte (0.1). 
En fait, L est etliptique hors de l'axe D = {xl = 0}. 

Soit pt(x, y) le noyau de la chaleur associ6 ~ L; nous savons par (0.2) que: 

lira t log p~(x, x) = 0 .  (1.14) 
t ~ 0  

En fait, L 6tant elliptique sur D c, on a, pour x�9 

c(~) 
p t ( x , x ) ~  (1.15) 

t 

avec c(x) > O. 
I1 s'agit donc d'6tudier p~(x, x) pour x �9 D. 

Commengons par remarquer qu'avec les notations du th6or6me 0, on a s ix  �9 D: 

n ( x ) = r ( x ) = n +  1. (1.16) 

En l'absence du terme de drift Xo, on aurait (cf. [BA4], [L.3]) si xeD:  

c(x) 
pt(x, x) ..~ x~tt~+ 2 (1.17) 

avec c(x) > 0: 
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S i n  = 1 (auquel cas n ( x ) =  2), on va v6rifier que le drift ne modifie pas le 
compor tement  donne  par  (1.17); par  contre, pour  n > 2 (et donc n(x) > 3), on va 
voir appara~tre le ph6nom6ne de d~croissance exponentielle. 

Thfiorfime 1.3. Soit  x e D  (i.e. x l  = 0), 
K 1 

1) S i n  = 1 alors pt(x, x)  = ~ avec K - x/~rc3/2 

2) S i n  > 2, alors: limt-.o t " logp t ( x ,  x)  = - C, 
n - 1  2 

avec c ~ -  - 1 -  et 
n + l  n ~  

Preuve.  La diffusion y~(t) de g6n6rateur a2L, issue de x e D, est donn6e par: 

y~z(t) e "+* ~ ,  2 (1.18) = (w~) dw~ + e2t + x2 
0 

off (wt 1, w 2) d6signe un mouvement  brownien de dimension 2. 
Le noyau  de la chaleur p,~(x, y) est la densit6 de la loi de la variable al6atoire 

y"(1). Or, condit ionnellement fi w. 1, y~(1) est gaussienne de moyenne  re(e) et de 
variance O'2(g) donn6es par: 

{ m(~) = x2 + ~2 
(t.19) 

o.2(~) = e2,+2 j- (Ws~)Z, ds. 
0 

D'ofi  l 'on tire que: 

l [(i,w ,2nds) 112 p~,(x, y) - 27re,+ 2 E 

l ( y 2 - x 2 - , 2 / 2 ]  ] 
x exp - 2 .~ ,+g-rTT.7,Tf fSol  lewl = y ,  e -y{/2~z (1.20) 

j o ~ W s f  ua j 

et donc que: 

2roe. + E } w 2 " d s )  expL- 1 1 2 0 2e2"-2 S~ w~--~ "ds 
(1.21) 

si (ws) ddsigne un pont  brownien. 
Commengons  par  un lemme 6vident d'int6grabilit& 

Lemme 1.4. Soi t  (wt) un pont  brownien e t ~  > O, 

[(i )-~1 1Su2n~-l(u-~)l/2du E w2"ds < 2"~-*r(n~) o k s h u /  (1.22) 

l'~9alit~ ayant  lieu pour n = 1. 
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1 2 - n~ Preuve du temme 1.4. On a (~o* w2"ds) -~ < (~o w~ ds) et: 

-0~ = E  1 _ ~t~w:dsd2)] 

1 7u2"~-~E[exp[  ~ ! (1.23) 
2"~-*F(n~) o JJ 

- w2ds = ~ ; ce qui prouve  le lemme. Or  E exp 2-  o 

Ainsi, s i n  = 1, on a, pa r  (1.21) et (1.22), avec ~ = �89 

pII(X,X) ~_ ~ E  iw2n ) A i 1 du (1,24) 

ce qui prouve  le 1) du th6or~me. 
Passons  fi la preuve du 2) du th6or6me 1.3, c'est-fi-dire au cas off n > 1: Soit 
n - 1  

= -  et tl = e~; on a alors 
n + l  

{(' '1/211 11 1 2"d`) exp jP( w) p=2(x,x) 2rcg,_2~E - (1.25) 
0 

off F (q ) )=  (2j'o 1 9~"ds) -1 pour  toute  fonct ion continue non  nulle sur [0, 1] et 
F ( 0 ) - -  + oo. 

Ainsi, pour  6valuer p=2(x, x) lorsque e tend vers z&o, il suffit d 'appl iquer  une 
m6thode  de Laplace pou r  le pon t  brownien.  

P o u r  cela, rappelons  les notatons:  
Soit ~ = ~ o  1 l 'ensemble des fonctions 9 abso lument  continues sur [0, 1] fi d~riv6e 
L 2 et telles que: 9(0) = 9(1) -- 0. 
Soit I la fonctionnelle d 'act ion du pon t  brownien,  fi savoir: 

= 2Io I~bsl 2ds si 9 ~ H  (1.26) ~I(~o) 1 1 

( I ( 9 )  = oo sinon. 

La  fonct ion F 6tant semi cont inue inf6rieurement pou r  la topologie de la conver-  
gence uniforme et born6e inf&ieurement,  on salt que: 

[ [ '  17 lira sup tl 2 log E exp - -~ F(tlW) < - C (1.27) 
q~0 

avec 
C = inf (F  + I ) .  

De  (1.26), on tire 6v idemment  que, p o u r  tout  K > 0: 

[(i ) ' [ '  }' 7 lim sup r/21ogE (qw)Z"ds exp - ~ F ( q w )  ; ~(qw)2"ds > K < - C.  
r/~0 0 

(1.28) 
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De  plus, on a: 

1 ELt!(~lw)Z"ds ) e x P L -  F ( r / w ) ;  ~(~ws)Z"ds<-_K 

= t/- S exp ~ E i o wZ"ds " (1.29) 

D u  lemme 1.4, de (1.28) et (1.29), on tire donc  que: 

limsupq21ogEll~Olws)2"ds} e x p -  F(qw) < - C .  (1.30) 
r/~0 k \ o  / 

D6mont rons  main tenant  la minorat ion:  lim inft-.o t ' l ogp , (x ,  x ) >  - C  qui r~sulte 
de la continuit6 de F hors  de 0. 

C o m m e n ? o n s  par  r emarquer  que l ' inf imum C est atteint  (et donc  str ictement 
positif).  C'est  tr6s classique: en effet, si la suite (~o,) dans YF est telle que: 
l im, ,_~(F + I)(r = C, alors 4o, est born6e dans ~ ,  une sous-suite de qo, converge 
donc  faiblement et uni form6ment  vers un p ~ W. N6cessairement,  ~o est non  nul 
sinon F (~ , )  tendrai t  vers l'infini et C serait  infini. 

P a r  la semi-continuit6 inf6rieure de F + I, on a 

C = l im(F + I)(q).) > (F + I)(cp) > C (1.31) 

d'ofl (F + I)(cp) = C. 

Remarque. Nous  verrons plus loin que C est atteint  en exactement  deux points  et 
nous calculerons sa valeur. 

Soit donc  q) un point  tel que (F + I)(cp) -- C et B(q~, p) la boule uniforme de 
centre ~o et de rayon  p. Pou r  p assez petit, on a: 0 < K _< F _< L sur B(cp, p) pour  
des r6els s tr ictement positifs K, L. On a alors: 

12 1 

(1.32) 

Or  F est continue et b o r n &  sur B(~0, p), on a donc: 

et donc: 

lim igfq21ogE[exp[-~FOlw)]; ~lw~B(q),p)] 

> - inf(F + I)(~) ,  ~ +B(q~, p) = -- C 

lim inf/72 log E ~ws) 2" ds ) -  1/2 exp - F(rlw > -- C, 
q--*0 

ce qui montre ,  avec (1.30), que: 

lim1121og E I ( , O1ws)2" ds)- l / 2 e xp I - ~ F (~lw) l l = - C , 

(1.33) 

(1.34) 

(1.35) 
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et donc par  (1.25) que: 
lim e2~logp,2(x, x) = - C ,  (1.36) 
~ 0  

ce qui ach6ve la preuve du th6or6me, au calcul de C pr6s. 

Remarque. I1 serait possible par  cette m6thode (en suivant [Az.1] ou [B-A.2]) 
d 'obtenir  un d6veloppement  asymptot ique de p,~(x, x) fi condit ion de d6terminer la 
nature  des minima de F + I, qui comme on le verra sont au hombre  de 2. Si ces 
minima sont non  d6g6n6r6s, on obtiendrait  au premier ordre: 

constante e - c#~ 
pt(x, X) ~ t2n+ l/n+ 1 (1.37) 

Passons au calcul de C: 
Soit q~ un point  off l ' infimum de F + I e s t  atteint: F + I(q~) = C, ~0 est non  nul, 

c'est un point  critique de F + I; ce qui est 6quivalent au fait que q~ est de classe C 2 
et solution de l '6quation: 

n 
_ _  ~02n-1 ~- 0 (1.38) (b-~ 2 

avec ~o(1) = ~0(0) = 0. 
Or  on a: 

Lemme 1.5. 1) L'application qui h q~ associe O = ( ~  (p2, ) - i / , -1  ~0 rkalise une bijec- 
tion de l'ensemble des points critiques de F + I sur l'ensemble 5r des solutions non 
nulles de l'kquation: 

"~ n ~  t 2 n - 1  = 0 (1.39) 

avee ~(1) = ~(0) = 0. 
5r est l' ensemble des trajectoires d' un point mat&iel dans le potentiel V(x) = �89 x 2" qui 
joignent 0 h 0 en temps 1. 
2) On a de plus: 

( n )  , . - 1 / , + i \  
C = 2 - - ~ /  2/.+i inf ( ( ~  1 ~(0)2)  ) . (1.40) 

Preuve. Si ~p est critique, donc solution de (l.38), il est clair que ~ = (~o2") - l / , -  1 ~0 
est solution non  nulle de (1.39). R6ciproquement  si ~ est solution non nulle de 
(1.39), ~p = (j 'O2,)-1/,+ i O est solution de (1.38) et donc est critique. C e d  r6alise un 
inverse de l 'application pr6c~dente qui est donc une bijection, ce qui prouve le 1). 

Prouvons  le 2): Soit ~ e ~ ;  on a ~o 1 b 2 -- - ~o~(~ -- n~o~r 2". 
De plus, il existe une constante E(~) (l'6nergie m6canique totale) telle que: 

Vt e [0, 1] �89 ~)} + �89 62.  = E ( q ) .  (1.41) 

li ' 'i 1 , = = I r  2 .  
e ( 0 )  5 r o 

D'ofi l 'on tire: 

(1.42) 
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Soit alors q0 un point critique de F + I et t) = (~q~z,)-~/,-tq), on a: 

( F + I ) @ ) = ~  02" = \  2 J \ n +  1E(t)) 

(F + I)@) = E(O) ~ -~/" +1.  (1.43) 

I1 suffit de constater que E(O ) = �89 par (1.41) pour conclure la preuve du 2). 
Grfice au lemme 1.5, on peut calculer C. En effet, on a: 

Lemme 1.6. Soit ~ ~ 5~; aIors ~ est p6riodique, de p6riode 4T(O) avec 

1 , f~  r(1/2n) 
T@) = i t~(0)l ._l/ ,  2n r(ll2n + 1/2) (1.44) 

et 0(2T + t ) =  -O( t ) .  ~ n e  s'annule qu'aux multiples entiers de 2T. De plus la 
p~riode d~termine ~ au signe pr~s. 

Preuve du lemme 1.6. Soit OeS~; on a ~(0)~(1) ~: 0. Supposons que ~(0) > 0. Le 
th6or~me de Rolle montre  que T = inf(t, t~(t) = 0) appar t ient / t  ]0,1[.  Sur l'inter- 
valle ]0, T[  on a, par (1.41): 

= ( E ( I ~ )  - -  I/t2n) 1/2 ( 1 . 4 5 )  

et donc 
qt(T) ds 

T =  ~ ( 2 E -  tpz") 1/2" (1.46) 
0 

De plus, on a encore par (1.41): 0 (T)  = (E(0)) t/z" d'o~t: 

1 1 du 1 1 ( 1  ~ )  
r (2E)n_l/Zn!x/~__u2n (2E)n_l/2,2nB , 

1 , ~  F(1/Zn) 
(1.47) 

-- (2E) "-1/2" 2n F(1/2n, 1/2)" 

Or encore par (1.41): E = �89 ~)(0) 2 d'ofl la valeur de T donn6e dans le lemme. Or 
Test  un point de maximum de ~9 (puisque ~ ( r )  = - nO(T) z"- 1 < 0). 0 d6croit sur 
l'intervalle [T, S]  avec S -- inf(t => T, 4,(T) = 0 par (1.39)). Par le marne raisonne- 
merit que pr6c6demment, on a: 

(2E)t/2" ds 
S - T =  f ( 2 E - s 2 " )  1/2-  T (1.48) 

0 

d'ofl S = 2T. 
Or en S, on a/~(s) = - ~)(0) donc sur l'intervalle [2T, 4T]  le mouvement  est 

oppos6 fi celui sur [0, 2T].  Ainsi, ~s est p6riodique de p6riode 4T et ne s'annule 
qu'aux multiples entiers de 2T. 
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Enfin, il est clair que T(O) d6termine 1~)(0)t et donc ~ au signe pr~s. 
Par le lemme 1.6, on voit alors que si O e 5  ~, 2T(O) doit diviser 1, c'est-fi dire 

qu'il existe un entier k tel que: 

1 
T(~) = 2k" 

Ainsi l'ensemble 5 e, et donc l'ensemble des points critiques de F + I, est 
d6nombrable et l'infimum de (�89 d(0)z) "- ~/"+: pour 4/e 6P est atteint pout k = 1 (i.e. 
en deux points ~o et - 4J0) et vaut: 

inf ( ( 1  ~(0)2)"- 1/~+ 1) - x /~  F ( 1 / 2 n ) ~ 2 . / . + l  

d'ofi on tire la valeur de C par (1.40). Ce qui achdve la preuve du th6or~me (1.3). 

Lien avec un systkme dynamique perturb~ 

Nous allons expliquer ici le ph6nom6ne de d6croissance exponentielle sur la 
diagonale sur l'exemple pr6c6dent en montrant que, apr6s une renormalisation du 
processus (ou du g6n6rateur), il est 6quivalent /t la d6croissance exponentielle 
naturelle de la densit6 de la loi de transition entre deux points fi distance non nulle 
pour un syst6me dynamique perturb6 qui rel6verait d'une th6orie/t la Ventcell- 
Freidlin [F-V] dans le cas hypoelliptique (cf [Azh 2]). Consid6rons sur IR 2 
lop6ra teurU=~2[~(0~l  2 ~• x ~ a T ~ 8 ~ = ( e - / 2 ) ~ . l X 2 + X o -  

Soit q~(x, y) la solution fondamentale de L '. 
Le th6or6me (1.3) b) est alors 6quivalent au r6sultat suivant: 

Thbor~me 1.7. Avec Ies notations pr~ckdentes, s in > 2, on a: 

lim e2 log q~ (0, 0) = - C 
e ~ 0  

o~ C est la constante introduite au thborkme (1.3). 

Preuve. Soit z*(t) la diffusion de g6n6rateur U issue de 0. 

On a: I z1(t) = ~w~ , 
(1.50) 

Ze2(t) ~n+l f , l n  2 = ( ~ )  clw~ + t . 
0 

Soit x ~ D et 6[ le diff6omorphisme de 1R 2 donn~ par: 

n - 1  
avec c~ - 

n + l "  
Si y~(t) d6signe, 

6[(ul, u~) = ~ u~, j (u2 - x2) 

g6n6rateur e2L, on a en comparant (1.18) et (1.50): 

(1.51) 

comme dans la preuve du th6or6me 1.3, la diffusion de 

~(y~(t)) = S ( t ) .  (1.52) 
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D'ofi  l 'on tire 6videmment: 

1 
-- qS (o, o ) .  (1.53) 

Le th6or6me 1.7 est alors de fagon 6vidente 6quivalent au b) du th6or6me 1.3. 

Remarque. On obtiendrait  de m~me le r6sultat de 1.7 pour  un temps t diff6rent 
de 1: 

l ime  2 log q~(0, 0) = - C(t) (1.54) 
~--~0 

off la constante C(t) est donn6e par: 

1 
C(t) = - inf 

2 ~,~ ) t + ~b2(s)ds (1.55) 
(p2,(s)d s o 

0 

et pourrai t  ~tre calcul6 explicitement par  l 'argument de la preuve du b) du 
th~or&me 1.3. 

Nous  allons vgrifier ici que la constante C est bien l 'action minimale pour  
joindre 0 / t  0 en temps 1. Pour  cela, rappelons les notat ions de (0.8): 
Soit ~ l 'apptication qui, / t  h, 61~ment de ;4 ([0, 1], IR 2) nul en 0, associe la solution 
yl(h) de l '6quation: 

dyt = Y', Xi(yt)h~dt + Xo(y t )d t  
i= 1 (1.56) 

Yo = X  

et d~ (x, y) Faction minimale entre x et y i.e.: 

dZ(x,y)  = inf ([h[~). (1.57) 
he(~1)-~(y) 

On a alors: 

Thbor6me 1.8. Avec les notations prbc~dentes, 

C = �89 if1(0, 0) 2. (1.58) 

Preuve. Rappelons que C a ~t6 introduit  en (1.28): 

C = inf(F + I )  = inf 1 + ~b~ ds 
~ 2fq0a,(s)ds 2o  

0 

off ~ e s t  H~([0, 1], IR). 
~ dl(0, 0) > C. Commenqons  par mont rer  que: 1 2 

Soit h ~ u l ( [ 0 ,  1], IR 2) nul en 0, q~o~(h) est nul si et seulement si: 

1 

hi( l )  = 0 et ~ h"~(s)dh2(s) = - 1. 
0 

(1.59) 

(1.60) 
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Pour un tel h, on a donc: 

\ 1 / 2  \ 1 / 2  

1 =  ih]dh2l<=(ih~"  ) ( i h  2) (1.61) 

et donc 
i 1 i 1 

hl(s)2ds + ~ h2(s)Zds > ~ h~(s) +1  (1.62) 
o o o ~ h~"(s)ds 

0 

Or hi er~, on a donc pour tout h tel que qS~(h) = O: 

1 1 

I hi( S)2dS -b I h2( S)2dS 2> 2C ( 1 . 6 3 )  
o o 

d'ofl 
d2(O, O) > 2C. 

R6ciproquement, soit q~o l'un des deux points de u off l'infimum C de F + I est 
atteint; posons h I = ~00 et 

h2(t) - 1 1 } h](s)ds et h = (hi, he) (1.64) 
f h 2.~ 
0 

On a alors: ~o i h"ldh2 = - 1 et donc h = (hi, h2)eK ~ 
De plus: 

1 z 1 1 
I h12 + I h~ = y h~ +1  = 2C. (1.65) 
o o o ih2 .  

0 

On a donc bein: if2(0, 0) = 2C. 

2. Estimation asymptotique de l'action d~(x, x) 

Soient Xz, i = 0 . . . . .  m, m + 1 champs de vecteurs sur IRa de d&iv6es de tout 
ordre born6es. Supposons que l'hypoth6se (0.1) soit v6rifi6e. L'objectif de cette 
partie est d'6tudier la quantit6 introduite apr6s (0.8): 

d 2 (x, x) = inf 1[ h It 2. (2.1) 
h e (q~)- 1 (x) 

A cette fin, introduisons l'espace ~k(X) orthogonal de (gk-I(X) dans (gk(~V), et le 
projecteur orthogonal gk(X) sur ~-k(X), Off (gk(X) est l'espace vectoriel engendr6 par 
les crochets de Lie des champs Xz, i 4 = 0 de longueur < k. n(x) est le plus grand 
entier I tel que ~z(x)Xo(x) 4= 0 et r(x) le plus grand entier tel que ~t(x) 4= 0. L'objet 
de cette partie est de d6montrer le th6or6me suivant: 

Thbor6me 2.1. Supposons que r(x) > n(x) > 3. On a: 

lim inf d2(x, x)~-4/"(~) > 0.  
e--~O 

(2.2) 
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Si n(x) = r(x), il existe un rOel M(x) > 0 tel que: 

lim d~(x, x)e-r = M(x) . (2.3) 
e--+O 

Supposons de plus que, sur un compact K la dimension de chaque c~(x), reste fixe ainsi 
que r(x) et n(x). Alors (2.2) et (2.3) sont uniformes sur ~ et M(x) d@end de fafon 
continue de x ~ K. 

Avant de donner la preuve de ce th6or6me, introduisons quelques notations. 
Soit (/~) un multi-indice (iz . . . . .  it), ij appartenant/t  0, 1 , . . . ,  m. Notons I/~1 sa 

longueur, I/~~ le hombre de 0 appartenant fi (/~) et [fl~l le nombre de termes non 
nuls appartenant/ t  (/~). X(~) d6signe le crochet de Lie [ X ~ , . . .  [Xz~_,, Xi~]]. On 
peut extraire de l'ensemble des multi-indices de longueur < ru n  ensemble minimal 
~r tel que 

X(~)= ~ 2~,)X(~,), (2.5) 

les ,~.~p,) 6tant universels. De plus, dans (2.5), les seuls 2(~,~ non nuls sont associ6s 
fi des (/~') qui se d6duisent de (fl) au moyen d'une permutation. Enfin, on peut 
supposer que ~r = ~r I1 suffit de consid6rer une base de Hall de l'alg6bre de 
Lie libre/t  m + 1 g6n6rateurs. 

Soit t--* (h '~~ h't") un 616ment de l'espace de Cameron-Martin sur IR "+1. 
Soit yr(x, h') la solution de l'6quation dans IRe: 

dyt(x, h') = ~ X~(yt(x, h'))h'i~dt 
i = 0  

yo(x, h') = x . (2.6) 

Rappelons le r6sultat suivant ([B-A.1], [Str], [L.3]): Soit r > 0. II existe des 
fonctionnelles universelles r6elles F(a)(h') ((/~)e~Cr) et un polyn6me universel 
P~x(F(a)(h')) en les d6riv6es des champs Xi en x et en les F(a)(h')((~)~ dr )  tel que: 

i) quandn h' II ~ 0 

y l (x ,h ' )=  x + {I + Ux(F(a)(h'))} { ~ X(a)(x)F(p~(h')} + O(llh'l[r--~). (2.7) 

ii) F(p)(h') est une combinaison lin6aire d'int6grales it6r6es contenant pour tout 
j ~ {0 . . . . .  m} autant de termes en h'jdt que (fi) contient de termes en j. 

iii) P~ est de valuation non nulle en les F(t~)(h' ). 
On pourra trouver une d6monstration de ce fait dans [B-A.L. 2]. 
On peut introduire l'ensemble de ces F(p)(h') d'une autre fa~on. Soit le groupe 

nilpotent simplement connexe N,,+l,r  libre d'ordre r /t m + 1 g6n6rateurs et 
X ~ , . . . ,  X~ les champs invariants/t gauche qui constituent les m + 1 g6n6rateurs 
de son alg~bre de Lie. Soit y~(h') la solution de l'6quation: 

dy~(h') = ~ X?(y~(h'))h'tidt 
i = O  

y,~(h')  = e. (2.8) 
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Dans  ce cas, y~(h') = (F(e)(h'), (f i)e s~,) (fi un changement  de r~alisation du groupe 
de Lie pr&). 

Rappe lons  le l emme suivant ([-L.2], Th. 1.2): 

L e m m e  2.2. Soit h' ~ H 1 et soit q > O. II existe un blbment h'. de l'espace de Cameron- 
Mart in v&ifiant les 3 propriOtbs suivantes: 

i) II h' - h'. I1 < q (2.9) 
ii) Pour tout (fl) ~ ~ 

F(#)(h') = F(p)(h'n). (2.10) 

! iii) h ~ F(.)(h) est une submersion en h.. 

Preuve du thbor~me 2.1. Trans fo rmons  ht en e2/~(~)ht dans (0.8). Nous  obtenons  
ainsi une nouvelle 6quat ion diff6rentielle: 

dyT(x, h) = e z/"(~) ~ Xi(yT(x, h))h{dt + eaXo(Y~(x, h))dt 
i = l  

37~(x, h) = x .  (2.11) 

Posons  q~(h) = y~(x, h). On  a alors: 

d~ z(x, x') = e */"(~) inf II h ]l 2 = e4/,tx)(j~(x, x))2 . (2.12) 
h~(~)-~(x) 

Pour  mon t r e r  (2.2), il suffit de mont re r  d 'apr6s (2.12) que lim inf~+o J~(x, x) > O. 
Utilisons fi cette fin (2.7). Soit (fi) un multi-indice. Soit h' = ( t , h )  et 

h; = ( 8 2 t ,  ~2/n(x)h), alors f (p ) (h ; )=  e~(r avec v( f l )=  2 \n(~) [I/~al + I/~~ Soit 

N > 0. Pou r  un entier r assez grand, on a par  (2.7): 

~x(h) = x + (I + P~(e~(#)F(~)(h')))( E e~'#)X(#)(x)F(#)(h') + O(eN)) . (2.13) 

Soit C > 0. Lorsque  e est assez petit, I + Ux(e~(P)F(p)(h')) est une matr ice inversible, 
car 6gale fi l 'identit~ lorsque e = 0. Pa r  suite, l '6quation ~ ( h )  = x 6quivaut  quand  

est assez peti t  fi: 

e~(P)X(p)(x)F(a)(h ') + 0(e N) = 0 .  (2.14) 
(/~)c d ,  

Soit une suite e, ~ 0 telle que h~, ~ ( ~ " ) - ,  (x) et telle que H h~, N -~ 0. Supposons  que 
N > 2. L ' exposan t  m in imum de e, dans 

7c,(~)(x) ~, e~J)X(p)(x)F(p)(h~,) (2.15) 
( f l )~s6  

est 6gal fi 2 et son coefficient vaut: 

rc,(x)(x)X(a)(x)F(p)(h~,) + ~,(x)(x)Xo(x) . (2.16) 
I/~l = n(x),l/PI = O,(/~)ed~ 



190 G. Ben Arous et R. L6andre 

(2 .16)  nous montre  que lorsque n -* oo : 

n,(~)(x)S~)(x)F(~)(h~,) + n,(~)(x)Xo(x) ~ O . (2.17) 
I/~1 = n(x), I/~~ = 0 , ( / ~ ) ~ .  

Comme rc,(~)(x)Xo(x)4: 0, (2.17) impliquc que lim inf,-~oo IIh~ [12> 0. Ceci nous 
prouve que lim inf=-,o(d~(x, X ) )  2 > O .  

Pour  d6montrer  (2.3), on commence comme dans la preuve de (2.2), mais on 
doit  mont re r  cette fois que lim~_,od~Z(x, x) = M(x)  > O. On doit maintenant  ap- 
pliquer la marne proc6dure que dans la preuve de (2.2), pour  chaque projection 
rh(x), et non  pour  n,(~)(x) uniquement.  Si l <  n(x), il y a un seul terme dont  
l 'exposant de e est inf6rieur ~ 2 rh(x)~.(~)~e~(t~)X~t~)(x)F(~)(h~). I1 s'agit du terme: 

e2l/"~) rh(X) X(B)F(e)(h) . (2.18) 
( / ~ ) ~ d .  I/~~ = 0,1/~*1 = l 

On a F(p)(h') = F(a)(h) car I/~~ = 0. 
Si I = n(x), il y a un seul terme dont  l 'exposant est 6gal/t 2. Par  suite, l '6quation 

(2.14) se ram6ne, lorsque II h II est born6e,/ t :  

F(to(h)nl~lX(~)(x) + n,(~)(x)Xo(x) + o(1) = 0 .  (2.19) 

L 'hypoth&e essentielle dans le fait que (2.14) est 6quivalent /t (2.19) est que 
n(x) = r(x), et donc que la somme directe des ~a~)  est 6gale/t  IRa. Introduisons la 
fonctionnelle de h d6finie par: 

Ox(h) = ~ ~,(x) ~ X(~)(x)F(r (2.20) 

(2.19) s'6crit maintenant:  

Posons  
O~(h) = -~ , (x) (x)Xo(x)  + o(1).  (2.21) 

(2.22) 

pour  tout  ~ > O. 
Mont rons  maintenant  l'in~galit6 

lim inf (cT~(x, x)) 2 > M ( x ) .  
~:--+ 0 

(2.24) 

M(x)  = inf [1 h II 2. 
~Ah)  = - ~ . M x ) X o ( x )  

La remarque essentielle est la suivante: dans les int6grales it&6es figurant dans 
(2.20), il n'y a que des terrnes en h~dt et pas de termes en dt. Cela va nous permettre  
d 'appliquer le lemme 2.2 (pour Nm,.(x) et non pour  Nm+l,,). 

Ceci nous permet  de montrer  d 'abord  que M(x)  < oo. 
De plus, d 'apr& ce lemme, il existe, pour  tout  t / >  0, un 616ment h, ~ (Ox)-1 

( - n , ( ~ ( x )Xo (x ) )  tel que [I h, II 2 < M(x)  + r I e t  tel que h ~ Ox(h) soit une submer- 
sion en h,. Par  suite, il existe un 616ment h i -+ hn quand e ~ 0, solution de l '6quation 
(2.21), par  le th6or6me des fonctions implicites. 
Donc  (dAx, x)) 2 <-_ II hl [12. Ceci nous prouve que: 

lira sup (d~(x, x)) 2 < M(x)  + r l (2.23) 
e---~ 0 
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Raisonnons  par  l 'absurde. I1 existerait une suite e, ~ 0, une suite h, born6e telles 
que: 

lim IIh,[I 2 < M(x) (2.25) 
n ~ c o  

et telles que: 
~ ( h , )  = -n,(~)(x)Xo(x) + o(1).  (2.26) 

Par  compacit6, on en ddduit qu'il existe un 616ment h de l 'espace de Cameron-  
Mar t in  tel que: 

IlhH 2 < M(x) (2.27) 
et tel que: 

~ (h) = - rc,~)(x)Xo (x). (2.28) 

ce qui contredit  la d6finition (2.22). 
Si la dimension de chaque cgk(x) reste constante sur un compact  n, les projec- 

teurs n~(x) d6pendent  de fagon continue de x. Si n(x) et r(x) ne d6pendent pas de 
x, n,(~)(x)Xo(x) est cont inu en x. I1 en r6sulte clairement la continuit~ de M(x) en 
x et l 'uniformit6 en x des limites (2.2) et (2.3). 

3. Minoration du logarithme du noyau de ia chaleur 

Soit (w 1 . . . .  , w ~) un mouvement  brownien sur IR m. Consid6rons l '6quation 
diff~rentielle de Stra tonovi tch sur Nd: 

dye(x, w) = ~ ~ Xi(y~(x, w))dw~ + ~2Xo(y~(x, w))dt 
i = l  

y~(x, w) = x. (3.1) 

On suppose que l 'hypoth6se (0.1) est v6rifi6e. 
Darts ce cas, y](x, w) poss6de une densit6 p~2(x, y). (C'est aussi la densit6 en x du 

noyau  associ6 fi e x p [ - ~ 2 1  v,m X 2 _ e2Xo].) 
M(x) est toujours d6fini comme dans (2.22). 
L'objectif  de cette partie est de d6montrer  le th6or~me suivant: 

Th+or+me 3.1. Supposons que r(x) = n(x) > 3. Alors: 

lim inf 2~ 2 ~- 4/,(~) log p~ (x, x) _-> - m (x) (3.2) 
~--*0  

Si r(x) > n(x) > 3; 

lira inf 2~2~ -4/r(x) log p~2(x, x) = 0. (3.3) 
~--*0 

De plus, si n(x) et la dimension de chaque gk(x) restent constantes sur un compact K la 
minoration (3.2) est uniforme sur K. Si n(x) reste constante sur K, (3.3) est uniforme 
s u r  K.  

Preuve. D6mont rons  d ' abord  (3.2). In t roduisons  une suite f. de fonctions C ~ 
/t support  compact  tendant  vers la masse de Dirac en 0 au sens des distributions. 
On  a: 

p~2(x, x) = lim E[f ,(y](x,  w))]. (3.4) 
n--+ eL3 
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Nous  aUons suivre la d6marche de [-L.2], proposi t ion 2.1. Soit un r6el t / >  0. 
Introduisons un 616ment h e de l'espace de Cameron-Mar t in  nl ,  que nous choisirons 
plus tard, la seule hypoth~se que nous ferons maintenant  sur lui &ant que n h ~ II 2 < 
M(x) + tl sie est petit. Au lieu d'effectuer, comme dans la preuve de la proposi t ion 
2.1 de [L.2], la t ransformation e d w ~ e d w  + l~dt, nous ferons la translation 
e d w ~ e d w  + e2/n(x)]~dt. Cela revient ~i consid6rer l '6quation diff6rentielle de 
Stratonovitch: 

dz[(x, w, h ~) = ~ ~ Xi(z;(x, w, h~))dw~ + e 2/"(x) ~, X~(z;(x, w, h~))h;'dt 
i = 1  i = 1  

+ e2Xo(x)(z~(x, w, h~))dt (3.5) 

z~(x, w, h ~) = x ,  

6w i d6signant la diff6rentielle d'It6, introduisons le processus: 

Z~(x, w, h ~) = exp - g(1-2/n(x) ) - lh  s (~w s 
0 

] x e x p  - ~(el-2/ '(~')  -2 ,.., ]]/~llZds . (3.6) 
i = 1  

C'est une martingale de carr6 int6grable. En utilisant la formule de Girsanov, nous 
obtenons: 

E[f,(y](x,  w, h~))Z](x, w, h~)] = E [ f , ( y ]  (x, w))] . (3.7) 

S ~ 1 7 6 1 7 6 1 7 6  I th 2 1 e t n u l l e 2 '  

en dehors de [ - q l ,  ql] .  On a, s if ,  > 0: 

Introduisons la mesure #~ sur IR a d6finie par: 

= ~' ~ ~ h ~ ) )  ( 3 . 9 )  y f d # 8  E )~ (~ l -2 /n (x ) )~  ht  (~w, f ( y l ( x ,  w, . 
t_ \ o 

Elle possSde une densit6 q~(x, y)C ~ sie > 0. (3.9) nous permet  de dire que: 

p,,(x,x) >expf -~ (~ . l -2 /n (x>) -2 (Hh ' , , 2  + t h ) ] q , ( x , x ) .  (3.10) 

(3.10) montre  alors qu'il suffit pour  d6montrer  (3.2) de t rouver  une constante C > 0 
et un entier N > 0 tel que 

q~(x, x) >= Ce -u  . (3.11) 
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A cette fin, il suffit d'utiliser la m & h o d e  de [L. lJ ,  part ie  I. Aussi, nous ne 
d6taillerons pas. Posons  c~(x) = 1 - 2/n(x) de fagon ~t ce que: 

edw + ez/"(~)14~dt = ga/n(x)(14~dt -~- e'(~)dw). (3.12) 

Les r6sultats de [-BA.I-], [BA-L.2] mont ren t  que (2.7) devient, dans ce cas: 

y~(x, dw, dh ~) = x + (I + P'~(g~(~)F(p)(dt, dh~ + e~(~)dw,))) 

(3.13) 

les F(e)(dt, h~ + e'(X)dw) 6tant des sommes  d'int6grales it6r6es au sens de 
Stratonovi tch.  R66crivons le terme de droite dans (3.13) sous sa forme 
x + (I + A~(e))U~(e)) + O(~N). 

Soit g une fonction C ~ de l 'ensemble des matr ices sur R e/t valeurs dans [0, lJ,  
6gale fi 1 si la no rme  de la matr ice est inf~rieure fi �88 et nulle si elle est sup6rieure 
/~ �89 In t roduisons  la mesure  p~ sur IRe d6finie par: 

~f' I~ E f ( x  
1 ] 

e i i + (I + Ar~(e))(U~(e) + O(eN)))g(A~(e))Z(e 1-2/"(x) h, 5wt) . 

(3.14) 

Elle poss6de une densit6 C ~~ q,(x, y). De plus, si g(A~(e)) + O, I + A~(e) est inver- 
sible, d ' inverse born6. Pa r  suite: 

g(A~(e))y](x, w, h ~) = (x + (I + A~(e))(U~(e) + eNRu(e)))g(A~(e)) . (3.15) 

De plus, la fonctionnelle brownienne  g(A~(e))RN(e) est C ~ au sens de Mall iavin 
( [W]) .  Plus pr6cis6ment, soit F une fonctionnelle brownienne dont  on notera  par  
Dti)F le i eme gradient  it6r6 au sens de Malliavin. In t roduisons  la norme  11 []p,k de 
F d6finie par: 

II F Ilp,, -- ~ (E[ID(~)FIP]) tip. (3.16) 
i < k  

g(A~(e)) tend vers 1 pour  toutes les normes  I] ][p,k quand  e ~ 0 et g(A~(e))RN(e) est 
aussi born6 quand  e ~ 0 pou r  toutes les normes  [I ][p,k. 

Soient F et G deux fonctionnelles browniennes  fi valeurs dans IR d. No tons  
(DF,  DG}  leur matr ice de covariance.  Les est imations de Kusuoka -S t roock  
( [K-S.2])  mon t ren t  qu'il  existe un entier No ne d6pendant  que de n(x) tel que, pour  
r > n(x), on ait, quand  e ~ 0:11 (DU~(e), DU~(~)) -1 ]]p,k <= Cp, k,r '~-N~ On en dOduit 
que si N e s t  assez grand, et que si g(A~(e)) ~e 0: 

V~(e) = ( DU~(e), DU~(e) ) -  I ( ( DU~(e), DU~(t) ) -- ( D(U~(e) + 8N RN(g) ) , 

D(U~(e) + gNRN(e)) ) ) (3.17) 
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tend vers z6ro (lorsque e tend vers z6ro) pour  toutes les normes de Sobolev I[ lip,k. 
Consid6rons maintenant  la mesure #'~" d6finie par: 

~fdy;" = E f f ( x  + (I + A~(e))(U~(e) + eNRu(e))) 

g(A~(e))g(V~(e)))~(e(~- z/'(~')) i h~'6w~) ] . (3.18) 

Elle possdde une densit6 C~gl'~(x, y) inf6rieure fi c],(x, y). Introduisons enfin la 
mesure v7 d6finie par: 

~fdv~ = E[f(U'x(e) + dVRN(~))g(A~(e))g(Wx(e)) 

X(g(1-2/n(x)) i h~'c~w~) 1 . (3.19) 

Elle poss6de une densit6 C~176 , z). De plus, c~(x, 0) < Cgl'~(x,x), car il existe une 
constante C > 0 telle que la condit ion I(I + A'~(~))(U~(e) + dVRu(e))l < 6 implique 
I(U~(z) + eURu(e))l < C5 lorsque g(A~(~)) �9 O. Comme ~'~(x,x) < q,(x,x), 
~(x, O) < Cq,(x, x). 

Soit t / >  O. Choisissons un h, poss6dant les propribt6s suivantes: 
i) 

rq~l(x)X(~)(x)F(t~)(dh,) = - rc,r . (3.20) 
(~)e xg.~),lfl~ = 0 

ii) tl h 2 II ~ M(x) + q. 
iii) h ~ (F(p)(h); I fl~ = 0; (f l )esr  une submersion en h,. 

Par  le th6or6me des fonctions implicites, il existe une fonction e-+ h~ telle que 
lim h~ = h~ lorsque e ---> 0 et telle que ~(p)~,e~tP)X(a)(x)F(a)(dt, dh~) = 0. Le terme 
d 'exposant  minimum dans l 'expression 

est 

Par  suite: 

a v e c  

7h(x) ~ e~(a)X(p)(x)F(a)(dt, dh~ + e~(~)dw) 

e 21/"~x) ~ z~t(x)X(~)(x)DF(p)(h~). (e~(~)w). 
(r176 = o, 1I~1 = 

gl~(x, O) > Ce -N~:~ 

N ( x ) =  ~ ( n ~ ) l + ~ ( x ) ) d i m ~ , ( x )  
1 < n(x) 

(3.2t) 

(3.22) 

ce qui provient  du fait que la variable al6atoire ~(r162 dw 
est une gaussienne non dbgbn&&, puisque l 'application h ~ Fto)(h) (lfl~ = 0, (fl) 
d , { ~ )  est une submersion en h,. 

Pour  mont rer  (3.3), on fait la translation edw~edw + e2/'(~l~dt. Comme 
r(x) > n(x), on doit remplacer dans (3.20) -~,(~)(x)Xo(x) par  0. Darts t o u s l e s  
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autres calculs, n(x) doit atre chang6 en r(x). Ainsi l'entier N(x) devient l'entier 

+ ~(x) d im~ t (x )  avec c~(x)= 1 -  r(x~" Ceci nous montre que 

C 
lim inf 2ee 2- 4/,(~)log p,~(x, x) > O. Comme par ailleurs, p,~ (x, x) __< ~ pour e assez 

petit et pour un entier N~ convenable, la limite inf6rieure ci-dessus ne saurait 6tre 
strictement positive. Ceci ach6ve de prouver (3.3). 

Remarque. On aurait pu utiliser la m6thode plus 616mentaire de [B.2], dans l'&ude 
des densit6s. 

4. Majoration du logarithme du noyau de la chaleur 

Nous prouvons maintenant la majoration dans le th6or6me de 1'introduction. M(x) 
est toujours d6fini comme dans la pattie 2. 

Th6or6me 4.1. Supposons que r(x) = n(x) >= 3. Alors: 

lim sup 2gze -4In(x) log p,:(x, x) < - n(x) . 
~:--* 0 

(4.2) 

Plut6t que de multiplier les combinaisons lin6aires constituant les int6grales it6r6es 
de Stratonoviteh F~p)(t, w) par e ~(a) eomme on le faisait dans la partie 2, on les 
multiplie par eZl/~~ I#11, quantit6 not6e e~'~P). Soit N u n  entier assez grand. Les 
r6sultats de [BA.1], [BA-L.2] montrent qu'il existe un entier r > r(x) tel qu'on ait 
l'anatogue de (3.13): 

(4.3) 

Soit (Dy](x, w), Dye(x, w)) la matrice de Malliavin de y](x, w). Les r6sultats de 
Kusuoka-Stroock ([K-S.2]) montrent que pour tout p, il existe un entier N(p) tel 
que: 

E[(det(Dy](x, w), Dy](x, w)))) -v l  __< Ce -N(p) . (4.4) 

Soit ql un r6el > 0. Soit g une fonction C ~176 de l'ensemble des F~)(t, w) dans [0, 1], 

6gale fi 1 si tousles F~a)(t, w) sont inf~rieurs en module/t  ~ et nulle si l 'un au moins 
I 

des F~a)(t, w) est en module > ql. Introduisons la mesure #~ d6finie par: 

~fd#~ = E [g(eV'(P)F(~)(t, w))f(y] (x, w))] . (4.5) 

Les fonetionnelles g(eV'(~)F(~)(t, w)) et y] (x, w) sont C ~ au sens de Malliavin. (4.4) 
montre done que la mesure #~ poss~de une densit6 q~(x, y) de classe C ~~ pour e > 0. 
L'int6gration par parties du ealeul de Malliavin montre qu'il existe une 
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expression universelle E(c~) polynomiale  en les d+riv6es au sens de Mall iavin de 
y](x, w) et de det(Dy](x ,  w), Dye(x, w)) -~ et celles au sens usuel de g teltes que: 

[- ~(~) 

= E[E(a) f (y]  (x, w))] . (4.6) 

De  plus, E(c 0 est nulle si tous les Ie~'(~)F(,)(t, w)l sont inf6rieurs fi th.  D 'apr6s  
l 'annexe, prop.  A.2, il existe deux constantes  C et C'  telles que: 

P{IF(~)(t, w)l > 2} __< Cexp[ -C '22 /1 r  . (4.7) 

Ceci nous mon t re  que, pour  tout  multi-indice (~), il existe 2 constantes  C et C' > 0 
telles que: 

E L m  e Ox(~)f(yl(x , w))(1 -- g(ev'(t3)F(~)(t, w))) <= Ce-N(~)exp (4.8) 

pour  un certain entier N(e). Pa r  suite, la densit6 q,(x, y) de #~ est telle que quand  
e--* 0: 

sup [q~(x, y) - p~(x, y)[ __< exp - (4.9) 
y 

pour  un certain C > 0 ne d6pendant  que de r d6fini dans (4.3) et de t h .  Pour  
p rouver  la premi6re part ie du th6or6me 4.1, il suffit donc  de p rouver  que: 

lim sup 2g2g -4/n(x) log q,(x, x) < - M ( x ) .  
g--*0 

(4.10) 

Si t h est assez petit, il existe deux constantes  Cl ( th)  et C2(t /1  ) > 0 telles que si 
g(e~'(P)F(p)(t, w)) 4= O, alors 

C~(rh)lYl ~ I(I -I- P~(e~'(P)F(,)(t, w)))(y)[ < C2(r/1)lyl �9 (4.11) 

Si g(e~'(t3)F(,)(t, w)) # O, (4.3) s'6crit: 

(~ �9 

= x + (I + A~(e))(U~*(e) + ~NsN(0) (4.12) 

off SN(e)g(er w)) est born6 pour  toutes les normes  I I I Iv ,  k, 
Soit 6 > 0. Soit 0],x l 'ouvert  de IRe d6fini de la fa~on suivante: y EO[,x si 

I~t(x)yl < O~2~/,(x) pour  tout  l <= n(x). Soit g[,~(y) une fonction C ~ de IR e dans 
[0, 1] ~gale fi 1 sur 0~, x et nulle en dehors  de 0 ~20, ~. On peut  supposer  de plus que 
pour  tout  multi-indice (e), il existe un entier N((e), ~) tel que: 

sup ~ ~ < C~ -N(~)'~ . 
y E ~. <l t;.A, 

(4.13) 
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d6finie par: In t roduisons  la mesure  vo, 

~fdv],~ = e[g(e~'(a)F(a)(t, w))g],~(U'xr(e) + eNsN(e))f(y](x, W))] . (4.14) 

Cette mesure  poss~de une densit6 C oo q~(x, y). 
La remarque essentielle pour la suite est que q~(x, x) = q~(x, x). En effet, posons 

II~'Y'<a'(Y) de sorte que: 
fx(Y)- C l 6 , 1  ~ , 

q,(x, x) = lim e [g(e~'(~)F(p)(t, w))f~,(y] (x, w))] . 
6"~0 

(4.15) 

I1 existe un r6el C(6, e) tel que si 6' < C(6, e), on a d 'apr6s (4.11): 

E[g(er w))f~,(y](x, w))] = E[g(er w))g~,x(U'~(e) 

+ euSN(e))fa,(y](x, w))] . (4.16) 

Ceci nous mon t r e  que q~(x, x) = q~(x, x). 
Util isons de nouveau  la proc6dure d ' int6grat ion par  parties de Mall iavin 

( [M ] ) .  Soit (e) un multi-indice. I1 existe une fonctionnelle 0(c~) telle que: 

vo, ~ [~x(~) f , = E [O(e)f(y] (x, w)) ] .  (4.17) 
J 

0(e) est un po lyn6me  en les d6riv6es au sens usuels de g~,~ et de y, et en celles au 
sens de Mall iavin de y]  (x, w) de e ~'(~)F(p)(t, w) et de (det (Oy] (x, w), Dy] (x, w)))-~.  
L'es t imat ion  de K u s u o k a - S t r o o c k  (4.4) et l ' hypo th&e (4.13) sur les d6riv6es de 
g], x p rouven t  que, pour  tout  q > 1, il existe un entier N((c0, q) > 0 tel que: 

E[10(e) l ]  < Ce-N((~)'q)(P{(U~@) + eNSu(e))eO~2o, x}) 1/q . (4.18) 

Pour  mon t r e r  (4.1), il ne reste plus qu'~ mont re r  que: 

lim sup e(z-4/"(X)logP{(U'xr(e) + eNSN(e))~ O~,~} __< - M ( x ,  6) (4.19) 
~--+0 

et que lorsque 6 ~ 0, M(x,  6) ~ M(x)  (ces deux propr i6 t& &ant  uniformes sur un 
compac t  K v6rifiant les condit ions du th6or6me). Nous  le ferons en prenant  r = n(x) 
et N = n(x) + 1. 
On peut  consid6rer le d6veloppement  de Tay lo r  s tochast ique de y] (x, w). On  a: 

n(x) ~(j) 

~e(j ) y~ w) o,(X)+ l o~ ~ w) (4.20) y ] ( X ,  W) = X "~ Z ~j "~ o a~.n(x)+lt "~, �9 
j = 0  

On sait (Annexe) que chaque ~ y l  ~ (x, w) est une combina i son  lin6aire d'int6grales 

it6r6es, et de plus que: 

= e R , + l , l ( x , w ) + R , + a ( x , w )  (4.21) 
l 
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chaque variable 
suivantes: 

~g 
al6atoire R~+~,~(x,w) et R.+~(x,w) %rifiant les in6galit6s 

P{l/~+~(x, w)[ ->_ 2} < C e x p [ -  C2 ~/"(~)+ ~ ] (4.22) 

P{IR",+ ,,I, l(x, w)l > 2} < C e x p [ -  C22/"(~)+ ~ + ' ] .  (4.23) 

De plus, si on consid+re une int6grale it6r~e V contenant k termes d'int&gration en 
we t  k' termes d'int6gration en t, on sait d'apr~s l'annexe que: 

P{lVI > 2} = e x p [ -  C2 2/k] . (4.24) 

On doit contourner une petite difficult+, issue du fait que dans (4.3) on effectue le 
d6veloppement de Taylor de y] (x, w) en proc6dant ~t des regroupements. Le reste 

on(x) + 1 D e  0(e.(~) +1) ne coYncide pas dans (4.3) avec ~ ~..(~)+ l(x, w). Toutefois, on a: 

0 ( S n ( x ) +  1 )  = on(x)+11~e f . . . .  
o *"n(x)+ i t  -'~, vvl + 

2n(x )  + 2 

dPj(F(a)(t, w)) , (4.25) 
j = n(x) + 1 

chaque P j  dans (4.26) ~tant un polyn6me en les F(a)(t, w) ne contenant que des 
mon6mes F~p~)(t, w ) . . . ,  F(a,)(t, w) tels que: 

~(21/3~ + I/3~1) = j .  (4.26) 

On en d6duit que dans (4.19): 

2n(x )  + 2 

e{l~(x)dVSN(e)l >= 6~21/n(x)} ~ 2 

j = n(x) + 1 

exp [ -  Ce ~'] (4.27) 

4 a . = 2 (  2/ 4 2 <  - 2 .  
avec s j \ n ( x ) -  j < n ( x ) + l  ~ )  
Pour montrer (4.19), il suffit donc de montrer que: 

lim sup ~(2 -4In(x))log P { U"(~)(~) E O~, ~} < - M' (x, 6) (4.28) 
e--~O 

avec lim6_.oM'(x, 6) = M(x). 
Le gain obtenu dans (4.28) par rapport fi (4.19) est que les U~"(x)(~) ne sont plus 

constitu6es que de combinaisons lin6aires d'int6grales it6r6es de Stratonovitch. 
L'6v6nement { U ~"(~)(~) s O~, ~ } est 6gal fi ~ l  z ~(~)A~, a (l) avec, si l < n (x): 

A~,o(l)= { w /  ~ nz(x)X(a)(x)F(a)((el-2/"(X))w) + o(1)rCl(X)Xo(x) 
I/~~ = 0,1/~1 = l 

+ o(1) ~, zh(x)X(p)(x)F(a)(d 1-2/"(X))w) 
I~~ = 0,1/~1 > l 

n l ( x ) X ( t o ( x ) F ( t j ) ( t  , 5 ( 1 -  2 / ' (x))w)  < 6 }  
IH~ = o, IHI , o  

(4.29) 

+ o(1) (4.30) 
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et si l = n(x) 

x,~(n(x))  = W ~ 7~n(x)(x)X(#)(x)F(#)(e(1- z/n(X))w) + 7~n(x)(x)Xo(x ) 
tP~ = 0,1/~l = n(x) 

+ o(1) ~ n,(~)(x)X(p)(x)F(p)(t, e (1-z/"(~))w) < ~'~. (4.31) 
I/~~ 4- O,I/Vl 4~ 0 ) 

Rappe lons  que ff~ a 6t6 d6fini dans (2.20). La th6orie des grandes d6viations 
([Az.2])  mon t r e  que (4.27) est valide avec 

M'(x ,  a) = inf II h 1[ 2 (4.32) 
lOb(h) - n.(~l(x)Xo(x)l =< 6 

De fa9on 6vidente, M'(x ,  6) tend vers M(x), ce qui ach6ve la preuve de (4.28), donc  
de (4.19) et donc  de (4.1). 

L 'uniformit6 dans (4.1) provient  du fait que les projecteurs  hi(x) d6pendent  de 
fagon cont inue de x si la d imension de chaque cgz(x) ne change pas. 

Pou r  mon t r e r  (4.2), on proc6de c o m m e  dans la preuve de (4.1)jusqu'fi  (4.12). 
Mais  au lieu de prendre  O~, ~, on prendrai t  O~ a d6fini de la fagon suivante: y ~ 0"~ 
si In,(x)(y)l < 6/~2. Dans  ce cas, on a: 

m 

lira e z -  4/.(~))log {(U;.(e) + eNSN(e))~ 0.~, ~} < 0 
e - - > O  

(4.19)' 

car n,(~)Xo(x) ~ O. 

A n n e x e  

Elle consti tue une 16g6re am61ioration des r6sultats de [Az.1]. 
Soient Xo,  X1 �9 �9 �9 Xm des champs  de vecteurs sur ]R d de d6riv6es de tout  ordre 

born6es. In t roduisons  la solution de l '6quation diff6rentielle d 'I t6:  

dye(x, w) = e ~ Xi(y~(x, w))6w~ + e2Xo(y~(x, w))dt 
i = 1  

y~o(X, w) = x. (A.1) 

D 'apr6s  [Az.1], on a un d6veloppement  de Tay lo r  de y~(x, w) dans e ~ 0. 

. 8(J) 
y~(x, w) = x + ~o d o ,+1o~ 8~(~--- 5 yj, t(x, w) + ~ ~-, + 1,~(x, w). 

J 
(A.2) 

Les coefficients de Tay lo r  de y~(x, w) sont &ro i tement  li6s ~ ceux du d6veloppement  
en x des champs  Xi. Rappe lons  quelques notat ions.  Si (~) = (~1, �9 � 9  ~a) est un 
multi-indice sur 1R d, I~1 = ~1 + "  ' " + ~d, (x) ~ = x~ 1 " " " x~ ~, (x = (xl . . . . .  xd)), 
c~! = ~1! ' "  " ~a!. On  a: 

1 8(~) 
Xi(y)  = Xi(x)  + ~ ~I t3x(~) Xi (x ) (y  - x) ~) + vi, .(y - x) . 

I~1 <= n 
(A.3) 
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De  plus, jvi,,(y - x)l _-< Cly - x[ "+~ (C ne d~pend ni de y ni de x). Ceci permet  
C~(k) o 

d 'obteni r  une relat ion de r6currence qui relie ~ y ~  (x, w) aux diff6rents 

c~(J) 
Odj) y~ w) (cf [Az.1]). 

No tons  ~ y~ w) = \ ~eu ) yO, t(x, w), . . . , ~eo) Y~ a(x' w ) / .  

La d6finition suivante est donn6e dans [Az.1]. 

D6finition A.1. Soit ct > 0, C > 0. On dit qu 'un  processus X~ fi valeurs dans IR d est 
du type oJ(c~, C) si il existe une constante  C'  telle que, pour  tout  2 e l R + :  

P { s u p  IX~I> 2}  =< C ' e x p [ -  C2~]. 
s < l  

(A.5) 

Remarquons  que co(a, C ) c  co(a, C1) si C1 < C. Consid6rons un processus X~ 
cont inu pr6visible fi valeurs dans IR, appar t enan t  fi co(a, C). Z~ = ~o Xs6ws est dans 

1 1 1 
= - + ~, pour  un r4el convenablement  choisi ([Az.1], p. 254). co(c(, C')  avec ~; 

2 2 
En particulier, si ct = ~, e '  = k + 1" 

De  m~me, si le processus X~co(e~,  C~) et Y~ co(e2, Ca) sont fi valeurs dans IR, 
1 1 1 2 2 2 

XYeoo(e ,  C) avec - = - -  + - - .  En particulier, si ~ = et c~ 2 = c~ - 

Soit (fl) un multi-indice sur { 0 , . . . , m }  et soit G(~) une intOgrale it&6e 
homogOne contenant  flo termes t et/~j termes &oj: 

G(~),t = ~ c~w~ . . .  6w il~l (A.6) 

o/l cSw ~ = ds. et consid6rons la m a m e  intdg_rale itdr6e, 6wj 6tant remplac6e par  la 
diff6rentielle de Stratonovitch.  Notons - la  G(~), t. 

Iflll d6signe le nombre  de termes non nuls. On  d6duit imm6dia tement  par  
r6currence sur jfllt la propos i t ion  suivante: 

Proposition A.2. II existe une constante C telle que G(a),rE w , C et G(a),re 

De plus, en proc6dant  encore par  r6currence sur j, on en d6duit que le processus 

&u) Y~ w) appar t ient  ~i co ., C (C ne d6pendant  que des normes  d6riv6es en 

X des champs  Xi), car c'est une combinaison  lin6aire d'int~grales it6r6es contenant  
au plus j int6grations gaussiennes, cs FBA.1]. 
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y~(x, w) - x 
Introduisons le processus z~(x, w)= : il existe C1 et C2 ind6pen- 

e 
dantes de e, ne d6pendant que des normes uniformes des d6riv6es des champs Xi 
telles que: 

P { s u p  ,Z~(x,w),> )~} =< C1 e x p [ -  C222] . (A.7) 
s<l 

Comme [vi,.(y, x)[ < Cly - xl "+l, 
1 

t --* ~ vi, .(y~(x, w)) v6rifie: 

on d6duit de (A.10) que le processus 

P sup ~v i , , , ( y~ (x ,  w)) > 2 < C l e x p [ - C 2  2(2/"+1)] 
( s s l  t e 

(A.8) 

pour des constantes Ca et C2 ind6pendantes de e (ne d6pendant que des normes 
uniformes des d6riv6es des champs Xi). 
On en d6duit: 

Pr~176176 A'3" Il existe une c~ C: ~ ( n @  l ) Rn+l,t~(D , C . 
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