Randbemerkungen zu Hauptproblemen der Mathematik.

Von
H. Weyl in Zitrich.

Neben solchen Arbeiten, die — in alle Richtungen sich zersplitternd
und darum jeweils auch nur von wenigen mit lebhafterem Interesse ver-
folgt — in wissenschaftliches Neuland vorstofen, haben wohl auch Be-
trachtungen wie die hier vorgelegten, in denen es sich weniger um Mehrung
als um Klirung, um mdglichst einfache und sachgemiBe Fassung des schon
Gewonnenen handelt, ihre Berechtigung, wenn sie sich auf Hauptprobleme
richten, an denen alle Mathematiker, die iiberhaupt diesen Namen ver-
dienen, ungefihr in gleicher Weise interessiert sind?).

1) Die Sammlung soll spiter fortgesetzt werden.

DeaB ich ein Stiick voranstelle, in welchem es um die symbolische Methodo
der Invariantentheorie geht, ist zum Teil durch Herrn Study veranlaft, der mir
— neben andern Ungenannten; ich allein bin durch ein Zitat aus meinen Schriffen
eindeutig gekennzeichnet — Schuld gibt, ein ,reiches Kulturgebiet (nimlich die
Invariantentheorie) der Verwahrlosung iibergeben, ja dessen Dasein vollig ignoriert
zu haben“ (Einleitung in die Theorie der Invarianten linearer Transformationen,
Braunschweig 1923; Einleitung). Herr Study hat Recht darin, daB ich, ein ,sonst
kenntnisreicher (?) Autor¥, in der Invariantentheorie geringe Literaturkenntnis und
geringe eigene Erfabrung habe; aber auch dann, wenn ich hierin mit Herrn Study
wetteifern kénnte, wiirde ich in meinem Buche ,Raum, Zeit, Materie* die symbo-
lische Methode nicht angewendet und von den algebraischen Vollstindigkeitssiitzen
der Invariantentheorie kein Sterbenswortchen gesagt haben. Alles an seinem Platz!
— Die hoch und tief gestellten ludizes sind in der Physik darum so praktisch, weil
sie dieselbe GroBe, z. B. die Energiedichte, mit demselben Buchstaben zu bezeichnen
gestatten, ob sie nun durch ihre kovarianten oder kontravarianten Komponenten
charakterisiert wird. — Was GraBmann als Stufe bezeichnet, trigt in der ganzen
tibrigen Mathematik den Namen Dimension; zudem stimmt ja die Bedeutung, welche
ich diesem Wort in der Tensorrechnung beilegte, fiir den wichtigsten Spezialfall der
schiefsymmetrischen (,linearen®) Tensoren mit dem GraBmannschen Gebrauch
iiberein!

9*
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[. Zur Invariantentheorie.
1. Capellische Idenfitit.

Den formalen Apparat der Invariantentheorie kann man aus der
Identitdt von Capelli?) entwickeln. Fiir sie mochte ich hier zuniichst
einen durchsichtigen Beweis geben und dann einige Bemerkungen daran
schlieBen iiber den auf sie sich stiitzenden Auafbau der Invariantentheorie
fir die projektive Gruppe und ihre wichtigsten Untergruppen. Neben der
orthogonalen Gruppe, welche eine nicht-ausgeartete symmetrische Bilinear-
form invariant 186t, soll die ,Komplexgruppe behandelt werden, welche
in dem gleichen Verhdltnis zu einer schiefsymmetrischen Form steht.

Wir haben es zu tun mit mehreren Reihen z, y...{,,Vektoren*) von
je n Verinderlichen und einer ganzen rationalen Funktion f dieser Varia-
blen. D., wie A4,, bezeichnen den Polarenproze8?):

n
=1
Dabei kann die Variablenreihe z' mit einer der Reihen x,y, ... zu-
sammenfallen oder auch eine weitere unabhingige Variablenreihe vorstellen.
Es sollen aber 4 und D bei Zusammensetzungen sich verschieden ver-
halten: beispielsweise entstehe D, D,, D., aus f, indem man hinter-
einander die Operationen D, , D,, ., D,, ausfilhrt; hingegen sei
: g g
fAdyy Ayy Aso ——-——%’ xly, 2 ?Tw.f%y_{_[z—,

Die Resultate stimmen iiberein, aufler wenn die Variablenreihe y oder
z mit =’ zusammenfdllt oder z =y’ ist. Wir benutzen das Zeichen
8z2 =0 oder 1, je nachdem x, x’ zwei unabhangige oder zwei identische
Variablenreihen sind. Fs ist zu zeigen, dafl die folgenden Gleichungen
bestehen:

Azt: Dmx ra 4y.1, Az a Dyx ‘

Amy = Dwy zy Ayy - Af-u Dyy +li

A:vz sz A.rz Ay: AI: Dy: }
() E M

AIIC Ayx Azf AJHY.' inl' DZ.’.‘

Azu Ayy "12.1/ o Anw Ayy D:y ,

Aft:’-' Ay: AZ’Z A.T’Z A"[: D': +2

#) Math. Annalen 29 (1887), S. 33L.

3) Ich stelle die Operationssymbole hinter das Funktionszeichen, darmit sie bei
Zusammensetzung in derjenigen Reihenfolge hintereinander erscheinen. in der sie
auszufithren sind.
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Das ist so zu verstehen, dal in der ¢-ten Formel die entsprechenden
s-reihigen Unterdeterminanten rechts und links iibereinstimmen. Die
¢ Faktoren jedes Determinantengliedes sind in der Reihenfolge der Spalten
hinzuschreiben, denen sie entstammen. Indem man in jeder Formel das

Resultat der vorhergehenden verwendet, gelangt man zu der Identitit
A,ta: Ay,: Az.’r ctt 'D’TT Dyx Dza:
=DzyDyy+1D:y }
D'.” Dy 1).22—4—2 e

4,,
4.

vy Ay e
T

4
4

Die m-reihige Operatorendeterminante links liefert, auf f angewendet,
U, wenn die Anzahl m der zur Verwendung kommenden Variablenreihen
x,Y,2,... groBer als n ist. Im Falle m = n aber kommt, nach dem
Multiplikationissatz der Determinanten, das Produkt aus der Determinante
(ryz...) und Qf (2 bezeichnet den Cayleyschen 2-ProzeB).

Um z. B. die dritte der Gleichungen (1) zu gewinnen, haben wir

Azz’ Ayz' Dz::'
Azy" Ayy' Dzy' =2 i A:w:’ Ay'y’ Dzz’
A:z;z’ Ayz’ Dzz'

zu berechnen. x, y,z und ebenso z’, y’, 2z’ sind voneinander unabhingige
Variablenreihen, wihrend die gestrichenen von den ungestrichenen nicht
verschieden zu sein brauchen. Die Summe rechts bezieht sich auf die
3! Permutationen von z’y’z’ mit alternierenden Vorzeichen. Es ist

. _ ;0 ( T .00 £
741:::;;: Ayy' Dz?' -_217 Zl -a—z’l— 2’5/ xiyk é‘-'r:@yk/)
i

= fAys Ayy’ Doy 4 Oro - f Az Ayy' + Oy Az Ayz',
also

Azz' Ayy' Dzz' = Axx’ Ayy' A,zz’ ~+ da:z' Ay v ‘529:' ‘f‘Azn:’ Ayz' 67.31’ .

Bei der Summation iiber die 3! Permutationen von z’y’2z’ kann man
im 2. Glied (unter Anderung des Vorzeichens) z’ mit z’, im 3. Glied 2’
mit y’ vertauschen und erhilt

St Bowdyy Doy =3+ Ay Ayy Aoy — 25+ Ay Ay y 650

oder, wenn das subtraktive Glied auf die andere Seite geschafft wird.

Aa:x’ Aya:' Aza:' Azz’ Ayz’ Dzz‘ —f" 2 62::'
Aoy Byy Ay | = Aoy Ayy Doy + 28, |, ¢ e d.
sz’ Ayz' Azz’ sz’ Ayz' Dzz’ + 262:’
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2. Reduktion auf »n — 1 Vektoren.

Es sei § eine Gruppe linearer homogener Transformationen in »n Varia-
blen. Unter (Vektor-)} Invariante zu § versteht man bekanntlich eine ganze
rationale Funktion f mehrerer Vektoren z, y, ..., homogen in den Kompo-
nenten jedes einzelnen Vektors, die sich hochstens mit einem Faktor u
multipliziert, wenn man auf die Komponenten jedes Vektors dieselbe
Transformation S von § ausiibt; u soll nicht von den Vektoren, sondern
nur von § abhingen. Ist u insbesondere fiir alle Transformationen S
von § gleich 1, so spricht man von einer absoluten Invariante. Die Auf-
gabe ist, bestimmte Typen von Grundinvarianten ausfindig zu machen,
durch welche sich alle Invarianten der Gruppe § ganz rational ausdriicken.
Einen wesentlichen Schritt zur Losung dieses Problems ermdglicht die
eben von neuem bewiesene Capellische Formel

| S (m>n) ()
(2) f D:xyD:yy—*_l':“ '_—(((x-y...)Qf (m=n), (C)

sie reduziert es nimlich auf den Fall, daB f nur von n, bzw. n—1 Vek-
toren abhiingt. Bei der ersten Reduktion, die sich auf die Formel (C")
stiitzt, mufl nur angenommen werden, da8

(1) durch Anwendung des Polarenprozesses aus einer Grundinvariante
wiederum ein Aggregat von Grundinvarianten enisteht;

bei der zweiten Reduktion, die sich auf (C) stiitzt, ist weiter zu fordern, daB

(I1) die Determinanie (zy...) unter den Grundinvarianien vor-
kommt (oder sich doch ganz rational durch sie darstellen 1af3t).

Man denke sich die in f wirklich vorkommenden Vektoren in be-
stimmter Reihenfolge z, y, z, ... angeordnet, und nenne von zwei Funk-
tionen f dieser Vektoren, wenn sie gleiche Gesamtordnung haben, diejenige
die niedrigere, welche in o von geringerer Ordnung ist; wenn aber beide
dieselbe Ordnung in x besitzen, soll die Ordnung in y iiber den Rang
entscheiden; wenn die Ordnung in z und y iibereinstimmt, geht die Ent-
scheidung auf z iiber; usf. Das Hauptglied in der Capellischen Deter-
minante (2) ist =p(g 1) (r+2)...f, wenn p, g, 7, ... die Ordnungen
von f in z, baw. y,2,... bezeichnen. Alle andern Glieder entstehen
durch Anwendung von Polarprozessen aus solchen Invarianten, die niedriger
als f stehen. Wissen wir von solchen Invarianten schon, dal sie sich
durch die Grundinvarianten ausdriicken, so folgt demnach aus (C') das
gleiche fiir f. Bei der Anwendung von (C) hat man dem Induktions-
schluB noch die Annahme zugrunde zu legen, daB die Behauptung schon
feststehe fiir Invarianten von geringerer Gesamtordnung als f, wie Qf
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eine ist. — So, wie hier geschehen, irennt man meiner Meinung nach am
besten den formal-algebraischen und den mit gedanklichen Induktions-
schliissen operierenden Teil. Denn die Capellische Identitdt ist im
Gegensatz zu den sonst daraus hergeleiteten Reihenentwicklungen eine
iibersichtliche, explizite anschreibbare und geschlossene Formel. Da die
Weiterfiilhrung des Problems bisher nur fiir einzelne Gruppen § gelungen
ist, wird man diesem auf den beiden Formeln (2) beruhenden Konstruk-
tionsstiick, das fiir alle brauchbar ist, einen besonders hohen Wert zu-
schreiben.

3. Der Tradsformationsfaktor.

Will man weiterkommen, so mull man sich zunichst iiber den Trans-
formationsfaktor u = u(S) Klarheit verschaffen. Sind S, 7 irgend zwei
Transformationen aus §, so gilt

(3) #(8T)=p(8)-u(T), insbesondere u(8)-p(S7')=1.

Es ist bekannt, wie man aus der letzten Gleichung die Tatsache her-
leitet, daB fiir die volle projektive Gruppe & der Faktor u eine Potenz
der Transformationsdeterminante ist. Allgemeiner: Ist § dadurch definiert,
dafl die Transformationskoeffizienten gleich ganzen rationalen Funktionen
unabhéngiger Parameter gesetzt werden, und bleibt dabei die Determi-
nante eine irreduzible Funktion dieser Parameter, so ist x notwendig eine
Potenz der Determinante. Ist insbesondere § = € die Translationsgruppe
im %-dimensionalen Raum, bestehend aus den Translationen

(4) 8: Fy=wxy+(c,2,+...+¢,2,), T=2 ({=1,2,...,n)

— die #;, bedeuten hier Ebenenkoordinaten, z ist ein ,,kovarianter Vektor;
die ¢ sind beliebige Konstanten —, so erhdlt man aus jener Gleichung

’u(cl"“’cn)'/’t(»‘cl:"':“"Cn)=1.

Als Polynom in den Variablen ¢, ..., ¢, ist darum u eine Konstante und
zwar == 1, weil fiir die Identitit u = 1 ist.

In dem komplizierteren Fall, wo die Gruppe durch Relationen zwischen
den Transformationskoeffizienten gegeben ist — das ist vor allem so fiir
die orthogonale Gruppe ® —, wird man am besten zur Methode der in-
finitesimalen Operationen greifen. Ist I'=(y,,) die Abweichung der all-
gemeinen infinitesimalen Operation der Gruppe $ von der Identitit und
u=1- ¢ (I') der zugehodrige Faktor, so bestehen zwischen den y ledig-
lich lineare homogene Relationen und ¢ ist eine lineare homogene Funk-
tion von I An Stelle der Bedingung (3) tritt die, daB ¢ den Wert 0
hat fiir jede Operation der ,,abgeleiteten Gruppe*, d. h. fiir die Matrizen I,
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die aus zwei Matrizen der infinitesimalen Gruppe, etwa I\, I',, nach der
Formel entstehen

F’z[P1T9]=F1Fg——1—'.2Fl,

und fiir alle diejenigen, die sich aus solchen I'” linear zusammensetzen.
Insbesondere geht daraus hervor: Ist die zu © gehdrige infinitesimale
Gruppe ) mit threr abgelesieten tdentisch, so ist u =1 — zum mindesten
fir alle der ,,Hauptschicht* von § angehorigen Transformationen (das sind
diejenigen, welche innerhalb § mit der Identitit in einem gemeinsamen
zusammenhingenden Kontinuum liegen). Der wichtigste Fall dieses all-
gemeinen Satzes ist der auf © beziigliche: Fiir die orthogonale Gruppe
gibt es nur absolute Invarianten; ausgenommen n = 2. (Die Ausnahme
fallt fort, wenn der rugrunde liegende Zahlbereich V—1 nicht enthilt.)
Dies gilt wortlich, wenn wir zu D nur die eigentlichen orthogonalen Trans-
formationen, die Drehungen mit der Determinante - 1 rechnen. Wenn
auch die Spiegelungen mit der Determinante — 1 dazu gehéren, kann fiir
die Spiegelungen u = -+ 1 oder = — 1 sein; je nachdem das eine oder das
andere der Fall ist, sprechen wir von einer geraden oder einer ungeraden
Invariante. Ist von einer Funktion f nur bekannt, dal sie sich den
Drehungen gegeniiber invariant verhdlt, so ist sie die Summe einer geraden
und einer singeraden Invariante.

4. Aufstellung der Grundinvarianten fiir die wichtigsten linearen Grappen.

Drehungsgruppe. Fiir die orthogonale Gruppe © kommt man aus
mit den Grundinvarianten
(D)  (wyz...) wd (D) (@lY) =yt 2,
Das wurde zuerst durch eine sehr schone, auf die Gruppe D zugeschnittene
Methode durch E. Study gezeigt*). Da das Produkt zweier Determinanten
(D,) sich durch die skalaren Produkte vom Typus (D,) ausdriicken lafit,
kann man schirfer sagen: Eine gerade Invariante kann ganz rational dar-
gestellt werden allein durch (D,); eine ungerade Invariante ist die Summe
mehrerer Terme, deren jeder das Produkt aus einem ,,Klammerfaktor* (D,)
und einer geraden Invariante ist. Fiir dieses Theorem hat auf dem hier
begonnenen Wege, nachdem Burkhardt mit » — 3 vorangegangen war ),
Herr Weitzenbdck in seinem Buche ,, Invariantentheorie* (Groningen 1923)
einen Beweis versucht, der aber wegen eines Fehlschlusses — Ubergang
zu (17) und (18) auf 8. 244 — nicht stichhaltig ist. In den Anwendungen
interessieren fast ausschlieBlich die absoluten Invarianten. FaBt man den

4 Leipziger Berichte 1897, 8. 443 —461.
) Math. Annalen 43 (1893), 8. 197215,
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Invariantenbegriff allgemeiner, so mufl man zuniichst wie im vorigen Ah-
satz zeigen, daB zur Drehungsgruppe keine andern als absolute Invarianten
gehdren. Dann kommt man aber durch einen Schlufl von n — 1 auf =
folgendermaBen sofort zum Ziel. Die absolute Invariante / hinge von
hochstens n — 1 Vektoren z, gy, ... ab. Bei gegebenen Vektoren z, y, ...
kann man dann ein dem urspriinglichen gleichsinniges Cartesisches Koordi-
natensystem e!, e® ..., ¢” einfilhren, in welchem e" zu jenen Vektoren
senkrecht ist. Wird

(51 x=xiet - aje? .. fam_jen1, .,

gesetzt, so kommt

{6) ol y, ) =12y, ...,

wo f, diejenige Funktion bedeutet, die aus f durch die Substitution
x,=1Y,=...=0 entsteht. War f eine ungerade Invariante, so erhilt

man durch Transformation auf das Koordinatensystem e?, ..., e#~1, — ¢®
neben (6) die Gleichung

fle,y,...)=—"f (a9, ..}
und darum ist f=0. War aber f eine gerade Invariante, so ist
for’, y',...) bei frei verinderlichen Argumenten

r = (x;') x‘.:, ey x;l—l)9 e
eine gerade Orthogonalinvariante in n — 1 Dimensionen. Setzen wir unsern
Satz fiir » — 1 Dimensionen schon als giiltig voraus, so konnen wir mit-
hin f, ganz rational darstellen durch die skalaren Produkte vom Typus
(= y) =2y + ...+ Too1¥na:
17) folesy', .. )=@(....z" ¥),...).
Wenden wir das an auf die durch (5) eingefithrten GréBen z/, ... und
beachten, daB fiir sie (¢’|y’) = (x|y) ist, so erhdlt man aus (7) die ge-
wiinschte Darstellung

fla, gy, .. )=2(.., (xly),...).

Am besten ordnet man danach den Beweis so an. [, bedeute eine
gerade oder ungerade Orthogonalinvariante in n Dimensionen, die von
hichstens n Vektoren x, y, ... abhéingt; & bezeichne ein Aggregat der
skalaren Produkte dieser Vektoren. Durch einen auf die Dimensionszahl n
bezogenen InduktionsschluB beweist man T, : ,,Jedes gerade f, ist = @,
jedes ungerade f, = (xy...) ®“. T, ist trivial; aus T,_, folgt T,.
T, folgt nimlich zunichst, wie oben gezeigt, fiir solche £, die héchstens
n — 1 Argumentvektoren enthalten. Die Ubertragung auf n Argumente
geschieht mit Hilfe der Capellischen Formel (C). Der Polarenproze



138 H. Weyl.

verwandelt gerade in gerade, ungerade in ungerade Invarianten, wihrend
der -ProzeB gerade und ungerade vertauscht. Bei Anwendung von (C)
auf ein gerades f, hat man noch, wenn auf der rechten Seite £f, schon
in der Form (zy...) @ dargestellt ist, den Ausdruck von (xy...)" durch
die skalaren Produkte zu benutzen. Nachdem T, bewiesen ist, leitet man
aus (C'), ohne den n dimensionalen Raum zu verlassen, den allgemeinen
Satz her: Jede gerade Orthogonalinvariante ist = @, jede ungerade gleich
einer Summe von Termen des Typus (xy...) . — Weder bei dem
Studyschen noch bei diesem Verfahren braucht der von Burkhardt ver-
wendete raffinierte Kunstgriff ®) herangezogen zu werden.

Erweiterungssatz. Die Bewegungsgruppe B ist fiir Ebenenkoordi-
naten x,|z,,...x, dadurch gegeben, daB der vektorielle Bestandteil
Z, %, ...z, ener willkiirlichen orthogonalen Transformation unterliegt, der
skalare z, ersetzt wird durch

(8) Fo=1ao+ (¢, %, + ...+ ¢,x,) (die ¢ beliebige Konstante).

Nach dem, was iiber die orthogonale Gruppe und die Translationen (4)
bemerkt wurde, existieren auch zu B nur absolute Invarianten. Bedeutet
! das Wertsystem 1/00...0, so erscheinen als Grundinvarianten die drei
Typen:

(B) (zly)=29,+...+2,9, (zyz...). (Uzy...))

(die Klammerfaktoren enthalten n --1 Glieder). Hier fithrt der gleiche
InduktionsschluB — als Ersatz fiir das von Weitzenbdck eingeschlagene
Verfahren ) — zum Ziel. Hingt die Invariante f von hochstens n ,,Ebenen
x,%,... ab, so kann man (zunichst unter der Einschrinkung, da8 ihre
vektoriellen Bestandteile linear unabhingig sind) durch eine Translation (4),
bei welcher f sich nicht #ndert, erzwingen, dafl ihre skalaren Bestandteile
%y, Yo - - - alle verschwinden, — der Anfangspunkt des Koordinatensystems
wird in den Schnitt der Ebenen verlegt. Nach dem Fundamentalsatz
fiir ® driickt sich dann f ganz und rational aus durch ({zy...) und
Grundinvarianten vom Typus (z!y). Das gleiche Verfahren empfiehlt
sich beim Ubergang von der projektiven zur affinen Gruppe®), bei den
Sems- und Schiebungsinvarianten®). Der allgemeine Satz, der hier sich
ergibt (Erweiterungssatz), lautet: Einer Gruppe § von projektiven Trans-

% A.a. O, 8.201. Vgl. Weitzenbdck, Invariantentheorie, S. 240.

7} Wiener Berichte, Abt. 11a, 122 (1918), 8. 1255; Invariantentheorie, 8. 277.

%) Weitzenbock, Jahresber. d. Deutsch. Math.-Vereinig. 22 (1913), S.192—209;
Invariantentheorie, S. 223232,

%) J. Deruyts, Essai d’une théorie générale des formes algébriques. Liittich 1890.
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formationen in n Variablen entspricht die Gruppe 9. in v -+ n Variablen
x=(%,. ..,5,, Zyy. .., 2,), welche definiert ist durch die Gleichungen

‘(?’1151"*" +711¢1)+(c11x + +cln n)
""(7!151"}_ +7’rv§1)+ ca1x1+ +c,,,x,,)

zusammen mit der Festseizung, daff x,, ..., x, unter sich eine beliebige
Transformation aus  erleiden konnen; die ¢ und y sind willkiirlich mit
der einen Einschrinkung, daff die Determinante der y gleich 1 (bzw. == 0)
ist. Ein System von Grundinvarianten fir 9, wird alsdann gebildet aus
den Grundinvarianten von §) zusammen mit der (v 4 n)-gliedrigen Deter-
minante (xyz...).

Beweis. Wieder kénnen wir uns beschrinken auf Invarianten f der
Gruppe §,, die von weniger als » - n Vektoren z, y, ... abhéingen. Durch
eine Translation

(9) & =& +pné+...4¢,,x, (alleiibrigen Variablen gehen in sich iiber)

kénnen wir dann bei gegebenen xz, y, ... bewirken, daB die erste griechische
Komponente aller dieser Vektoren verschwindet. Weil die Translationen (9)
zu §, gehdren und nach einer obigen Bemerkung der zugehorige Faktor
pu =1 ist, dndert sich f also nicht, wenn in ihm &, 7,,... durch 0 er-
setzt werden. Das heifit: in f kommt die erste griechische Komponente
von «,y,... gar nicht vor; ebensowenig die 2-te bis »-te. [ enthilt
demnach nur die lateinischen Variablen und ist als Invariante der Gruppe
durch deren Grundinvarianten darstellbar.

Die wvolle projektive Gruppe &, ebenso die Gruppe aller homogenen
linearen Transformationen von der Determinante 1 fillt unter diesen Beweis.
Der Erweiterungssatz liefert ferner die Grundinvarianten fiir die Gruppe
der ,.gestuften Transformationen; man erhilt sie, wenn man die Variablen-
reihe in eine Anzahl Abschnitte, sagen wir in drei Abschnitte x,, z,, z,
teilt und nun ansetzt

Ty = €43 &) = €43 Ty 1 €43 %,

Ty = Cay Ty + Cag Xy

Xy = C35 T3
mit willkiirlichen Matrizen ¢, die nur der einen Einschrinkung geniigen,
daB die in der Hauptdiagonale stehenden die Determinante 1 (bzw. eine
von 0 verschiedene Determinante) besitzen. Geometrisch handelt es sich
hier um diejenigen projektiven Transformationen, welche ein System inzi-
denter linearer Elemente verschiedener Stufenzahl festlassen (Verallgemei-
nerung der Semiinvarianten; die Stufenzahlen brauchen nicht die liicken-
lose Reihe 0, 1,...,n—1 zu bilden).
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Wie die Tabelle der Grundinvarianten zu ergéinzen ist, wenn neben
den kovarianten auch kontravariante Vektoren in Betracht gezogen werden,
lehrt die Weitzenbdcksche Methode der Komplexsymbole. Insbesondere
hat Herr Weitzenbock das grofle Verdienst, in diesem allgemeineren
Fall fiir die Gruppe B der Elementargeometrie bei beliebiger Dimensions-
zahl jene Tabelle vollstindig aufgestellt zu haben °).

Komplexgruppe. Von den wichtigsten linearen Gruppen hat bisher

meines Wissens diejenige noch keine Bearbeitung gefunden, welehe einen
nicht-singuléren linearen Geradenkomplex in sich iiberfilhrt. Dennoch ist
es mit den vorliegenden Mitteln leicht méglich, auch fiir sie die Grund-
invarianten aufzustellen; in gewissem Sinne ist hier die Theorie noch ein-
facher als bei der orthogonalen Gruppe. Die Komponenten eines Vektors x»
im Raume von n = 2A Dimensionen wollen wir mit z,, y,, z,, ¥, -. ., T, ¥,
bezeichnen, Zugrunde liegt eine nicht-ausgeartete schiefsymmetrische Bi-
linearform in normaler Darstellung
(10) [2a’] = (% 4 =y, %)+ o (T ¥ — Y2 %)
(,,schiefes Produkt* von x und z’). Die Gruppe € besteht aus allen
homogenen linearen Transformationen, welche, auf x und ' simultan an-
gewendet, die Form [22'] ungefindert lassen. Als efnzige Grundinvariante
von © iritt diese Form selber auf. Der Beweis stiitzt sich auf die folgenden
Tatsachen.

1. Die zugehorige Gruppe ¢ der infinitesimalen Operationen stimm¢t mit
threr abgeleiteten ¢’ iiberein. AuBerdem besteht € aus einer einzigen zu-
sammenhingenden Schicht. Infolgedessen kénnen keine anderen.-als absolute
Invarianten existieren.

2, Ist b==>b' ein beliebiger von 0 verschiedener Vektor, so 1dBt sich

dazu ein Koordinatensystem konstruieren: a?, b'; a2, b?; ...; a*, b4, in
welchem das schiefe Produkt die Normalform (10) besitzt. — Hingt die
Invariante f von weniger als n Vektoren z, z’,... ab, so kénnen wir bei
gegebenen z, ', ... hier b so wihlen, dafl [bx]=[ba'}=...=0 ist.
Setzen wir dann ‘
711) x= (& a'+n,b*) ...+ (§,a%+ 9, b%),

entsprechend fiir z’, ...,
so wird & =& ==...=10; und es gilt

{12) fla, 2’, .. )=f(&&,...).

19) Uber Bewegiingsinvarianten, 1. bis 15. Mitteilung, Wiener Berichte, Abt. I3,
122 1. (ab 1913); ders., Invariantentheorie, S. 281 -301.
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3. Zu € gehoren die unimodularen Transformationen des Variablen-
paares x,, y, (bei welchen die iibrigen Variablen ungeéndert bleiben):

I =cax + By,
Yo=rz, + 0y,
Nach dem Fundamentalsatz fiir diese zweidimensionale Gruppe ist f eine
ganze rationale Funktion der Determinanten vom Typus (z2'), =z, ¥, —y, 2 .
Die Funktion f,, welche aus £ durch die Substitution z, =~a{=...=0
entsteht, enthdlt also auch die Variablen y,, y,, ... nicht mehr. Oder in
mehr elementarer Schlufweise: Aus der Invarianz von f gegeniiber (13) folgt

(0,9 0,905 ... )=F(BY> 0915 BY1, 6?/{: voe)
(wobei nur das erste Variablenpaar in Evidenz gesetzt wurde). Diese
Gleichung ist numerisch richtig fiir beliebige Zahlen (8, 8) (0, 0). In-
folgedessen liegt eine algebraische Identitdat in den Variablen g, vor,
und ich darf in ihr auch f =6 = 0 setzen. — Die numerische Gleichung (12)
kann daraufhin, mit der abgeénderten Bezeichnung

(13) (¢d— By=1).

(14)  E= (e b E=(Enl L Enl),
so geschrieben werden:
(151 fle, 2’y ...)=1f(&&,...).

fol&, &', ...) ist bei frei verdnderlichen Argumenten (14) eine Kormplex-
invariante in 2(4 — 1) Dimensionen. Ist fiir diese Dimensionszahl unser
Satz schon als richtig erkannt, so 1aBt sich f, also ganz rational aus-
driicken durch die schiefen Produkte vom Typus

[66"] = (fama — &)+ o+ (Gamg — méh):
fo6,8,..)=®(...,[¢¥],...).
Fiir die besonderen durch (11) eingefiihrten Wertsysteme folgt dann aus
(15) und [z2'] = [£&’] die behauptete Darstellung von f.

4. Um nun aber den InduktionsschluB zu beenden und in » Di-
mensionen mit Hilfe der Capcilischen Identitit von weniger als n zu
einer beliebigen Anzahl von Argumenten iiberzugehen, brauchen wir noch
den Satz: Die Determinante (z’z”... z®) von n Vektoren z’, z”, ..., z®
driickt sich ganz rational durch ihre schiefen Produkte zu je zweien aus
(als ein sog. Pfaffsches Aggregat):

. $(n)) - T_;l_—gh 27 + [xlmll] [xmxwr] L [22(”"”.’12(")] .

(' 2" .
In dem Produkt, das rechts unter dem Summenzeichen ' auftritt, sollen
die n Vektoren simtlichen Permutationen unterworfen werden; alle n! Terme
sind darauf mit alternierenden Vorzeichen zu addieren.
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Zieht man neben kovarianten auch kontravariante Vektoren
u=_(u, v, ©?, 2, ..., uh, vh)

in Betracht, so erledigt sich die Aufstellung der Grundinvarianten durch
die einfache Bemerkung, daf mit jedem solchen Vektor « ein kovarianter
verbunden ist durch die Gleichungen

r, =0 y,=—ut (v=1,2,..., k).

Die sich ergebenden Typen sind

[z2']}, (zwu), [uu']

Il. Fundamentalsatz der Algebra und Grundlagen der Mathematik.

Der Fundamentalsatz der Algebra ist oft genug behandelt worden;
keiner der bekannten Beweise geniigt aber den Anforderungen, welche die
Brouwersche Analysis an einen strengen Existenzbeweis stellt!). Ich
mochte zundchst an diesem Beispiel zeigen, wie jene von seiten der Logik
geltend gemachten Anspriiche mit denen der Praxis genau zusammenfallen,
und dann einige allgemeine Bemerkungen iiber die Grundlagen der Mathe-
matik anschlieBen, welche durch die anders gerichteten Hilbertschen
Untersuchungen auf diesem Gebiet hervorgerufen sind.

Die Aufgabe ist: wenn die Koeffizienten der Gleichung
(1) y=f(z)=2a*+a2"*+...4a,=0

approximativ gegeben sind, die Wurzeln angenihert zu bestimmen — in
solcher Weise, daBl die Genauigkeit der Wurzelbestimmung mit unbegrenzt
wachsender Genauigkeit der Koeffizienten gleichfalls schlieBlich jeden Grad
itberschreitet. Bei solcher Fassung schlie@t die Existenz der Wurzeln
offenbar ihre stetige Abhingigkeit von den Koeffizienten ein.

Wir bedecken die komplexe z-Ebene mit dem quadratischen Raster
von der Maschenweite él_h; die Teilungslinien sind diejenigen, auf denen
der Realteil oder der Imaginérteil von x ein ganzzahliges Vielfaches von
l-hist. Die Quadrate des Rasters nennen wir die Dualquadrate %A-ter Ord-
?mng; ein ,,Dualstern® A-ter Ordnung ist das Quadrat von der Seiten-
lange 2—,‘1—3, das gebildet wird von den vier Dualquadraten A-ter Ordnung,

die um einen Eckpunkt des Rasters herumliegen. Entsprechend dem Uber-
gang zu immer verschirfter Genaunigkeit durchlaufe % die Folge der Werte

1) Vgl, dariiber Weyl, Uber die neue Grundlagenkrise der Mathematik. Math.
Zeitschr. 10 (1921), S. 39,
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0,1,2,.... Auf der A-ten Stufe seien die Koeffizienten mit solcher
Genauigkeit bekannt, daB fiir jeden von ihnen mit Sicherheit ein Dual-
stern h-ter Ordnung in der komplexen Ebene angewiesen werden kann,
in welchem er liegt. Man kann auch statt der einzelnen Koeffizienten
glech das ganze System (a,, a,, ..., a,) als Punkt in einem 2n-dimen-
sionalen Zahlenraum ins Auge fassen; dann ist in ihm ein Dualstern
h-ter Ordnung A4 = A4, bekannt, welchem der Koeifizientenpunkt sicher
angeh6rt. — Schon auf der O-ten Stufe der Approximation kdnnen wir
eine ganze Zahl m angeben, daB alle Wurzeln der Gleichung innerhalb
des im Nullpunkt zentrierten Quadrats £ von der Seitenlinge 2 liegen.
Wir gehen nun zunichst genau nach.dem Muster desjenigen Beweises vor,
der mit Weierstrafl in dem von Stufe zu Stufe feiner werdenden Quadrat-
raster der z-Ebene ein Minimum des absoluten Betrages !f(z)! abzu-
fangen sucht.

Bei der Genauigkeit, mit welcher die Koeffizienten auf der %-ten
Stufe bekannt sind, kann ich zu jedem Dualquadrat %-ter Ordnung g,
der z-Ebene, welches zu £, gehért, ein Quadrat g, in der y-Ebene an-
geben, in welchem die Werte y meines Polynoms gelegen sind, wenn z=
in q, variiert; q, soll ein Quadrat sein, das aus lauter Dualquadraten
k-ter Ordnung zusammengesetzt ist. Enthélt q, den Nullpunkt der y-Ebene
(eines der vier um den Nullpunkt herumliegenden Dualquadrate %-ter Ord-
nung), so nennen wir g, ein nullstellen-verddchtiges Quadrat. Diese Priifung
kann fiir jedes der endlichvielen Quadrate g,, aus denen £, besteht, vor-
genommen werden. Ein verdichtiges Quadrat q, wird man als approxima-
tive Bestimmung einer Wurzel betrachten wollen. Geht man nun aber
zur nichsten Genaunigkeitsstufe (A - 1) itber, so kann es sich natiirlich
ereignen, daB sich von den vier Dualquadraten (% - 1)-ter Ordnung, in
welche g, zerfallen ist, keines mehr als nullstellen-verddchtig ergibt: wir
werden aus g, vertrieben und miissen anderswo unser Heil versuchen. So
kénnen wir von Stufe zu Stufe in dem ganzen Quadrat £ herumgetrieben
werden, ohne irgendwo zur Ruhe zu kommen und uns einem festen Wurzel-
wert anzundhern. Dies ist die Hauptschwierigkeit, welche iiberwunden
werden mufB; bei der iiblichen Gedankenfiihrung wird hier der Sprung ins
Jenseits durch den Existentialabsolutismus vollzogen.

Notig ist offenbar ein Kriterium, das schon auf der h-ten Stufe
dariiber entscheidet, ob man bei fortgesetzter Teilung und beliebig fort-
schreitender genauerer Festlegung der Koeffizienten in ¢, immer wieder
nullstellen-verdichtige Quadrate antreffen wird oder nicht. Es ist eine
wunderbare Tatsache, daB ein solches Kriterium vorhanden ist — nicht
freilich fiir das einzelne Quadrat g_, sondern fiir die einzelnen zusammen-
hiingenden, aber gegenseitig voneinander getrennten Gebiete g, zu denen
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sich die verdichtigen Quadrate zusammenfiigen: die auf A-ter Stufe vor-
liegende Genauigkeit geniigt, um zu berechnen, welchen Zuwachs
1 [ (»)da

(2 5 Y8Y =5 ) Fm)

erfahrt, wenn z das &ufere UmriBpolygon I7 von g durchliufs. Dieser
Zuwachs ist eine ganze nicht-negative Zahl n(g), welche angibt, wie viele
Nullstellen in g liegen. Jede Seite ¢ von II ist namlich Seite eines nicht
nullstellen-verdiachtigen Dualquadrats A-ter Ordnung q,, welchem in der
y-Ebene ein den Nullpunkt nicht enthaltendes Quadrat g, entspricht; in-

folgedessen ist fiir die Werte von 2% argy auf o ein Intervall bekannt,

dem sie angehoren und dessen Linge < % ist, und das geniigt, um jene
ganze Zahl mit Sicherheit zu bestimmen. Indem man jede Seite ¢ durch
jenes zugehdrige Quadrat g, in der y-Ebene ersetzt, hat man nur daraut
zu achten, wie oft die dem Umriipolygon IT korrespondierende Kette von
Quadraten q, den Nullpunkt umschlieBt. Die iiber die verschiedenen Ge-
biete g erstreckte Summe Zn(g) ist gleich dem Grad » des Polynoms.
Beizubehalten sind nur diejenigen Gebiete g, fiir welche n(g) <=0 ist.
Bei der Durchfithrung des Beweises werden wir noch jedes der Gebiete g
um der Einfachheit willen durch ein g einschlieBendes Rechteck t ersetzen.

Es ist weiter erforderlich, dal die Gebiete g bei unbegrenzt fortgesetater
Teilung schlieBlich beliebig klein werden und sich auf einzelne Punkte
zusammenziehen. Dies beruht offenbar darauf, da8 die Dichtigkeit der
Wurzelverteilung eine von vornherein angebbare Schranke nicht iibersteigt,
weil nur eine beschrinkte Anzahl von Wurzeln, nidmlich hochstens =,
existieren. Der Satz mul folgendermallen verschirft werden: Hat das
Polynom (1) an n - 1 Stellen z = &, «,, ..., @, Werte, welche absolut < ¢
sind, so konnen nicht alle Abstéinde |e; — e,| (i & k) dieser n -+ 1 Werte
voneinander > Vne sein. An der Schranke Vne ist natiirlich allein das
von Wichtigkeit, dal sie mit ¢ gegen 0 konvergiert. Der Beweis ergibt
sich sogleich aus der Lagrangeschen Interpolationsformel: Hat f(z) an
der Stelle x = «;; den Wert 8, so ist nach ihr der hichste Koeffizient von f:

1 =‘(¢x“——a1) ﬂo (ao——a,,)”{— e

Sind alle Differenzen |e; — | > 6 (54 k), alle |§;| hingegen <&, so
folgt daraus

2 >1, di 8 <Vme.
6r = =

Die Konstruktion verlduft demnach folgendermaBen: g =g, bedeute
jetzt ausschlieBlich die nullstellen-verdichtigen Dualquadrate %-ter Ordnung:
ihnen entsprechen in der y-Ebene die Quadrate q,, welche den Nullpunkt
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enthalten. Die grofite unter den Seitenling:n dieser endlichvielen g, — ein
Dualbruch mit dem Nenner 2 — sei ¢,, 6, aber der kleinste Dualbruch
mit dem Nenner 2°** und ungeradem Zihler, fiir welchen &7 > 2 ne, ist.
Es gilt ,}im 0,=0. Wir beginnen mit einem Quadrat q,= q, und ver-

grofern es unter Festhaltung seines Mittelpunktes zu einem Quadrat ¢*
von der Seitenlinge 24, . Gibt es noch nullstellen-verdichtige q aufBerhalb
dieses groBeren q,*, so wihlen wir eines von ihnen und vergroBern es in
der gleichen Art za qF. Existie-en weiter Quadrate q, welche weder zu
g+ noch zu g gehdren, so verfillt eines von ihnen abermals dem gleichen
VergroBerungsprozeB: qgf; und so fort. Nach dem Hilfssatz kann sich das
nicht 6fter als n-mal wiederholen: wir bekommen hochstens n Quadrate
9+, g2, ..., welche alle q enthalten. Wiinscht man eine bestimmte Vor-
schrift fiir die Reihenfolge, in der die Quadrate vorgenommen werden, so
setze man etwa fest, daB von je zwei Dualquadraten dasjenige den Vorrang
hat, welches weiter links liegt; konkurrieren aber zwei solche Quadrate,
welche demselben Vertikalstoilen angehoren, soll das tiefer gelegene den
Vorrang haben. Die Quadrate qf, q.¥, ... brauchen nicht véllig getrennt
zu liegen. Wir konstruieren das kleinste (aus Dualquadraten A-ter Ord-
nung bestehende) Rechteck r,, das 1. g enthilt und an welches
2. keines der Quadrate ¢* st68t, ohne ganz in jhm enthalten zu sein. So
bekommen wir an Stelle der Quadrate q* hochstens n Rechtecke v, die alle
nullstellen-verddchtigen ¢ enthalten und welche sich weder iiberdecken
noch aneinander grenzen. Die Seitenlingen dieser Rechtecke sind hochstens
gleich 2n4,. Fiir jedes r bestimmen wir nach oben gegebener Anwejsung
die Zahl n(tr) und scheiden diejenigen aus, fiir welche n(r)=0 ist.
Bleiben z. B. drei Rechtecke t iibrig: t’, ”, t”” mit den zugehdrigen An-
zahlen n(tr)= 3,1, 2 (die Gleichung sei also vom Grade 8 -+ 1 -}- 2= 6),
so definieren wir in dem Wurzelraum (¢, , ¢, ..., ;) ein 12-dimensionales
Rechteck 3% durch die Bedingungen: e,, «,, ¢, int’, &, int", &, a;in ¢
R moge noch ersetzt werden durch das kleinste Quadrat A,, das aus
Dualquadraten A-ter Ordnung zusammengesetzt ist, denaelben Mittelpunkt
wie i bat und R ganz im Innern enthilt. Beim Ubergang zur nichsten
Teilungsstufe brauchen wir von vornherein nur diejenigen Dualquadrate
(B -+ 1)-ter Ordnung in der z-Ebene zu beriicksichtigen, welche durch
Teilung aus nullstellen-verdichtigen Dualquadraten %-ter Ordnung hervor-
gehen. Es ergibt sich im Wurzelraum ein ganz im Innern von A, ent-
haltenes 27-dimensionales Quadrat A, . ,. Mit unbegrenzt wachsendem h
konvergiert die Seitenldnge von A, gegen 0.

Die beschriebene Konstruktion ist eine solche, die mit einer durch
freie Wahl werdenden Schachtelfolge von Dualsternen 4, im Koeffizienten-

Mathematische Zeitschrift. XX. 10



146 H. Weyl.

raum (A=0,1,2,...) gesetzmiBig eine werdende Schachtelfolge von
Quadraten A, im Wurzelraum verkniipit. Sie benutzt lauter lingst be-
kannte Elemente; diese sind aber auch alle fiir einen konstruktiv durch-
fithrbaren Existenzbeweis wirklich erforderlich. Der Satz, zu dem wir
gelangen, besagt: Jedes Polynom (1) lift sich in Linearfaktoren zerlegen:
fle)=(x—e)(r—&)...(x — a,)
Dabei kann noch eine Zusatzbedingung wie
o <e,<...Zeq,

gefordert werden, wo << das Zeichen fiir die Rangordnung gemil einer
oben getroffenen Festsetzung ist. Unzuldssig ist hingegen die Behauptung,

f{z) lasse sich stets als Potenzprodukt von lauter werschiedenen Linear-
faktoren darstellen.

In seiner ersten Mitteilung zur , Neubegriindung der Mathematik:1?)
hat sich Hilbert in heftiger Polemik gegen die von Brouwer und mir
vertretene Auffassung gewendet. Mir scheint, selbst von seinem Stand-
punkt mit geringem Recht; denn soviel ich sehe, stimmen wir in dem
entscheidendsten Punkte miteinander iiberein. Auch fiir Hilbert reicht
die Kraft des inhaltlichen Denkens nicht weiter als fiir Brouwer;
es ist fiir ihn ganz selbstverstindlich, daB sie die ,,transfiniten* SchluB-
weisen der Mathematik nicht trigt'®), daB es keine Rechtfertigung fiir
alle die transfiniten Aussagen der Mathematik als ¢nhaltlicher Wakrheiten
gibt. Er wird nicht leugnen wollen, dal Brouwer hier im ,, Axiom des
ausgeschlossenen Dritten* den wesentlichen Punkt getroffen hat; dieser
neuen Einsicht zufolge kann Hilbert jetzt auch das eigentlich Fragwiirdige
und zu Begriindende, dem inhaltlichen Denken schlechterdings Unzugangliche,
was vor ihm als logisch selbstversténdlich nicht in die Axiome auf-
genommen wurde, sondern unerkannt ,zwischen den Zeilen sein Wesen
trieb, der Formalisierung unterwerfen und zum Kernstiick seiner Axiomatik
machen. Ein weiterer groBler Fortschritt von Hilbert iiber die Ansitze
seines bekannten Heidelberger Vortrages'*) hinaus liegt in der Anerkennung
der Tatsache, daB ohne ein anschaulich-sachhaltiges Denken, das sich nicht
auf Axiome griinden 148t und in welchem sich insbesondere ein finites
Prinzip der vollstindigen Induktion betétigt?®), nicht auszukommen ist.

12) Abhandlungen aus dem Mathem. Seminar Hamburg 1 (1922). 8. 157

13) Vgl. hierzu Hilbert, Die logischen Grundlagen der Mathematik, Math. Ann. 88
(1922), 8. 151; namentlich S. 155, 156.

14) Verhandlungen des 3. internationalen Mathematiker-Kongresses (1904), 8. 174.

15y Dem wird kein Abbruch dadurch getan, daB das Prinzip auch als eine Formel

im Axiomensystem erscheint. Der Syllogismus kommt bei Hilbert sogar in dreierlei
Bedeutung vor: erstens als naiv gehandhabtes Prinzip des anschaulichen Denkens,
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Mit Hilfe dieses anschaulichen Denkens ist nach Hilbert eine Begriindung
der elementaren Arithmetik in der Weise moglich, daB8 ihre Sitze nicht
als ,,Formeln®, sondegﬁ als inhaltliche Wahrheit verstanden werden!®).
Brouwer zeigt, vor allem vermoge seines Begrifis der werdenden Folge,
daB das inhaltliche Denken wesentlich weiter reicht; es ist unter allen
Umsténden wichtig, zu sehen, wie weit man damit kommt. Vielleicht
nimmt Hilbert in dieser Frage einen noch radikaleren Standpunkt ein
als Brouwer; ich glaube aber, dall solche durchgefithrten Beweise wie
der eben angegebene fiir den funktionentheoretischen Fundamentalsatz der
Algebra erkennen lassen, daB die Grenzen des finiten Denkens in der
Brouwerschen Analysis — wenigstens in der von mir gegebenen Inter-
pretation®”) — nicht iiberschritten werden. Auf dem Hintergrund der
vorangehenden Epochen der modernen Grundlagenforschung — der ersten
Epoche des naiven Existentialabsolutismus (Dedekind, Cantor), der
zweiten, welche das ,nicht-Pridikative durch eine Typentheorie zu iiber-
winden strebt (Russell) — heben sich Brouwer und Hilbert deutlich
als zusammengehorig zu einer neuen dritten Epoche ab (der Ubergang
von der 1. zur 2. Epoche wird durch Frege, ein Ubergang von der 2. zur 3.
durch meine Schrift ,,Das Kontinuum* aus dem Jahre 1918 bezeichnet).

Die neue, Hilbert eigentiimliche Wendung ist die, da er an den
Sitzen der Mathematik ihre inhaltliche Bedeutung fahren liBt und sie zu
einem Formelspiel entleert. Gelingt ihm der Beweis der Widerspruchs-
losigkeit — und er hat den Weg, der zu diesem Ziele fiihren soll, bereits
deutlich und iiberzeugend abgesteckt®) —, so wird ein Resultat gewonnen
sein, dem auch ich groBe Bedeutung zuschreibe, die Vollendung und Krénung
von Hilberts axiomatischem Lebenswerk. Die Hilbertsche Mathematik
ist aber, wenn man seine Erklirungen ernst nimmt, in der Tat nur ein
Formelspiel. Die Analogie mit dem Schachspiel sei in einer kleinen
Tabelle durchgefiihrt.

Schachspiel Hilbertsche. Mathematik
1. Stein. Zeichen.
2. Stellung der Steine auf dem Brett. Formel.
3. Ausgangsstellung. System der Axiome.
4. Zugregeln, Regeln, nach denen aus Formeln
Formeln ,,deduziert“ werden.

zweitens als axiomatische Formel und drittens als Operationsregel, nach welcher aus
sbeweisbaren Formeln“ beweisbare Formeln entspringen.

) a. a. O, 19), 8. 164.

17) Vgl. die unter 1) zitierte Arbeit.

%) In der unter !¥) zitierten Arbeit.

10*
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Schachspiel Hilbertsche Mathematik

5. ,Spielgerechte Stellung (die auf | ,,Beweisbare’* Formel (welche auf
Grund der Zugregeln aus der Aus- | Grund der Operationsregeln aus den
gangsstellung hervorgegangen ist). Axiomen hervorgegangen ist).

6. Stellung, in welcher 10 Damen Formel des Widerspruchs.

der gleichen Farbe auftreten.

Durch die sich im finiten ansehaulichen Denken betétigende voli-
stindige Induktion kann man beim Schachspiel ebenso einsehen, dal
10 Damen einer Farbe in einer spielgerechten Steltung unméglich sind,
wie Hilbert beweist (oder zu beweisen sich anschickt), daB die Formel
des Widerspruchs keine beweisbare Formel ist. (Man geht dabei natiir-
lich von der Bemerkung aus, daf durch einen spielgerechten Zug die
Summe der Anzahlen der Damen und Bauern einer Farbe niemals zu-
nehmen kann.) Das ist Erkenntnis und nicht mehr Spiel; und nur zur
Gewinnung dieser einen Erkenntnis wird von Hilbert das inhaltliche
Denken benétigt. Auf diesem Standpunkt darf man nicht nach einem
tieferen Grund fiir die angenommenen Axiome und Operationsregeln fragen:
auch ist nicht abzusehen, warum man gerade Wert darauf legt, dall das
Formelspiel ,,widerspruchsfrei* ist oder warum man das inhaltliche Denken
sich nicht noch mit andern aus dem Spiel entspringenden Fragen beschif-
tigen 14Bt. Solange man auf diesem Standpunkt beharrt, ist man in der
Tat aller Philosophie iiberhoben; und es gibt keine andere ,Einwendung*
dagegen als die Erklirung: Ich spiele nicht mit!

Soll aber Mathematik eine ernsthafte Kulturangelegenheit bleiben, so
muf} sich nun doch mit diesem Formelspiel irgend ein S¢nn verkniipfen.
— Zunichst kann es sich in den Dienst der inhaltlichen Analysis, ins-
besondere der inhaltlichen Arithmetik stellen. Als das berithmteste Bei-
spiel, in welchem heute transfinite Schliisse zur Begriindung eines finiten
Theorems herangezogen werden, nenne ich Dirichlets Klassenzahlbestim-
mung quadratischer Formen. Definiert man die zur Diskriminante D ge-
horige Klassenzahl # mit Hilfe einer finiten Reduktionsmethode, so hat
man zwei Wege zur Konstruktion von %: der eine ist durch dieses Re-
duktionsverfahren gegeben, der andere durch Dirichlets explizite Formel.
Ist die Behauptung, daB aus einer beliebigen Zahl D sich auf beiden
Wegen die gleiche Zahl & ergibt, durch Hilberts formale Analysis trans-
finit begriindet, so ist sie inhaltlich richtig. Ergabe sich npémlich fiir
einen bestimmten Wert, z. B. D = 129, auf dem einen Wege h=25, auf
dem andern h =7, so wire 5 =7 und damit 0=2 eine beweisbare
F¥ormel im Hilbertschen System, die mit 2 <= 0 zusammen zu der Formel
des Widerspruchs 0 4= 0 fithrt. So oft also eine beweisbare Hilbert-
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sche Formel, inhaltlich interpretiert, einen Sinn gibt — dazu ist insbe-
sondere erforderlich, daB sie die transfiniten Funktionen nicht enthilt —,
spricht sie einen richtigen Satz der inhaltlichen Analysis aus: der Forma-
lismus ist auf Grund seiner Widerspruchslosigkeit ein legitimes Hilfsmittel
zur Gewinnung derartiger Sitze. Immerhin wird man den Wert dieses
formalen Hilfsmittels nicht allzu hoch anschlagen. Denn nicht im Beweis
bei gegebener Konstruktion, sondern in der Erfindung der Konstruktion
liegt in den meisten Fillen die eigentliche Schwierigkeit. Nackdem einmal
die vorhin besprochene Konstruktion gefunden ist, welche aus der durch
freie Wahl werdenden Schachtelfolge von Dualsternen im Koeffizienten-
raum die werdende Schachtelfolge von Quadraten im Wurzelraum erzeugt,
gelingt der Nachweis miihelos, dal sie die Wurzeln der vorgelegten will-
kiirlichen Gleichung liefert. Und so liegt die Sache fast immer.

Mit dieser untergeordneten Rolle seiner Formeln im Dienste der
Brouwerschen Analysis wird sich Hilbert schwerlich zufrieden geben.
Ich sehe nur esne Moglichkeit, ihnen einschlieBlich ihrer transfiniten Be-
standteile eine selbstindige geistige Bedeutung beizulegen. In der theore-
tischen Physik haben wir das groBe Beispiel einer Erkenntnis von ganz
anderem Gepriige vor uns als die gewdhnliche intuitive oder phinomenale
Erkenntnis, welche das in der Anschauung'®) Gegebene rein ausspricht.
Wihrend hier jedes Urteil seinen eigenen, restlos in der Anschauung voll-
ziehbaren Sinn hat, ist dies mit den einzelnen Aussagen der theoretischen
Physik keineswegs der Fall; sondern dort steht, wenn es mit der Erfah-
rung konfrontiert wird, nur das System als Ganzes in Frage. In der
Theorie gelingt es dem BewuBtsein, ,,iiber den eigenen Schatten zu springen®,
den Stoff des Gegebenen hinter sich zu lassen, das Transzendente darzu-
stellen; aber, wie sich von selbst versteht, nur im Symbol. Die Beziehung
der symbolischen Konstruktion zum unmittelbar Erlebten muB, wenn nicht
explizite beschrieben, so doch irgendwie innerlich verstanden sein; aber
diese Beziehung allein kann niemals die theoretische Deutung rechtfertigen.
Hier walten Vernunftprinzipien, von denen wir vorerst nur das der Wider-
spruchslosigkeit klar erfassen; es ist aber gewiB nicht der einzige Leit-
faden bei der Ausbildung der theoretischen Physik (der Sinn der theore-
tsschen ist uns im Grunde ebenso dunkel wie der Sinn der kiinstlerischen
Gestaltung). Wenn ich die phinomenale Erkenntnis als Wissen bezeichne,
so ruht die theoretische auf dem Glauben?®) — dem Glauben an die

19) ,Anschauunz® wird hier natiirlich nicht aufs Sinnliche beschrinkt, sondern
bezeichnet jeden gebenden Akt.

20) DaB der Glaube, d.i. die transzendente Vernunftthesis, ohne welche alles
Wisgsen tot und vollig gleichgiiltig ist, nicht erst bei ,Gott, Freiheit und Unsterblich-
keit“ auf den Plan tritt, war eine der ersten und wichtigsten Erkenntnisse, welche
Fichte iiber Kant hinausfithrten.

)
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Realitit des eigenen und fremden Ich oder die Realitit der AuBenwelr
oder die Realitit Gottes. Ist das Organ jener das ,Sehen“ im weitesten
Sinne, so ist das Organ der Theorie ,,das Schopferische. Wenn Hilbert
nicht ein bloBes Formelspiel treibt, so will er eine theoretische im Gegen-
satz zu Brouwers intuitiver Mathematik. Aber wo ist jenes vom Glauben
getragene Jenseits, auf das sich ihre Symbole richten? Ich finde es nicht,
wenn ich nicht die Mathematik sich véilig mit der Physik verschmelzen
lasse und annehme, daBl die mathematischen Begriffe von Zahl, Funktion usw.
(oder die Hilbertschen Symbole) prinzipiell in der gleichen Art an der
theoretischen Konstruktion der wirklichen Welt teilnehmen wie die Be-
griffe Energie, Gravitation, Elektron u. dgl. Dann aber ist das System
kaum durch seine Widerspruchslosigkeit schon ausreichend gerechtfertigt,
und es steht ferner zu erwarten, daB es das Schicksal aller andern theore-
tischen Erkenntnisse teilen wird: im Gegensatz zum phénomenalen Wissen,
das wohl dem Irrtum menschlich unterworfen, aber seinem Wesen nach
unwandelbar ist, bleiben sie, wie ich glaube, getragen von dem an uns
sich vollziehenden LebensprozeB des Geistes und werden von ihm niemals
als ein totes, ,endgiiltiges” Resultat abgesetzt. Vielleicht ist es aber ja
doch so, wie Hilbert zu meinen scheint, dal fiir den mathematischen
Teil der theoretischen Weltkonstruktion das Prinzip der Widerspruchs-
losigkeit zusammen mit der Forderung, die vom naiven Existentialabso-
lutismus fiber das Unendliche nach Analogie des Endlichen aufgestellten
Behauptungen so weitgehend wie méglich symbolisch zu rechtfertigen, als
einziger Leitfaden geniigt. In der Geschichte der Physik zeigt sich, dafl
Anschauung und Theorie bestindig Hand in Hand gehen miissen. Auf
der einen Seite ist z. B. nicht zu leugnen, dall der Machsche Phénome-
nalismus der Atomtheorie unterlegen ist; auf der andern Seite aber lehrte
Einsteins Relativititstheorie, wie wichtig der Riickgang auf die anschau-
liche Bedeutung der theoretischen Konstruktion und die Ausscheidung allzu
willkiirlicher Elemente (Geometrie, absoluter Raum) sein kann. So ist
es sicherlich von groflem Nutzen, da uns Brouwer in der Mathematik
wieder den Sinn fitr das anschaulich Gegebene gestirkt hat. Seine Ana-
lysis spricht den Gehalt der mathematischen Urintuition rein aus und ist
darum von ratselloser Klarheit durchleuchtet. Aber neben dem Brouwer-
schen wird man den Hilbert chen Weg verfolgen miissen; denn es ist
nicht zu leugnen, daBl in uns ein vom bloB phénomenalen Standpunkt
schlechterdings unverstindliches theoretisches Bediirfnis lebendig ist, dessen
auf symbolische Darstellung des Transzendenten gerichteter Schaffensdrang
Befriedigung verlangt. Aber hier beginnt das Rétsel, und so sind auch
diese SchluBgedanken nur ein zaghaftes Hinaustasten ins Dunkel.

(Eingegangen am 25. Oktober 1923.)



