
Randbemerkungen zu Hauptproblemen der Mathematik. 

Von 

H. Weyl in Ziirieh. 

3Ieben solchen Arbeiten, die -- in alle Richtungen sich zersplitternd 
und datum jeweils auch nur yon wenigen mit lebhafterem Interesse ver- 
folgt --  in wissensehaftliehes Neuland vorstoSen, haben wohl auch Be- 
trachtungen wie die hier vorgelegten, in denen es sich weniger um Mehrung 
als um K1/irung, um mSglichst einfache und sachgem/~t3e Fassung des schon 
Gewonnenen handelt, ihre Berechtigung, wenn sie sich auf Hauptprobleme 
richten, an denen alle Mathematiker, die iiberhaup~ diesen Namen ver- 
dienen, ungef~hr in gleicher Weise interessiert sind~). 

1) Die Sammlung sell spgier fortge~setzt werden. 
DaB ich ein Stiick voranstelle, in welchem es um die symbolisehe Methode 

der Invarianteutheorie geh~, ist zum Toil durch Herrn S t u d y  vsranlaSt, der mir 
nebsn andern Ungenannten; ich allein bin dureh ein Zitat aus meinen Sehriften 

eindeutig geksnnzeichne~ - -  Schuld gibt, ein .reishes Kulturgsbiot (ngmlich die 
Invariantentheoris) der Verwahrlosung iibergeben, ja dessen Dasein vSllig ignorisrt 
zu haben" (Einleitung in die Theorie der Invarianten linearer Transfurmationen, 
Braunsehweig 1923; Einleitung). Herr S t u d y  hat Reeht darin, dab ieh, ein ,sonst 
kenntnisreicher (?) Autor", in der Invariantentheorie geringe LitsraCurkenntnis und 
gerings eigene Erfahrung hahe; aber aueh dann, wenn ich hierin mit Herrn S t u d y  
wetteifem kSnnte, wiirde ich in meinem Buche ,Raum, Zeit, Materie" die symbo- 
lische Methode nich~ angewendet und yon den algebraisehen Vollst~ndigkeitssgtzen 
der Invariantentheorie kein Sterbenswiirtchen gesagt~ haben. Alles an seinem Platz! 

Die hoch und fief gestellten h~dizes sind in der Physik darum so praktiseh, well 
sis dieselbe GrS6e, z. B. die Energiedichte, mit demselben Buehstaben zu bszeishnen 
gestatten, ob sie nun dureh ihre kovariantsn oder kontravarianten Komponenten 
eharakterisiert wird. ~ Was Gra l3mann  als ~tufe bezeiehnet, trggt in der ganzen 
iibrigen Mathsm~tik den Namen Dimension; zudem stimmt ja die Bedeutung, welshe 
ieh diesem Wort in der Tensorrechnung beilegte, fiir den wichtigsten Spezialfall der 
schiefsymmetrisehsn (,,linearen") Tensoren mit dem GraBmannschen Gebraueh 
iiberein: 

9* 
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I. Zur  lnvariantentheorie .  

1. Capellisehe Identitiit.  

Den formalen Apparat der Invariantentheorie kann man aus der 
Identit~t yon Capel l i  ~) entwickeln. Fiir sie mSchte ich hier zunKchst 
einen durchsichtigen Beweis geben und dann einige Bemerkungen daran 
sohliel~en iiber den auf sie sieh stiitzenden Aafbau der Invariantentheorie 
fiir die projektive Gruppe und ihre wichtigsten Untergruppen. Neben der 
orthogonalen Gruppe, welche eine nicht-ausgeartete symmetrische Bilinear- 
form invariant l~l~t, soil die , ,Komplexgruppe" behandelt werden, welche 
in dem gleichen Verh~ltnis zu einer scMe/symmetrischen Form steht. 

Wir haben es zu tun mit mehreren Reihen x, y . . .  ( , ,Vektoren") yon 
je n Ver/~nderliehen und einer ganzen rationalen Funktion f dieser Varia- 
blen. D=~, wie A~,, bezeichnen den Polarenprozel~'~): 

, vf f A~,~" ~--- f D~,. ~---~ ~ x i ~:r--~, " 
i : . !  

Dabei kann die Variablenreihe x ~ mit einer der Reihen x, y . . . .  zu- 
sammenfallen oder auch eine weitere unabh/ingige Variablenreihe vorstellen. 
Es sollen aber A und D bei Zusammensetzungen sich verschieden ver- 
halten: beispielsweise entstehe fD~o:, Dry, D~z, aus f, indem man hinter- 
einander die Operationen D~,,, D.~r D,~, ausfiihrt; hingegen sei 

"i Yl. zt #x~Oyt~zt" 
ikl 

Die Resultate stimmen iiberein, aul~er wenn die Variablenreihe y oder 
z mit x' zusammenf~llt oder z---~y' ist. Wit benutzen das Zeichen 
5~,--~-~0 oder 1, je nachdem x, x '  zwei unabh~ngige oder zwei identische 
Variablenreihen sin& Es ist zu zeigen, daft die folgenden Gleichungen 
bestehen : 

D~3: 
D~u I 
DI~ ~ ' 

~yy 
/ J~  A.uz 

A,v Dy:, + 1 

(1) 

~) Math. Annalen 29 ~ 1889), S. 331. 
a) Ich stelle die Operationssymbole hinter das l~unktionszeiohell, damit sie bei 

Zusammensetzung in derjerligen Reihenfo|ge hinf, ereinander erseheinen, hi der ~ie 
auszuffihren sind. 
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Das ist so zu verstehen, da$ in der /-ten Formel die entspreehenden 
i-reihigen Unterdeterminanten reehts und links iibereinstimmen. Die 
i Fak~ren jedes Determinantengliedes sind in der Reihenfolge tier Spalten 
hinzusehreiben, denen sie entstammen. Indem man in jeder Formel das 
Resultat der vorhergehenden verwendet, gelangt man zu der Identitiit 

Ll ~x Ayes. A~:~ . . .  D:,:, Dy x D~ . ..] 
D~y Dy~ + 1 D~,~ ] 

Die m-reihige Operatorendeterminante links liefert, auf f angewendet, 
0, wenn die Anzahl m der zur Verwendung kommenden Variablenreihen 
z, y , z , . . ,  gr613er als n i s t .  Im galle m = n  aber kommt, naeh dem 
Multiplikation'ssatz der Determinanten, das Produkt aus der Determinante 
( x y z . . . )  und ~2f (~2 bezeiehnet den ~ayIeysehen D.-Prozell). 

Um z. B. die dritte der (~leichungen (1) zu gewinnen, haben wit 

A~,, Ayz, D~, 

g:y.  A~y, D:y. ----- 2: _+ A:x. Aye. D:_., 
A~, A~,~, D~e 

zu bereehnen, x, y, z und ebenso x', y', z' sind voneinander unabh/ingige 
Variablenreihen, w/ihrend die gestriehenen yon den ungestriehenen nieht 
versehieden zu sein brauehen. Die Summe reehts bezieht sieh auf die 
:3! Permutationen yon x ' y ' z '  mit alternierenden Vorzeiehen. Es ist 

D ' ~ ~ c~f 
l i k  i k 

f A~, Auu, A~, --f- b~, . [ A~:~, Ay u, A t- ~u' . f A~,, Au~, , 
also 

Bei der Summation fiber die 3! Permutationen yon x' y '  z' kann mini 
im 2. Glied (unter Xndemng des Vorzeiehens) z' mit x', im 3. Glied z' 
mit y '  vertauschen und erhiilt 

Z +__ ~ ,  Avy, D~, -----Z • Axz, Ayy. A~, -- 2 Z • A~, zl~, v, Oz~' 

oder, wenn das subtraktive Glied aul die andere Seite geschafft wb'd. 

A~, e~y~, ~ ,  A~, zl~, D~. -~- 2 ~ ~, 

A~, Avv, A~y, = A|162 zf~y, D~y, q- 2 6~, , q. e. d. 
A~, A~, A~z, Az~, Aye, Dzz, + 2 ~zz' 
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2. Reduktion au[ n - - 1  Vektoren. 

Es sei ~ eine Gruppe linearer homogener Transformationen in n Varia- 
blen. Unter (Vektor-) Invariante zu ~ versteht man bekanntlieh eine ganze 
rationale Funktion f mehrerer Vektoren x, y, . . . ,  homogen in den Kompo- 
nenten jedes einzelnen Vektors, die sieh h5ehstens mit einem Faktm" ju 
multiplizie~% wenn man auf die Komponenten ]edes Vektors dieselbe 
Transformation S yon ~J ausiibt; # soU nieht yon den Vektoren, sondern 
nut yon S abh&ngen. Ist ~ insbesondere ffir alle Transformationen S 
yon ~ gleich 1, so sprieht man yon einer absoluten Invariante. Die Auf- 
gabe ist, bestimmte Typen yon Grundinvarianten ausfindig zu machen, 
dutch welche sich alle Invarianten der Gmppe ~ ganz rational ausdrficken. 
Einen wesentliehen Sehritt zur LSsung dieses Problems ermiiglicht die 
eben yon neuem bewiesene Capellische Formel 

D ~  Dy~ . . .  
�9 0 ( r e > n )  (C') 

(2) f D ~ y D y y - k l . . .  = { ( x y . . . ) ~ f  (m-~n)i  (C) 

sie reduziert es n&mlich aui den Fall, da6 f nur von n, bzw. n -  1 Vek- 
toren abh~ingt. Bei der ersten Reduktion, die sieh aui die Formel (C *) 
stfitzt, mul~ nut angenommen werden, daft 

( I ) dutch Anwendung des Polarenprozesses aus einer Grundinvariante 
wiederum ein Aggregat yon Grundinvarianten entsteht; 
bei der zweiten Reduktion, die sich auf (C) stfitzt, ist weiter zu fordern, daft 

(II)  die Determinanle ( x y . . . )  unter den Grundinvarianten vor- 
kommt (oder sich doch ganz rational dutch sie darstellen l&i~t). 

Man denke sich die in f wirklieh vorkommenden Vektoren in be- 
stimmter Reihenfolge x, y, z , . . .  angeordnet, und nenne yon zwei Funk- 
tionen f dieser Vektoren, wenn sie gleiehe Gesamtordnung haben, diejenige 
die niedrigere, welche in x yon geringerer Ordnung ist; wenn abet beide 
dieselbe Ordnung in x besitzen, soll die Ordnung in y fiber den Rang 
entscheiden; wenn die Ordnung in x und y fibereinstimmt, geht die Ent- 
scheidnng auf z fiber; usf. Das Hauptglied in der Capellischen Deter- 
minante (2) ist == p(q -~- 1) (r-~-2). . .  f, wenn p, q, r, . . .  die Ordnungen 
yon f in x, bzw. y, z . . . .  bezeichnen. Alle andern Glieder entstehen 
durch Anwendung yon Polarprozessen aus solehen Invarianten, die niedrigez 
als f stehen. Wissen wir yon solchen Invarianten schon, dab sie sich 
dureh die Grundinvarianten ausdriieken, so folgt demnaeh aus (C') das 
gleiche fiir f. Bei der Anwendung yon (C) hat man dem Induktions- 
sehlu6 noch die Annahme zugrunde zu legen, da6 die Behauptung sehon 
feststehe fiir Invarianten yon geringerer Gesamtordnung als f, wie ~ f  
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eine ist. -- So, wie hier geschehen, trennt man meiner Meinung nach am 
besten den formal-algebraischen und den mit gedanklichen Indaktions- 
schliissen operierenden Teil. Denn die Capell ische Identit~it ist im 
Gegensatz zu den sonst daraus hergeleiteten Reihenentwieklungen eine 
iibersiehtliche, explizite anschreibbare und geschlossene Formel. Da die 
Weiterfiihmng des Problems bisher nur fiir einzelne Gruppen ~) gelungen 
ist, wird man diesem auf den beiden Formeln (2) beruhenden Konstmk- 
tionsstiick, das fiir alle brauchbar ist, einen besonders hohen Weft zu- 
schreiben. 

3. Der Tra~sformationsfaktor. 

Will man weiterkommen, so muI~ man sich zun~chst iiber den Trans- 
formationsfaktor p = # ( S )  Klarheit verschaffen. Sind S, T irgend zwei 
Transformationen aus 9 ,  so gilt 

(3) /~(~T)=t~(S).~(T),  insbesondere # ( S ) . / ~ ( S - * ) = I .  

Es ist bekann~, wie man aus der letzi:en Gleiohung die Tatsaehe her- 
leitet, dab fiir die volle projektive Gruppe (~ der Faktor ,u eine Potenz 
der Transformationsdetezminante ist. Allgemeiner: /st ~ dadurch definiert, 
daft die Transformationskoeffizienten g]eich ganzen rationalen Funktionen 
unabhiingiger Parameter gesetzt werden, und bleibt dabei die Determi- 
nante eine irreduzib]e Funktion dieser Parameter, so ist B notwendig eine 
Potenz der Determinante. Ist insbesondere ~ = ~: die Translationsgruppe 
im n-dimensionalen Raum, besCehend aus den Translationen 

(4) ( i = 1 ,  2, . . . ,  

-- die z~ bedeuten bier Ebenenkoordinaten, x ist ein ,,kovarianter Vektor"; 
die c sind beliebige Konstanten-- ,  so erh~ilt man aus iener Gleichung 

~ (~ ,  . . . ,  ~,)- ~ (-- ~ . . . .  , - - c ~ ) = i .  

Als Polynom in den Variablen c~ , . . . ,  c,, ist datum # eine Konstante und 
zwar = 1, well flit die Identits te ~ 1 ist. 

In dem komplizierteren Fall, we die Gruppe durch Relationen zwischen 
den Transformationskoeffizienten gegebe, ist -- das ist vor allem so fiir 
die orthogonale Gruppe ~ -- ,  wird man am besten zur Methode der in- 
finitesimalen Operationen greifen. Ist F =  (~,i~) die Abweichung der all- 
.gemeinen infinitesimalen Operation der Gruppe ~ yon der Identits und 

~ 1 + T (F)  der zugeh6rige Faktor, so bestehen zwisohen den ~, ]edig- 
lieh lineare homogene Relationen und ~ ist eine lineare homogene Funk- 
tion von F. An 8telle der Bedingung (3) tritt die, daft ~ den Wert 0 
]~a~ fiir iede Operation der ,,abgeleiteten Gruppe", d. h. fiir die Matrizen F ' ,  
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die aus zwei Matrizen der ixffinitesimalen Gruppe, etwa r t , / ' s ,  nach der 
Formel entstehen 

r ' - - I r ~ r o ] = r l r ~ - ~ r  1, 

und fiir alle diejenigen, die sich aus solehen F '  linear zusammensetzeu. 
Insbesondere geht daraus hervor: Ist die zu .~ gehSrige in/initesimale 
Gruppe ~, mit ihrer abgeleiteten identisch, so ist ~u = 1 -- zum mindesten 
flit alle der ,,Hauptschicht" yon ~ angehSrigen Transformationen (das sind 
diejenigen, welche innerhalb ~) mit der Identit~t in einem gemeinsamen 
zusammenh~ngenden Kontinuum liegen). Der wiehtigste Fall dieses all- 
gemeinen Satzes ist der auI ~) beziigliehe: Fiir die orthogonale Gruppe 
gibt es nut absolute Invarianten; ausgenommen n ~-2 .  (Die Ausnahme 
f~llt fort, wenn der zugrunde liegende Zahlbereich -~/_--~ nieht enthMt.) 
Dies gilt wSrtlich, wenn wit zu ~ nut die eigentlichen orthogonalen Trans- 
formationen, die Drehungen mit der Determinante + 1 rechnen. Wenn 
auch die Spiegelungen mit der Determinante -- 1 dazu gehSren, kann fiir 
die Spiegelungen /z = + 1 oder = -- 1 sein; je nachdem das eine oder das 
andere der Fall ist, sprechen wit von einer geraden oder einer ungeraden 
Invariante. Ist yon einer Funktion f nur bekannt, dab sie sieh den 
Drehungen gegeniiber invariant verh~ilt, so ist sie die Summe einer geraden 
und einer angeraden Invariante. 

4. Aufstellung der Grundinvarianten fiir die wichtigsten linearen Gruppen. 

D r e h u n g s g r u p p e .  F~r die orthogonale Gruppe ~) kommt man aus 
mit den Grundinvarianten 

(D1) ( x y z . . . )  und (D~) ( x l y )  = xly~ + . . .  + x,,y,,. 

Das wurde zuerst dutch eine sehr schSne, auf die Gruppe ~ zugeschnittene 
Methode dutch E. S t u d y  gezeigt a). Da das Produkt zweier Determinanten 
(D1) sich durch die skalaren Produkte yore Typus (D~) ausdriicken l~iflt, 
kann man sch~irfer sagen: Eine gerade Invariante kann ganz rational dar- 
gestellt werden allein durch (D~); eine ungerade Invariante ist die Summe 
mehrerer Terme, deren ]eder das Produkt aus einem ,,Klammerfaktor" (D~) 
und einer geraden Invariante ist. Fiir dieses Theorem hat auf dem bier 
begonnenen Wege, nachdem B u r k h a r d t  mit n ~ 3 vorangegangen war~), 
Herr W e i tz  en b 5 ek in seinem Buche ,,Invariantentheorie" (Groningen 1923 ) 
einen Beweis versueht, der abet wegen eines Fehlschlusses -- Ubergang 
zu (17) und (18) auf S. 2 4 4 - -  nicht stiehhaltig ist. In den Anwendungen 
interessieren fast aussehliefllich die absoluten Invarianten. Faint man den 

4) Leipziger Berichte 1897, S. 443--461. 
�9 ~) Math. Annalen ~3 (1893), S. 197-215. 
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Invariantenbegriff allgemeiner, so muff man ztm~ichst wie im vorigen Ab- 
satz zeigen, dab zur Drehungsgruppe keine andem als absolute Invarianten 
gehSren. DaRn kommt man abet dutch einen Schlufl yon n -  1 auf n 
folgendermal]en sofort zum Ziel. Die absolute Invariante f h~inge yon 
hSchstens n -- 1 Vektoren x, y, . . .  ab. Bei gegebenen Vek-toren x , y :  . . .  
kann man dann ein dem urspriing]ichen gleichsinniges Car tes isches  Koordi- 
natensystem e l, e e, . . . ,  e ~ einfiihren, in welchem e n zu jenen Vektoren 
senkrecht ist. Wird 

(5) X = x ; e  1-~x~e ~ - ~ . . .  --~x~-I ea-1, . . .  

gesetzt, so kommt 

(6) f ( x ,  y ,  . . . ) .=-  fo(x ' ,  y' ,  . . . ) ,  

wo 1o diejenige Funktion bedeutet, die aus f durch die Substitution 
x,  = y ,  . . . . .  0 entsteht. War f eine ungerade Invariante, so erh/ilt 
man durch Transformation auf das Koordinatensystem e l , . . . ,  e "-1, -- e ~ 
neben (6) die Gleichung 

f ( x ,  y . . . .  ) =  - -  fo (x ' ,  y '  . . . .  ), 

und datum ist f ~ - 0 .  War abet f eine gerade Invariante, so ist 
fo~x', y', . . . )  bei frei ver~nderlichen Argumenten 

z = ( x ; ,  z "  . . . .  , x , _ , ) ,  . . .  

eine gerade Orthogonalinvariante in n -- 1 Dimensionen. Setzen wir unsern 
Satz ffir n -  1 Dimensionen schon als giiltig voraus, so kSnnen wir mit- 
hin to ganz rational darstellen dutch die skalaren Produkte vom Typus 
( x ' l y ' )  ' ' . .  ' 

r [~(x', y ' , . . . ) =  ~ ( . . . ,  (x'  y ')  . . . .  ). 

Wenden wi t  das an auf die durch (5) eingefiihrten GrSBen x ' , . . ,  m~d 
beachten, dab fiir sie ( x ' l y ' ) = I x } y )  ist, so erh~lt man aus (7) die ge- 
wiinschte Darste]lung 

f ( x ,  y . . . .  )----- r  . . . .  ( x t y )  . . . .  ). 

Am besten ordnet man danach den Beweis so an. t:, bedeute eine 
gerade oder ungerade Orthogonalinvariante in n Dimensionen, die yon 
hSchstens n Vektoren x, y . . . .  abhi~ngt; q} bezeichne ein Aggregat der 
skalaren Produkte dieser Vektoren. Durch einen auf die Dimensionszahl n 
bezogenen InduktionsschluB beweist man T~: ,,Jedes gerade fn ist -----qb 
jedes ungerade f , =  ( x y . . . ) ~ b , , .  T O ist trivial; aus T~_ 1 folgt T~. 
T folgt n~imlich zun/ichst, wie oben gezeigt, fiir solche f,,, die hSchstens 
n -  1 Argumentvektoren enthalten. Die L~bertragung auf n Argumente 
geschieht mit Hilfe der Capel l i schen Formel (C). Der Polarenprozel~ 
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verwandelt gerade in gerade, ungerade in ungerade Invarianten, w~hrend 
der ~$-Prozell gerade und ungerade vertauscht. Bei Anwendung yon (C)  
auf ein gerades f,  hat man noch, wenn auf der reehten Seite s f,, schon 
in der Form ( x y . . . )  q~ dargestellt ist, den Ausdruek v0n (xy . . . )~  dureh 
die skalaren Produkte zu benutzen. NachdemT, bewiesen ist, leitet man 
aus (C'), ohne den n dimensionalen Raum zu verlassen, den allgemeinen 
Satz her: gede gerade Orthogonalinvariante ist = qS, jede ungerade gleieh 
einer Summe yon Termen des Typus ( x y . . . }  ~.  -- Weder bei dem 
Studyschen noch bei diesem Verfahren braueht der yon B u r k h a r d t  ver- 
wendete raffinierte Kunstgriff s) herangezogen zu werden. 

E r w e i t e r u n g s s a t z .  Die Bewegungsgruppe ~ ist fiir Ebenenkoordi- 
naten xot xa x~...  x,, dadureh gegeben, da[~ der vektorielle Bestandtei! 
x 1 x~. . .  x,~ einer willkiirlichen orthogonalen Transformation unterliegt, der 
skalare x o ersetzt wird durch 

(8) xo = xo + (cl xj + . . .  + c~x~) (die c beliebige Konstante). 

Nach dem, was fiber die orthogonale Gruppe und die Translationen (4) 
bemerkt wurde, existieren aueh zu ~ nur absolute Invarianten. Bedeute~ 
1 das Wertsystem 110 0 . . .  0, so erseheinen als Grundinvarianten die drei 
Typen: 

(B) ( x l y )~ -x~y t  + . . . -~x , , y , , ,  ( x y z . . . ) ,  ( l x y . . . )  

(die Klammerfaktoren enthalten n + 1 Glieder). Hier ffihrt der gleiehe 
Induktionsschlul~ -- Ms Ersatz flit das yon W e i t zenbSck  eingesehlagene 
Verfahren 7) ~ zum Ziel. Hiingt die Invariante f yon hSehstens n ,,Ebenen" 
x, y , . . .  ab, so kann man (zun~ehst unter der Einsehr~nkung, dai3 ihre 
vektoriellen Bestandteile linear unabh~ngig sind) durch eine Translation (4), 
bei weleher f sich nicht ~ndert, erzwingen, dal~ ihre skalaren Bestandteile 
xo, Yo,--" alle versehwinden,-  der Anfangspunkt des Koordinatensystems 
wird in den Sehnitt der Ebenen verlegt. Nach dem Fundamentalsatz 
f'fir ~) driickt sich dann f ganz und rational aus dureh ( I x y . . . )  und 
Grundinvarianten vom Typus (x~iy). Das gleiche Verfahren empfiehlt 
sich beim Ubergang yon der projektiven zur a]]inen GruppeS), bei den 
~emi-und ScMebungsinvarianteng). Der allgemeine Satz, der bier sieh 
ergibt (Erweiterungssatz), lautet: Einer Gruppe ~ yon pro]ektiven Trans- 

6) A. a. 0., S. 201. Vgl. WeitzenbSck, Invariantentheorie, S. 240. 
~) Wiener Beriehte, Abt. lIa, 122 (1913), S. 1255; Invariantentheorie, S. 277. 
s) Weitzenb iick, Jahresber. d. Deutseh. Math.-Vereinig. 22 (1913), S. 192--209; 

Invariantentheorie, S. 223--232. 
9) j.  Deruyts, Essai d'une th6orie g6n$rale des formes alg6briques. Liittieh 1890. 
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/ormationen in n Variablen entstn'icht die Gruppe ~J,, in v + n Variablen 
x ~-(Z~ . . . . .  ~,,, x ~ , . . . , x , , ) ,  welche de/iniert ist dutch die Gleichungen 

~, = (r,,  ~1 + . . .  + r ,  z,,) + (c~, xa + . . .  + ca, x,,), 
�9 , �9 ~ . * �9 . . . . . . . . . .  , �9 �9 �9 �9 

~ = (r,,a~ + . . .  + r,,~,,) + (C,,axa + . . .  + C,.X.) 
zusammen mit der Festsetzung, daft x ~ , . . . ,  x~ unter sich eine beliebige 
Trans/ormation aus ~ erleiden k6nnen; die c und 7 sind willkiirlich mit  
der einen Einschrdnkung, daft die Determinante der ? gleich 1 (bzw. + O) 
ist. Ein System yon Grundinvarianten /fir 9 ,  u ird  alsdann gebildet aus 
den Grundinvarianten yon ~ zusammen mit  der (v + n )-gliedrigen Deter- 
minante ( x y z . . . ) .  

Beweis .  Wieder k6nnen wir uns beschr~inken auf Invarianten f der 
Gruppe ~ ,  die yon weniger als r q- n Vektoren x, y, . . .  abh~ingen. Dutch 
eine Translation 

(9) ~ -~ ~a + 7a~. ~ + . . -  + c~, x,, (alle iibrigen Variablen gehen in sich fiber) 

k6nnen wir dann bei gegebenen x, y . . . .  bewirlren, daft die erste griechische 
Komponente aller dieser Vektoren verschwindet. Well die Translationen (9) 
zu ~,. gehSren und nach einer obigen Bemerkung der zugeh6rige Faktor 
/~ ~ 1 ist, ~indert sieh f also nicht, wenn in ihm ~ ,  ~h , . . .  dutch 0 er- 
setzt werden. Das hei6t: in f kommt die erste griechisehe Komponente 
yon x, y , . . .  gar nicht vor; ebensowenig die 2-te bis v-re. [ enthiilt 
demnaeh nut die lateinisehen Variablen und ist als Invariante der Oruppe 
dutch deren Orundinvafianten darstellbar. 

Die voUe pro]ektive Gruppe (~, ebenso die Oruppe aller homogenen 
linearen Transformationen yon der Determinante 1 fiillt unter diesen Beweis. 
Der Erweiterungssatz liefert ferner die Grundinvarianten fiir die Gruppe 
der ,,gestu/ten', Trans/ormationen; man erh~ilt sie, worm man die Variablen- 
reihe in eine Anzahl Absehnitte, sagen wir in drei Abschnitte xt, x.,, xa 
teitt und nun ansetzt 

xa = c11xl -Jr- Ca.). x~ ~- can x8 , 

mit willkiirliehen Matrizen c, die nut der einen Einsehriinkung geniigen, 
daft die in der Hauptdiagonale stehenden die Determinante 1 (bzw. eine 
yon 0 verscbiedene Determinante) besitzen. Oeometriseh handelt es sieh 
bier um diejenigen projektiven Transformationen, welehe ein System inzi- 
denter linearer Eiemente verschiedener Stufenzahl festlassen (Verallgemei- 
nerung der Semiinvarianten; die Stufenzahlen brauehen nieht die liicken- 
lose Reihe O, 1 . . . . .  n - - 1  zu bilden). 
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Wie die Tabelle der Orundinvarianten zu erggnzen ist, wenn neben 
den kovarian~en auch kontravariante Vektoren in Betracht gezogen werden, 
lohrt die Wei t zenbSeksehe  Methode der Komplexsymbole. Insbesondere 
hat Herr W e i t z e n b S c k  das groge Verdienst, in diesem allgemeineren 
Fall fiir die Oruppe ~ der Elementargeometrie bei beliebiger Dimensions- 
zahl jene Tabelle vollstgndig aufgestellt zu haben lo). 

K o m p l e x g r u p p e .  Von den wiehtigsten linearen Oruppen hat bisher 
meines Wissens diejenige noeh keine Bearbeitung gefunden, welehe einen 
nieht-singul~ren linearen Geradenkomplex in sieh iiberfiihrt. Dennoch ist 
es mit den vorliegenden Mitteln leieht mSglich, aueh fiir sie die Grund- 
invarianten aufzustellen; in gewissem Sinne ist bier die Theorie noch ein- 
faeher als bei der orthogonalen Oruppe. Die Komponenten eines Vektors x 
im Raume yon n ~ 2 h Dimensionen wollen wir mit x~, Yl, x~, y,, . . . ,  xl,, y~ 
bezeiehnen. Zugmnde liegt eine nieht-ausgeartete schiefsymmetrisehe Bi- 
linearform in normaler Darstellung 

(1o) [ x x ' ]  = ( z ,  u '  - ' �9 ' - 

(,,schiefes Produkt" yon x und x'). Die Gruppe ~ besteht aus allen 
homogenen tinearen Transformationen, welehe, auf x und x' simultan an- 
gewendet, die Form Ix x'] unge~ndert lassen. Als einzige Grundinvariante 
yon ~ tritt diese Form selber au]. Der Beweis stiitzt sich auf die folgenden 
Tatsachen. 

1. Die zugehSrige Gruppe c der infinitesimalen Operationen stimmt mit 
ihrer abgeleiteten c' iiberein. AuBerdem besteht @ aus einer einzigen zu- 
sammenh~ngenden Sehicht. Infolgedessen kSnnen keine anderea als absolute 
Invarianten existieren. 

2. Ist b = b ~ ein beliebiger yon 0 verschiedener Vektor, so 1/il~t sieh 
dazu ein Koordinatensystem konstruieren: a ~, b~; a ~, b~; . . . ;  a h, b h, in 
welehem das sehiefe Produkt die Normalform (10)besitzt .  -- tI~ngt die 
Invariante f yon weniger als n Vektoren x ,  x ' , . . ,  ab, so k6nnen wit bei 
gegebenen x, x' . . . .  hier b so w~ihlen, daft [bx] = [bx'] . . . . .  o ist. 
8etzen wir dann 

11) 

so wird ~1 

(12) 

X =  (~1 a l  -~ ~]1 bl) -Jr-'" + (~hah-~ ~lh b1'), 

entspreehend fiir x ' , . . . ,  

= ~ . . . . .  0; und es gilt 

f(x, x' . . . .  ) =  

~) Uber Bewegungsinvarianten, 1. bis 15. Mitteilung, Wiener Berichte, Abt. II a, 
122ff. (ab 1913); ders., Invariantentheorie, S. 281-301. 
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3. Zu ~ geh6ren die unimodularen Transformationen des Variablen- 
paares xl, Yl (bei welchen die iibrigen Variablen unge~indert bleiben): 

(13) xl = r + f ly~  ( a 5 - -  fir ~-- 1). 
Yl ~Tx~  + 5yi 

Nach dem Fundamentalsatz fiir diese zweidimensionale Gruppe ist f eine 
ganze rationale Funktion der Determinanten vom Typus (xx')~ ~ -x l y  ~ - -y lx~ .  
Die Funktion re, welche aus f dutch die Substitution x~ =~ x; . . . . .  0 
entsteht, enthhlt also auch die Variablen Ya, Y~,. .-  nicht mehr. Oder in 
mehr ele:nentarer SchluI]weise: Aus der Invarianz yon f gegeniiber (13) folgt 

f(O, y~; O, y;; . . . ) =  f ( P Y l ,  dye; f ly ; ,  5y; ; . . . )  

(wobei nut das erste Variablenpaar in Evidenz gesetzt wurde). Diese 
Gleiehung ist numeriseh richtig fiir beliebige Zablen (fl, (~)=~ (0, 0). In- 
folgedessen liegt eine algebraische Identitiit in den Variablen fl, ~ vet, 
und ich dad in ihr auch fl -- ~ = 0 setzen. -- Die numerische Gleiehung (12) 
kann daraufhin, mit der abgeiinderten Bezeiehnung 

so gesehrieben werden: 

(15J f ( x , x ' ,  "" ") ----- fo(& ~', . . . )-  

re( 2, ~', . . . )  ist bei Irei ver~inderliehen Argumenten (14) eine Komplex- 
invariante in 2 (h ~ 1) Dimensionen. Ist flit diese Dimensionszahl unser 
Satz schon als riehtig erkannt, so liil3t sieh fo also ganz rational aus- 
driieken dureh die sehiefen Produkte vom Typus 

[~ ~'] = (~ '~ - ,~o ~:~) + . . .  + ( ~  '~ -- ,~,, ~ ) :  
fo(~, ~:',...) = q5 ( . . . ,  [ ~ ' ] ,  ...). 

Fiir die besonderen dureh (11) eingefiihrten Wertsysteme folgt dann aus 
(15) und [xx']--= [r die behauptete Darstellung yon f. 

4. Um nun abet den Induktionssehlul~ zu beenden und in n Di- 
mensionen mit Hi|re der Cap~llischen Identitiit yon weniger als n zu 
einer beliebigen Anzahl von Argumenten iiberzugehen, brauchen wit noeh 
den Satz: Die Determinante ( x ' x " . . ,  x (~)) yon n Vektore~ x' ,  x" ,  . . . ,  x ('*~ 
driiekt sieh ganz rational dureh ihre sehiefen Produkte zu je zweien aus 
(als ein sog. Pfaffsehes Aggregat): 

( x ' x "  X(n) ) ~ 1 . . . .  2 . 4 - 2 h ~ ' - { - [ X ' X " ] [ X " X " ~ " ' [ X ( n - I ) X { m ]  " 

In dem Produkt, das rechts unter dem Summenzeichen'aultritt, sollm~ 
die n Vektoren s~imtlichen Permutationen unterwoffen werden; alle n! Terme 
sind darauf mit alternierenden Vorzeiehen zu addieren. 
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Zieht man neben kovarianten aueh kontravariante Vektoren 

U~(Ul~V x, U~,V ~", ...~ u h ,  v h) 

in Betraeht, so erledigt sieh die Aufstellung der Gmndinvarianten dutch 
die einfache Bemerkung, dal~ mit jedem solehen Vektor u ein kovarianter 
verbunden ist dutch die Gleiehunge n 

x~ = v i, Yi := -- u~ (i ~ - 1 , 2  . . . . .  h). 

Die sieh ergebenden Typen sind 

(xu), 

I[. Fundamentalsa tz  der  Algebra  und Grundlagen der  Mathematik.  

Der Fundamentalsatz der Algebra ist oft genug behandelt worden; 
keiner der bekannten Beweise geniigt aber den Anforderungen, welche die 
Brouwersche Analysis an einen strengen Existenzbeweis stellt11). Ieh 
mSchte zun~ichst an diesem Beispiel zeigen, wie jene yon seiten der Logik 
geltend gemachten Anspriiche mit denen der Praxis genau zusammenfallen, 
und dann einige allgemeine Bemerkungen fiber die Grundlagen der Mathe- 
matik anschlieBen, welche durch die anders geriehteten Hilber tschen 
Untersuehungen aug diesem Gebiet hervorgerufen sind. 

Die Aufgabe ist: wenn die Koeffizienten der Gleiehung 

(1) y = f ( x )  .~- x n -~. a ,  x n - 1  --~- . . .  --I- a, ,  ~--- 0 

approximativ gegeben sind, die Wurzeln angen~i]aert zu bestimmen -- in 
soleher Weise, dal~ die Genaaigkeit der Wurzelbestimmung mit tmbegrenzt 
wachsender Genauigkeit der Koeffizienten gleichfalls sehliefllich jeden Grad 
iibersehreitet. Bei soleher Fassung sehliel~t die Existenz der Wurzeln 
oi~enbar ihre stetige Abh~ngigkeit yon den Koeffizienten ein. 

Wit bedeeken die komplexe x-Ebene mit dem quadratisehen Raster 
1 yon der Masehenweite ~ ;  die Teilungslinien sind diejenigen, aug denen 

der Realteil oder der Imagin~irteil yon x ein ganzzahliges Vielfaches yon 

2~ist. Die Quadrate des Rasters nennen wir die Dualquadrate h-ter Ord- 

hung; ein ,,Dualstern" h-ter Ordnung ist das Quadrat yon der Seiten- 
1 l~inge ~--:i, das gebildet wird yon den vier Dualquadraten h-ter Ordnung, 

die um einen Eekpunkt des Rasters herumliegen. Entsprechend dem Uber- 
gang zu immer verseh~rfter Genauigkeit durchlaufe h die Folge der Werte 

xl) Vgl. dariiber Weyl, Uber die neue Grundlagenkrise der Mathematik. Math. 
Zeitschr. 10 (1921), S. 39. 
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0, 1, 2 , . . . .  Auf der h-ten Stufe seien die Koeffizienten mit solcher 
Genauigkeit bekannt, dal3 fiir jeden yon ihnen mit Sicherheit ein Dual- 
stern h-ter Ordnung in der komplexen Ebene angewiesen werden kann, 
in welchem er liegt. Man kann auch statt der einzelnen Koeffizienten 
gle:ch das ganze System (al ,  a~ . . . .  , a~) als Punkt in cinem 2n-dimen- 
sionalen Zahlenraum ins Auge fassen; dann Jst in ibm ein Dualstern 
h-ter Ordnung A ~ A h bekannt, welchem der Koeffizientenpunkt sicher 
angehSrt. -- Schon auf der 0-ten Stufe der Approximation kSnncn wir 
eine ~anze Zahl m angeben, dal~ alle Wurzeln der Gleiehung innerhalh 
des im Nullpunkt zentrierten Quadrats ~ yon der Seitenl~inge 2 m ]iegen. 
Wir gehen nun zun~ichst genau nach dem Muster desjenigen Beweises vor, 
der mit Weiers t ra•  in dem von Stufe zu Stufe feiner werdenden Quadrat- 
raster der x-Ebene ein Minimum des absoluten Betrages If(x)! abzu- 
fangen sueht. 

Bei der Genauigkeit, mit welcher die Koeffizienten auf der h-ten 
Stufe bekannt sind, kann ieh zu jedem Dualquadrat h-ter Ordnung q~ 
der x-Ebene, welches zu ~ geh6rt, ein Quadrat q~ in der y-Ebene an- 
geben, in welchem die Werte y meines Polynoms gelegen sind, wenn x 
in % variiert; % soll ein Quadrat sein, das aus lauter Dualquadraten 
h-ter Ordnung zusammengesetzt ist. Enth~ilt qv den Nullpunkt der y-Ebene 
(eines der vier um den Nullpunkt herumliegenden Dualquadrate h-ter Oral- 
hung), so neunen wit q~ ein nullstellen-verd~htige8 Quadrat. Diese Priifung 
kann fiir jedes der endlichvielen Quadrate q~, aus denen ~ besteht, vor- 
genommen werden. Ein verd~htiges Quadrat q~ wird man als approxima- 
rive Bestimmung einer Wurzel betrachten wollen. Geht man nun aber 
zur niichsten Genauigkeitsstufe (h + 1) fiber, so kann es sich natiirlioh 
ereignen, dal3 sich yon den vier Dualquadraten ( h + l ) - t e r  Ordnung, in 
welche q~ zerfallen ist, keines mehr als nullstellen-verd~ichtig ergibt: wit 
werden aus q~ vertrieben und mfissen anderswo unser Hell versuehen. So 
k6nnen wir von Stufe zu Stufe in dem ganzen Quadrat ~ herumgetrieben 
werden, ohne irgendwo zur Ruhe zu kommen and uns einem festen Wurzel- 
wert anzun~hern. Dies ist die Hauptschwierigkeit, welche iiberwunden 
werdcn mull; bei der iib]ichen Gedankenfiihrung wird hier der Sprung ins 
Jenseits durch den Existentialabsohtismus vollzogen. 

N5tig ist offenbar ein Kriterium, das sehon au~ der h-ten Stufe 
dariiber entscheidet, ob man bei fortgesetzter Teilung und beliebig fort- 
schreitender genauerer Festlegung der Koeffizienten in 0~ immer wieder 
nullstellen-verd~ichtige Quadrate antreffen wird oder nicht. Es ist eine 
wunderbare Tatsache, dal] ein solches Kriterium vorhanden ist -- nicht 
freilich fiir das einzelne Quadrat q~, sondern Ifir die einzelnen zusammen- 
h~ngenden, abet gegenseibig voneinander getrennten Gebiete g, zu denen 
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sich die verd~htigen Quadrate zusammenfiigen: die auf h-ter S~ufe vor- 
liegende Oenauigkeit geniigt, um zu bereehnen, welchen Zuwaehs 

I ~f ' (x)dx 
(2). ]---. arg y ----- ~-~ 3 2~ f - ~  

erf~hrt, wenn x das ~iul]ere Umriflpolygon / /  yon g durchl~uft. Dieser 
Zuwaehs ist eh~e gaffe nieht-negative Zahl n(g),  welche angibt, wie viele 
Nullstellen in ~ liegen. Jede Seite z yon H ist n~imlich Seite eines nicht 
nullstellen-verd~chtigen Dualquadrats h-ter Ordnung %, welchem in der 
y-Ebene ein den Nullpunkt nicht enthaltendes Quadrat q, entspricht; in- 

1 
folgedessen ist fiir die Werte yon ~ arg y aui (J ein Intervall bekannt, 

dem sie angeh5ren und dessen IAinge < �89 ist, und das genfigt, um jene 
gauze Zahl mit Sicherheit zu bestimmen. Indem man jede Seite ~ durch 
jenes zugehSrige Quadrat qy in der y-Ebene ersetzt, hat man nur darau~ 
zu achten, wie oft die dem Umril~polygon H korrespondierende Kette vo~ 
Quadraten qu den ~ullpunkt umschliel~t. Die fiber die versehiedenen Ge- 
biete g erstreckte Summe ~Tn(g) is~ gleich dem Grad n des Polynoms. 
Beizubehalten sind nut diejenigen Gebiete g, Iiir welehe n(B)~= 0 ist. 
Bei der Durchfiihrung des Beweises werden wir noch jedes der Gebiete 9 
um der Einfaehheit willen dureh ein g einsehliel~endes Reehteck ~ ersetzen. 

Es ist weiter erforderlieh, dab die Gebiete g bei unbegrenzt fortgesetzter 
Teilung schlie~lieh beliebig klein werden und sieh auf einzelne Punkte 
zusammenziehen. Dies beruht offenbar darauI, dal~ die Diehtigkeit der 
Wurzelverteilung eine von vornherein angebbare Schranke nieht iibersteigt, 
well nut eine besehr~nkte Anzahl yon Wurzeln, n~mlich h6ehstens n, 
existieren. Der Satz muff folgendermal~en verseh~rft werden: Hat das 
Polynom (1) an n ~ 1 Stellen x ---= %, ~1 . . . .  , a Werte, welehe absolut ~ E 
sind, so kSnnen nieht alle Abstiinde ] r  ek ] ( i  ~= k) dieser n q-1  Werte 

voneinander > ~ sein. An der Sehranke~nne ist natfirlieh allein das 
von Wiehtigkeit, dab sie m i t e  gegen 0 konvergiert. Der Beweis ergibt 
sieh sogleieh au~' der Lagrangesehen Interpolationsformel: Hat f (x)  an 
der Stelle x = a~ den Weft fl~, so ist naeh ihr der hSehste Koeifizient yon f: 

#o ~_ . . . .  

Sind alle Differenzen l e~ -- % 1 ~ ~ (i + k), alle I fl~l hingegen ~ e, so 
folgt daraus 

- , - = 1 ,  d.i. ~ < ~ n ~ ' .  

Die Konstruktion verl~iuft demnach folgendermaBen: q ==% bedeute 
]etzt aussehliel~lich die nullstellen-verd~iehtigen Dualquadrate h-ter Ordnung: 
ihnen entspreehen in der y-Ebene die Quadrate q~, welehe den Nullpunkt 
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enthalten. Die grSBte unter den Seitenl~ng~n dieser endlichvie]en % --  ein 
Dualbruch mit dem Nenner 2 h -- sei %, J1, abet der kleinste Dualbruch 
mit dem Nenner 2 h+I und ungeradem Z~ihIer, fiir welchen J~ ~_ 2 neh ist. 
Es gilt lira Jh = 0. Wir beginnen mit einem Quadrat q~ ~ ql und vet: 

grSl]ern es untsr Festhaltung seines Mittelpunktes zu einem Quadrat q~ 
yon der Seitenl~inge 2J  h. Gibt es noch nu|lstellen-verd~ichtige q au0erhalb 
dieses grSBeren q~, so w~hlen wit sines yon ihnen und vergrSl~ern es in 
der gleiehen Art za q~. Existie-en welter Quadrate q, welche weder zu 
q~ noah zu q~ gehSren, so verf~illt sines yon ihnen abermals dem gleichen 
VergrS~erungsprozeB: q~; und so fort. Nach dem Hilfssatz kann sich das 
nicht 5fter als n-real wiederholen: wit bekommen hSchstens n Quadrate 
q~, q~ . . . .  , welehe nile q enthalten. Wiinseht man eine bestimmte Vor- 
schrift fiir die Reihenfolge, in der die Quadrate vorgenommen werden, so 
setze man etwa feat, da~ yon je zwei Dualquadraten dasjenige den Vorrang 
hat, welches welter links liegt; konkurrieren aber zwei solche Quadrate, 
welche demselben Vertikalstoilen angehSren, soil das tiefer gelegene den 
Vorrang haben. Die Quadrate q~, q r  brauchen nicht vS]lig getrennt 
zu liegen. Wit konstruieren das kleinste (aus Dualquadraten h-ter Oral- 
hung bestehende) Rechteck rl, das 1. q~ enth~ilt und an welches 
2. keines der Quadrate q* stS~t, ohne ganz in ihm enthaIten zu sein. So 
bekommen wit an Stelle der Quadrate q* hSehstens n Rechtecke r, die aIle 
nullstellen-verdiichtigen q enthalten und welehe sich weder iiberdecken 
noch aneinander grenzen. Die Seitenl~ngen dieser Rechtecke sind hSchstens 
gleich 2 n J  h. Fiir jedes r bestimmen wir nach oben gegebener Anweisung 
die Zahl n(r )  und seheiden diejenigen aus, flit welche n ( r ) = 0  ist. 
Bleiben z. B. drei Rechtecke r iibrig: r', ~", ~"  mit den zugehSrigen An- 
zahlen n(r )  ~ 3, 1, 2 (die Gleichung sei also vom Grade 3 -~ 1 -~ 2 ~- 6), 
so definieren wit in dem Wurzelraum (Ca, %, ".-,  r sin 12-dimensionales 
Rechteck ~ dutch die Bedingungen: a~, r % in r', a 4 in z", cso % in r" .  
9~ mSge noch ersetzt werden durch das kleinste Quadrat A~I das aus 
Dualquadraten h-ter Ordnung zusammengesetzt ist, ddnzelben Mittelpunkt 
wie ~ hat und ~ ganz im Innern enth~lt. Beim Ubergang zur n~ichsten 
Teilungsstufe brauchen wit von vornherein nur diejenigen Dualquadrate 
(h-~ 1)-ter Ordnung in der x-Ebene zu beriicksichtigen, welche durch 
Teilung aus nullstellen-verd~ichtigen Dualquadraten h-ter Ordnung hervor- 
gehen. Es ergibt sich im Wurzelraum sin ganz im Innern yon A h ent- 
ha|tenes 2n-dimensionales Quadrat Ah+ ~. Mit unbegrenzt wachsendem h 
konvergiert die Seitenldnge yon A h gegerb O. 

Die besehriebene Konstruktion ist eine solche, die mit einer durch 
freie Wahl werdenden Schachtelfolge yon Dualsternen A h i m  Koeffizienten- 
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raum ( h ~ 0 ,  1 ,2 ,  . . . )  gesetzm~I~ig eine werdende Schachtelfolge yon 
Quadraten A h im Wurzelraum verkniipft. Sie benutzt lauter l~ingst be: 
kannte Elemente; diese sind abet aueh alle fiir einen konstruktiv dureh- 
iiihrbaren Existenzbeweis wirldieh erforderlieh. Der Satz, zu dem wit 
gelangen, besagt: Jedes Polynom (1) l~iflt sich in Linear]aktoren zerlegen: 

= - - - 

Dabei kann noeh eine Zusatzbedingung wie 

gefordert werden, wo ~ das Zeiehen flit die Rangordnung gem.~l~ einer 
oben getroffenea Festsetzung ist. Unzul~ssig ist hingegen die Behauptun& 
f(x) lasse sich stets als Potenzprodukt yon lauter verschiedenen Linear- 
faktoren darstellen. 

In seiner ersten Mitteilung zur ,,Neubegriindung der Mathematik"l"-') 
hat sich H i l b e r t  in heftiger Polemik gegen die yon B r o u w e r  und mir 
vertretene Auffassung gewendet. Mir scheint, selbst yon seinem Stand- 
punkt mit geringem Reeht; denn soviel ich sehe, stimmen wit in dem 
entscheidendsten Punkte miteinander iiberein. Auch flit H i l b e r t  reicht 
die Kraft des inhaltlichen Denkens nicht weiter als fiir Brouwer ;  
es ist fiir ihn ganz selbstverst~ndlich, da~ sie die ,,transfiniten" Schlufl- 
weisen der Mathematik nicht tr~gt13), dab es keine Rechtfertigung flit 
alle die transfiniten kussagen der Mathematik als inhaltlicher Wahrheiten 
gibt. E~ wird nicht leugnen wollen, dab B r o u w e r  bier im ,,Axiom des 
ausgeschlossenen Dritten" den wesentliehen Punkt getrotten hat; diesel" 
neuen Einsieht zufolge kann H i l b e r t  jetzt auch das eigentlich Fragwfirdige 
und zu Begriindende, dem inhaltliehen Denken sehlechterdings Unzug~ingliehe, 
was vor ibm als logiseh selbstverst~ndlieh nicht in die Axiome auf- 
genommen wurde, sondern unerkannt ,,zwischen den Zeilen" sein Wesen 
trieb, der Formalisierung unterweffen und zum Kernstfick seiner Axiomatik 
machen. Ein weiterer grol3er Fortsehritt yon H i l b e r t  fiber die Ans~itze 
seines bekannten Heidelberger Vortrages ~4) hinaus liegt in der Anerkennung 
der Tatsaehe, daI~ ohne ein anschaulich-saehhaltiges Denken, das sieh nicht 
auf Axiome grfinden l~il~t und in welehem sich insbesondere ein finites 
Prinzip der vollstiindigen Induktion bet~tigtl~), nicht auszukommen ist. 

1~) Abhandlungen aus dem Mathem. Seminar Hamburg ] (1922). S. 157.- 
18) Vgl. hierzu Hilbert,  Die logischen Grundlagen der Mathematik, Ma~;h. Ann. 88 

(1922), S. 151; namentlieh S. 155, ]56. 
14) Verhandlungen des 8. ~nteruationalen Mathematiker-Kongresses (1904), S. 174. 
~5) Dem wird kein Abbruch dadurch getan, dab das Prinzip auch als eine Formel 

im Axiomensystem erseheint, Der Syllogismus kommt bei Hilbert  sogar in dreierlei 
Bedeutung vor: erstens als naiv gehandhabtes Prinzip des anschauliehen Denkens, 
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Mit Hilfe dieses anschaulichen Denkens ist naeh H i l b e r t  eine Begriindung 
der elementaren Arithmetik in der Weise mSglich, daft ihre S~tze n i c h t  

als ,,Formeln", sondern als inhaltliche Wahrheit verstanden werdenl~). 
B r o u w e r  zeigt, vor allem verm5ge seines Begriffs der werdenden Folge, 
dab das inhaltliche Denken wesentlieh welter reicht; es ist unter allen 
Umst~inden wichtig, zu sehen, wie welt man damit kommt. Vielleicht 
nimmt H i l b e r t  in dieser Frage einen noch radikaleren Standpunkt ein 
als B r o u w e r ;  ieh glaube abet, dab solehe durchgefiihrten Beweise wie 
der eben angegebene fiir den funktionentheoretischen Fundamentalsatz der 
Algebra erkennen lassen, dab die Grenzen des finiten Denkens in der 
Brouwerschen Analysis -- wenigstens in der yon mir gegebenen Inter- 
pretation 17) -- nieht iiberschritten werden. Auf dem Hintergrund der 
vorangehenden Epochen der modernen Grundlagenforschung -- tier ersten 
Epoche des naiven Existentialabsolutismus (Dedek ind ,  Can to r ) ,  der 
zweiten, welehe das ,,nieht-Priidikative" durch eine Typentheorie zu iiber- 
winden strebt (Russe l l )  -- heben sich B r o u w e r  und H i l b e r t  deu~lich 
als zusammengehSrig zu einer neuen dritten Epoche ab (der Ubergang 
yon der 1. zur 2. Epoche wird durch F rege ,  ein Ubergang yon der 2. zur 3. 
dutch meine Schriit ,,Das Kontinuum" aus dem Jahre 1918 bezeichnet). 

Die neue, H i l b e r t  eigentiimliehe Wendung ist die, dab er an den 
S~itzen der Mathematik ihre inhaltliche Bedeutung fahren liiBt und sie zu 
einem Formelspiel entleert. Gelingt ihm der Beweis der Widerspruchs- 
losigkeit -- u n d e r  hat den Weg, der zu diesem Ziele fiihren soil, bereits 
deutlich und iiberzeugend abgesteekr is) -- ,  so wird ein Resultat gewonnen 
sein, dem aueh ich grol]e Bedeutung zusehreibe, die Vollendung und KrSnung 
yon H i l b e r t s  axiomatischem Lebenswerk. Die Hi lbe r t sehe  Mathematik 
ist abet, wenn man seine Erkl~irungen ernst nimmt, in der Tat nut ein 
Formelspiel. Die Analogie mit dem Schaehspiel sei in einer kleinen 
Tabelle durehgefiihrt. 

Sehaehspiel 

1. Stein. 

2. Stellung der Steine auf dem BretL 

3. Ausgangsstellung. 

4. Zugregeln. 

Hi I b e r t sehe, Mathematik 

Zeichen. 

Formei. 

System der Axiome. 

Regeln, nach denen aus Forme/n 
Formeln ,,deduziert" werden. 

zweitens a]s axiomatische Formel und drittens als Operationsrege], nach welcher aus 
,,bewvisbaren Formeln" beweisbare l~ormeln entspringen. 

1~) a. a. O. ~2), S. 164. 
~) Vgl. die unter 11) zltierte Arbeit. 
1~) In der unter 1~) zitierten Arbeit. 

10* 
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Sehaehspiel 

H .  Weyl. 

Hi 1 b e r t sche Mathema~ik 

5. ,,Spielgerechte" Stellung (die auf 
Grund der Zugregeln aus der Aus- 
gangsstetlung hervorgegangen ist). 

6. Stellung, in weleher 10 Damen 
der gleichen Farbe auftreten. 

,,Beweisbare" Formel (welche auf 
Grund der Operationsregeln aus den 

Axiomen heIvorgegangen ist). 

Formel des Widerspruchs. 

Dureh die sich im finiten ansehaulichen Denken bet/itigende voll- 
st~indige Induktion kann man beim Sehachspiel ebenso einsehen, dal,/ 
10 Damen einer Farbe in einer spielgerechten Stelhang unmSglieh sind, 
wie H i l b e r t  beweist (oder zu beweisen sieh ansehickt), dab die Formel 
des Widerspruchs keine beweisbare Formel ist. (Man geht dabei natiir- 
lich v o n d e r  Bemerkung aus, dab dutch einen spielgerechten Zug die 
Summe der Anzahlen der Damen und Bauern einer Farbe niemals zu- 
nehmen kann.) Das ist Erkenntnis and nieht mehr Spiel; und nur zur 
Gewinnung dieser einen Erkenntnis wird von t t i l b e r t  das inhaltliche 
Denken benStigt. Auf diesem Standpunkt daft man nicht nach e inem 
tieferen Grund fiir die angenommenen Axiome und Operationsregeln fragen; 
aueh ist nieht abzusehen, waram man gerade Wel~ darauf legt, dal~ das 
Formelspiel ,,widerspruehsfrei" ist oder warum man das inhaltliche Denken 
sieh nicht noeh mit andern aus dem Spiel entspringenden Fragen besch~if- 
tigen l~iBt. Solange man auf diesem Standpunkt beharrt, ist man in der 
Tat aller Philosophie iiberhoben; undes  gibt keine andere ,,Einwendung" 
dagegen als die Erkl~irung: Ich spiele nicht mitt 

Soll aber Mathematik eine ernstha/te Kulturangelegenheit bleiben, so 
muB sieh nun doch mit diesem Formelspiel irgend ein Sinn verkniipfen. 
- -  Zun~ichst kann es sich in den Dienst der inhaltlichen Analysis, ins- 
besondere der inhaltliehen Arithmetik stellen, Als das beriihmteste Bei- 
spiel, in welehem heute transfinite Sehliisse zur Begriindung eines finiten 
Theorems herangezogen werden, nenne ich D i r i e h l e t s  Klassenzahlbestim- 
mung quadratischer Formen. Definiert man die zur Diskriminante D ge- 
hSrige Klassenzahl h mit Hilfe einer finiten Reduktionsmethode, so hat 
man zwei Wege zur Konstruktion von h: der eine ist dutch dieses Re- 
duktionsverfahren gegeben, der andere dutch D i r i c h l e t s  explizite Formel. 
Ist die Behauptung, daft aus einer beliebigen Zahl D sich auf beiden 
Wegen die gleiehe Zahl h ergibt, dutch H i l b e r t s  formale Analysis trans- 
finit begriindet, so ist sie inhaltlieh riehtig. Erg~be sich n~imlieh fiir 
einen bestimmten Wert, z.B. D ~ 129, alff dem einen Wege h ~--- 5, auf 
dem andern h = 7, so w~ire 5 = 7 und damit 0 = 2  eine beweisbare 
Formel im Hi lber t schen  System, die mit 2 =~ 0 zusammen zu der Formel 
des Widerspruehs 0 + 0 fiihrt. So oft also eine beweisbare t t i l b e r t -  
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sche Formel, inhaltlich interpretiert, einen Sinn gibt -- dazu ist insbe- 
sondere efforderlich, daft sis die transfiniten Funktionen nieht enthRlt --, 
spricht sie einen richtig'en Satz der inhaltliehen Analysis aus: der Forma- 
]ismus ist auf Grund seiner Widerspruchslosigkeit ein ]egitimes Hilfsmittel 
zur Gewinnung dera~iger S~tze. Immerhin wird man den Wert dieses 
iormalen Hilfsmittels nieht allzu hoch anschlagen. Denn nicht im Beweis 
bei gegebener Konstruktion, sondern in der Erfindung der Konstru/ction 
liegt in den meisten F~llen die eigentliehe Schwierigkeit. Nachdem einmal 
die vorhin besprochene Konstruktion gefanden ist, welehe aus der dureh 
freie Wahl werdenden Sehachtelfolge yon Dualsternen im Koeffizienten- 
raum die werdende Sehachtelfolge yon Quadraten im Wurzelraum erzeugt, 
gelingt der Nachweis miihelos, dal~ sie die Wurzeln der vorgelegten will- 
kiirlichen Gleiehung liefert. Und so liegt die Saehe fast immer. 

Mit dieser untergeordneten Rol]e seiner Formeln im Dienste der 
Brouwersehen Analysis wird sich H i l b e r t  sehwerlieh zufrieden geben. 
Ich sehe nut eine M6gliehkeit, ihnen einschlieftlich ihrer transfiniten Be- 
standteile eine selbst~ndige geistige Bedeutung beizuIegen. In der theore- 
tischen Physik haben wir das grofte Beispiel einer Erkenntnis von ganz 
anderem Gepr~ge vor uns als die gewShnliche intuitive oder phiinomenale 
Erkenntnis, welche das in der Anschauung 19) Gegebene rein ausspricht. 
W~ihrend bier jedes Urteil seinen eigenen, restlos in der Anschauung voll- 
ziehbaren Sinn hat, ist dies mit den einzelnen Aussagen der theoretischen 
Physik keineswegs der Fall; sondern dort steht, wenn es mit der Erfah- 
rung konfrontiert wird, nut das System als Ganzes in Frage. In der 
Theorie gelingt es dem Bewufttsein, ,,fiber den eigenen Sehatten zu springen", 
den Stoff des Gegebenen hinter sich zu lassen, das Transzendente darzu- 
stellen; abet, wie sieh yon selbst versteht, nur im Symbol. Die Beziehung 
der symbolisehen Konstruktion zum unmittelbar Erlebten muG, wenn nieht 
explizite besehrieben, so doch irgendwie innerlieh verstanden sein; aber 
diese Beziehung allein kann niemals die theoretisehe Deutung reehtfertigen. 
Hier walten Vemunftprinzipien, yon denen wit vorerst nut das der Wider- 
spruchslosigkeit klar erfassen; es ist aber gewift nieht der einzige Leit- 
laden bei der Ausbildung der theoretischen Physik (der Sinn der theore- 
tiset~en ist uns im Grunde ebenso dunkel wie der Sinn der kiinstlerischen 
Gestaltung). Wenn ich die phiinomenale Erkenntnis als Wissen bezeichne, 
so ruht die theoretische auf dem Glauben ~~ -- dem Glauben an die 

19) ,Anschauun~" wird hier natiirlich nicht aufs Sinnliche beschr~nkt, sondern 
bezeichnet jeden gebenden Akt. 

80) DaB der Glaube, d. i. die transzendente Vernunftthesis, ohne welche aUes 
Wissen tot und v611ig gleichgfiltig ist, nieht erst bei .Gott, Freiheit und Unsterblich- 
keit" auf den Plan tritt, war eine der ersten und wichtigsten Erkenntnisse, welehe 
Fiehte fiber Kant hinausffihrten. 

J 
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Realit~t des eigenen und fremden Ich oder die Realiti~t der Au[tel~welr 
oder die Realit~t Gottes. Ist das Organ jener das ,,Sehen" im weitesten 
Sinne, so ist das Organ der Theorie ,,das SehSpferisehe". Wenn Hi lbe r t  
nieht ein blol~es Formelspiel treibt, so will er eine theoretisehe im Gegeu- 
satz zu Brouv,'ers intuitiver Mathematik. Aber wo ist jenes vom Glauben 
getragene Jenseits, auf das sieh ihre Symbole richten? Ieh finde es nicht, 
wenn ieh nieht die Mathematik sieh vSllig mit der Physik versehmelzen 
lasse und annehme, dab die mathematischen Begriffe yon Zahl, Funktion usw. 
(oder die Hilber tsehen Symbole) prinzipiell in der gleiehen Art an der 
theoretisehen Konstruktion der wirkliehen Welt teilnehmen wie die Be- 
griffe Energie, Gravitation, Elektron u. dgl. Dann aber ist das System 
kaum durch seine Widerspruehslosigkeit schon ausreiehend gereehtfertigt, 
und es steht ferner zu erwarten, dab es das Sehicksal aUer andern theore- 
tisehen Erkenntnisse teilen wird: im Gegensatz zum ph~inomenalen Wissen, 
das wohl dem Irrtum menschlich unterworfen, abet seinem Wesen naeh 
unwandelbar ist, bleiben sie, wie ieh glaube, getragen yon dew. an uns 
sieh vollziehenden LebensprozeB des Geistes und werden yon ihm niemals 
als ein totes, ,,endgiiltiges" Resultat abgesetzt. Vielleieht ist es aber ja 
doch so, wie H i l b e r t  zu meinen seheint, dab fiir den mathematisehen 
Teil der theoretisehen Weltkonstruktion das Prinzip der Widerspruchs- 
losigkeit zusammen mit der Forderung, die vom naiven Existentialabso- 
htismus fiber das Unendliehe nach Analogie des Endlichen aufgestellten 
Behauptungen so weitgehend wie mSglich symbolisch zu reehtfertigen, als 
einziger Leitfaden geniigt. In der Gesehichte der Physik zeigt sich, dab 
Anschanung und Theorie best~indig Hand in Hand gehen mfissen. Auf 
der einen Seite ist z. B. nieht zu leugnen, dab der Maehsehe Ph~nome- 
nalismus der Atomtheorie unterlegen ist; auf der andern Seite aber lehrte 
E ins te ins  Relativit~itstheorie, wie wiehtig der Rfiekgang auf die ansehau- 
liehe Bedeutung der theoretisehen Konstruktion und die Ausseheidung allzu 
willldirlicher Elemente (Geometrie, absoluter Raum) sein kann. So ist 
es sieherlieh yon groBem Nutzen, dab uns B r o u w e r  in der Mathematik 
wieder den Sinn flit das ansehaulieh Gegebene gest~irkt hat. Seine Ana- 
lysis sprieht den Gehalt der mathematisehen Urintuition rein aus und ist 
datum von riitselloser Klarheit durchleuehtet. Abet neben dem Brouwer -  
schen wird man den H i l b e r t  then Weg verfolgen miissen; denn es ist 
nieht zu leugnen, dab in uns ein vom blofl ph~inomenalen Standpunkt 
sehleehterdings unverst~indliehes theoretisches Bediirfnis lebendig ist, dessen 
auf symbolisehe Darstellung des Transzendenten geriehteter Sehaffensdrang 
Befriedigtmg verlangt. Aber bier beginnt das R~tsel, und so sind auch 
diese SchluBgedanken nut ein zaghaftes Hinaustasten ins Dunkel. 

(Eingegangen am 25. Oktober 1923.) 


